Calcul matriciel appliqué

Le texte qui suit a été rédigé a partir d'un expcsé fait au groupe IREM math-physique du

Haut-Rhin.

ler exemEIe :

Une particule M de masse m est accroché&a 2 points fixes A et B distants de 21, par un

fil élastique de longueur initiale 21lo et de module d'élasticité ac .

Etude du mouvement de cette particule (en oscillations libres a partir d'un point £ de (4 ),

distinct de Q)

On_suppose que
DO 1> 1o
@} et que le mouvement de la particule M se situe dans un plan horizontal et sur la

médiatrice ( A ) de AB.
Soit (O, U ) un repére de(A) .

X
s — La position du point M a l'instant t est donnée
T T
1M 2 par :
e :
A O I ... _ 5B

(a)

@ MA =1=MB

La particule est soumise a 2 actions extérieures dues a la tension du fil MA et MB :

e g =i i —
T, +T,=-2 §[T1H . COsS A .U
- G- X oy
=2 |T] I .¢ -u
. i} = | 1 -lo
or : Hf[l n =BT
donc : T& +7T, =—pyp4=l0 Iy
1T 2T T T
-— — —
F=m 4§ donne l'équation du mouvement dans le repére (O,
I e "
-2p Tl X=m.X



] 1 ~1lo

ce qui est de la forme : x'" = ~a2x avec a = \%{ 2p

et les solutions sont de la forme :

x() =K . cos(at+v ).

2éme exemple :

On considére deux particules M1 et M, de méme masse m, attachées par un fil élastique

de longueur initiale 3 lo, a deux points fixes A et B tels que AB = 3 1.

(A 1) (A 2)

Soit (O1 , W) un repére de (4 1)
Soit (O,, ) un repére de (A 2).
Approximation :
On suppose que : M A =M M, =M _B=1,

1 12 =M -
Le mouvement de M, est sur (A ]) QlMl = xl(t) u

— -

Le mouvement de M., est sur 4 2) 02M2 = xz(t) u

Donc, les tensions sont constantes et de méme norme :
1 -1lo

lo =T
: o =
Pour le point M1 : la projection sur 1'axe (A 1) de T1 + T2 est :
X IR Y T -
-T71 - T u:-I—(Zx]—xz).u

e T
Pour le point M, : la projection sur (4 2) de =T, + T3 est :

X Oy mxg) Y
— + T

- -1 (=x, +2x.) . u
I I 1 1 2

d'ol les équations des mouvements :

. [ =T tt - 2
pour M, : mx 1= 1 (2)(1 - x2) = x"; =-b (2><1 - x2)
. T w32
pour My : mx", = 7= (= x; + 2x,) (== x g = =bTl=x, + 2X5) avec b = \ / 51

@)



Ecriture matricielle :
x" 2 -1 X

1 1
- _p?
X 5 -1 2 x2
x1 x”1 2 -1
Posons : X = X" = et M=
X, X 9 -1 2
d'ou :
X" = -b% M X ®

(Recherche de vecteurs propres en vue de diagonaliser la matrice M)

-
Soit (i, ) la base dans laquelle est écrite la matrice M.
el - ™™
I =1-jet] =1+ jsontdeux vecteurs propres, formant une base (1, ]) dans laquelle la
matrice diagonale obtenue a partir de M est :

3 0
=M
0 1
- -
Soit P la matrice de passage de la base (i,j) a la base (1,]), 1'équation @ devient :
X' =-b?p M P X
& pixr- pimptx . En posant ¥ = Pl X et X" = pt e
L'équation @ s'écrit :
X "= b M X

t _ 2
y'o= Sy
{=,

Tt 2
Vo= by,
d'oﬁ:%yl(t)~K1.cos(w1t+ &,?1) avec w , =b \/3

yz(t):K .cos(w, t+ ‘«?2) avec w ,=b

2 2 2
D'autre part : X=P. X%
- % xl(t) = yl(t) + yz(t) _ xl(t) = K1 . cos( w LR 1) + K2 . cos(w2 t +\92)
xz(t) = -—yl(t) + yz(t) x2(t) = —Kl . cos(wlt + u?l) + K2 . cos(w 2t + 9 )

2



Remarques : Cas particuliers :
.si K, =0 xl(t) 1

_________ = . § -
Kl . cos( w It + D donc x X
xz(t) \ -1

Les points M1 et M2 vibrent en opposition de phase sinusoidalement

.si K, =0 xl(t) 1
________ =K .cos(w, t+ ¢ )
X, 2 2 “ \1

Les points M1 et M2 vibrent en phase sinusoidalement.

Le cas général est une superposition de ces deux cas particuliers appelés les modes normaux.

3éme exemple :

Deux particules M1 et M2 de masse m sont attachées sur un fil qui pend librement telles que :

AM1 = M1M2 =1 A

Approximation : On suppose que les mouvements de M1 et M2 ont lieu dans un plan vertical.

Le point M, se déplace sur une droite horizontale (4 1) rapportée au repére (O, V) et

M2 sur (4 2) horizontale rapportée au repére (O', V).



e

[N o
OM1 = xl(t) .V

__'_____,) ( —
O M2 =X, .V
i —
On suppose que & est petit, donc “ Tz “ o~ mg
Le point M1 se déplace horizontalement, donc : H i:—l) “ o~ 2mg
. { = X, — X
Pour M, - “TZH (L2 5.m8 - x,)
1 1 1 2
= X, — X , X
Pour M. : - T 1 2 > 1 mg
1 l! 2" (—‘*—1‘—'—*)—' "Tln T—— T(—3X1+X2)
D'ou les équations des mouvements :
ty _ _ I_n_g _ " _—
mx", = 1(><1+x2) X"y 5 3 1 X ’
(= = b avec b =
noo _Mge, Y x"2 -1 1 X
R T B ) 2

= | X" = _p? J'x

(De m&me que précédemment, on diagonalise la matrice ; les valeurs propres sont :
2- VZ2et2+ V2.

J+ K, .cos(w t+ Y

1 1 2 2 2)

§x1(t)=K1 .cos (w t+ Y
>

xz(t):(1+ V_Z-)Kl.cos(w 1t \?1)+(1~ V_E)KZ-COS(UJZt-F ‘FZ)

avec wlzb V2-yv2
et w2=b \/2+ V72

Solutions particulieres

.51K2:O XZ’.‘:’.




La solution générale est une superposition de ces deux cas particuliers.

Léme exemple :
Méme situation qu'a l'exemple 3, avec un systéme en équilibre en appliquant des forces f1

et f2 aux points M1 et M2.

(7
z
f, =m b2(3x - X,) f X
1 1 2 1 2 1
B 2 =) =m b A
\izwmb(~xl+x2) f2 9
X4 1 1 fl
X - 1 3 f
2 om bz 2
Y
matrice de flexibilité
du systéme
Remargue : 1 1 a .
Les coefficients de la matrice 5 = peuvent étre
2m b 1 3 b d

déterminés par l'expérience en mesurant les longueurs indiquées :

.s1f, =0 et flzl




Sur des notes prises durant l'exposé de E. MEYER par
Paul BALTZER
et  Antoinette POINOT

uelques remarques de 1'auteur de l'exposé
q q P

Rendons d'abord a César ce qui est & César et 1'idée de cet exposé & FLETCHER

("L'Algébre linéaire par ses applications - chez Cédic : merveilleux ouvra e).
g P PP g

Les approximations faites sont trés grossiéres et demanderaient a &tre justifides.
Mais si vous avez un doute sur la valeur des résultats, et méme si vous n'en avez pas,
faites donc 1'expérience en accrochant des boules & une ficelle : le résultat est tout
simplement merveilleux. Quelle joie (pourquoi pas ?) en réalisant les deux modes normaux
et surtout, en voyant dans le mouvement général, une combinaison lindaire des deux

mouvements particuliers : belle visualisation d'espace vectoriel.

Dans 1'exposé fait au groupe math-physique, la recherche des valeurs propres,
des vecteurs propres et de leur utilisation a été faite par le passage a la géométrie et a
I'itération, un peu comme A. Deledicq 1'avait fait au cours de son passage aux journées
régionales A.P.M. Ce théme a également servi en T.E. pour illustrer les équations

différentielles et réviser quelques résultats d'algébre lindaire.

Etienne MEYER



