Multiplions - nous !

La notion de groupe ne figure plus aux programmes 1978 pour 1les classes
de 4° et 3°, C! est un fait, et mon but n'est pas de porter un jugement,
S'11 est vratl qu'on a souuent demandé aux éléves un niveau d'abstraction
de 1a structure dont 11ls n'étatlent pas capables, on risque maintenant de
tombep dans 1l'excés contraire, A la fin du premter cycle, les éléves
n'auront jamatls opéré avec d'autres 8tres mathématiques que les nombres
et auront (3 bon droit) 1'tidée que les propriétés des operatmons sont
tout 3 failt générales, Or chacun satt que tous les ensembles n'ont pas
une structure de corps totalement ordonné.

1 est vral que rien n'empB8che de considérer les opérations ensemblistes
ou 13 composition des applications dans 1a m8me optique. Matls on se
heurtera trés vite au probléme de 1'abstraction, Clest pourquotl je suggére
une activité gui 3 provoguéd 1l'enthoustiasme de ma classe de 4° et qut a eu
des retombées bénéfiques sur d'sutres points du programme, |1 s'aglt dune
etude de 1'anneau Z/24Z, dont 1'opiginalité est de réduire 1le plus possi~
ble 1'abstraction,

Le prinecipe est trés simple: donner 3 1a classe une structure d'anneau
isomorphe 3 Z/nZ, Evidemment, les résultats pratiques sont plus ou moins
intéressants sutvant les ualeurs de n, Ma classe de 4° ayant 23 éléves,
nous avons ajouté un &léve imaginaire: 2/24Z7 2 des propriétés plus &tonnan=-
tes que Z/23Z quti est un corps., Cette adjonction n'a troublé personne.

Tout le travatl a été effectué en fait sur les classes d! équivalences,
mals aussit8t transposé par {somorphisme 3 1a classe elle-mBme. Evidemment,
on n'a jamais prononcé le mot de classe d'égquivalence, et 1'ensemble a &fé

noté: z;, =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,21, 22,23},

Les opérations d'addition et de multiplication ont été définties atnst:
pour multiplier deux éléments de Z,_,, on fait leur produit en tant que
nombres entiers, puis on retranche autant de foils 24 qu'il est nécessaire
pour obtenir un résultat compris entre 0 et 23, |1-m'est appary que cette
phrase étsilt plus accessible que “rechercher le reste de 1a divistion par
24", ldem pour 1'addittion, Remarque: les tables gagnent 3 B8tre faites 3
1a maison: elles sont trés longues (576 cases chacune), et les &léves

les remplissent sans méthode, m8me lorsqu'ils ont constaté des moyens
d'abréger le ealcul, Elles sont données en annexe.

1T suffit ensuite d'attribuer un numéro 3 chaque éléve pour obtenir
1'tsomorphisme, Pour fixer les tdées, je donne 1'exemple de mes éléves:

0: Raymond; 1: Martine; 2: Dominique;
3: Encarnacion; 4: Evelyne; 8: Nathalie;
é: Marte~Line; 7: Corine; 8: Sylvie;

9: Patriecis; 10: Gilles; 11: Cheristine;
12: Catherine; 13: Sophtie; 14: Cheistian;
15: Astride; 16: Paule; 17: Sandrine;
18: Dtletmar; 19: Antontia; 20: Brigitte;
21: Frédérice; 22: Christophe; 23: Marielle,

Sttot prétes 195 tables, les &léves ont commencé 3 s'additionner et 3

se multlpller. Ainsti, on remarque que Gilles + Christophe = Syluie,

que Asteide + Patricta = Raymond, gue Antontia x Dietmar = Marte~Line,
etc,.. Toutefois, 11 est certain gue les &léves se lassent assez yite

si on ne leur propose pas du nouveau; faire ce travail pour en rester
18 seratlt un peu stérile, C'est pourquotl je vous propose quelques
pistes que j'atl expérimentées avec mes &ldves; la plupart se généra-
lisent bien 3 un nombre quelconque d'éléves; pour 12 clarté de 1'exposé,

O



je resteratl dens le cadre de Z/247.

1., Propriétés de 1'addition,

(2/24z, +) est un groupe abélien, d'élément neutre C; 1'opposé de n est
24-n, Aprés tisomorphisme, (C, +) est done sussi un groupe abélien, dont
1'é1ément neutre est Raymond (qu'un éléve a8 proposé d'écrire Raymond, sans
aucune allusion), Chacun s'est amusé 3 chercher son opposé, ce qui 2 parfois
déelenché d'homériques fous-prires, surtout quand un garcon découvre Btre
1'opposé dlune fille qu'1l drague ouvertement dans 12 cour du collége.,.
La structure additive étant "sans surprises®, 11 ne me parailt pass indispep~

sable d'insister heaucoup plus,

2. Propriétés de 1a muyltiplication,

On repére trés vite 1'é€1lément neutre (Martine), 1'é1ément absorbant

(Raymond), 1a commutativité, Inutile d'insister sur 1'associativité ni
sur 1a distributivité de 1s multiplication par rapport 3 1'addition,qu'on
syppose vrailes sans démonstration,

L'intérBt est 1cl dans la présence de nombreux diviseurs de 0, A wrat dire,
ce fait n's pas paru surprendre outre mesure les éldves; 1ls en ont pourtant
remarqué les effets néfastes: Gilles x Martle~Line = Gilles x Dietmar = Cathe-
rine: 13 régularité n'est pss au rendez-vous,

1T y 2 8 nombres 1nversibles: dans ce cas_particulier, 1ls sont leurs propres
inverses ( car si p est premier avee 6, p~ est congru 3 1 modulo 24), Les
éléves inversibles sont done Martine, Nathalie, Corine, Christine, Sophte,
Sandrine, Antonia et Martielle (c'est un hasard s'1l n'y a que des filles),
11 est factile de constater qu'ils forment un sous-ensemble stable pour 1a
multipliecation, dont la table d'opération est la suilvante:

1 5 7 11 13 17 19 23

1 1 5 7 41 13 17 19 23

5 5 1 11 7 17 13 23 19

7, 7 11 1 5 149 23 13 17

111 11 7 5 1 23 19 17 13

13113 147 19 23 1 5 7 11

47117 13 23 19 S 1 M 7

19119 23 13 17 7 11 1 5

23123 19 17 13 11 7 5 1

i1 s'agit du groupe de_Kleiln & 8 éléments, dont on asura d'autres exemples
avec 1l'ensemble (Z/27)°, muni de 1'addition (la table d'asddition de cet
ensemble est facile 3 résliser) ou svecd'ensemble des parties d'un ensemble
de trois é€léments muntl de ls différence sumétrique,

S'11 ne pose pas de probléme aux éléves de chercher leurs opposés dans la
table d'addition, 11 leur est plus difficile de eepérer les nombres ilnver-
sibles en cherchant les 1 dans 1a table de multiplication, Par contre, 1la
présence des 0 su milieu de 1la table esk eapidement repérée,

3. Relation d'ordre,

Je n'al pas abordé cet aspect en elasse, On pourratit constidérer plustieurs

types de relations; le classement n'a sucune chance d'8tre compatible avec
les opérations (et comme je n'en fals pas, c'étatlt de toutes fagons exclu);
une 1tnégalité naturelle est le classement 3 partir des numéros; mais 11 n'est
pas non plus totalement compatible: par exemple, Catherine (12) est inférieure
3 Frédérie (21), mais Catherime + Corine (12 + 7) est supérieur 3 Fprédéric
+ Corine (21 + 7). De plus, établir une telle relation nécessiteratt un chotix
de vocabulaire sotigné (11 pourratlt 8tre déplaisant de dire que tel éléve ast
"supérieur” ou “avant" tel autee),
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4, Usleur absolue,

Piste inexplorée aussi, fEme si on ne parle pas de pglation d'ordre, on peut
dire gue deux éléves ont mBme valeur absolue s'1ls sont opposés, La valeur
absolue auratlt par contre davantage d'intérdt dans un corps,

5. Puissances,

11 est trds facile de calculer les puissances successSives des élidves, Flles
déclenchent également pas mal de fous~rires, par exemple quand un garcon consta-
te que son carré est une fille, On remarque vite que certains éléments jouent un
r8le important et que 1a plupart des puissances sont rapidement cycliques, En par-
ticulier, les huit inversibles ont comme carré 1'élément neutre (Martine); done,
st 8 est tnversible, on a: on . Sa+1
a = Martine; 3 = 3 .
De plus, st @ est divible par 6, son carré est done divieible par 36: 11 est done
éqal 3 Raymond ou 3 Cathertine; la puissance 4 sera automatiguement &gale 3 Raymond,
On obtient le tablesu suilvant:

8 1 2 3 4 5 é 7 8 g 10 11 12 13 14 15 ..

o - 0 0 0 0 0 0 G 0 0 0 g 0 0 0 0 oo

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 1 1 1 eee

2 4 2 4 8 16 g8 1é 8 16 8 16 .8 16 g8 16 8 eee

3 4 3 9 3 g 3 9 3 9 3 9 3 9 3 9 3 eee

4 1 4 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 ..

5 1 5 4 5 4 5 4 5 4 5 1 5 1 5 1 S eee

& 1 & 12 8 0 0 0 8] g g g g g 0 0 0 e

7 1 7 1 7 1 7 1 7 1 7 1 7 1 7 1 T ees

B 1 8 16 g 16 g8 16 g8 16 8 16 g8 16 8 16 B eee

9 1 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 T ewe

10 1 10 4 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 1E6 16 ...
11 1 M 1 1M1 1 11 M I 1 M 1 M 1T 11 e
12 1 12 0 0 0 0 g 4] 0 g 0 g 0 0 g 0 eee
13 1 13 1 13 1 13 1 13 1 13 1 13 1 13 1 13 Leee
14 1 14 4 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 ses
15 1 15 g 15 g 15 9 15 9 15 9 15 g 15 9 15 c.e
16 1 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 4.,
17 1 47 1 1 1 17 Y Y 1 17 117 T 17 eee
18 1 18 12 0 o g 0 g g g 0 g a 0 B 0 eee
19 119 1019 1 19 1 19 1 19 1 19 119 1 19 ees
20 1 20 16 g 1é g 1é 8 16 8 16 g8 16 8 16 8 ees
21 1 21 9 21 g 21 g 21 g 21 g 21 9 21 G 271 eee
22 1 22 4 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 ..
23 1 23 1 23 1 23 1 23 1 23 1 23 1 23 1 23 ees

On remargue sur ce tableay un certaln nombre de relstions (suxguelles les &ldves
ne pensent pas seuls), comme par exemple:
2n 2n 2n+1 2n+1
a” = (-23) ; {-2) = -(a )
On remargue également gue les seuls esrrés sont 0, 1, 4, 9, 16, comme on pouvatlt

sty attendre,et 12, I1 y 3 trois &léments nilpotents (é = Marte~lLine, 12 = Cathe~
rine et 18 = Dietmar), et quatre &léments idempotents (0 = Raymond, 4 = Martine,
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9 = Patricia et 16 = Paule). Enfin, les éléments 2 (Dominique), 4 (Evelyne), ¢ (Martie-
Line), 10 (Gilles), 12 (Catherine), 14 (Christian), 18 (Dietmar), 20 (Brigitte) et

22 (Cheistophe) ne peuvent 8tre ecandidats 3 une putssance supérieure 3 3, Les @léves
"{mpairs" sont donec en général "plus puissants" que les éleéves "patirs",

6, Racines carrées,

Méme en quatriéme, 1l est trés faecille d'envisager le probléme inverse du précédent;
tout ratsonnement est tnutile, 11 suffit de regarder 13 table de multiplicattion,

On 2 dé{3 constaté que les seuls nombres qul possédent une racine carrée sont 0, 1,

4, 9, 12 et 16, Toutefols, 11 y a de notables différences par rapport 3 ce

quil se passe dans R;

- 0 3 deux racines carrées: 0 et 12,7

- 1 2 huilt racines carrées, opposées deux 3 deux, et gutl sont les hutlt &léments
1nversibles,

- 4 3 quatre racilnes caerrées, opposées deux & deux: 2 et 22, 10 et 14,

- 9 3 gustre racines carrées, opposées deux 3 deux: 3 et 21, 9 et 15,

- 12 a deux racines carrées opposées, 6 et 18,
- 16 3 guatre racines carrées opposées deux a deux: 4 et 20, B8 et 16,

7. Sous-structuces,

On atteint 1ei un niveau d'sbstraction qui risque de poser quelques problémes, |1
est certain qu'on ne peut parler de "sous-groupe" ou de "partie engendrée’ par un
¢lément, encore~moins de sous-anneau oy d'idéal, Toutefols, une petite incursion dans
ce domaine m'a montré que 1'aspect numérique restatlt abordable, et que 1l'aspect jeu

motivait les petites recherches néeessaires,

Uo1lei les sous-groupes additifs de 1a classe engendrés par les éléments:
<Raymond> = {Ragmond} H

Martine, Nathalie, Corine, Christisn, Sophie, Sandrine, Antonis et Martelle, gut
sont inversibles, engendrent toute 1la classe (une telle phrase est susceptible de
faire de 1'effet sur une classel)
<Domintique> = {Ragmond, OJominigue, Evelyne, Marie-Line, 5ylute, Gilles, Catherine,

Christian, Paule, Dietmar, Brigitte, Christophe} (sous-groupe tiso-
morphe 3 %/122).

<Encarnacton> = {Ragmond, Encarnaction, Martie~lLine, Patricia, Catherine, Astride,
Dietmar, Frédéric } (sous-groupe tisomorphe 3 Z/82).

<Evelyne> = {Ragmond, Evelyne, Sylvie, Catherine, Pauls, Brigitte} (sous-groupe
isomorphe 3 2/62),.

<Marte~Line> = {Raymond, Martie-lLine, Catherine, Diletmar} (sous-groupe isomorphe
a z/42)

< Sylute> = {Ragmond, Sylvie, Paule} (sous-groupe isomorphe 3 2/32).

<Catherine> = { Raymond, Catherine}. (sous-groupe iseomorphe 3 2/27)

Les sous~groupes engendrés par Gilles, Christian, Astride, Paule, Otetmar, Brigitte,
Frédéric et Christophe, sont déjd éerits; le lecteur les reconnaitrs aisément parmi
les sous-groupes ci-dessus,

La structure de groupe attach&e 3 ces sous-ensembles est évidente, Je n'atl pas jugé
bon de pousser le détatll 3 ce sujet trop loin en classe,

i1 est facile de se conuvaincre que 1'on a3 obtenuw ainsti tous les ensembles stables
par 1'addition,

On sait que tous ces sous-ensembles sepont ausst des sous-anneaux et méme des 1déaux,
On peut par contre rechercher lesquels ont une structure de corps,

O,



i1 n'est pas inintéressant de s'intéresser de plus prés aux structures multiplicastives
de ces ensembles, en particulier 3 cause des nombreux diviseurs de zéro qu'tils contien-
nent, I1s fournissent en effet 1'un ou 1'asutre cas patholédgique,

Notons pour commencer qu'un 1déal contenant Catherine (dont le ecarré est é&gal 3 Ray-
mond, c'est-3-dire nul), n's asuvcune chance d'avotlr une structure de corps, L'1ldéal

engendré par Sylvie est donc le seul candidat acceptable, Velet sa table de multipli~
cation:

< Sylvie> = {Raymond, Sylvie, Paule}, 0 8 16
<8> = 10,8, 16} 6| 0 0 ©

g8l 0 1 8

16| 0 8 46

On remarque que 16 est &lément neutre, cue B est son propre symétrique: 1'{déal
engendré par Sylvie est bien un corps lsomorphe 3 Z/3Z, Voil3d un exemple d'une
sous-structure dont 1'é1lément neutre n'est pas celui de 1la structure initiale,

L'idéal engendré par Catherine donne un exemple d'ensemble dans lequel tous les
nroduits sont nuls, Celul engendré par Marte~Line et celuil engendré par Evelyne
sont des exemples d'ensembles sans élément neutre, matls possédant en revanche deux
é1éments absorbants:

i

{Raymond, Marie-Line, Catherine, Dietmar},

{o, 6, 12, 18}

<Marie~Line >

L}

< 6>

4 8 12 16 20
6 0 0 0 O

6 8 0 16 8

8 16 0 8 16

0o o0 0 0 O

% 8 0 16 B

<4>=10, 4,8, 12, %, 20}, 20 |0 8 16 0O B 16

3

<Evelyne> = {Ragmond, Evelyne, Sylvie, Catherine, Paule, Beigitte
L'1déal engendré par Dominique posséde 1a mBme propriété,

On peut aussi s'intéresser aux sous-ensembles multiplicatifs engendrés par chaque
étément,Mis 3 part les éléments 0 et 1, on obtient:

(Domintique) ={ Domintque, Evelyne, Sylvie, Paulel.
(Encarnaction) ={Encarnaci0n, Qatpiciaﬁ.
(mapie~Line) = {Ragmond, Marie~rLine, Cathenine}.

{(Syluie)

]

{sylute, Paule].
{(Gilles)

[

{Evelyne, Gilles, Paulel.

(Catherine) = {Raumond, Catherine},

(Christian) = {Eveluyne, Syluie, Christian, Paulel
(Astride) =jPatrieia, Astride}.

(Dietmar) = { Raymond, Catherine, Diletmar],
(Brigitte) ={ Sylute, Paule, Brigiltte}.

(Frédérie) = { Patrietia, Frédéric],

(Christophe) = {Evelyne, Paule, Christophe,}

Les quatre éléments idempotents (Raymond, Martine, Patricia et Psule) n'engendrent pas



d'sutre élément; les hutlt &léments inversibles engendrent un sous ensemble qui con-
tient, en plus d'eux, 1'untité (Martine).

De eces sous-ensembles, seul (Catherine) est stable par addition,

8, Otlvisibilité,

On peut chercher les ensembles de "multiples” d'un é&léve donné, On aura reconnu

1a recherche précédente des sous-ensembles stables par addition, letl encore, 13
recherche effectuée sur les nombres est motivée par les résultats transposés 3 1a
classe, |1 ne fait ni chaud ni froid de savoier que 4 est un multiple de 2 ou que 7
divise é (quoique ce dernier résultat n'ait rien d'évident 3 priort)., 11 est par
contre fort smusant de dire que Evelyne est un multiple de Dominique et que Corine
divise Marte~Line,

Nous avons vu gue les éléves tnversibles engendrent toute 1a classe: tout é&léve est
donc leur multiple; un éléve tnversiblz divise donec tout éléve, ce quil tmplique
qutil faudra revotir une éventuvelle définition d'"éléves premiers": tout éléve a

au moins hyit diviseurs,

Dire que a divise b, ec'est dire que < 3> comtient< b>, Mis & part les éléments inver-
stbles et eux-mBmes, voicl les diyiseurs de chague &léve:

~ Raumond est divisible par tout éleve;

-~ Martine, de mEme que les &léves inversibles, n'est divistble par persocnne d'autre,
Remarquer que le résultat est aussi vwratl dans Z, o0 les éléments inversibles 1 et
=1 ne sont dilvisibles gue par eux mBmes, et ne doivent pas Btre considérés comme
premiers pour sauvegarder 1'unicité de la factorisation en nombres premiers,

- Dominique, Gilles, Christtian, Christophe (2, 10, 14, 22), ainsi que Encarnacion,
Astride et Frédérie (3, 15, 21), ne sont divisibles que par eux-mBmes et par les
éléves tnversibles: on pourra les considérer comme des "éldves premiers",

-~ Evelune (4) est divisible par Dominique, Gilles, Christian et Christophe,
~ Sylvte (8) est divisible par les précédents et par Eveluyne et Brigitte,
~ Paule (1¢) est divisible par les précédents et par Sylvie,

- Brigitte (20) 2 les m@mes diviseurs qu'Eveluyne,

-~ Marie~Line (6) est divisible par Dominique, Gilles, Cheistian, Christophe, Encarna-

eton, Astride et Frédéric, ainsi que par Patricia et Dietmar,
« Patricis (9) et O<etmar (18) ont les mémes diviseurs qu'Encarnacion,

-~ Enfin, Catherine (12) est divisible par tout &ldve, sauf par Raymond, Syluie et
Paule,

Comme on 1'a dit, on pourra appeler &léve premier tout &léve qui n'est divisible
aue par lyil~-m8me et par les nombres inversibles, 3 condition qu'il ne soit pas
tnversible, On peut alors se poser le probléme de 1a décomposition en produit de
facteurs premiers, gqul ne sera de toutes fagons unigue qu'au produtit par le carré
d'un @léve tnversible pgrés; mais on s'assuyre rapidement qu'il n'y 2 auecun espoir
dluyniecité m8me 3 ce prix., Par exemple:

Evelyne = Bominiq092 = 6111852 = Chnistianz = Chﬂistaphez.

On se convaine rapidement que les 8 é&léves non premiers et non ilnversibles ont
au moins une déecomposition en produtlt de faeteurs premiers:

- 2 . , , ,
Evelyne = Dominique ; Marte~lLine = Dominique x Encarnacion.;

. 3 . .2 . 4
Syluie = Dominique ; Patetiels = Encarnacion ; Paule = Domintlque

, - 2 . , — , 2
Catherine = Domintigue x Encarnacion ; Dietmar = Dominique x Encarnacion”
Brigitte = Domintique x Gilles,

On pourrs éventwellement chercher pour chague éléve toutes ses factorisations
premiéres {exception faite des modifications apportées par les &léves tnversi-

bles),
O



Cette absence dlunicité de 1la factorisation premiére rend 1llusoire des recherches
de PGCD ou de PPCA; susst ne m'y suis~je pas sventuré avec les éléves, L'absence

de relation d'ordre meturelle compatible svec la structure d'annesu est 1ot relayée
par la relation d'inclusion des soys-ensembles engendrés par les éléments, A titre
d'exemple, Sylvie (8) et Catherine (12) admettent comme PGCD Evelyne et Brigitte,

s1 1'on excepte les éleves tlnversibles, La confusion tetl risque d'8tre préjudiciable
a la recherche,

9, PolynBmes,

11 est bhien sfir posstible de eonsteuire 3 partir de 1'snneau (C,+,x) un anneau

de polynomes (ou de fonctions polynomes); les caleculs seront effectuds dans
2/242 [x] et leurs résultats transportés dans C{x], L'expérience m'a prouvé que
le temps passé 3 additionner ou 3 multiplier de tels polynomes n'a pss &té du
temps perdu: 1'apprentissage des opérations sur les polynomes de R{x] a €té gran-
dement facilité; encore une fotls, 13 référence 3 1la classe a &té trés motivsnte
pour une recherche dont les prinecipes étatent les mBmes que ceux que les éléves
ont 3 connaltre mails aménent d'sutres résultats. On objecters gue les polynumes
ne sont plus au programme du premier cycle; cels ne me paralt pas Btre une raison
suffisante de 1les négliger,

J'atl distingué polynomes (suites d'éléments de C nulles 3 partir d'un certain rang)
et fonctions polynomes (fonections associées 3 ces suites), tout d'sbord parce que
i'atl constaté gue 1'spprentissage du mécanisme des opérations est factilité sur

les polynomes et étendu ensuite sans diffilcultés aux fonectlons, ensuite parce que
st 1a confustion est sans danger dans R(x], 11 n'en est pas de m&me dans C[x]: un
polynome peut ne pas avoir m8me degré que 1la fonction polynome associée, du falt
de 1a non~intégrité de 1'snneau C,

On a ainsi choisil guelques polyncmes, dont on a caleculé les valeurs, clest-3-dire
les images par la fonetdon polynome associée pour quelques éléments de C. Par
exemple?

f = (Di{etmar, Catherine, Brigitte, Sandrine, Raymond, ...)

f(x) = Dietmar + Catherine , x + Brigitte , x2 + Sandrine x3

f(Raymond) = Dietmsr ;

f(Dominique) = Dietmar + Catherine,Dominique + BPigitte.Dominiquez
+ Sandrine.DominiqueE = Oietmar + Catherine,Bominique
+ Brigitte.Evelyne + Sandrine,Sylvie = Dletmar + Raymond + Sylute
+ Payle = Oletmar,

On constate 1ectl gque Raymond et Dominique ont 13 m8me image gqui est Dletmar,

, . , , , .2 , ,
f(Corine) BDietmar + Catherine,Copring~+ Brigitte,Corine + Sandrlne.ﬂorlnea

L}

#

Dietmar + Catherine,lorine + Brigitte,fartine + Sandrine,Corine
= [Oietmar + Catherine + Brigitte + Marielle = Martine,
11T est assez factle de constaster que ce polynome de degrd 3 n'a pas de racine

{car 2Bx2 + 47x3 n*est jamatis congry 3 ¢ modulo 24), On peut donec aussi essayer
de trouver des polynomes ayant un nombre de racines supérieur au degré, voire

des polynvmes nom nuls tels que la fonetion assoetée soit identiquement nuylle

oy des polynomes distincts tels que les fonctions associées soilent égales. let,

13 recherche ne peut pas 8tre faite par les &léves et n'est que prétexte 3 calecul;
mals ce caleul se failt dans le cadre motivant de 1'application 3 13 classe,

Ainsi, 11 est tout 3 fait elatir qug le polyneme (0,12,12,0...) de degré 2 est
assoelé 5 1a fonction polynome 12x° + 12x, qutl est identiguement nulle, Ce fatlt
apparalt trés vite aux bon éléges, qui n'ont besoin que de quelques essailsg pour
le démontrer (si x est pair, x  est pair, 123 est nul; si x est impair, x  1llest
aussi, 12a'=12, et 12+12=0)}, fials on peut proposer d'autres exemples moins éyi-

dents et qui pourront 8tre & 1'ortigine de ecaleuls numériques,
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On pourra ainst s'assurer gue le poluynome de dégré 4:
(Raymond, Dominique, Christine, Gilles, Martine, Raymond...)
est asseeié 3 1s fonction pelynome:

martine;x4 + Gilles.xS + Christine.xz + Jomintique,x + Raymond

quil est 1dentiquement nulle, Evidemment, les calculs sont faits sur 1a fonction
polynome correspondante de 2/242, en utilisent les tables d'opération, ou en
fatsant le caleul dans Z, en constatant aprés coup que le résultat est divisible
nar 24, On peut trouwver d'autres exemples, en remplacant des coefficilents par
leurs opposés, Ainst, le poluynome:

3 2
fﬁartine.x4 = Cheistian.x = Sophie.x + Domintique.x + Raumond.

28t égal su précédent, On pourrs obtenir d'autres polynomes de degré 4 associés
a la fonetion nulle:

4 3 2 ,
le polynome ax + bx + eox + dx + e est de ce type si les
condittons sulvantes sont réalisées:

e =0; betdpsirs; ¢+ % patr ; 23 + b et 23 + d multiples de 4 ; a3 + ¢
et b + d congrus 3 12 modulo 24,

Bien sfir, toutes les classes ne sailsiront pas la différence qu'tl peut y avoir
entre polynome et fonetion polynome, MBme s'11l n'est pas possible d'insister
dans ce domaine, 1l ne me semble pas inutile qu'ils aient rencontré des cas od
tout ne se passe pas aussi joliment gue dans R,

On peut ausst s'intéresser aux ractnes d'un polunome, C'est souvent un travail
long, st on choisit le polynom e aw hasard, mais les &leéves le font pour le but
ultime de 1a conversion des résultats chiffrés en résultats-éleves, Un peut
aussi choisir des cas plus simples, comme par exemple (Raymond, Raymond, Syluie,
Encarnacton, Raymond...) quil dans 2/242 s'éertit (0, O, 6, 3, O...) Bt SOUS
forme de fonection: 3 o

dans C: Encarnaeion.x + Sylvie.x

dans 2/247: 3x3 + 6x2

Ce poluynome de degré 3 admet 12 racines, tous les multiples de 2,

Pour une telle recherche, 11 est évidemment plus agréable de choilsir un polynome
ayant de nombreuses racines:chague nouvelle découverte est un facteur de motivation
poyr 18 suite de 1a recherche; 11 peut ausst 8tre intéressant de chotisir un exemple
o0 une mé&thode générale donne le résultat: certains bons &ldves cherchent uyne telle
méthode aprés quelques essais; on peut ausst choilsie dans cette optique une fonction
patire ou impaire,

10, ldentités remarquables,

, . 24 24 2 . .
On sait qu'on a 1etl: (8 + b) = 3 + b 4. Toutefotls, uyne telle relation est

trop diffietlle 3 démontrer en 4%, |1 ne manque pas non plus d'exemples ol

2 2 2 , , PN
{(a + b)) =3 + b", Mats le terrain m'a paru mouvant, car trop d'éléves restent

persuadés de 183 généralité d'une telle relation pour aqu'on 3ille leur en montrer
des exemples, J'ail donc renoncé 3 une incursion dans ce domaine, me contentant de
faire effectuer des produits et des sommes de polynomes, Rien n'empBche de donner
des exemples of les produtlts sont nuls, 1'asnnesu C{xJ n'étant pas plus intégre
gue C, On pourra inventer de nombreux exemples dont le produilt est "directement®
nul (par exemple: 5 9
(6x” + 12x + 6)(4x” + 16x + 8) = 0, car tous les produits
de coefficients sont nuls). Plus intéressant, on vérifiera par exemple que:

(x2 + 3x +;2)(x2 + Ix + 12) = x4 + 10x3 + 11x2 + 2% (polynome associé 3 1la
fonetton nulle, voir cti-dessus), En général, on a:

p _aln=1) ... (n=p+1) ... -4 _n(n=1) (n=2) (n-3)
Cn Y P BN ; en particulier: Cn 24
4 nombres consécutifs est divisible par 24, Bene, le produit des polynomes

(x + 3a)(x + 3+ 1)(x + a3+ 2)(x + a + 3) est donc un polynome de degré 4 asso-

clé 3 1la fonction polynome nulle, I

: le produit de



11, Eguations,

51 on maltrise blen les polynomes, on peut résoudre de nombreuses équattions

de degré supérieur ou égal 3 1, Nous 1'avons failt ssns le dire dans bien des
cas, On constaters qu'une équation de degré n n'a pas foreément n solutions, Par
exemple, 1'équation de degré 4 :

{x + 5)(x + 6)(x + 7y(x + 8) = (x + 15)(x + 16) (x + 17) (x + 18)
est indéterminée et vérifiée guel que soit x dans 2/242, Au contraire, 1'équa-
tion due premier degré 6éx + 17 = 0 n's avcune solution,

Ié1 encore, tous les calculs sont fatlts dans Z/24Z, mais l'énoncé du probléme et
des résyltats dans C éveille largement 1'intérét des éléves,

Les exemples ne mangueront pas suivant le résultat cherché, mBme si on se borne
au premier degré,

12‘ » o0

On peut slrement trouver bilen d'sutres aectivités en partant de 1'snneau Z/neZ,

en établissant un 1somorphisme svec une eclasse,., flon byt n'étatit pas de
refaire 1ectl 1a théorie des anneaux ni de dresser une liste compléte, Je seratis
heureux que des ecllégues complétent 1a liste de rces activités, Je me suts volone
tairement borné aux études faites en elasse, Comme je 1'atl déjd dit, les éléves

-

les ont fort bilen asccuelllies, sans doute & cause de leur aspect inhabituel; 11
m'a semblé que certains se sentatent plus impligués 3 partir du moment oo 1ls
travaillatent Ysur eux-mBmes", |1 se trouwvera peut-Btre un psychologue pour me
dire que c'étatt une opérattion néfaste, mails tant pis: 1ls ont effectué sans
rechigner des calculs que je n'aurais peut-Btre pas osé leur imposer dans le
cadre traditionnel, et 1l'entrailnement qu'ils ont ainsi effectud s eu des effets
bénéfiques par 18 sutite, Tent pis si on juge guwe ce type d'activité est un peuy
artificiel, Les &éléves, eux, en ont redemandé,

Depyis toujours, j'essaye d'introduire une étude sur les groupes cucligues en
40, asyec par exemple 2/47 ou 2/6%Z, Les éléves réagissent toufours en blasés

qui ne s'étonnent de rien {en math, tout est possible!). Clest 1a premidre fois
que je les vois s'intéresser ainst 3 un probléme sortent de 1l'ordinstire, Pour
que 1'information soit compléte, j'ajouteral que 1a elasse de 4° egst trés moyen-
ne (voire méme faible, 3 ctng ou six exceptions pnés), mails gue personne ne
s'est trouvé 3 1a tralne, Enfin, un début d'étude a été également failt en 3°,

ob 11 avait été également trés bilen accuetllt, mails n'z pu 8tre développé

faute de temps,

On pourra objeeter qu'tll est tnutile gue des éldves de 4° aient dé{3 rencontré
des "cas pathologiques" et qu'ills ont assez de mal 2 assimiler les résultats
obtenus dans R, Je ne partsge pas cette optnion; uvne vue un peu plus globsle

des choses ne me paralt pas contradictoire avec un aspprentissage correct, et

11 est bon de mettre un frein 3 une faculté de généralisation galopante qui

aura tdt fatlt de régler tous les problémes asvec 1'unique machine qu'ils connais-
sent. |1 me paralt bon au contratre qu'ils soient conscilents trés tht qu'il n'y
a3 pas de méthode générale, M8me les structures n'asuront pas tout unifié en
mathématiques, et c'est bilen heureux!

Alain BONNET
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Table de multiplication

J 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
6y 6 6 6 0 OO O 0O 6O OCOOGOOOOOO OCOOGCOTUGOTOGO
10 1 2 3 4 &5 é6 7T B 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 24 22 23
2/ 0 2 4 6 81012 14 16 18 2022 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
36 3 ¢ 9121518 21 0 3 6 9 121518 29 0 3 6 9 12 15 18 21
4. 60 4 B 12 16 20 0 4 812 1 20 0 4 B 12 14 20 0 4 8B 12 16 20
5(0 5101520 1 6 1116 21 2 71214722 3 81318 23 4 9 14 19
6, 0 61218 0 612 18 0 €6 1218 0 6 1218 0 6 1218 0 6 12 18
770 71421 411 18 1 8 1522 51219 2 9 16 23 6 13 20 3 10 17
8/ 0 816 0 B1 0 B16 0O B1 0 B 1 0O B16 0 816 0 B 16
9, 0 918 31221 615 0 918 31221 615 0O 918 3 12 21 6 15

101 010 20 6 16 2 142 22 818 4 14 0 10 20 6 16 2 12 22 8 18 4 14
1] 011 22 920 718 516 314 112 23 1021 8 19 6 17 4 15 26 13
12, 012 012 012 042 042 012 012 012 012 012 012 0 12
13, 013 215 417 619 8 21 10 2312 114 3 16 518 7 28 9 22 11
14 014 418 B8 22 12 216 62010 014 418 8 22 12 2 16 6 20 10
15, 018 62112 318 9 015 621912 318 9 0145 6 2112 3 18 9
14, 016 8 014 8 016 8 016 8 01 8 016 B8 016 8 0 16 8
171 017 10 3 2013 6 231 9 219 12 52215 8 118 11 4 21 14 7
18, 0 18 12 6 0 18 12 &6 018 12 6 0 18 12 6 0 18 12 6 0 18 12 6
91 019 14 9 42318 13 8 32217 12 7 221111 6 120 15 18 5
200 0201 12 8 4 0201612 8 4 02016 12 8 4 0201 12 B 4
21/ 02118 15 12 9 é 3 02118 1512 9 6 3 02118 15 12 9 6 3
221 0 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 22 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
23, 0 23 22 219 20 19 18 17 16 15 14 13 12 1110 ¢ 8 7 é 5 4 3 2 1




