Le nombre T

par Maurice MIGNOTTE
(d'apres les notes de G. MEHL)

A) PARTIE HISTORIQUE

1. Introduction.

N N e !

Par définition, le symbole r11- désigne le rapport entre la longueur d'un cercle

et celle de son diamttre.”

Une valeur empirique approchle é¢tait connue depuls les tewps les plus reculés
(on 1'obtenait en mesurant la circonférence avec une corde de longueur égale au
diamétre du cercle), c'est ainsi que, dans la Bible, & propos d'un bassin circu-

laire dans le temple de Salomon, on donne la valeur 3 .
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ARCHIWEDE fut le premier & construire un slgorithme permettant le calcul de n
avec une précision arbitraire. I1 approchait la longueur du cercle par le périmdtre
de polygones réguliers inscrits et circonscrits ayant un nombre de cdtés de plus en
plus grand ; en prenant un polygone de U6 c¢Atés, il obtint une valeur avec une
erreur inférieure a deux millifmes.

Les premiers progrés véritables apres ARCYIMEDE n'eurent lieu qu'avec 1tapparitian
du calcul infinitésimal. On obtint alors des développements en série de 1w , comme

celul de Leibnitz :

T 1 1 1
= R -
4 1 3 - 5 7

En 1761, LAMBERT démontra 1'ireationalité de v .

LINDEMAWN démontra, en 1882, la transcendance de 1, ce qul entraine en particu-

lier gue la quadrature du cercle est impossible.

2. Calcul approche¢ de m .

Pour calculer 1 , une formule simple, trés connue des éléves de Taupe, est la

formule de Hachin

LA %v,tz<l - hrctg ~ir .
T 1 Arcty 3 . & 5735

Signalons quelques étapes rdcentes dans la connaissance de 1 avec un grand nom-

bre de décimales

.

1949 : REITWEISNOR sur EVIAC, 2.000 décimales (70 h)
195¢ ¢ GREAUYS sur IBM 704, 10.000 décimales (100 mn)

1901 ¢ SCHANKS et JRIVCH sur LeM 7000, 100.000 décimales (3 h)
¥

Les deux premiers calculs utilisailent la formule de Machin. Le troisidme utili-
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salt l'expression
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due & STORMER.

Cette formule est beaucoup plus efficace que la précddente. D'abord, les dénomi-
nateurs sont plus grands que danc lz formule de tlachin, d'ol une convergence plus
rapide. De plus, le plus petit ddnowminateur qui apparalt dans la formule de StBruwer
est uﬁe pulssance de 2 , et, sur unce machine binaire, le calcul des puissances de
¢ se fera par simple décdiage, d'ol un gain de temps considérarle.

Signalons une derniére formule, dus o RANMANUJAN,

11 (1123 _ 225831 1.3 . L4043 1.3 1.3.5.7 )
= 5 T : 5T C TS cee)
AR Ga)? 2 4R (ee2)? Y 4R8P

ou les termes 1123 , 22593, 44043 , ... sont en progression arithmétique.

3. Btude du développement décimal de 11 .
AR
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En connection avec la méthode de fionte-Carlo et le tirage dféchantillons en sta—
tistiques, 11 existe une demande crolssante de suites de nombres au hasard. [1 est
alors naturel d'étudier si le ddveloppement ddcimal de certains nombres comme x

et 1 frurnit des listes de chitfres au hasard.

Les dix mille premieres décimales de 1 onk été analysées de ce point de vue par
R. K. PATHRIA, et les tests appliquds ont montrd que, dans 1'ensemble, ce dévelop-

pement pouvait &tre considéré comme allat ire.

Vu mon incompétence, pour des riésultats précis, voir 1'article de PATHRIA [7 .

4. Calcul des réduites successives du développement de  w o en froction continue,

~ e N S R I N N e ad e A N Y e e

En 1969, utilisant les 25.000 premitres décimales du développement de n (cale
culé par SHANKS ot JHENCH), Jo Y. CHOONG, D. 6. DAYEIW et €. R. RATHBORNE ont ob-

tenu, sur TBM 1130, len 21.000 prewmiores réduites de a7 .

La méthode de calcul des coefficients successifts est la suivante.

Prenons par exemplec 1l'approvimation ~ = 0,5 7 7 21 56 6 4 9 de la constante

d'Buler v . Le début du dével-ppement cn fraction continue est obtenu ainsi

On travaille avec deux variasbles 4 ot B . On initislise & & zdéro ot B a
0, 57721506649 . 0n forue encuite 4 + B . La partie fractionnaire de
A+ B est affectée 2n A ou vn B zelon gue A& + B est plus petit que 1 ou

non. Le procédé continue avec los nouvellos valeurs de A ot B . Ieci on obtient

successivement @
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On compte le nombre de A et de¢ B successifs, et on obtient

gui est le début du développement en [raction continue de v .

Remarque. — 51 on o cholsi - au liew de 7 coume exemple, clest par commodité,

le développement de w e¢n fraction continue débute par :
37,15 , 01, 292, 1, e

11 va de soi qu'il faut w: critére pour diéterminer la limite n  telle que les
développements en [raction continuc d'un nombre x ot de sa valeur approchde x

coincident jusqu'd l'ordre 1, & ce sujet volr 1'article cité.

Avant d'étudier en détail le ddbut du ddéveloppement de wo en fraction continue,
rappelons guelgues résultats do la théorie métrinue des fractions continues (voir
- - e T
le livre de JHINCIN [ 2]).

(1) Pour presque tout rdécl x  (au sens de la mesurce de Lehesgue ), la fréquence
d'apparition de n , c¢n tant gue quotient particl du développement en fraction con-

tinue de % , est doule 4 o
ol
Wuw<(n + l}“/n(n + P))/log 2

(ii) Four presque tout  x rdel, on a

Log 4y, ﬂg

lim = 01,1865 ...
oo h 12 log 2 ’ ’ '

ou ay, désigne le dénominateur de la h-ieme réduite de x .

Voici la table de comparaison enftre les comportements de 7 (21.230 premidres

réduites) et v (3,470 premicres réduites), ot la fonction théorique moyeune (1)

O,
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Voici aussi la liste des gquotilents partiels > 2,000 gui apparaissent dans los

21.230 premigéres réduites de m .

e e e e e it e e e e e e e e e == e gt e e e e e o e
Indice 1 431h5.543ZO,J76 3,011 8.71919.223R0. 3581 2.426| 3.777] 6.,20¢
O NS SR SO SUSSNE SO SRV NN S S I

Quotient partiel &, 207761005518, 127) B.277] T.444| 4.767) 4.415] 4.264] 2,159 2.05C

On peut noter que le plus grand dos a; o, 8, = 20,776 , apparatt ®rds t6t". En
contre partic, le nombre de valeurs des a, , 121 21.230 , plus grands que

2.000 , a savoir dix valeurs, =st relativement faible en comparsison avec la for—

mule (i) qui conduirait & :

21.230 log(2.002/2.001) .
1()&" (? = }),3 PP

Sachunt que et comprig ontre 27 et ; on a

Lop, a3y

log 9,
=1, 1028 .. pour ho= 20,831

valeur proche de (ii).

I1 parait juste de signaler que WALLLS avait déjé obtenu le développement :
T]:[B;r/,15,1’292,1,1,1,2,173,1,},4,2,],1,2,2,?,?,1,84,6‘),1,1,15,3,13,1,4-,2,673,1, .-._J
5. Le travail de MAHLER.

En 1952, MAHLER obtenait le remarguable résultat suivant

' ) 1 ) - .
| —'%‘ >-«T? y Sia =2, p o, q enticrs,
( el
q

Pn outilisant 1o caleul des  21.000 premiéres réduites de 1, ainsi que les esti-

. yln ) A \ by )
mations de i%uz (@ fonction de Cebysev, {x) = 2 I log v, D premlers) de
£ " 1 -
P €x



ROSSER et SCHOENFELD, on peut montror que @
r

Copp L,
T - g g L g = «
} q! qZO,G - '

La démonstration do co résultat (voir 1'cvxposd aux Journdcs arithmétiques de
Grenoble, 1973 |6 est obtenue on suivant le wéthode do MAJMLER, mals en raffinant
¥ y

certaines majorations.
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B) DEMONSTRATION DE L'IRRATIONALITE DE ET

Nous démontrons le théoreme suivant

uThéor‘emq : sir > O estun nombre rationnel alors cos r est irrationnel.

et o

Conséquence : si il était rationnel alors cos ii devrait &tre irrationnel, ce qui est
faux (cos t = -1)
donc, 1 est irrationnel.

Ce théor2me, apparemment plus difficile ne peut étre évité (on 1'utilise toujours
plus ou mcins). La plus facile des démonstration de 1'irrationnalité de I a été donnée
par NIVEN vers 1950.

Soitr ¢ Q a 6 N*

posons r = b € N*,

o

r » O

La démonstration du théoréme va se faire en plusieurs étapes.

D) Construction d'une anctionOauxil._li_ai_r_c;:

P @ - b0?P (2a - b)P
(p-1) !

f(x) =

p étant un nombre premier (p 3 3) son choix sera précisé ultérieurement selon

"les bésoins" de la démonstration.
r
Considérons alors I = ] f(x) ein x dx .
Q

2) Majoration de 1]

On voit facilement (en mettant blen facteur) qu'on peut écrire

p-—.
f(x) = (r- 0P 2 - -x%) P!
X = (p-1D!

Pour 0 { x {ronaura0{r-x<r

r2—(r~x)2-\< r2
donc Lp=2  3p-1
0 o & ro b
N A\ (p _ 1) !

et comme |sin x| { 1 on aura :
-y rZ+p—1 b3p—1
S (p-1!



3) Minoration de [1]

Cette minoration est plus délicate et va se faire en plusieurs étapes.

a) Une "formule pour 1"

Considérons F(x) = f(x) - f(?“)x + f<4>x - f(6>x e - f(Ap»Z)()O’
f(k) désignant la dérivée k'™ de £
Alors,
d (F( . : @ . . .
T x) sin x = F(x) cos x) = F"“’x sin x + F(x) sin x
= f(x) sin x
(car F" + F =10)
donc,
r
I = f f(x) sin x dx = F'(r) sinr - F(r) cos r + F(0O)
0
or f est un polynome en (x - r) qui est pair,
f' est un polynome en (x - r) qui est impair, donc f'(r) =0

f'" est un polynome en (x — r) qui est pair,

f(3> est un polynome en (x - r) qui est impair, donc f(S)(T> =0
et ainsi :

F'(r) =0 -
On a donc

l =-Fx)cosr + E@) .

B T

Etudions les quantités F(r) et F(0).

b) Etude de F(0)

f(x) est de la forme xp~1 g(x) ou g(x) est un polynome a coefficients entiers.
(p-1 !

F(0) est une somme de dérivées de f en O.

(D

(0)=0sij < p-1 (car on peut mettre x en facteur)

. f(p_l)(O) = 512p(2a)p”1 (formule de Leibnitz par exemple)

.sij>»p f(J)(O) est un entier divisible par p.

On va imposer comme condition p> a

alors f(p'D(O) est un entier qui n'est pas divisible par p donc comme F(0) est une

somme de multiples de p et d'un seul qui n'est pas divisible par p on peut conclure

F(0) est un entier, non divisible par p.

(Donc autematiquement F(0) # 0.)



¢) Etude de F(r)
W
- -~ p-1 p+l

XZp (aZ B b2XZ) b

Posons h(x) = f(r - x) = R y

alors f(j) (r) = i h(j)(O) 9
donc
F(r) est une combinaison de dérivées en 0 de h.

En utilisant la m&me méthode, on obtient :

P -0si < 2p
. f(]) (r) est un entier divisible par p si j .~ 2p
donc,

F(r) est un entier divisible par p.

4) Conclusion

Supposons que cos r =

—~ln

y S ettentiers .

Posons ] =tl = ~t F(r) cos r +1t F(O) ,

J=-sFr)+tFO,
] est un entier.
F(r) est un entier divisible par p donc - s F(r) est un entier divisible par p.
Supposons p > t

I Y

alors t F(0) est un entier non divisible par p.
Donc,

J est un entier non divisible par p et ] sera donc un entier non nul.

D'autre part
-1, -1

-1, - P -
%J§<tr1b1(r4b3) “kcp en posant k=tr b ~ ,
= (p-1) ! “(p-1) ! 4 3
c=r1rb
On sait que lim <P
— = 0 ]
Ps+- p -
lim k cP
donc p o4 (poI) ! 0 .

On choisira p » P POUT que I C L.

L

Si on suppose cos r rationnel cn arrive alors a trouver un entier | non nul tel que

1J1 < 1, ce qui est absurde.



