Sujets du Rallye Mathématique d° Alsrace

L

TN L'Cuvert publie ici les tertes des sujets du rallye mathématique d'al-

ace depuis sa création en 1974. Le rallye a pour but de développer l'esprit de re-

n

N

herche des éléves. Cela ne peut se faire que si les professeurs possédent également

]

9

cet esprit de reclerche, c'est-3-dire s'ils n'hésitent pas & 'sécher”, y compris devant
leurs éléves, sur des questions souvent tres spéeialisédes qui n'ont qu'un lointain
rapport avec le programme, Une telle attitude, hien comprise, ne peut qu'augmenter le

respect des éléves envers leur professeur.

T1 n'est done pas question de puhlier en outre des corrigés modeles ou
des indications de solutions. Ce serait tuer danc 1'ceuf toute velléité de recherche.
11 vaut mieux collaborer avec des collégues ou avec les organisateurs du rallye, ma-
dame Ramis et monsieur Iss qui se tiennent A votre disposition, ou, pourquoi pas, avec
ses éléves pour résoudre les exercices et ne pas se décourager si 1l'on obtient qu'un
résultat partiel. Combien de grandes découvertes mathématiques sont dues & 1l'oeuvre

de plusieurs savants, chacun reprenant les travaux de ses prédécesseurs |

[RALLYE 1974
(En 1974, année de la création du Rallye, les sujets proposés étaient commur aux

éleves de Premiere et de Terminale.)

1 Les nombres ‘\/2, \;/3, \/:5—, peuvent—ils &tre trois termes d'une méme progression
arithmétique 7

(On rappelle que si a et h sont deux nombres réels, la progression arithmétique de
raison h et de premier terme a est la suite dont les termes sont u = a + nh pour tout

n € INJ.

5% Si S est un sous ensemble non vide d'un espace affine euclidien de dimension 3
possédant la propriété :

" lintersection de S avec tout plan affine E est vide ou est un cercle de rayon éventu—
ellement nul',

peut-on affirmer que S est une sphere ?

@ Etant donné un nombre entier naturel N quelconque différent de zéro, on effectue
les opérations suivantes :
— on écrit N dans le systeme décimal,
- on calcule la somme des carrés de ses chiffres,
— on écrit le nombre obtenu dans le systéme décimal et |'on recommence ces opérations
a partir de ce dernier nombre, etc...
Exemple : N=1085942
12+02+82+52+92+42+22:?91
124 9% 1% - ea.
Montrer qu'au bout d'un nombre fini de telles opérations on obtient :
— ou bien le nombre 1,
— ou bien le nombre 145 et & partir de ce nombre, le cycle :
145, 42, 20, 4, 16, 37, 58, 89.

(39)



IRALLYE 1975]
Classe de Premiére
@ Résoudre dans IR |'éguation suivante :

«/><+4—4 x4 f\\/><+9—m6w,\/;:1.

@ Une usine textile stocke de la moquette par rouleaux. Les bandes de moquette
Sont enroul ées sur des cylindres en bois de 20 cm de diamétre. L'épaisseur de la
moquette est 1 cm. Donner (en cm) un encadrement de la longueur d'une bande de
moquette pour que le rayon du rouleau correspondant soit 50 cm a 0,5 cm pres :
on indiquera I'erreur maximum que |'on peut se permettre en mesurant la longueur
de la bande.

@ (Ce probléme concerne un plan affine euclidien.)

On donne quatre points du plan, non cocycliques et tels que toute droite contienne au
plus deux de ces quatre points.

Trouver les cercles équidistants de ces quatre points.

(La distance d'un cercle [° a un point A est la plus courte des longueurs AM lorsque
M parcourt [').

Classe de Terminale

@ Pour quelles valeurs de a C R {'équation :

1 4+ cos ax = cos 2 i x {(x £ R)
admet—elle une infinité de solutions 7

@ Démontrer que, parmi sept entiers non nuls consécutifs, il en existe toujours
au moins un qui est premier avec chacun des six autres.

@ (Ce probléme concerne I'espace affine euclidien usuel de dimension trois.)
Soient A et B deux points d'une sphére dont D1 et D2 sont deux diametres distincts.

Imaginer un cas de figure ol il n'est pas possible de passer de A a B par deux
rotations seulement, |'une d'axe D] , 'autre d'axe DZ.

Montrer que |'on peut passer de A a B par une suite finie de rotations effectuées

alternativement autour de D1 et DZ'

(Autrement dit : montrer qu'il existe des points A=A, A, ..., An = B tels que
pour tout i, on passe de Ai a AiH par une rotation cohvenable d'axe D} ou D2.)

|[RALLYE 1976 |

Classe de Premiére
@ Probleme de 'la régle trop courte'' :

n dessinateur dispose, pour seuls instruments, d'un double~décimétre de trés bonne
qualité et d'un crayon. Sur sa feuille de dessin sont marqués deux points A et B dont
la distance peut 8tre évaluée grossiérement entre 50 et 70 cm.

Comment peut—il se débrouiller avec ce matériel pour tracer le segment de droite
{‘A,B} et le mesurer avec la précision que lui permet son double décimeétre 7

2% Soit a, b, ¢ trois nombres réels non nuls. Trouver tous les triplets (x,y,z) de
Féels vérifiant le systéme des trois équations suivantes :
2 2 . 2 2 2 2
y  + 7z = axyz z7 + x_ =bxyz x  +y = CXyZ.

@ (Ce probléme concerne le plan affine usuel )

Belativement a un repére cartésien du plan, on donne cing points & coordonnées
entiéres, tous distincts. Montrer qu'il existe au moins deux de ces points formant
un segment (non réduit & un point) dont le milieu soit aussi un point a coordonnées
entiéres.



Classe de Terminale
Q) Démontrer la congruence :
2147

1 =0 mod (343) (autrement dit : 343 divise 2147 - 1.

@ Démontrer la relation suivante entre réels :

5 /

5 .
N //_]- ,’ _ i ,’/ L ’ _ -

@ (Ce probléme concerne |'espace affine euclidien usuel de dimension 3.)

DONNEES

" Sur un carré (A,B,C,D) on fait la construction suivante : ) . - V
Soit O le centre du carréet 1', J', K', L' les milieux respectifs de i{A,Bf , f}FB,Cj ,
'c,b; , !D,Al . Puisonconsidére le carré (1,J,K,L), déduit de (1",J",K",L") par
["homothétie de centre O, de rapport 1

2

IB_\‘\ On donne maintenant un cube, dont les arétes ont la longueur a (a > 0). Sur
chacune des six faces, on procede a la construction indiguée en &; les six carrés
analogues a (1,J,K,L) forment donc un ensemble de 24 points. On désigne par P le
polyédre convexe ayant pour sommets ces 24 points. (p est appelé : le polyedre de
Lord Kelvin associé au cube). . T

K\\ Sur le cube donné en IB:: on considére une face (A,B,C,D) ; soit J le tétraédre
régulier inscrit dans le cube et dont A et C sont deux sommets.

QUESTION

Faire une figure claire, sur laquelle P et U soient représentés de maniére a rendre

aisé le calcul (en fonction de a) du volume de chacun des solides P o et £ 1 T

Calculer ces volumes.

N.B. : On rappelle que le volume V d'une pyramide de hauteur h limitée par un polygone
de surface S, est 1 Sh

V=3

|[RALLYE 1977|

Classe de Premiére
(1 Dans un terrain minier des plaines du Nord, ont été creusées deux galeries recti-

lignes obliques et non situées dans un méme plan. On désire les joindre par une galerie
rectiligne horizontale souterraine la plus courte possible. Le probléeme admet-il une

- - - ~ - - - “ 9
solution ? Si oui, ol et dans quelle direction doit—on commencer a creuser:®

@ (Cette question concerne le plan affine euclidien usuel.)

Un disciple de Pythagore vint un jour, tout heureux, lui annoncer une découverte :
"Je viens, lui dit-il, d'inventer une construction a la regle et au compas de |'hepta-
gone régulier convexe (polygone régulier convexe a sept cdtés).

Voici mon procédé : Je trace un cercle I' | et un triangle équilatéral ABC inscrit
dans T' , puis a partir de A comme centre, je mene un arc de cercle de rayon égal

4 la moitié de la longueur AB : cet arc vient couper ' en D. Je dis que f‘A,Di‘ est
le c6té d'un heptagone régulier convexe inscrit dans 1° .

Que pensez-vous de la valeur scientifique de la découverte de |'éléve de Pythagore ?

Justifiez votre réponse par une démonstration.

(3 FPour tout réel positif x, on désigne par {}x\' la partie entiére de x, c'est—a-
dire le plus grand entier naturel inférieur ou égal a x.
On donne deux entiers naturels non nuls p et g, avec g3 2, qui soient premiers entre
eux. (Cela signifie que le seul nombre entier qui divise alafoispet gest 1.)
Démontrer que les deux nombres entiers A et B définis ci-dessous sont égaux :
]

A = 5 (p-1iag~1)
B = ] = } + ’“2“9' ‘ + + ‘-k-B I + + ’ -————-»-——(q - Up [ = q——] lﬁ_)_j
L9l a T Lal o L q ! é:] q




Classe de Terminale

(1) Soit (U) la suite de FIBONACCI : c'est, par définition, la suite d'entiers
Y n n &N ‘
naturels que |'on obtient par récurrence a l'aide des relations :

UO = U} =1 ; et, pour tout n > 2, Un = Un__1 + Un—Z .

. ~ . PR s .
Démontrer que tout entier naturel non nul N peut &tre représenté d'une maniere et d'une

seule dans la forme :
N = U E I o Un 5
"2 k

aveck,;\,?etnj1},nj+2pour“j:2,j:3, ., =k,

PN . s ” N . .
@ On donne un entier naturel n supérieur ou égal & 2 ; déterminer le plus grand
diviseur commun avx n — 1 nombres

cle? . " (clestmandire raux CF L 1 Sk <n- 1),
K N n n n
{(Le nombre Cn est le coefficient binomial, dont on rappelle la valeur :
1
Ck )
n

p!(n - p)!

N . . . ge
@ Cette question concerne le plan affine euclidien usuel P.

Dans P, on donne deux cercles distincts I 1 et 17 93 construire a l'aide de la regle et

du compas seuls les points M de P ayant

la propriété suivante :

Il existe une tangente 0 ] a f’] passant par M, touchant I , en le point T1 , et une
tangente 4 o a I’ 9 passant par M, touchant I° 5 €n TZ, telles que & ! et 4 5 soient
orthogonales et que les longueurs des segments (M,T{j et { M, TZI soient égales. (1)

T T

m Par définition, on dit gu'une tangente 4 & un cercle I' touche |

L ail
point T pour exprimer que T est le point de contact de I' et de &

[RALLYE 1978 |

Classe de Premiére
1Y On considere ['ensemble des entiers 1,2,3,...,n. Combien admet-il de parties de

K éléments (k entier donné) ne contenant aucune paire d'entiers consécutifs ?

7N . . . . . .
@J On donne n chiffres a,,a,,.. -8 arbitraires. Montrer qu'il existe un entier naturel
tel que I'écriture décimale desa racine carrée a pour premiers chiffres apres la virgule
4,585,058, pris dans cet ordre.

@ Un bloc de bois a la forme d'un parallélépipede rectangle ; sur trois de ses faces
ayant un sommet commun, on marque un point. On se propose de scier le bloc de bois
suivant le plan passant par ces trois points.

Trouver une construction géométrique du contour de la section sur le parallélépipede
{on ne demande pas de discuter les différentes formes de la section obtenue suivant la

position des trois points).



Classe de Terminale

7% Dans |'espace affine euclidien de dimension trois, on donne deux cercle C.etC
e méme rayon et d'axes non coplanaires. 1 2

Déterminer toutes les rotations qui transforment C} en C2.

@ Soit p un nombre entier premier supérieur ou égal a 5 ; on écrit le rationnel

S = = T ags o+ vue =

=l 1 i
p= 2o i 73 -

sous la forme irréductible

(Ap € N, BD € N, Ap et Bp premiers entre eux).

Démontrer que Ap est divisible par pz.

@ Dans une fonderie, une cuve ayant le forme d'un cube ouvert 4 sa face supérieure,
est mobile autour d'un axe horizontal passant par les centres de deux faces opposées.

On fait couler le métal en fusion, qui remplit la cuve, en inclinant celle—ci ; on admettra
que lors de |'écoulement, la surface du liquide reste plane est affleure le bord de la cuve.
Sachant que |'écoulement se fait a débit constant, déterminer la relation liant le temps

et I'angle d'inclinaison de la cuve. Représenter graphiquement cette relation.



