Proies., preédateursr & mathématique

Le texte qu'on lirs ci-dessous est tiré du livre "les associations biolo-

gigues” de Volterra et d'incons psru ckez Hermann en 1935,

I -~ Introduction

Dans ls plupart des problémes démographigues, on est conduit & considérer
que la variable N qui reprécente 1'effectif de lsz population étudide décrit non pas
N meis R . Cela permet de faire apparaitre N comme une fopction continue du temps
t et d'envisager dérivation ou intégrastion. Par contre, les récultats obtenus cessent

d'&tre valablespour les petites valeurs de N ob les phénoménes aléatoires prennent

le dessus (répartition des seves, rencontre des couples, accidents ...).

IT - Cas d'une espece

I

Ce qui va nous intéresser dans le cas d'une seule ecpece, ce serz le taux
d'accroissement € de l'espéce considérée, Ce taux est le rapport de l'augmentation
de la population AN pendant 1'unité de temps & 1'effectif initial N :

AL

€= TAT

en passant au cas o N est une fopction continue du temps, on pourra éerire :

4
= &N
at &

Pour résoudre cette dguation, il faut évidemment connaltre 1'évolution de € en fone-
tion de t ou de N .

12) & est constant : C'est une premitre approximation gui est souvent valable si 1'in-

tervalle de temps sur lequel on étudie ls population ect aseer court, Alors 1'éguation

se résoud en ¢ €t
N = N e

L
et on a une croissance (ou décroissance si € < 0) exponentielle de 1z population.

2¢) ¢ est une fonction affine de N : Ce cas est déjd plus proche de la réalité dans

la mesure o il semble normal de supposer gue la guantité de nourriture disponible
est constante, On éerira alors :
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ot £ et X sont des réels positifs donnds, L'intdgration de cette dgustion ne pose

pas de difficultés et donne :

N . Et
E- K. A + N -Ae
A A

I1 est remarguable que N tende vers &£/X quand t tend vers 1'infini, C'est-i-
dire gue la population se stabilise rapidement, On a une dveolution suivant une courbe
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111 - Cas de deux espéces

Cette 4tude théorique a été rézliséde par Volterra pour expliquer 1'évo-
lution des pop . lations de lapins et de lyrnx dans ls forét canadienne, D'une maniére
plus gé nérale, imaginons deux espéces, la prenitére disposant d'une source de nour—
riture supposée iné.uisable, la seconde se nourrissant de la premiere. Donc une espice
végétarienne et une espice carnivore,

Le taux d'accroissement de la premieére espdee est évidement une fone-
tion décroissante de l'effectif de la zeconde. Le plus simple ezt de 1'derire :

SRR
ol &1 serait le taux d'accroissement (fixe) si 1'espece prédatrice n'existait pas
et Yl un coefficient de proportionalité positif ou nul.

De méme, le taux d'accroissement de la deurxiéme espéce est une fonction
croissante de 1l'effectif de la premniére. On peut 1'écrire en premizre spprovimation :

-, Y,

P s - . %
ob € est un nombre positif donné, En effet, en 1'absence de nourriture (ﬁl = 0)

* s, v 3 "y b
On peut consulter par evemple "Halte & la croissance” du club de Home paru chez

Fayard en 1972.
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1'espece numéro deux dépdrit, X9 est un coefficient de proportionalité positif ou
nul,
Apres ces quelques considérations simplificatrices, on est conduit & résou-

dre le systeme diffédrentiel suivant

aN.

rrali ( €y - Xz N, ) N
a, \
— = Q°Ezz*'52 NN,

ol 51’ 22, Xl’ Xé sont des réels strictement positifs (=i Xl ou XZ est nul, on

ce raméne trés simplement 3 une seule équation).

19) Solutions particuliires

Cherchons des solutions particulieres constantes, Une solution évidente est

b

N, = Ng = O ., Elle ne présente aucun intérét, Lz seule autre est :

! £
&
%11 = "—%" et }\k2 = —-——-}:—-
12 L5}
20) Cas général
Effectuons le changement de variable : N €,
’t‘ ot RS — n
1
2
&
1
N o=
Ng X} n2
En repoetant, il vient : an
1= &(1-n)n
d‘t £
dn

= €(1-n)n
it 2 1 2

Puis en fliminant d1 entre les deur dguations

1 - nl ) 1 - nz
B - PR
171 22

Qui s'intégre immédiastement en <

n 1 " 2
1 . 2 .
exp{ﬁlf exp\ng5 -
On peut donc étudier 1'allure des trajectoires dans le plan (nl s ng). Pour

cela, on ré-écrit 1'éguation sous la forme :

£ -
1

v {‘.. = ¥ -]

(nl expl nl)) ¢ ( 5 exp{ F2>>
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Soit A 1la valeur commune de chacur des deux membres de 1'équation, On peut

donc étudier chuacune des courbes définie par les édguations :

P

]

£
(n; exp(-n,)) ! (1)

A ( e
= ( i{n - )
v, ex?( 1(12), (2‘}

9) Etude de la courbe n? 1

La fonction D, > A est définie pour n, > 0 . Elle est dérivable et

1
sa dérivée peut s'derire :
, £i~1
o= r -1 (1 -n -n
El (Ql exp( rl)) 1 rl) exp( rl)

n

ce qui prouve que la fonction présente un maximum M pour ny = 1 . Quand ny tend

vers 0 alors A tend ausei vers 0 et guand il tend vers 1'infini, A tend vers 0.

1'zllure de la courbe est donc la suivante @

P

Le tangente & l'origine dépend de 1z valeur de El et de sa position par rapport & I.

40) Etude de la courbe ng¢ 2

La fonction n2 ——> A est & un facteur prés, 1'inverse de la fonction

récédente. L'allure de 1a courbe est done la suivante, svec un minimum m en n .= 1.
¥
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5¢) Trajectoire dans le plan <nkL§22

Pour construire la courbe trsjectoire dans le plan (nl,n

23, tracons d'abord

le repére orthonormé (0,n ,n?) nuis deux axes (0, A) prolongeant les axes (O,nl) et

1
(O,ng) . On peut ainsi tracer les courbes (1) et (23 préecédentes respectivement dans

leg quadrsnts IV et 11,
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Considérons alors une valeur >\° gue 1lfon reporte sur les deux axes, A cette

valeur de ,>\o il correspond deux valeurs XE et x2 pour ny et deux valeurs Yy et

our n._ , Alors les points (;-: \} (x ,3 ) (x 3 et (x V,) appartiennent &
yz p 2 b 1??1 ¥ 2’;7’1 ¥ i’yz 2’~2 Pp
la courbe trajectoire. En faisant varier M\, entre les valeurs = et M on obtient
toute la courbe trajectoire. Pour savoir dans guel sens elle est parcourue, le plus
simple est de revenir aux édqustions différentielles initisles. Par exemple pour le point

de coordonnées (xl,yl}, comne x. £ 1 et y. L1 on a @

1
dan dn

dtl > 0 et

2
dt

L0

et par consédquent, la courbe est décrite dans le sens contraire de celui des aiguilles

d'une mentre,



Pour revenir asux variables ﬁl et §? s 11 suffit de faire une dilatsation

des axes de facon que le point L de coordonndes (1,1) admette les coordonnées

4

(EQQ&,£4 m), Sl représente la solution particulisre constante,

L'21lure m8me des courbes montre que tant su'on ne s'decarte pas tron de L2
1a solution obtenue est stable, I1 y a2 donec un fquilibre entre les deux espdeces. Seu-
lement il ne faut pas trop s'éloigner de L1 comme il a été dit =u début de peur que
%1 ou Kg ne devienne trop petit, les équstions ne représentant plus slors la réalité
du phénoméne,

31 nous partons du point A, les prédateurs ont un effectif minimun et les
proies peuvent se développer librement entralnant par veie de conséquence une augmen-
tation de la population des prédateurs jusqu'su moment ob le nombre de ceux—ci est tel
gue leur nourriture (leS proies) commence 3 baisser (point B}. A force de vivre sur
leur capital, la disette s'installe {point ¢} entratnont une baisse de leur popula-
tion ; mais la diminution de 1l'effectif des proies continue et ne s'srr8te gue quand
1'espewe deux est suffisament peu nombreuse {point D) ; alors seulement les proies
peuvent & nouvesu se reproduire presgue librement et leur nombre s'accroit tandis que
les prédateurs verront leur effectif continuer & baisser ... et le cycle recommence
(painﬁ 4). On remarque ainsi que chaque espéce réagit aux variations de population de

1'zutre avec un temps de retard

£¢) période d'un cycle

Qui dit phénoméne cycligue, dit période. Nous ne chercherons pas la période

dans le cas général ce qui est difficile, masic dans 1'approvimation des petites oscil-

lations, c'est-hi-dire dans le cas ob la trajectoire s'éearte peu de .
E ant 1, = 1+h
En pos ny + by
n, = 1+ h2 1'équation différentielle s'éerit
&hl
= (1 +n )
at € b, (1 a0
dh
o o .
= - 1+ h
at £y by LIy

et en négligeant le produit hlbz devant hl ou h_, ce qui revient & linédricer
el

les 4quations, il vient successivement :

dny a%n
= h ’ h =
at €, % > 7 E1 €,y ¢
ot
2 € n dh,
at 271 o+ €€ v =0
342 172 2



hi et h2 vérifie une méme édgustion différentielle lindaire du 2bme ordre, Cette
¢quation est classique et admet pour solutions des fonctions trigonomeiriques de

période : 7 2

72} Evolution dec populations en focntion du temps

L'étude qualitative faite au (59) montre qu'il y 2 un déphasage entre lec mo

mouvenents des deux populations ; schématiguement le aocuvenent est le suivant :
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les valeurs de t égalent & a , b , ¢ et d correspondent aux passages en A , B

C et D sur la courbe trajectoire dans le plan <n1,n2}.

On peut comparer ce résultzt avec le phénoméne réellement observé par Vol-
terra sur les lynx et les lidvres, On constate que le modéle mathémztique déerit bien
la réalité, en particulier pour les trois derniers cycles d'une durée d'une dizaine
d'années,

Les prévisions du modéle de Volterrs ont été bien vérifiédes pour des popu-
lations de Protozoaires, ol les milieuy peuvent &tre contrblés et rester stables et
homogénes. Elles ont permis également une bonne interprétztion de statistiques de
pécheries, Mais il faut reconnzftre qu'il est nécessairement trop simple pour repré-
senter la complexité des conditions naturelles en particulier la multiplicité des

proies et des prédateurs, méme dans les écosystémes les plus simples.
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IV - Perturbations_dans le cas de deux espéces

Nous avons trouvé dans le cas g'nédral 1'égustion :

My LNy 5T N, a1 ¢
| E, N, &KF(‘"EZ“ ) [ =z N, exp ( z. )

Supposons qu'on détruise (par la chasse) 1'une ou 1'sutre espéce proportion-

{

nellement zu nombre d'individus de cet escpéce,

- Si on chasse 1l'espéce numéro deux (espdce prédatrice) alors on peut considérer que
cela revient & augmenter 52 (diminuer - 82) et la moyenne de l'espéce numérc un
augmente,

- Si on chasse 1'espice numéro un (proies) celas revient & diminuer €. et 1'espéce nu-
P B

1
méro deux diminue.
- On peut aussi combiner les deux phénoménes. Meis les résultats obtenus plus haut ne

sont valables gue tant cue &. ne s'snnule pas, A la limite, on trouverait :

1
an
1 .
dt -7 Yl b
aN
N oY w
5T = L £2 + XZ Nl J ;‘&2

gui donne une intégrale sous la fome :

/
_.62

N, exp (Yzf‘h) exp (\(4N2> = C

ou encore : , Y. P
NZ juad 62 Log’ N,, - %N‘( + c
4
et on voit qu'au bout d'un certzin temps K2 s'annule tandis que Nl admet une valeur
finie a., On trouve ci-dessous 1'allure de la courbe dans le plan {Nl,ﬁ?}.
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N, 3i la chasse est trop in-

tensive, zlors on passe
4 un systéme déquations du
type :

4 T - (v,

Ci’:a - (el + %)M,

o : ‘.'
2 ) Ny qui admet une intégrale

de la forme :

] /
&y

e{
N, exp <~X2N4>: C N, exP(LN,_)

qui conduit & une allure de courbe qui est ls suivante:
Et comme les deux dérivées par rap-— N, A
2
port au temps sont négatives & par-
tir d'un certain moment, les deux 74
populations décroissent et s'annulent

au bout d'un temps fini.

Ny

¥V - Conclusion

L'intérét de cette étude, en dehors des applications écologiques directes
qui ont été donndes dans le wours du texte, est de metire en évidence les temps de
réponse gui apparaissent lors de la modification d'un systéme écologique. Par exemple
si la consommation du DDT diminue pour s'snnuler en 30 ans, la concentration moyenne
dans 1l'organisme des poissons continuera 3 croltre pendant 11 ane avant de décroitre.

On peut généraliser 1'étude précédente en introduisant d'sutres phénoménes :
Par exemple des courants migratoires ; on assiste alors & des oscillations amorties
autour de 1'éguilibre. Une autre généralisstion possible consiste & sugmenter le
nombre des espéces. Mais on est alors vite limiter par la complexité des calculs et
les difficultéds qu'il y 2 & modélicer la réslité, Néammoins cels ouvre un vaste chrmp
de recherche, A l'heure sctuelle, cependant, on s'oriente aussi vers des modéles pro-

babilistes qui permettent de mieux cerner les évolutions de populations.

Jean Lefort



