Equation de Fermat-Pell.

I) Cette éauation joue un r8le important en arithmétigue, Elle s'éderit :

. 2 ’ p .
(1) x2 -~ Ky =1 (x,y)e Eg K naturel non carré parfait.

On peut aussi bien la réscudre dans %2 mais (x,y) étant une solution dans Iﬁg
on obtient les solutions dans 222 en prenant les couples (% x , * y),

On remarque immédiateent qufelle admet une solution simple (1,0) maie
le but de la résolution sera justement de trouver les autres solutions si elles
existent, Jusqu'ad nouvel ordre, chague fois qu'il sera cuestion de solution, il
s'agira donc d'une solution autre cue ls solution triviale (l,O}. Nous adopterons
le plan suivant besé sur 1'établiscenent des trois propriétés.

2} Toute solution en engendre une infinité d'autres,

b) S'il exieste une solution dite ninimsle elle engendre toutes les

autres,

c) I1 existe une solution minimale ; les développements en fraction

continue nous permettent de la trouver.

Procédons donc & la démonstration de cees différente points,

a) SUPPOSONS QU' IL EXISTE UNE SoLuTION ( x_, yx}

L
Nous pouvons donc éerire 1'égalitéd

2 2

X, - K vy, o= 1 c'est-a~dire
(Xl - J% y15(21 + K yl) =1 et en élevant & la puisseznce n .

(%, - M, + By ) = 1
«yl Jgﬂyl) (}1 {_ J})
Les deux facteurs du premier menbre ont respectivement nour formule :
s I
{Xi - Ji Y/ n JE "n
n
(Xl + qi yi} Xn + YK v,

ot X et y  sont des polynbmes en %y et 71 constituant respectivement la
S n

i

it

partie entiere et le coefficient de K du développenent de (Xl + {ghyl)n
Hous gvons donc 1l'implication :

X 2 - K yiz = 1 :::::;:> X:{}g - K yng

i
fod



Done si (Xl,y1§ est une solution il en existe une infinité (Xﬁ,yn) ol <Zn’yﬁ3

est donné par les relations :

n n
— (Xl K yl) M <X1 - K yl) Nous dirons oue
no 2 (x v ) engendre
. . (nem) (2) 1’71 :
v 1 _ _ \}RL
B (xy + K y)) (- ¥y les solutions
In 7 2V

(x v ).

b) SOLUTION MINIMALE.

Congidérons 1z fonction définie sur ﬁz :
f(y,y) = ¥ + Ky .
C'est une fonetion croissante en x et en y . Dfautre part on s'apergoit cue,
si (x',y') et (x",y”) sont deux solutions de (1) , 1'on a 1'équivalence :
'L X" E=====D y' Y
3i donc (Xl’y}) est une solution de (1) il n'y = gu'un nombre fini
de golutions de (1) pour lescuelles :

f(x,y) £ f<x1,yg

Soit (xg,y0> celle pour laguelle f(xO,yO> prend 1z plus petite valeur possible,
Nous l'appellerons solution minimale de (1).

Proposition 1 : Lz solution minimsle est unioue,

(x oV ) colution minimale
o' 7o )

=== f(yovyo\) = f(xg‘)’y(’))
1 1 0 'y .

(xo,yo} golution minimsle

o g ! ' L ¢ e -— t = k ) - !
= XO + Jﬁ yo Xo + JK yﬁ Ed Xo Xo J-—<jb ye)
X = ¥ . . .
e { o o puiscue (K est irrationnel,
. £
Vo =9,

Nous constatons d'ailleurs d'aprés les remas:cues faites plus haut que (xc,yo) ne
donne pas seulement parmi tous les couples solutions la plus petite valeur &
f(x,y) mais qu'elle vérifie aussi par repport & tout sutre solution (xl,yl) :

xo < Xl

Yy <.y1

Proposition 2 ¢ La solution (xo,y05 gi elle existe, engendre toutes les solu-

tions de (1).

Supposons gqu'il exicte une solution (x',y') non engendrée par <X0’yo>' Comme la



. - n s ¢
suite des (xo + (K- yO) est croissante et non bornde et cue (xo,yo) est so-

lution minimale, il exicte n 21 tel rue :

- n . , n+l N
(x0+\[zyo) < s+ Ky < (XO*’&YO) (3)
: ; 2 2
Or X, = K Vs > 0 puisqgue X+ \IK Vs > G et x Kyo = 1

Multiplions les trois menbres de (3) par (xo - \ﬁzyo‘)ﬁ :

(x, + €y ), - By )" < Gt 4 {E g, =Ky ) < G + K y )™ e K 3 )"

n
¥ ¥ -
donc 1 £ (x +4Ky)(x0 "K yo) pd x0+\‘K Vs
Eerivons (x' + (I%y')(xo - *]K yg)n sous la forme wu + {-EE v (u,v) }i\EQ
d i K K 3
onc < u o+ v <xo+“ UJO (4)

- Montrons que (u,v) est une solution de (1)
(x* + K y")(x_ - Ky )"
(' @ Ky + Ky )"

i

u K v

]

u ~-yK v

it

W o g P (x* + Ky')(xg-@{yo)n(f - {gy')(xo+{fyo)n

2 2y, 2 2\n .
(" -y )G -Ky) = 1 puisque (x',y'), (x,y)

i

sont solutions de (1)

D ug—Kv2=1

I1 suffit encore de montrer cue u et v sont tous les deux positifs.

u# 0 u=0 === -Kv_ =1 imposcible car K >0
v £0 v =0 === u >1 et u2 =1 impossible
sg(u) = Sg(v) sg{u) = - sg(v\! eSS ‘u - \[? v‘ >\u + \ﬁZ v‘
s \u+&v"‘9“ﬁ{‘v‘ = ‘?.12"KV2' > 1
puiscue u + 5{- v > 1 et c'est impossible car
luz - K Vgl = 1

Comme u et v sont de méme signe ils sont positifs dtapres (4).
2 PR
Conclusion ¢ (u,v)e B vérifiant ué - K v2 =1 {u,v} ;é (1,0)
(u,v) ect done une solution qui d'zprés (4) vérifie de plus

u+yKkv < X+ Kyo

Ceci est impossible puiscue (xc,yo} est minimale et il n'existe

donc pas de solution (x',y') non engendrée DAy (xo,yo).




c) RECHERCHE DE LA SCLUTION MINIMALE ET RESULTATS DEFINITIFS,

Dtaprés 1'étude précédente, toute la résclution de 1'éguation (1)
dépend donc de l'existence et de la recherche de 1la solfion minimale.
Pour démontrer 1'existernce de la colution minimale, nous allons utili-
ser un résultat de la théorie générale des fractions continues gue voiel 3
si p est la période du développement de «%? et si 5; = ﬁp / Dp est la ré-
() ”

duite d'ordre p ', alors :
54w )(5, + ) - £
(5 - ) (5 % ()
D'autre part il n'existe pas de fraction a/b plus simple cue X; c'est-a-dire
1

. a 8 1
(a(l\:p et b <D ) et (T‘ﬁﬂ‘?*&—):?

air 4
T Comme (5) s'éerit alors (‘lﬂL.._ {;_)( JEL-'* {E_) o “i;r
'DP Dp P
‘est-t-di N - yK D )N KD = 1
c'est-a-dire ( > YK p>( ot VK p)

on en déduit que (Np, Dp) est non ceulement solution de (1) mais ausei que
c'est la solution minimale.

p impair :

En dlewrnt les deux membres de (5) au earré on obtient

(N -@<D)2(N +J—KTD}2:1 SN
o P P P
2 2,2 2

K" 4+KD - K{(ND) =1 e

<p p) PP <

2 2 )

(N “+XD : 2N D } est solution de (1)
p P o p

Mais cette solution est sussi la solution minimale sinon il exicterait (Xé . y;)

et n 2 tel cue :

t e - % 2 2 x
(x! + VK g = NT+KDT o4k (2%9?)
et (x' , y') vérifierait xt & N
o e} 0 i
1]
< yO < Dp
x' x!
o o v 1.2
\ ( T K j( 7 + K ) = (—57*}
o 8] [&]

(i) On démontre gue tout nombre irrationnel, solution d'une équation du second
degré & coefficients entiers admei un développement en fraetion continue périodicue.

@)



En résumé :

Crhague solution de 1'éguation

2
(x,y' € W

est de la forme (xn x

, étant donnés par :
'

vyn)y

(xo + K yo)n + (=, - \ﬁgyo)ﬂ

xn = 4
n n nen
N (Xo *\K yo) ~ <Xo - {i‘yo)
In 2VK
ol (xo , yo) est la solution minimale.

Le nombre J?Z étant développé en fraction continue périodique de péricde

p et la pleme réduite étant a/b 1la colution minimale sera donné par :

XO ] ) Si eot air
v = h }Y 8T p
¢
XO = a2 + K ‘b2
Vv, = 2ab si p est impair

Remargue : On peut remarcuer que sour n = 0 on retrouve la solution triviale (1,03
Par ailleurs deux solutions consécutives (x et (x

sont lides par :

"

(x, + ' yr)(xo + (K-yO?

xoxn + K yoyn + (i'(yoxn + xoyn)

Xn+1 M {E yn&l

it

Ce gui donne :

Xn+1 = xoxn + K yoyn Xn+1 Xo Kyo Xn
= A i = ¥ v
Y1 = Yo'n T Fo'n el Yo ) n
( X Ky a Kb
. . o o
gi p est pair = = A
Y, Xo b a
X Ky a2 + sz 2Kab
o "o 5
si p impair = 5 o = A
N4 X 2ab a +Kb
o o

I1 est donc possible de donner le

résultat sous une forme un peu plus conéise

©)



11)

2)

c)

en utilisant 1'écriture vectorielle :
X i
n\ n . + .
(yn)~» A (O) 81 p est pair A ( a Kb)
(XYH"},) 2n ( 1 ) . ) A
= A 0 si p dimpair
yn+1

b . N P . .
A= (i i ) . a/b étaent la p-ieme 1réduite du développement en fraction con-

tinue de {??.

Résoudre  (x,yv) éﬁﬁg X21~ 7Y2 = 1

Dans beaucoup de cas on peut trouver la solution minimale par t&tonnements, Ici
en remplacant successivement v par 1, 2, %3, ... on trouve la solution mi-
nimale tres rapidement : ec'est (8, 3) .
La matrice 4 s'éderit 5 = (8 21)

3 8

On obtient les solutions par :

() - ()
(1,0) (58,3 (127,48) (2024, 765)

Résoudre (x,y) Eiﬁz x° - 19 y2 = 1

La sobution mininzle est moins simple que précédemment :

Y
9 = (NG, 1,3,1,2,8) p=6 5 = 170/39
170 741) X ; (1
A= 30 170 v =% \o

(1,0) (170, %9) (57799 , 1%260) e e e

Quels sont les nombres & la fols carrés et triangulaires ?
On appelle nombre triangulaire un nombre de la forme
o 53
14+ 24+ 3+ ..., +n 3

exemple 6 = 1 + 2 + 3 est un nombre triangulaire

Le provléeme conduit & 1'équation

©)



d)

2 n(n + 1) z2

1+2+ 3+ ...4n = n > ——— ="
2 L2 ,
D> n +n-2m = 0 résolvons en n
n = L Igm + 1 n et m entiers positifs

N ‘s 2 . .
Toute valeur entiére poritive de m pour laguelle Bm + 1 est un carré parfait

. . / 2 . ciip s . .
convient puisgue Y8 m + 1 sers aslors entier positif impair. I1 =uffit done de

trouver les entiers positifs x et v pour lesquels : g y2 +1 = x2

ZrrTrmre X2 - 8 y2 = 1

La solution minimale est (3, 1) . Les nombres v, ceront donnés par :

G (5
o T EREN

Les nombres cherchés seront (enéerivant 3 = 2y 2 ) e

2 _ 342V + (3-2V2)7 - 2(3+ 2V2)(3 - 2\2)

n n 32

. L 2Ty (3-2yD7 - 2
n 20

Pour trouver les premiers nombres Xﬂ il est peut-8tre plus simple d'utilirer

1a matrice A= 3 8)
B

On trouve : 1, 3 , 1225 , 41 616 ,

Un probléme de Sam Loyd : La bataille de Hastings. { 14 - 10 - 1066 )

On trouvera l'enoncé e ce probléme dans le tome 1 des "cassest@te mathématiques
de Sam Loyd" de martin Gardner. En résumé voici 1'“noncé du probléme s

"... je vis les hommes de Harold groupés en 1% grands carrés tous égaux.
Harold se porta alors au milieu de ses hommes et & son signel ils se rdéunirent en

un seul et énorme esrré ,.."

Quels dtait le nombre des hommes de Harold 7

: 2 . . . . .
Soit %~ 1le nombre des hommes, Harold compris, puiscue ensemble il formsieht un

carré. On a done pour éguation :

x2 =13 yz + 1 ou encore 3

2
xz - 13y = 1

5:(3}(1,1,1,1,6} Pztj g_zlb’/S

5
Mais comme p est impair la solution ainimsle est donné par :



e)

¥ = 18° 4 1% ¥ 5°
y =2 % 18 % 5 = 130

i
it

649

Le nombre des hommnes de Harold s donc 4té

x° - 1= 421 200

La solution suivante est en effet beaucoup trop grande pour &tre acceptable,

Le talent proprement disbolique de Sam Loyd réside non seulement
dans le choix d'une é¢ ation peu classicue mais surtout dane celui de ¥ = 1%
car, parmi les prerieres valeurs entiires, K = 13 est certainement la valeur

pour laquelle 1s solution minimzale est lz noins évidente.

Un des problemes en rapport avec 1'écustion de Fe mat-Pell est 1z recherche des
points de coordonnfes entidres sur une hyperbole,

Soient A et B deux pointe cituéds sur une méme droite d'un
réseau carré et distantc de 4 unitée (unité = ¢8t< du petit carsé). Trouver 1'en-
semble des points M du résesu tels cue :

Ja(m,a) - d(M,B)\ =2

t oo !

. .
i i i ;
i i | M
i i : ;
| ; :

e

Prenons pour axes OUx et Oy respectivement les droites AB et

la médiatrice de AB . HNous trouvons pour dquation de {Mﬁ/ d(N,A) - d(M,E = 2}

‘ V(X + 2)2 + y2 - VQ;‘— 2)2 + y2 ' = 2

. 2
ce qui éguivaut & : 3 x2 - y = 3 (1)

si (xo . yo) est une solution de (1) , (FO y yo) = 222 ' Y, est nécessaire-

ment un multiple de 3 ., Posons v = 37 .
I1 nous faut réscudre 1%écuation :

12 -3 z2 = 1 (2}

(2,1) est le solution minimale et en tenant co pte de v = 3z on trouve les

solution de (l) : les couples ha xp . b yﬂ} sont donnés par ¢

()



2+ "+ (2- 3

X =
n 2

- (2 + 3)n - (2 - 3)n ird
yn = 5 >

Les premiéres solutions sont 3

(1, 0) (2, t 3) /¢ -

(7,12 (£26, % 45) . ’
/r
/
Fi S
N /
\!
N\ /’
N
/
\*\ .
\\ 4,
W2/
A /1 |8 N

Pour terminer, voici un tableau donnant la solution minimale de 1'é-

quation X2 - K y2 =1 , pour les premiéres valeurs de K ;

K w0

Y o
A5 A 4 281 423 24 | 4ol As 3
g 39| 9804] 4830 L4 | J049 | 32

48] 47| 4 | 30| 44 49, 43 )

4
419 170 39 34 ] 4520 F3| A3 3482 53
= Y

& 33| A7 Hal| 4893 | 3
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wilco U}@ng

O
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N}
o
(S}

3
21 551 42 | 33] 23 4
A0 A48 23] 497 4% 34 35 b L | 34335 3533
A4] 4o 23124 5 35] 6 4 4F] A8 *
A2 7 24 5 A | 3R F3 049 fh8l F 4
A3 649 1 Aso )l 34! 541 40 | 381 3+ G S50 a3
Ay AT | A 27090 Y 319 25 4 54 Sl ;
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