Le nombre I

1) La recherche de la valeur exacte de W a été une constante de 1'his-
toire des mathématiques. L'avénement de 1'ordinateur a mis un terme 3 cette recherche
en permettant le calcul de milliers de décimales en un temps record, ce cui ne pré-
sente aucun intéret, sinon de fournir de fagon trés compliquée une table de nombres
au hasard (on vérifie en effet, que l'ordre des chiffres dans le développement déei-
mal de 3 est aldatoire).

Aprés Archiméde qui avait fourni la valeur approchée 22/7 , Metius
3 la fin du seiziime si®cle donna la fraction 355/11% oui est exacte 3 moins de
3. 10-7 prés. Ces deux fractions ne sont autres cue des réduites particuliéres du

développement de I en fractions continues :

T=-0{7.,15,1.,202,1.1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,
2,2.1,8,2,1,1,15,3,13,1,4,2,6,6,1..}

(Voir 1'article sur les fractiones continues de Coerg dans ce numéro).

Les preriéres méthodes de calecul de 35U utilisaient les propriétés
des polygbnes réguliers inscrits et exinscrits dans un cercle. En doublant & chaque
fois le nombre de cdtés et en partant du carré, on vérifie que :

N = lim 2.‘ \/2—‘[2+ﬁ4 ...... ,,\lf
\ g =

n ~» 60

ilya n fois 2
a4 titre d'exemple, on obtient pour n =6 : 3, 141 % ...
Au début du XVII éme sidcle, le hollandais Ludolf Van Ceulen donna

7 avec 34 décimales et & la fin du siécle le francais Lagny en donna 128 .

2) On peut s'smurer i retenir les 30 premiéres décimales de 3 3u
moyen du célébre cuatrain suivant, ob chacue décimaler est donnde par le nombre de

lettre du mot correspondant :

1

Que J aime & faire apprendre un nombre utile aux ssges
3 01 4 1 5 9 2 6 5 3 5
Immortel Archiméde , artiste ingénieur !
8 9 7 9
Qui de ton jugement peut priser la valeur 7
3 2 3 8 4 6 2 6

Pour moi ton probleme eut de pareils avantages,
4 3 3 8 3 2 7 9
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3) D'autres approximations de 7L =ont souvent utilisées, car cons-
tructibles & la régle et au compas : par exemnle 3

» 4 JEQ/ 10 2~ %, 1414 qui donne une erreur zelative de 1/15000
8

; c D E G
" AE =3 ; EG= AF = AB/S
AG est 1'appiovimation recherchée

D

On méne CA faisant un angle de 209 avec OF,
puls on pose AD = 3 dans la direction de AF,
Si B est diamétralement opposé A F, ED repré-
cente 1'approximation cherchée,

4) On sait cue JT est tranccendant, done non seulement JU n'est p=zs
constructible & la régle et au compas(d'oh en particulier 1'impossibilité de la qua-
drature du cercle) maic encore YT n'ect racine d'aucun polyndme 3 coefficients entiers.
Cependant le déveloprement de certaines fonctions en séries entiéres permet d'affirme:

que JU est la plus petite solution positive de 1'énuamtion

Z y2n+1
‘ = 0 in = Q
Ze T (&% stnz =0)
5) Sehwab de Nancy a démontré en 1313 que 1/fT est la limite vers

laquelle tend la cuite des nombres obtenus en partant de 0 et de 1/2 et en prenant
alternativement la moyenne arithmétigque et la moyenne géométricue entre les deux nom-

bres précédents. On trouve successivement :

uo = O u6 = 0, %14 21..

u, = o, 5 Uy = 0, 320 %...
u, = 0, 25 uy = 0, 317 29.

ug = 0, 353 55... by = 0, 348 82...
u4 = 0, 301 73... e e e e .

ug = 0, 326 64... 14 = 0, 313 093 ...

Cela revient 3 édtudier la suite

[}
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u. = 1 { u + u )
n 2 2n-1 n-2
Yongl T \[iuzn * Yona
6) La fonction I généralise la notion de factoriel, plus exactement,
on a f~(n) = (n-1)! pour n entier strictement positif. On dénontre entre sutre
21
ave ((x)= lm —nln

h—> o X(x+1)---- (x+n-1)

et que : f‘(%) = J;F—

en conclusion, QTT apparalt comme étznt la limite de la suite :

Pour ulO on trouve la valeur 1, 794 ... alors nue \ﬁ? =1, 772 ...

On peut rapprocher ce résultat de la formule de Stirling :

r\! ~ (—2—)" y2TTn

7) On définit la fonction Aretg par :
x = tgy
- . Fm==D> v = Arctg x
2 <Y<r3
On démontre que la dérivée de cette fonction est donnde par ! 5 Par consé-
I +x

quent, comme tg:(q%4) =1, ona:

™= 4 _,ELE;E~

1+
o
ce qui permet de calculer une valeur zpprochée de W pa: les méthodes numériques de
calcul des intégrales définies,
On peut sussi développer Arctz ¥ en série entiére
" oo - n xZn-rl
Af( X oant E ._g__.l.—_———
J neo  2n+4

1 1 1 1
et déne : T/4 = Aretg 1l = 1 = o b o o e e = e
/ € 3 5 T 5

Mais ce résultat est peu utile car la série ainsi obtenue ne converge pas vite, Aussi
utilise~-t-on habituellement l'artifice suivant :

En partant de l'expression donnant la tangente d'une somme, on démonire que,

gsous certaines hypothéses :
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X+ Yy

tg > tg = t
Aretg ¥ + Arctg y Arctg T~ 3y
On remarque alors que :
1 1
4 Arctg "‘"'5"’ - Arctg “§,§§ = Arctg 1

et en utilisant le développement en série entiére, on obtient finalement le résultat -

-~ 4 .1..._.. 1 e 4 — 4 + .- + ___,____..__ ' + 1 _...->
& 5 3.53 555 757 233 7 3.233°  5.238°

cette série converge trés rapidement puiscue

1 4 1 1 _ , . .
2 (2= - T 55T )+ 535 = 0 785 405... alors que /4 =0, 735 393...
8) 7T est un nombre fondammental en mathématiques ear il intervient

dans de nombreux problémes ol on ne l'attend pas, En probsbilité on le retrouve dans :
® 2

je-t dt = —-—--Jg

©

ce gul permet de normaliser la fonction @ définie par :

2
-t°/2 at

2
) ®(7)‘—‘ —mjoe

( e“t redonne la fameuse courbe en cloche de Gauss).

11 faut ausei citer la célébre erxpérience de Buffon (1707-1738) -
On laisse tomber sur un récesu de paralleles éouidistantes une aiguille dont la lon-
gueur est égale & la distance de deuy droites voisines, 31 la chute
se fait au hasard, alors la probsbilité cue 1'aiguille coupe une des droites du réseau
est égal & 2/M . Cette expérience est renouvellde quotidiennement au Palais de la
Découverte & Paris,

Citons également ce résultat probabiliste :

Mauvais .
\\\ 3i on se donne deuy nombres au hasard (ou une fra-
» tion), la probabilité pour aque ces deux nombres
bo . . . ,
J/ " soient premiers entre eur (ou gue la fraction soit

irréductible) ect égale b 6/p®

g) Pour conclure, rasppelons la célébre formule :
eln +1 = 0

due & Euler et dans lacuelle ce dernier voyait la preuve de 1'exictence de Dieu !
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