L'esprit de la mathematique

INTRODUCTION A L& THECRIE DES GRAPHES FIKIS

d'apres Sherman K. Stein

Le cadre : Un réseau routier relisnt plusieurs villes,
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Les personnages : ¥ Un inspecteur des travaux publies chargé de 1'entretien du

réseau routier (trés économe ) .

¥ Un voyageur de commerce (tous frais payég).

Le probléme de chacub :

celui de l'inspecteur : Trouver un chemin permetiant d'inspecter toutes les routes
en ne parcourant chacune qu'une seule fois,
celui du voysgeur Trouver un chemin passsnt une seule fois par chague ville

du réceau,

Essayons de trouver les chemine respectifs sur le réseau simplifié suivant (six

villes et neuf reutes}:
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Aprés guelques essais, le lecteur trouvers facilement les deux solutions :
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féouter et de terniner son parcours
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Hemarguons que 1'inspecieur sz

au méme endroit (ce qui n'était pas exigé).

Le voyageur cuant & lui, termine son pfriple dans une ville adjacente au lieu de
départ.

Exsminons encore un sutre résmesu {cinq villes et cing routes).

gn travaillant d'abord sur le probléme de 1'inspec—
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cile de voir gu'aucun des deux chemins issus de 4

ne couvre entiérement le réseau. Pauvre inspecteur !
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En réfléchissant au probléme du voyageur nous voyons

que 1i encore son parcours doit débuter en d et
se terminer en D {ou inversement}. Mais nous cons-
tatons avec plaieir, cue 1'un des deux chemins zllant de & wvers D conduit notre
voyageur par toutes les villes du résesu.

Voici un parcours ocui ne va convenir ni & 1'inspecteur ni au voyageur :
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Et enfin voici un réseau convenant i 1'inspecteur et non au voyageur ¢
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HMais les mathématigues ne sont pas une sccunulation d'exemples, de la méme ma-
niére qu'un dictionnaire n'est pas une nouvelle. Ce gque nous voulons, ¢'est trouver un
moyen de reconnaitre si un certain réseau est favorable soit & 1'inspecteur, soit au
voyageur et dans 1'»ffirmative de trouver le chemin convenable, Est-il possible de
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trouver un tel chemin sans faire une multitude d'essais préalables ! Nous rnous inte-

resserons en previer lieu su probléme de 1'inspecteur,

A Considérons d'abord le réseau suivant, et concentrons

Pisa

notre attention sur la ville A. Supposons pour le mo-

ment que 1 inspecteur ne commence pas sa tournde en A,
Lorsnou'il passe par la ville A i1 inspecte deux tron-
cong issus de A, 1'un lorscgu'il entre en A, 1l'autre

lorsou'il gquitte A. I1 lui restera donc & inspecter un

trongon arrivent en A, nais & ce moment il ne pourra
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plus quitter la ville sans emprunter une route déja visitée, Par conséquent nous pou-
vons conclure que sa tournéde doit se terminer en A. Souvenons nous cependant gue pour
aboutir & cette conclusion nous avions cupposé que la ville de départ n'était pas A.
Hous constatons donc que si 1'insocecteur 2 frouvé un chemin convenable, celui-ci doit
commencer ou se terminer en A,

En raisonnant de fagon analogue le lecteur se rendrs cowpte ou'un chemin satis-
faisant doit d buter ou se terniner en B, en C et en D ! Mais un chemin n'ayant que
deux extrémités ... Par conséquent le réseau précédent ne pourra en aucun cas satis-
faire les exigences de 1'inspectieur,

Cette étude suggere gue le nombre de routes aboutissant b une ville du réseau a
certainement une importance dans la résolution du probleme de 1'inespecteur,

Nous appellerons degré d'une ville le nombre
de route aboutissant & celle -ci .
Ainsi une ville situde & 1'extrénité d'un réseau sers de degré 1 (sur la figure 8, A
est de degré 3 et D de degré 5).
Le raisonnement précédent prouve slors le théoréme :

Théoréme 1 Si une ville est de degré impair, le chemin suivi par 1'inspecteur doit

commernicer ou se terminer en cette ville,

L'étude précédente permet édgalement d'énoncer le théoreme :

Théoréme 2 Si un réseau comporte plus de deux villes de degrd impair, le probléme

de 1'inspecteur est insoluble,

Le théoréme 2 ne plzira pas & 1'inspecteur ! Pour trouver un réseau pour lequel
le probléme de 1'inspecteur puisse svoir une solution il faut donc gu'il y =it au plus
deux villes de degré impair. I1 y a donc trois cas 3 considérer :

1) réseasu ne comportant sucune ville de degré impair.

2) réseau comportant une ville (et une seule) de degré impair.

3) réseau comportant deux villes (exactement) de degré impair.

Nous allons montrer que le deuxidme des cas préeédents ne peut exister.

Théoréme 3 11 ntexiste pzs de résesu comportant exactement une ville de degré

impair.
Preuve : Nous allons établir que =i un résesu comporte une ville de degré impair, il
en comporte nécessairement une autre de degré impair,

Soit T une ville de degré impair et imaginons un chemin oqui débute en T. Nous
nous déplacerons au hasard & travers le réseau mzis de fagon & ne jamsis emprunter
deux fois la méme route. Si nous sommes malchanceux, notre promenade sera trés courte
mais avec un peu de chance elle sers longue. Mais du moment cue le nombre de routes

du réseau est limité, notre promenade se terminera dane 1'une des villes du réseau ;
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nous appellerons E cette ville "terninus”,

Est-ce que E et T peuvent &tre identinues !

Remarquons que puisque 1'inspecteur est parti de T , il recte un nombre pair de
routes non utilisées sboutissant & T . Par conséeuent, chacue fois que 1'inspecteur
entre en T , il peul en repartir, ce oui prouve nue E nt'est pas T .

Comme la randonnde s'achdve en B et d'sprés ce cui préedde, E doit &tre de
degré impair, Ceci prouve le théorime.

I1 nous reste deux cas & examiner : les réseauy sans ville de degré impair et les

réseaux comportant exactement deux villes de degrd impair,

Théoréme 4 Si un réseau ne comporte aucune ville de degré impair le probléme de

1'insvecteur admet zu moins une solution, De plus 1z ville d'arrivée

colncide avee la ville de départ,

Mentionnons tout d'abord un fait tacitement admis usque 1 ¢ toutes les villes
du réseau sont relides 2 au moins une autre ville du réseau. Nous dirons qu'un réseau
est connexe s'il est possible, en psrtant d'une ville ouelcongue, de rejoindre n'ime
porte quelle sutre ville du résesu,

Preuve du théoréme 4 :  Non seulement nous allons démontrer le théoréne 4, mais en

ocutre nous trouverons un chemin poseible pour l'inspecteur, Choisissons arbitrairement
une ville T du résesu comne ville de départ., I1 est elair que le parcours se ter—
minera également en T .

Voici une recette permettant de trouver un parcours favorable :

L'inspecteur part de 1z ville T et se déplace au hasard & travers le résesu
(sane repasser deux fois par la méme route). Il s'arréte dés cu'il ne peut plus sor-
tir d'une ville. Comme le récesu a un nombre fini de sections, sa promenade doit se
terminer & un certsin moment. Comme toutes les villes sont de degré pair, son voyage
se terminers nécessairement en T. Il est peu probsble qu'il couvre ainsi dés le pre-

mier essai tout le résesu. Dans ce cas il y surs une ville du réseau traversée par

-
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1'inspecteur et oh aboutissent des routes non utilisédes par celui-eci. Appelons
une telle ville, En partsnt asu hasard de E , en évitant soigneusement les routes

déjh utilisédes, l'inspecteur fera un voysge se terminsnt nécessairement en E (rai-
sonnement précédent). I1 peut par consdéquent regrouper ces deux psrcours en un seul :

o

il part de T et des gu'il arrive en E il emprunte le second parcours qui se ter-
mine en E puls il reprend son périple vers T . Si le réseau n'est pas entierement
couvert, on recommence et ainsi de suite .,. Comme le réseau comporte un nombre fini
de routes et que le procédé précédent agrandit toujours le parcours, il faut bien

qu'aprés un nombre fini d'sgrandissements successifs tout le réseau soit couvert,

Ceci prouve le thdordme.
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Voici un réseau pour lequel nous appliguerons le théoréme 4,
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Le seul cas estant 3 édtudier sers rédsolu par le :

théoreme 5 Si un résesu comporte exsctement deux villes de degré impair, le pro-

bleme de 1'inspecteur admet su moins une solution, De plus son DE -

cours doit débuter dans 1'une des villes de degrd impair et se termi-

ner dans l'sutre,

La démonstration est analogue & celle du théoréme 4 et est lzissde aux soins du lec-
teur,
Le probleme de 1'inspecteur est ainsi résolu par un rapide décompte des villes du ré-

seau ayant un degré impair.

Quant au voysgeur de commerce, son probléme n'a pas été encore résolu. Ce pro-
bleme a ét¢ posé pour la premidre fois par W. R, Hamilton en 18590 et jusqu'a ce jour
gucune solution n'a été trouvée. Peut-8tre n'y a-t-il aucune solution & ce probléme
et il est fort probable que s'il y en a une, elle serz beaucoup plus compliquée que

celle trouvée pour notre inspecteur.

Il y a ainsi en matbématique beasucoup de problémes similaires dans leur formuls-
tion mais de difficultés incomparables,

* I1 est facile de démontrer qu'il n'existe qu'un unisue nombre premier inférieur
d'une unité & un carré parfait mais perconne ne s=it combien il y 2 de nombres
premiers supérieurs de une unité & un carré parfait !

: 3 I1 est facile de démontrer que la suite des nombres premiers est illimitde, mais
personne ne sait si la suite des nombres premiers jumesur (deux premiers sont

jumeauy si leur différence est égnle & 2) est finie ou non !

cile de prouver 1a réeiprogue, (on dit qu'un entier est "spéeial™ si chague fois
gu'il divise un produit de deux entiers il divise nécesssirement 1'un d'entre
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