Filer d’attente aléatoirers

Au retour des vacances o certains lecteurs ont certainement gouté aux
joies des bouchons et embouteillsges du réseau routier, il peut &tre plaisant de s'en
souvenir pour sublimer 1'énervement passé en un joli probléme mathématique !

Afin d'initier le lecteur & ls mathématisation de la chose, je lui pro-
pose ci-dessous une étude de file d'attente dans un stelier de reproduction d'une en-

treprise. Pour cels, je me suis largement inspiré d'un article paru dans E.E. n? 85

de janvier 1977.

L'atelier de reprographie de 1'entreprise est chargé d'effectuer des
travaux gqui ne peuvent &tre exécutés correctement sur les matériels légers de chaque
service. Dans 1'état actuel, lrs deux emplovés azccomplissent les divers travaux au
fur et & mesure de l'arrivée des demandeurs qui attendent les reproductions, Mais en
raison de 1'augmentation récente du volume des travsux, d'une part les deux employés
sont amenés i faire des heures supplémentaires (d'oh fatigue pour les employés et
perte d'argent pour l'entreprise x) et d'autre part des files d'attente assez impor-
tantes se produisent & certaines heures de lz journde du f=it que les demandeurs pré-
férent petienter plutdt que de revenir,

Afin de trouver une solution économique & ce probléme et d'optimaliser
le nombre de poste de travail de l'atelier, on a observé heure par heure pendant deux
semaines le nombre d'arrivée dans l'atelier de reproduction. Pendant ces deux semaines
tout le travail demandé chague jour a été exécuté dmane la journée, mais chacun des
deux employés a du faire 10 heures supplémentaires en tout (une heure par jour en
moyenne) .

On vérifie sur le tableau n? 1 ci-sprés que la durée moyenne de trai-
tement est de :

{heures effectuéeg} {?b d'employés}

£40 + 40 + 10) ¥ 2

~ 22 mn
500
(nb total de demgndes)

Comme il faut tenir compte de 1'entretien du matérigl, des pannes et des absences

Si, si ; c'est comme ¢a dans le privé ; 1'H.S. est d'avantage payé que 1'heure nor-

mzle et 1'entreprise en paye méme les charges !
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éventuellss des employés, on déecide de majorer ce temps d'un tiers et de considérer
que la durée moyenne du traitement d'une demande est de 30 minutes. On ne pourrait
donc traiter en moyenne que 4 denandes (ou 4 arrivées) par heure dans 1'hypothése
actuelle de deux postes de travail.

Par ailleurs, on peut déduire du tableau n¢ 1 le nombre moyen d'arwivées
par heure, Il apparait une pointe trés nette entre 9 et 10 heures et en début d'aprés
midi. Il est alors clair cu'il faut au plus 6 postes de travail permettant de traiter
dans 1l'heure 12 demandes alors cu'il en srrive su plus 11,1. Ce sers 1'hypothése

forte. Il va de soi que le nombre optimum sera compris, su sens large, entre 2 et 6.
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12-13 4 15 16 7

) i

Pour trouver le nombre optimum de postes de trevail il faut affiner

1'analyse en tenant compte des contraintes finsnciéres,

Construisons tout d'abord le tablesu des frécuences (tableau no 3) H

nombre d'arrivdes
par heure
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Reportons ces donnédes sur un graphique et miracle, il apparait une ma-

gnifigue courbe en cloche,
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Or qui dit courbe en cloche, dit probsbilité ; nous =llons donc probabiliser le modele
4 tout hssard, calculons 1l'espérance et la variance :

p = 6,25

¢ = &8, 4375
Car il ne faut pas oublier que les frénuences indicuées au tableau n¢ 3 doivent &tre
divisées par les 8C heures, Quand on pense au grand nombre de fois que les employés de
la reproduction font le méme geste, il n'est pas trop idiot de se dire que la distri-
bution des fréquences doit 8tre voisin d'une distribution binomiszle. (Le lecteur me
dira gue ¢a n'a rien & voir et il aura raison, mais c¢'ect comme ¢a nue fonctionne 1'in-
tuition)., Et quitte 2 prendre une distribution voisine, autant en prendre une qui fa=-
cilite les calculs. La courbe en pointillé nui apparsit sur le tableszu n¢ 4 corres—
pond & la distribution de Poisson de parametre 6,25 . Attention, dane une distribut

2 | Le mathématicien pourra faire un test (celui

tion de Poisson on doit svoir p=c
du X} par exemple) pour se rendre compte que dane ce eas 6, 25 o B, 4375 .
Jtépargnersi au lecteur ce calcul, d'mutant plus cue 1'économiste, lui, ne s'en em-
barrasse pas. (C'est comme ¢a que "les meilleurs économistes” justifient, entre autre,
les augmentations d'impdts - & 1'aide de magnifigues théories inapplicables !)

Une fois sdmis que la distribution est une distribution de Poisson, le
mathénsticien est & 1'aise et peut se lancer dans les calculs,

On définit tout d'asbord le taux de trafic moyen gui est tout simple-
ment le rapport enire le nombre d'arrivées et le nombre de sorties. Sur les deux ce-
maines d'observetion, le nombre d'srrivées est de 500. Le nombre de sorties dépend du
nombre de postes de travail. Comme on veut se placer dasns l'hypothese de 40 heures de
travail hebdomadaire (supression des heures supplémentaires) et comme il est traité

en moyenne deux demandes par heure, on surs le tsbleau suivant :

nb de poste 32 3 4
i . 500 . 500 . 500
teux de trafic Sosoes - 1P Soeees - L% Soworg - 008
5 6
TABLEAU n? 5
500 50
80x%2x5 0,625 ROx2x6 0,52

I1 est clair que les deux premiéres solutions (deur ou trois postes de
travail) sont i rejetér puisoue le nombre d'entrée ect supérieure au nombre de sortie

et qu'slors les files d'attente augmentent,
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Le taux de trsfiec étant connu, on peut déterminer le temps moyen d'at-
tente, soit par le calcul (ce qui est long et pénible), soit en faisant confiance &
ceux qui ont déja fait ces caleuls, Clest ce dernier choix que nous ferons en utili-

sant la table ci~degsous :

taux de . | ] i
trafic 1,00 | 0,90 0,90 | 0,85 | 0,30 | 0,75 | 0,70 | 0,65 | 0,60 | 0,55 | 0,50
remps a7 | 1,9 1,8 | 1,6 | 1,1 |07 |01 | 0,00 |0,08 |0,06 | 0,02
attente *- | 4 - ’ ’ s sV s U s s

On ne tient pas compte dans le temps d'attente, de 1l'attente durant 1=»
réalisation du travail demandé : on & vu cu'il fsllait chiffrér ce délai & 30 minutes
et qu'il est indépendant du taux de trafic.

Chiffrons maintenant les différents cofits :
~ L'heure moyenne d*zttente des employée cofite, chzrges comprises, 20 france,

- Un poste de travail avec 1'amortiscement du matériel revient 3 42000 F. par an.
~ 11 y & en tout 230 joures ouvrables dane 1'année,

Repportons toutes ces donnédes & 1z journde. Dans une journde il y a2 en
moyenne 50 arrivées., Pour chacune d'elle il faut sttendre un temps t qui dépend du
taux de trafic (donné par le tablesu ci-descus). Comme 1'heure d'attente revient &

20 francs, en une journée l'attente cofite : 50 x t x20 = 1000 t . Par silleurs, le
prix de revient journzlier d'un poste de travail est de 42000/230 o 182,60 F.

Dol les résultats suivants (en faicant les interpollations nécessaires) :

-~ Pour 4 postes ¢ 1000 x 0,95 + 4 x 182,6 o~ 1680
- Pour 5 postes : 1000 x 0,085 + 5 x 132,6 o~ aog
- Pour & postes : 1000 x 0,03 + 6 x 182,6 ~ 1124

On & donc un optimum pour 5 postes de travsil. Fisncigrement ils re-
viennent & moine de mille francs psr jour. Cet aspect est illustré par le graphique

de la page suivante,

Pour conclure, on voit gue toute la difficulté vient de 1'évaluation
des colits d'attente. Pour reprendre 1'exemple initial, si le cofit de 1s suppression
d'un point noir du réseau routier est =isé & évsluer, il est beaucoup plus difficile
de calculer celui résultant de 1l'sttente des sutomobilistes : Pollutions de toutes
sortey consommation sccrue d'essence, perte de temps, énervement, accidents, ....

Les choix gui sont alors faits sont nécecsairement politiques dans ls mesure ou cha-

cun chiffrerait d'avantasge telle ou telle nuisance,
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