Nombres Euleriensr : Permutations

(1) INTRODUCTION

On connait la relation qui existe entre les nombres Cln.k les coef-
1 ¥ ¢

[2)

e . . , . n
ficients du binbme, notés aussi (k}

¢ln,k) = &(n-1,k-1) + c(n-1,%)
avec Cén,O) = C(O,k3 = 0
c(c,0) = 1

On obtient ces nombres en les comstruisant & partir du triangle de Pascal :

n N 1 2 3 4 5
1 1

2 1 1

3 1 2 1

4 1 5 3 1

5 1 4 & 4 1

On définit de facon sdnlogue les nonbres de Stirling de deuxibme espice
S{n,k) s(n-1,k-1) + k . s(n-1,k)
avec S(n,o> = S(O,k? = 0
{s%cuo} = 1

i

On obtient le tableau suivant pour les pre-wiers nombres :

Nl 1 o s 4 s
N

ol 1 1

3 1 z 1

sl 1 7 6 1

5 1 15 25 10 i

Pour les nombres de stirling de premiére esnéce on a la définition

suivante ¢

s(n,k) = s(n—l,kul} + (n-l}.s(n~1,k§
avec s(m,@} = F(O,k) =
s(0,0) = 0

On obiient pour les preniers nonbres, le tablesu suivant., On remsrouers gue l=
P E

somne des termes de la n-idme ligne vaut n!



n £ 1 2 po! 4 5
1 1

2 1 1

3 2 5 1

4 6 11 6 1

5 24 50 25 10 1

Enfin or définit les nombres eulériens par la relation suivante :

Aln,x) = (n-k+1).A(n-1,%-1) + k.a(p-1,k)
avec A(n,Q) = A(O,k) = 0
{A(O,G) = 1
Les premiers nombres eulériens sont données par le tableau ci-descous :

Ny 1 2 3 4 s

1 1

2 1 1

3 1 4 i

4 1 11 11 1

5 1 26 66 26 1

L

Ici encore la somme des termes de la n-iéme ligne ect égal & nl

Hemargues ¢

19} Posons [11] = { i, 2, ... n } alors S(n,k) est le nombre de parti-
tions de [n] en k sous-ensenbles (ou k blocs).
egggg}gg H n =73 alors on a les partitions suivantes :

k=1 (1,2,3) une facon

k=2 (1(2,3)  (2)(1,3)  (3)(1,2) trois fagons

k=23 (l)(23(3} une facgon

On obtient donc ainsi une interprétation combinatoire des nombres de Stirling.
2¢) Soit G?; le groupe des permutations de {n] alors s(n,k) est le nombre de

permutations qui ont k cycles.

‘TT) NOMBRES EULERIENS ET NOMBRES D' BULER

Guelgues résultats

19) pour x dans N on & : xn = :Z; A(n,k) . C(n,x+k—1}
1skgn

29) on a la relation inverse, dite relation de Worpitzky :

Aln,k) = 57 (-1 (k1) (e, 1)

otk
%9}  on définit les polyndmes eulériens An(tﬁ par

@




A (1) - ; aloyx) . 5T

Pour les premieéres valeurs de n on 2 les polynbmes suivants :

Al(t) = 1
Agit) = 1+t
AE(t) = 1 + 4t ¢Yt2

On démontre alors le résultat ci-descous :

u? 1-t o2 n1 |
1+2 A () — = = [1 - :i: (t - 1) ]
nyt o n!

-t + explult-1)}) a3 0!

ce résultst est & rapprocher des deux résultats ci-dessous :

2p
, 1 U N
q) see(u) = = 1 + E o B sont les nombres
cos(u) F?4 (20}} 2p 2P )
g d'Euler ou nombres sécants
u 3 u5 7
b) tglu) = Lot 2 16 + — 272 + Les coefficients de
u2p+1/(2p+1)! sont les
nombres tangents T2p+1
Théoreme 3 A (-1) = 0
-_— 2p
D1 \
(-1) A2p“l(—1; = Ty

(II1) INTERPRETATION COMBINATOQIRE

Soit X une mpplication de (S, dane W . On dit que X est une sto-

tisticue eulérienne si et seulement si :
Yk >1 wa{«e G / X(e) = k]= A()

¥ notion de descente On =ppelle descente et on éerit DES 1la ocuantité :

DES o = nombre d'entiers 1 tels nue 1 <€i< n-1
et (i) > o (i+1)
. lan T and ~ ~
exemple : si g = 593132647
alors DES @ = 4
on démontre que 1 + DES est une statistique eulérienne.

x on définirait de fagon tout 2 fait analogue ls notion de montée,

¥ notion d'excédence On pose 3

EXC o = nombres d'entiers 1 tels que 1 <1 € n=-l
o (i) > i

exemple
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(1v)

alore EXC o =3

on démontre que 1 + EXC est une statistique eulérienns.

# on définirait de méme 1'excédence su sens larpge : EXCO en remplacant dans
la définition précédente G (i) > i par a(i) = i . Alors on démontre que

EXCO es t une steatisticue eulérienne,

CONSTRUCTION D' UNE BIJECTION DE Gi_ SUR(;n

Le but de cette bijection est de transfermér ¢ en & de facon que :
EXC o = DES &
ce qui entraine que si 1l'une est une statisticue eulérienne, il en est de méme
de l'autre. Nous allons expliciter la construction de & & partir de ¢ au moyen

d'un exemple :

1) 123456739
= lcgao36714)
ce qui montre que EXC G = 3 . On éderit ensuite ¢ sous forme d'un produit de
cycles :
1538 294y, 6 7
a
( 5381 ) 9 4 2)( 6 ) 7 )

ce qui peut dgnlement s'éderire :

2 e (1573)294)(6)(7)

8} on calcule ensuite 1l'inverse de o
cl=(3351)492)6)(7)

4) dans chaque cycle on derit en tdte le plus grand élément
cr=(8351)(924)(6)(7)

5) le produit des cycles &tant commutatif, on ordonne les cycles dans 1l'ordre

croissant des premiers termes :
-1 .
o =(6)71)8351)(924)

6) on obtient & en supprimant les parenthéses :
G =(673351924)
ce qui peut encore s'derire :
. 123456789
o = )
678335192

on vérifiie bien que DES & = 3

(e

Inverzement, & 4tant donné, on peut placer les parenthéses devant les

éléments seillants , c'ect-3-dire les £léments ouil sont plus grand cue tous ceux

@



-1 .
précédent. On reconstitue zlors les cyecles de o = puis ceux de 0,

On & vu que s{n,k) est le nombre de permutations ayant k ecycles ,

done si @ a k cycles, & a k é&léments saillants et s(n,k) peut aussi f

interpréter comme étsnt le nombre de permutation ayant k éléments saillants,

quelgues résultats sur Q;a

o DES Moy Exc Exco A+ DES 4+ EXC
123 0 2 o] 3 4 4
132 4 4 4 2 2 2
213 4 4 4 2 2 2z
231 4 4 2 2 2 3
312 4 4 4 4 2 1
321 2 o] 4 2 3 1

et on a bien : A(3,1) =1 ; Aa(3,2) =4 : Aa(33) =1

(V) AUTRE INTERPRETATION

Considérons un cube de cdté 1 dans un ecpace de dimension n. Coupons-

le par les hyperplans d'équation :

2, + X 4+ X 4+ . . . . .+ X = k
1 2 3

pour k entier compris entre 1 et n inclus. Soit U(n,k) 1le volume du cube

compris entre les hyperplans d'éguation

X, + X 4+ X+ v v 0 . .+ X = k -1
1 2 3 n
et X+ X+ T4 . . .. .+ ¥ = k
1 2 3 H

Alors on ale résultat :

i

U(n,k)

extrzit de la conférence de
FOATA (u.LP.)

d'apres les notes de Lefort



