Le Probléme des trois corps:un cas simple !

L'exposé qui suit reproduit une conférence donnde 4 1'A.P.M de

Strasbourg en Mars 1976.

Il est extrait d'un trés beau livre récent de J. MOSER : Stable and
random motions in dynamical systems (mouvements stables et mouvements
aléatoires dans les systémes dynamiques), paru aux éditions de Princeton

en 1973.

Le probleme abordé posséde la propriété assez spectaculaire d'avoir
un énoncé tres simple et un résultat inattendu, dont la preuve requiert 1'utili-
sation d'un bon nombre de techniques essentielles, souvent récentes, de la

dynamique qualitative.

L'étude détaillée est trés longue (prés de la moitide de 1'ouvrage de
référence) et dépasse souvent le cadre de cet exposé. Je m'arréterai seulement
sur un ses aspects, particuliérement instructif.

[ - . . ' fp N
J'ai essaye de me placer au niveau de connaissance d'un bon étudiant de premiére

année de Maftrise de Mathématiques.

Le §1 doit 8tre omis en premiére lecture.

1. MISE EN EQUATION DU PROBLEME DES N CORPS

1.1 On considére dans 1'espace habituel (espace euclidien ]Rs) n particules

‘iou planétes) Pl’ PZ’ cees Pn de masses respectives Mys Moy .e., M.
A un instant t, ces particules occupent des positions Q15 Aoy + -5 Qy
(qi € ]Rs) avec des vitesse Vl’ e, Vn (Vi € RY) ; on veutdécrire le

mouvement des n particules en fonction de ces conditions initiales

(to, q s V]'_)’ sous l'hypothese de 1'attraction mutuelle Newtonienne,

a) L'énergie potentielle du systéme {Pl, cees Pn} est :

Us-/ Toa)

i< j
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Le signe - exprime le fait que 1'énergie potentielle diminue quand les
distances mutuelles llq; - qj” diminuent.
b) L'énergie cinétique (I‘Illu systéme est :
= 2
T = L ) m V.
5 L i1
i=1
c) Le mouvement des différentes particules est régi par le systéme d'équations

différentielles du second ordre :
@) m, . g = a U

ol Eii représente la dérivée seconde du vecteur q; par rapport au temps
(accélération de Pi), et AiU le gradient de la fonction U par rapport a la

variable vectorielle q, = (qi’ 10 9,2 qi,3)'

La donnée de conditions initiales (temps, positions, vitesses) détermine

alors une unique solution du systéme (1) : {q 1(t), ey qn(’[)} qui représente

1'évolution correspondante du systéme.

d) On rappelle que le long de toute solution de (1) 1'énergie totale U + T du

systéme garde une valeur constante.

1.2 Si, dans le probléme précédent, on fait tendre une des masses, par exemple

m,, vers zéro, on obtient & la limite un probléme simplifié qui se décrit
ainsi :
a) le systéme {Pys «.., P} estrégipar un systéme du type (1), o Py

n'intervient pas.

b) Le mouvement de P1 est défini par 1'équation différentielle :

n
) N my
R R P
i=2 91 79

¢) On a toujours un bilan énergétique constant au cours d'une évolution

du systéme {PZ, ces Pn}. Le mouvement de Pl est tel que la quantité

1 9 B 4 reste constante ; on l'appelle-
5 Vit =/ lq; - q,/l ra encore 1'énergie.
i=2

Un tel probléme, ol une ou plusieurs masses sont annuldes, est appelé

un probléme restreint des n corps,

C'est un probléme de ce type que nous allons étudier,
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2. UN EXEMPLE DE PROBLEME RESTREINT DES 3 CORPS.

2.1 x

Deux planetes Pl’ P2 de
méme masse # 0, ou primaires,

décrivent dans un plan E des

P ellipses autour du centre gra-
g 4 . . s -
TT:»,/,.;"' o vité O, pris comme origine ;
y(,_y N leur mouvement est périodique,

de période supposée égale a

2m, par un choix convenable de

D 1'état initial.

Une troisiéme particule P, de masse nulle, est placée en ZO sur l'axe D
perpendiculaire & E en O, et lancée avec une vitesse initiale VO colinéaire

a D, a un instant initial to. Le mouvement de P s'effectuera sur D par

raison de symétrie ; il s'agit de décrire ce mouvement, en fonction des condi-

tions jnitiales.

Soient Z 1'abscisse de P sur D (origine O), et r(t) la distance au temps t

de Pl et PZ a l'origine O, Compte tenu de 1.2, on a :

@ z--2Y% e, - -t
07 \/rz(t) v 72
en supposant que les masses de Pl et P2 sont égales a —%——
Ceci donne Z= ) zZ

3/,

@2 + 25

La fonction r(t) est une fonction périodique, de période 2m, pas trés compli-
quée, puisqu'elle représente le rayon vecteur d'une ellipse par rapport a
l'un de ses foyers. Cependant, on ne sait pas en général intégrer 1'équation
différentielle (1).
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2.3 Premiéres remarques qualitatives

i) L'origine O est une position d'équilibre ; 1'unique solution correspondant

aux conditions initiales (to, ZO =0, VO =QestZ =0

ii) Z est toujours de signe contraire a celui de Z ; ceci signifie que, dans
le plan (t, Z), le graphe d'une solution de (1) a sa concavité tournée
vers le bas en tout point ou Z >0, et vers le haut en tout point ou

Z <0,

iii) La valeur absolue |Z| de 1'accélération de P est majorée indépendam-

ment du temps et de la position occupée. C'est évident "physi-
quement" ; plus précisément :

d'une part |Z"] = Z = 1Z] < 1

3/ 2 3/ 2
(r2 + ZZ) 2 iZ\S(l +£z—) 2 z
Z
1 1 .
donc ]Z[S—T si |Z]= a
a
: " 1Z] 1
d'autre part |Z"] < 35— < —5 pour |Z]| < a
r a

ol a est le minimum (mon nul) de r{).

Cn déduit de iii) que toute solution de (1) est définie pour toutes les valeurs de t

(exercice).

Ceci établi, ii) montre que toute solution prend au moins une fois la valeur O,
ve,

c'est-a -dirgv, quel que soit 1'état (tO,ZO,VO) de P considéré, la particule P est
passée ou passera au moins une fois par le point 0, C'est bien facile : si Z(1)
dtait une soluiion de (1) sans zéro, et par exemple toujours >0, son graphe
aurait en tout point sa concavité vers le bas, d'ol contradiction avec le fait

que Z est définie sur tout R,

Voici quelques formes "possibles'" de solutions, compte tenu des observations

précédentes :

Pvade -=a + = P vient de + =, se livre & quelques va et-vient autour de 0,

~
ans arrét . s
(sans arrét) puis s'éloigne vers -
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P vient de - =, et oscille indéfiniment
/ autour de O.

/ \,

2.4

/N Ut

Nous allons nous donner 1'objectif suivant :

étudier, pour chaque solution de (1), la répartition des temps de passage

successifs en O de la particule P,

Nous choisirons, compte tenu des remarques précédentes, des conditions

initiales de la forme (to, 0, VO), c'est & dire avec P a 1'origine. lLe problé-

me étant symétrique par rapport au plan de 1'écliptique E, nous pourrons

toujours supposer que VO >0 (si VO = 0, P reste en équilibre a 1'origine).

Nous noterons alors (tl, Vl) 1'état (temps, vitesse) de P & son premier

retour en O, s'il existe ; V1 représentera en fait la valeur absolue de la

vitesse de P lors de ce premier retour (en tenant encore compte de la
symétrie par rapport a E),

De méme(t_l, V_l) sera 1'état de P au passage en O précédant la situation
dite initiale (s'il existe). On définit de m&me plus généralement les états
(tn, Vn) , N € 4 ; par définition la suite t est croissante, et la suite Vn

est positive,

Si nous envisageons deux états initiaux (to, Vo) et (to + 2rr,V0), les solu-
tions correspondantes sont identiques & une translation prés (d'amplitude
2m) de 1'axe des temps, eu égard a la périodicité du mouvement de 1:31 et

P,.
Ceci suggere d'interpréter un état initial (to, VO) comme représentant

un point du plan par ses coordonnées polaires : t, sera l'argument,

V le module.
o — nikia)

Le passage de 1'état‘{(tO,Vo) au premier
retour (t, , V1) définira une application

d'une partie du plan (@ déterminer), a A Eo

valeurs dans le plan ; cette application

sera notée ¢ dans toute la suite,
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C'est une étude de ¢ qui nous conduira & une réponse (partielle) & la

question posée au début de ce paragraphe.

Nous allons d'abord étudier un cas particulier,

CAS PARTICULER OU LES PRIMAIRES ONT UNE ORBITE CIRCULAIRE

On suppose ici que P1 et P2 ont des orbites circulaires. Elles décrivent
donc un méme cercle C, de centre 0, d'un mouvement uniforme, en y occu-
pant a chaque instant les extrémités d'un diamétre,

Dans ce cas, la fonction r(t) est une P

constante (rayon de C), et 1'équation

différentielle (1) devient :

i _ Z
3/
(r2 + Zz) Z
Elle est autonome , c'est-a-dire D

indépendante du temps. En d'autres

termes, le champ de force sur la droite D, qui anime P, est indépendant
du temps. Le temps initial ne jouera ici aucun rdle,

Dans ce cas, le principe de conservation de 1'énergie (cf. 1.2 ¢)) permet

de (presque) résoudre 1'équation différentielle, On doit en effet avoir :

2
) L 22 - ;.._.__1____._ B o4 (énergie totale de P en 1'état
2 A z T s 0, V.

(Z. désigne ici la vitesse de P).

1"équation (2) définit dans le plan des phases (coordonnées Z, Z : position,

vitesse) une fanille de courbes 'y » représentée ci dessous :
n > o

y \?\\

N I

£ 2
Pour V. <« \/——-— , la courbe T est fermée
~ o V. r VO

5> une asymptote horizontale de cote >0,

w“""ﬂw
/ S MN\% 2 N
\ — Pour VO = /"f' , elle est asymptote a
/’V;m M\\“_— l'axe Z ; pour Vo> A‘/;—IZ;- , elle admet

u%m = La courbe Ty détermine la solution de

1'équation © différentielle correspon-

dant & 1'état initial (to =0, Z_ = O,VO).

SiV <v 2 , la solution obtenue est
o T

périodique (FV étant fermée), et sa période TV est fonction croissante de
o

]
V/Q“



Si Vo = J% , la particule P vient de - ®, et va vers + = sans repasser
par l'origine ; sa vitesse tend vers O quand t - + =, Si VO > / }2—,

le comportement de P est analogue mais elle s'éloigne avec une vitesse

liinite non nulle,

L'application ¢ de premier retour (voir 2.4) a donc les propriétés sui-

vantes

a) Elle est définie sur le disque ouvert A : VO < [—5—, et a pour expression :
TVO
(to’ Vo> ~ (tl =ty T ’ Vl - Vo)
b) ¢ est donc, sur chaque cercle centré
by t LY 2
a l'origine, de rayon V< [-—,
T.© /T

une rotation d'angle Vo (demi période de

la solution correspondante) ; cet angle
croit de 0 & + @ quand V  croit de 0 a —127— . Ceci signifie que ¢ trans-

forme tout rayon du disque A en une spirale asymptote au bord de A.

Ces remarques, banales ici, vont jouer

un rdle essentiel dans la suite

Conclusion :
La situation est trés simple dans ce cas
particulier :
- 5i VO < «/_%2“ la particule P oscille périodiquement autour de O, et
v passe périodiquement aux temps \
t +n
2
- S5i VO = /-}2— (vitesse de "libération'), P ne passe qu'une fois en 0

et va directement de - « 3 + o,

° , 1L €4,

4 CAS GENERAL (les primaires ont des orbites elliptiques, de faible excen-
tricité)

4.1 Le résultat principal

Nous nous plagons dans la situation suivante : les planétes primaires
Py et P, décrivent des orbites elliptiques trés voisines du cercle C

du paragraphe précédent, donc d'excentricité ¢ assez petite.
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4.2

Il existe alors un nombre entier ¢, ne dépendant que de ¢, tel qu'on ait le

spectaculaire

Théoreme :

Soit une suite d'entiers Sn , 1 € 4, tels que Sn Z ¢ pour tout n, et

quelconques par ailleurs,

1 existe un état initial(to, VO)_QE P tel que P passe par O en des temps

t., n € £, vérifiant la propriété :

n
SR
Og—*=—2 —~ 5 <« 1
21 n

En d'autres termes, quelle que soit la suite Sn > ¢, il existe une solution de
l'équation différentielle (1), donc un mouvement possible de P, tel que P
passe une infinité de fois en O, en des temps <t p Seee Sto<oa<t <ol

de sorte que le temps entre le n°"° passage (4 partir du temps initial to)

~eme . . (. 2 s
etle (n+ 137" passage, arrondi en années (une annde étant évidemment

la période de révolution de P1 et P2, soit 2m) soit exactement Sn'

Autrement dit, si les astronomes de la planéte P1 ont noté au cours des

8ges les années de passage de P en 0O, il leur sera impossible de prévoir

le comportement futur (ou de déterminer le comportement "préhistorique')

de la petite planéte P !

En effet, les nombres Sn peuvent &tre choisis indépendamment les uns
des autres... Tl n'en serait pas de méme, bien sfir, si 1'un de nos astro-

nomes notait un instant précis de passage de P en O, et la vitesse corres-

ondante, Cependant, la discussion qui va suivre montrera gu'il ne serait
s q q

pas nécessairement bien mieux renseigné !

Esquisse de la méthode

Tout repose sur les propriétés de 1'application ¢ de premier retour.
On soupgonne qu'elle sera voisine de celle du paragraphe 3. C'est bien
le cas, mais la preuve est trés délicate, et repose sur des arguments
analytico-géométriques difficiles,

Nous allons donc admettre les faits suivants :

1° ¢ est défini sur un domaine ouvert A A
symétrique par rapport & l'origine, o N(to)
limité par une courbe fermée analy -
tique (qui remplace donc le cercle

2
vo- [2 aus .
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Ceci veut dire que pour chaque temps initial ty, il y a une vitesse de
libération }\(to) ;o siV < Mto)’ P reviendra au moins une fois en O ;

si Vo > )‘(to)’ P s'éloignera indéfiniment de O,

2) Si, a t, fixé, la vitesse initiale de V, tend en croissant
vers }‘(to)’ le temps de ler retour t tend vers 1'infini
(comme dans le § 3).

Ceci signifie que 1'image par ¢ d'un rayon de A
est une courbe spirale, qui sera asymptote au

bord de ¢(n) = by

3) A la différence du cas particulier limite du § 3,

bord de &

1'image de A par ¢ est un domaine Aq différent
de A ; plus précisément, le bord de A et celui
de 4 sont disposés comme indiqué ci-contre, si
l'excentricité ¢ de 1'orbite des primaires est
assez petite (et # 0). 1
Un point essentiel est que ces berds se cou-

pent non tangentiellement,

Un état initial x = (1, VO) produira n retours (au moins) a 1'origine si et

seulement si :

xéa,qs(x')eEA,@o@(x):gbz(x)éA,...,qﬁn"1(x)€A

Ces propriétés définissent un ensemble A L CA s on fait apparaftre

une suite d'ensembles strictement décroissante

b=AgDb_ (2B 5 D....DA_ D,

Un état initial x € 0 2 . produira une suite infinie de retours en O.
n=0

De méme, un état x a été précédé de n passages a l'origine si

X éAn , ou

hy= 0@, by =0 Napd,ay=00 Nayete....

On définit ainsi une suite décroissante d'ensembles :

AIDAZD....DK\,HD...

Un état initial x € 0 A, @ été précédé d'une infinité de passagesten O,
n=1

Un état initial x € § A correspond a une solution oscillant indéfini-
® »

ment autour de Q.
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4.3

‘petit" quadrilatere curviligne R

Remarquons que nous ne savons pas pour l'instant si les intersections

[ou]

- w + o
N .
0 A s DL An N A sont non vides,

Nous allons voir que c'est bien le cas, et prouver en méme temps potre

théoreme, en considérant seulement les points d'un morceau bien choisi

de 4,

On notera qu'une bonne part de la difficulté de compréhension de la
situation réside dans le fait suivant :

on étudie ici une application (bijection) d'un ensemble A dans un ensemble Al’
oul et Al sont différents mais £ N Al est non vide,

D'habitude, on a affaire soit & des applications f : E = F, olt les ensembles
E et I sont considérés comme disjoints, soit a des applications d'un ensem-

ble dans lui -méme

Preuve du théoréme

ayant un sommet A commun aux
bords de AO et Al’ un cbté AB sur
le bord de A]‘, et un co0té DA sur
le bord de Ao‘

Comment ¢ transforme-t-elle R ?

Le c6té BA estd'apres 4.2 2), transformé en une courbe spirale asymptote
au bord de Al ; il en est de méme pour le transformé de CD. Notre domaine
R est donc transformé en une "bande"
spiralant asymptotiquement au bord

de Al({’(aure A).

Il est commode pour la suite de décom-
poser la transformation ¢ appliquée a
R en deux étapes, schématisédes ainsi :

1

- D'abord, une opération "d'étirement

infini :
8 A Y
- A
4 > €’ ,
- g
c D ¢’ f(gure 2

- Ensuite, on "enroule" la bande étirée & 1'intérieur de Al comme indiqué

dans la figure précédente,
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Considérons maintenant 1'intersection de R avec 8(R) (voir figure ci contre).

Il est clair qu'elle va

E A

contenir une suite infi-

nie de bandes HO’ Hl’

ey Hn, ... Se rappro-

chant du c6té AB.

Ces bandes se repré-

#(R)

ains .
sentent sur la figure 2,
g/
H,
A/
/L2210
])/
H,
C/
Elles sont donc les images par ¢ d'une suite infinie %e sous-ensembles A
“a’o, Vis eenes ”’/’n, ... de R, figurés ci-dessous ; /
les bandes ’an (dites verticales) tendent vers % o
le c6té AD, bord de 4 _. 1/
/

Soit un état initial (to, VO) € ‘?fO ; @(to, VO) € H, etle premier retour

0

s'effectue donc au bout d'un nombre d'années € qui ne dépend pas du

point déja choisi dans ’7/0 (au moins & une année prés) car R est petit,

Si nous prenons (to, VO) €Er 1 le premier retour se place dans Hl :
il s'effectue donc au bout de ¢ + 1 années, puisqu'on va de HO en Hl’
dans #(R), en faisant un tour de plus par rapport a 1'origine.

De méme, si (to, VO) £ ’?fn, le premier retour s'effectuera au bout de

¢ +n années,

Etudions maintenant le 2° retour, a partir d'un point X € ’U’n ;
onax; = #(x) € Hn ; il nous faut étudier #(x 1) ; mais Hn C R est

transformé par ¢ comme l'est R, c'est & dire :

- Edrement.

Hon

X
- Enroulement & 1l'intérieur de ¢(R), en 3 Hw
un ruban plus mince,
On posera Hp,n = HP N ¢H ) pour tout p = 0. Il est clair que Hp,n CHP

est une bande "horizontale'.
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On pose maintenant : B A

2 H
r ={x €R[p°Cx) €H_ 1] IS b S
n,p { I p,n- S ST 0 SOV 200V S ST S0 S0 37 st o 20 Hi,’“
Il est clair que Wn b estune -
’ i o o e o s e v = W
bande "verticale" de ¥ _, — - Orme
It} C vé _D
Ho
B A
Soit alors x € 7 ; comme
n,p /s
o(x) € H_, on aura un premier
retour au bout de < + n années ;
2, _
¢ (x) € Hp,n CHP, on aura un c ?/'";P D

second retour a l'origine au bout d'un temps supplémentaire de ¢ + p annédes,

On définit maintenant par récurrence :

H - H N ¢(H )
Sn7 > e 527 Sl Sn Sn-l’ ""981
Cet ensemble est une bande "horizontale" incluse dans HS .
n
. . n, .
PUIS’?/S"..’S = {X»ER|¢ (X)GHS,...,S}
1 n n 1
Il s'agit d'une bande "verticale" incluse dans WS S

17 °°°7 “n -1

Un état initial x €7 g g sera suivi de n retoursa l'origine (au moins)

9 e e e
1 > Tn

a des intervalles de temps successifs de ¢ + Sl’ evey CF Sn années.

Suit alors une suite de nombres entiers Sn 20, ouvwn=0,1,2,...
Considérons la suite d'ensembles emboftés

v o B 2 e
Sy S1r Sy S1r Spreees Sy

Il s'agit d'une suite infinie d'ensembles compacts emboités,
On est donc assuré que l'intersection ?fS de cette famille d'ensembles

est non vide; en fait, on peut démontrer que cette intersection est une

courbe (la "largeur'" des bandes WS 5 tend vers O quand n — ®),

1 S e e e 3 n

Si 1'on prend un étaiinitial dans 75, il sera suivi d'une infinité de retours
en O, a des intervalles de temps successifs de ¢ + 51, C+ S0, C+ Sn,
... années,

Ceci établit "la moitié" de notre théoréme,
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Observons maintenant que, si 1'état initial est choisi dans HS 5
O’ s . e s n

ceci signifie qu'il a été précédé de (n + 1 passages (au moins) & 1'origine,

le dernier ayant eu lieu ¢ + SO anndes auparavant, l'avant dernier ¢ + S

1

années avant le dernier, etc...

Si nous nous donnons une suite d'entiers positifs S S vees S
P s .

0, S_ 12 -2 -n
S .S pour que cet état ait été

O’ 1" -n

précédé d'une infinité de passages en O, & des intervalles de temps

il suffira de prendre x € ;fcf HS

successifs (en remontant en arriére) de ¢ + SO années, ¢ + S1 années, etc,..
L'intersection considérée est non vide, car définie par une suite de compacts

emboités ; en fait elle constitue une courbe HS (S = (SO, 8_“4 yoe o))
Donnons-nous maintenant une suite doublement infinie <Sn>’ n €4, de
nombres entiers positifs, Les courbes

v - R.r . et H _— H
Z]_ S]-’ 52’ --.,Sn S H:O SO’ 8_1’..., -1

se coupent en un point (et un seul)xs € R.

L'état initial Xg répond clairement a

1'énoncé du théoréme

C.Q.F.D.

La discussion précédente mérite d'étre résumée comme suit :

Soit E 1'ensemble des suites S = (Sn) , d'entiers = 0,
n €4

L'application S = Xg = '?fS N HS définit une bijection de E sur un sous-ensem-
ble ¥ du quadrilatére R ; on identifiera chaque point de £ a la suite qui le
définit,

L'application @ de premier retour définit une bijection de 1'ensemble &

sur lui-méme, On vérifie aisément que dans le langage des suites, ¢ a

pour expression :

1 N i_
S-(S) = s'=(s) ou S =S

Ceci signifie que & représente un décalage d'un rang vers la droite de

chaque suite,
Donnons-nous alors une suite périodique, on a donc ?P(S) = S pour un

certain entier p,

45



L'état initial correspondant & la suite S définira donc une solution
périodique de 1'équation différentielle .

On voit donc que 1'ensemble des états T offre une infinie variété de
comportements : solutions périodiques de périodes & peu prés arbitrai-

res, et solutiony"erratiques',

On comprend aussi qu'une faible perturbation de 1'état initial peut avoir

des effets trés importants sur le mouvement ultérieur.

J. MARTINET



