Exercices d’analyse ( compléments )

Tes exercices qui suivent se rapportent au stage sur l'analyse des 26 et 27

novembre 1975, i}s nous ont £té obligeamment fournis par Monsieur Bronner, I.P.R.

1- Déterminer les fonctions f de R dans R vérifiant la propriété (P):

YaeRr, Vxer, if(x+a)—-f(x)l\<ﬁag .

Conditions nécessaires i l'existence d'une solubion:

propriété (P) est équivalente a: Va’>0, Vxenr,

et
=
jol

fx + a) - f(x) ! g a,

on en déduit que, s'il existe une fonction f vérifiant (P), f est dérivable
en tout voint x ¢R et £'(x) = 0 aquel que soilt x; aubrement dit £ est constante
sur R,

Détermination des solutions:
Toute fonction constante sur R vérifie (P); les golutions sont les fonctions
constantes sur R,

2 Déterminer les fonetions f de R dans R vérifiant la propriété (P):
v ) ; ( . 2 .
a&hi v xR, filx+ a ) / f‘(_x') S -

Conditions nécessaires i 1lexistence d'une solution:
Supposons gu'il existe une solution fy on a, quel que soit n (QNZ'
£(1 +1/n7) y (1) + /n, 21w 2/m7) o éns
11 +1/n )/ L)+ 1/, FLL+ 2/ >/ £(1 + 1/n ) + 1/n , et plus géndrg-

B 9 .
lement: £(1 + 'p/ng) Z £7(1 + ('pul)/n‘“) + 1/n , quel que soit peN*, done

. — .
Z {1+ p/”) 2 2 1+ (p=1)/0°Y & n , soit aprés
D=l =l

simplification: f (2) - F (1)}/ n, ce qui est impossible puisque n peut 8Btre
choisi arbitrairement.

T1 n'existe pag de fonetion f vérifiant (P).

. e

3= Btudier la fonection nmumérique (’il déterminée par 61(}{) =d(1 , x2). (voir W.B.)
T fonction &1 est définie quel que soit x tR, clest une fonction paire,
a,(0) =1 .

Pour chaque x>0, il existe un wnique pel tel que: pxdl < (p+1)x

(p est 1la partie entidre de l/x)y

N.B., 12 notation dl1 s ¥7) désiene le plus petit 41émemt de 1'lensemble '? - .‘m,f
lerscue o dderit Z, le nombre wéel x dbant fixd,
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a) Pour x>l , p=0 done

mxgz%,{i(x)ml

1
ai x&]l s ?] s él(x}:x - 1.

b) Pour 0<x €1, p £ 0 done

~ 17
txelmir s 5 e -rem

ot

i xé] 5T I N

1
p+ 1/21 0
0 . s 1 1
Tableau de wariation d@éml*lpt@mﬂ@ s i el B
. 1 1 1
p+1 D+ 1/2 o

1»‘/2 | ,
dléx} O / D+ 1/2 \> O

z » v& - K3 ®
Lersque p déerit N on obtient des segments de droite dont les sopports passent

alternativement par les points (0, 1) et (0 s -1); les voints anguleux appar-

Al

don

tiemnent aur droites d'équations respeetives y = O et v = x/2 (ai x) 0).

el

Py - . »®
La fonection él@%*ﬁ affine par morcesux, elle est contirue sur R,




Pour chaque x »0, il existe un unique g@¥ tel que 2gx {1 2{g+1)x

. P~ e ¥
(6 est la partie entitre de 1/2x), en outre

i

si 1Q(2+1)x , alors dzix) 1 - 2ax

2{atl)x - 1,

i

si (2g+1)x 1, alors ézéx}

a) Pour x }1/2, g = 0 donc
gl ox }1, @2{X> = 1
oi x€ |1/, g . &?(x) = 0% -

b) Pour 0<&x £ 1/2 , q # 0 dome

. ! 1 X
sf x € [ 5arT ? D5 s ag(x) = 1 - 2ax

ot
@

n

. ; 1 1
six q] 5e™ » 5arT] * 6;2(3:) = 2(o+l)x -~ 1

Tableau de variation de é sur Ltintervalle [..._;,.... . 2
2 2042 2(;‘

- 1 1 1
) 2a+2 zg«iwi 2¢

ei?(x) 0 / m?i'?i_. \ 0

Lorsque g déerit N on obtient des segments de droite dont les supports passent

alternativement par les points (0 1} et ( 0,—-1), les points anguleux appartien-

nent aux droites d'dguations respectives v = 0 et v = x {xy0); 1la fonetion
4 E J H

o . .
d, est affine par morceaux, elle est continue sur R .
Remarones gi on compare les tebleaux de wariation des fonetions él d? cm

. . . 2
constate que les fonetions cofneident sur chaque intervalle [ Tl v 441 T

2
tandis que d,(x) + d4,(x) = x sur ehaque intervalle [ - ce gu'on
T8 r,‘}" 1 s ;( ) z Q 4%3 # ég%}' ¥ @ Q o
peut voir directement en se reportant & la définition de & {X) et de é {x)

On déduit encors de ece oui précede l'étude de toute combinaison lindaire de é

et d ci par exenple f = 2&1 &Q o
5 2 (%) = (e} ¢ soit Fl2) = 3 - (5 /
s K . &%2 j , flx) = Bﬁlgi&} x soit fx) = 3 - (6g + 4)X
% - {7 %
i [ éi€z+? . :‘im«l ] . f(m = %4 (K\; - x soit £ X§ = =% 4 {6y + 2)%

1
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i . /ésgil} (x) = d.(x) soit £lx) =29 - 1 .
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Se Efudier la fonction numérique g déterminde par glx) = uéa{x + alxz,27)).

a) Le fonction g est définie sur R; puisque d{x+2,2z) = dfx,?Z} on a

glx42) = elz) + 1 sle graphique G de g se déduit du graphicue G' de la restric-
- —p
v

tion de g & 1Vintervalle [G,é] par les translations de veeteur &V, K2y

pour eempossntes (2 ,1}3

mn
A
]

i

E[éf},l] s 4(x,22) = x et o(x) = x,

4

si Q{I,Q] y 8(x,27) =2 = x et g(x) = 1 ;
plus géndéralement, soit peZ,
ai x¢ [2@,2p%l] . é{x,?z) = ¥ = 27 et g{x) = X o= Do,

,p+l,2p%é] s A(%,27) =2p 42 mx et glz) =p+ 1.

ak

;’[w) z
/s,
?(n&-d} +

b) melgues propriétés de la fonetion g,

o
i

Soit x & [ 2p,2p¢1 ) om 2 glx) = x - p ot g(x-1) =

3]

3 g{x} =p + 1 ek g{x«l} = E -1 ~n ot

soit ¥ g E?@%l,?@&?} on ¢

i

i

on en ddauit (1) glz-1) « g(x) = x guel gue soit z réel,

Soit &, 1l'ensemble déduit de & par 1

&

. Y
translation de wecteur v, {1,0), la

formule (1) traduit le fait que 31 se déduit auvssi de G par la symédtrie oblicue

dont 1'axe est 1z droite d'écuation v = w%u et dont la direction est celle de (v,

#
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Somparons maintenant W§ ‘@M};) et { ) b »;*’{M ( ¥ et h réels mmimmw@s;)? orL &

e(z+h) = glx) - gln) = m( d(z+h,22) - a(x,2%) —~ a(h,22) ) , notons D le second

/

«

2 envissger lsg divers eas:

membre: pour étudier le sisne de D on est amend

1. x ¢f2p ,2%1] et hel2a, “”’m»}:]
six+ h e [2(pra)+l Q{mq&}m}] on & D = 2ptatl-(x+h) O
siz+ b € E?(p«&—ﬂ . ?(m»q}+13 onna D =0
P L€ {2@,2;@%«1}; et h e{?,.sg;«l, ?m?}
six+h e [2{@@)&»?& ; 2{;}@-«{&1)} onaD=2p-x40
ai x4+ h ¢ ?(mﬂ@-&l) s ’*(ma)»&”x] on gl =h - 2g -2 g@
4 t

symétrigue en ¥ et h on 2 les mfmes

%e ¥ e{_&?'p»%flggw’z} et he 2o+ l} . D étant
résultats qulen 2.
x ¢[2p+1,202] et he [2a+1,2045 ]
si x + h¢ [ 2p+20+2, 2p+20+43 | on a De + h = 2p - 29 - 3 0
gl ¥+ he (2;}%2@»@3, ?;}&25}&@3 onaD=0.
On en déduit D g(}, quels gue soient les réels x et h et compte temu de la for-
mule {1} on obtient 1'encadrement @ g{?sml) § g‘*{x»t»h\‘ o g{x} Q g(“’?ﬂ donk

Yinterprétation graphicue est immédiate,

z
fe Byemple de dishtance gsur R non assocles 2 Uune NOIMe.

. . < e
it h llapplication de R dans R déterminée par

»?52

nix) =[x| =i \xkl

ni{x) :;V?ix‘w 1 sifx|y1 .

1¢ Démontrer que himext) € h(x) + n(x') , quels que soient les réels x et x'.

7o fonction b est pairve, on envieage les différents cas:

D

a) ¥x? )0, dlaprae la pvariiéd on peul supposer x) 0 et x'H 0 .
¥ Es bl

~ pour x$l et x*< 1
w2 = hiz) + hix?).

V?(.mx') -1 et h(z)+ nlxt) = x4+ x

comparons les carrés, ce qui revient & étudier le signe de

si z4x* €1, hizxt)

il

si wx' > 1, hizex')

i

D= {wg*)gw;?{m}t*)&«l soit D = {x«&x'ml}z, done D )0 c'est &

dgire h(x) + n{x') > h(xx').
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- pour x gl et x' > 1 {done =x'>1 ):

n(zxt) = Yo(mx') -1 et nlz) + n(xt) = =i 2x'1
la eomparaison des carrés conduilt & dtudier le signe de
D = (x+ |2xt-1 Y2 = 2(x+x') + 1 soit B = x°+2x( Vm ~1)
1'expression entre parenthéses est positive puisque x*»1 donec D) 0.
—pour x 21 et x'S 1 on a le mBme résultat ¢
— pour ¥ »1 et x* 21 {(done mx*>1)
n{mxt) =Vo(x+x') = 1 et hix) + h(x") ::szx»z. +V2}zt’-—l , on

étudie encore le gigne de D = (\/2x—-}. + \,’2X’-l )2~2(x+x') + 1

soit D = 2\1{2x~l){2x’-—l) =~ 1 d'oli D)0 car 2x-1 et 2x'-1 sont
supdrieurs & 1,

b) xx!' 0 , par exemple D0 et x'¢ 0, on pose x" = -x!, on a successivement
hiztx!) = hiz—x") = Z}(‘xux“'\) puisque h est paire,
n{jx-x" ) < nixtz") puisque h est eroissante sur rt 5
h{xex™) £ n{z) + h{x") alaprés a) dfot h(zmtx") L hix) + hix'),

¢) xx' = 0, par exemple ¥ = O , on a h(x) = 0 et h(mwx') = n(x) + n(x').

n résumé ¢ h{mxt)g h(:x:) @ nft?) , cuels que soient x et x' rdels,

R2(x) + n2(y)
5

1tapplication 4 de PR R°

2¢ (n pose l(}?) = quel que soit P = éx,y}e H2 et on considére
3 ot e . s (3w {wrt_ s -
dans B déterminde par 4V M Y = 1(mr-m s cuel que
R SV 2l o s 3 3?
soit (M,M')e RWRZ Démontrer que d est une distance sur I
Posons ¥ = (x g), M = (x! v’) dlol MM = {x‘-—x,y’wy)e
2
2) on a a(M,M!) = C&B 0 (x mx}wg»ﬁ (yiey) = 0 €&>x'-x = 0 et y'=y = 0,
sutrement 4it ¥ = W' .
b) on a a(M,m') = a(Mr,M).
; , N Lo
¢) Pour démontrer 1'indgalitéd triangulaire a(m,mm) € alm,mt) + almt,mn)
pogons xf-% = u, y'=y = v, ¥x' = ul, y*-y' = v', et comparons les

carrés dem deux membres, ce gul revient & dtudier le signe de
!

2 2 2
D = b2 ()en? (v)eh (u? J+n? (v J+2\f [h im}%"ﬁ“{?)}[?f“f“{%«%’}@&z(‘f’a

~h” 5&«&»1@ I (wv*“ .

Diaprées la premidre question on a —5= B -F en posant

, \(/{}%P {ﬁmp{%’% {’ﬁ/ {ut )»»h%v* )]‘

= hiu)n(ut) + hiv)nlv?)

e
l§

g
i
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. 2 e 2 ey o e X )
Puisque B-F = h°(u)h’ (v*)+h” (¥)n° (ut)=2hlu)h(u nlv)hlv)

soit hlu)n{et)=h(v)n(u?) s On a?ﬁ}?‘&ﬁﬁa B}<3 "

-

Il en résulte que d est une dist

2
ance sur B,

Remarque: d'apres ss définition cetie distance est invariante par tra

¥

- > " = oy 2 I Ve T . o
ion mais 1'spplication 1 de R dans R* (ef dnoncé de la 2¢ question)

Reprémentation des ensenmblea B =
! -

{L@a courhes

de cercles, & l'extéri

19



