Une méthode géométrique pour une classe de

problémes combinatoires

Conférence faite par M. ENRHART & la Régionale Pardisienne,

fuelques exemples mumériques simples seront, Jje pense, plus clairs qu'un expo-
sé systématique, D'aprés leuwr difficulté, nous digtinpuerons deux sortes de problé-

mes, suivant que leur domaine polyédrigue est entier ou seulement rationnel,

T, -« Problémes & domaines entiers

Prohléme d'échange de monnaie. - De ecombien de maniéres peut-on payer un montant

de n francs en momnaic? (Clest A dire, par convention, en vidces de 10, 20, 50 et

100 centimes.)
T1 glagit de trouvver le nombre jn de solutions entidres du gyateme s

107 + 207 + 507 4 1007 = 100n , X, Yy Zy, T 2 O.

Géométricuement ce systéme définit un tétracdre Pn dont 3, eet le nombres de

a: dont les coordonnées aprartiennent & 7). Te polyedre

points entiers {ctest

.

Pn est 1'image de P, dons 1thomothétie (0,n) centrée i Liorigine,

On voit facilement ocue P, est entier( elest » dire que ses sommets sont des

1

points entiers), Or, d'zprds un de mes théovémes, le j“ de toul polyedy

dimensionsg est 1n polynome du 3¢ degré. Notre jnest done donné par la formile

jol

Vinterpolation de HNewton :

-0 (2 G- (-0 s, e,

ob 1a tuissance symbolicue sienifie que, dans le dévelovpement ftout j  est B Teme

placer par j_. Or, pour n = 0, 1, 2, 3 on comphbe nar le syshome ou dans Pv

i o= 1, 11, 40, 98, La formule nrécédente fournit alors
“n

J

iy, = w%w(n + 1)(on + L)(5n + 6),

VWaintenant un fait oni esh, je crois, intdressant. Si l'on vent ave chague es—
peee de pitces fisure dens le naiement, il faut remplacer dezns le systéme 2 paT

et done le i dn polyvedre fermé par le dénombrant i“ an polvadre ouvert. Diapres
n 3 i . NGLY



le volynome 3 le sisne de 1=

{1

un de mes théordmes, il enffil alovs de changer d:
varishle d'homoménéité, ee qui donne instantandément
. 1 , (= .
1?‘ = —;}:—-("ﬂ - 1)(21’1 - 1)&)13 % c’.‘w)u
3

e vrobldme illngtre le théordme suivant @

Théoraome des polvedres entiers. = Pour tout nolyedre fermé entier homothéhioue Pv
It

(n entier positif) de dimension d, quelle que solt sa nature topologicue @

19 1e ddnombrant i des pointe entiers est wn polynome de depgrd 4 @

n DO L !

2% la formule de Newbton donne ce polynome & 1'aide de cueloues valeurs initisles

3¢ les polynomes dénombrants 1 et 3 du polydédre, respectivement ouvert ou fermé,
i

vérifient la lol de réeiprocité i(n) = (al)dj(un)o

alons déja que cette curieuse, simple et utile loi de réeciprocité sfapplique

i

aussi aux polyedres rationnels. Pour les polyédres entiers de moins de quatre di-
mengions, on peut remplacer la Tformule de Hewton par des formules géométriques. En

voiei devy exemples

Dwaklome de sous—réseanl. — Le quadrilatére P, de la figure 1 est entier dans un
9 1

résean centimétrique. Cnestion : Quel est le nombre de ses points internes ou pd-

14

riphériques qui sont entiers dens le sous—réseau millimétrique?

Cela revient & chercher le dénombrant le du quadrilatere fermé P image des

10?

Pl dans 1'homothétie (O, 10), Or pour tout polygone entier ¢

ol

. e 1
i, = Sn" 4 -5+ 1.

Tei 1'aire "réticulaire" de P1 est S = 9/2 (Lhmité d'aire est celle du carré de

base du réseau) et son périmdtre rétieulaire est L = 5 (les points entiers de cha-

s

que droite~cdté forment un sous-réseau dont la maille est 1'unité de longueuvr sur

ce ebtd), Dioh @ 330 = ~2» 100 + w%- 10 + 1 = 476,

Probléme de valuations d'un gvaphe. — Considérons le graphe de la figure 2, valuer

ce graphe c¢'est doter chaque sommet ou are dun nombre entier non négatif, sa valeur,

ke
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paramétrées des sommets étant imposdes comme 1'indique la figure, on

Tes valeurs

demande : quel est le nombre de valuations des arcs, telle que ls valeur de tout

RARD L8 ®
sommet soit dgale 2 la somme des valeurs des arcs incidents?
Les 8 valeurs inconnues des arcs étant lides par 5 relations lindaires 4'inci-

dence, on peut les exprimer en fonction de trois dlentre elles, soient %, vy, 2 ¢
s #] -~

e I t o B e E [ - N3 €3 e £ hS [
- K- ¥, ==X =y =% WS —pm Xk 8 8= -Tpe -y -8 Vo= —5= + Ve

impair : le probléme est impossible comme le montre la dernitre édquation,

v

-
<

P

¥

20 k pair ¢ on pose k = 2n. Bn derivant que les valeurs des eftés sont non né-

Fas fas Lo T SN S A O X A o
gatives, on obtient alors le svabtéme
Xy ¥y 2 >/ 0

x {2n , y'z 7
v+ 2z %n >

T+ Y+ oz L6

ILe domaine Pn‘de ce systéme est pour n = 1 le prisme entier ferméd P] ci-dessus.

Or, d'aprés un de mes théorémes, le dénombrant jnde tout polyedre homothétisue P
3 ) - n

@

entier, fermé et homdomorphe & une sphére esh @

5 g 2
() jn = 7 4 == n +8 .0+ 1,

T eat le volume réticulaire de Pl (le volume du cnbe de base du réseau sert d'u-

~

¢

nité), donc ici V = 4. Le S désigne L'aire réticulaire de Pl (dsns chaque plan-face
les points entiers forment un sous-réseaun, dont la maille donne 1'unité d'aire pour
cette faee), Or, d'aprés vn de mes théordmes, pour tout polyddre entier homdomor-

phe & vne sphére ¢ S = b - 2, b étant le nombre de nointe entiers du bord de Py

Done iei § = 18 « 2 = 16, Par définition, A (Vexeda" de P7) axt ¢

4

. D s g . . .
AN e -V, on i désigne le nembre de vpointe entiers internes de Py Done

18 -
A =02 wzoe = 4 =5, Ta formule (2) donne alors

T = - Te

S
¢l
e

-

5

j = (n + 1\}(?3'1 + 1‘) o
n

Bt si les valeurs desarcs du graphe doivent 8tre strictement positives

"

Dans ls svetéme (1) le signe » est remplacé par > . Done jq ect remplocd par le

dénombrant i des points entiers internes de Pla Le loi de réciproecité domne immé-

. . 2
diatement ¢ i, = (n - 1}(?n e 1) a
Remaroie, - La médthode des polyédres ne donne pas seulement le nombre des solu-



tiome, Powr une weleur numéricue du parvamotre, el

le forrenit ancel boubes les anli-

tionsg. Dans le probléme vrécédent par exemnle, i1 euffit de prendre dans le pri
. . . - / .
les points entiers 1'un aprés V'avtre el de porter chaque fois dans gl) le trie

plet x, v, » correspondant.

11, = Problémes 5 domaines rationnals
Nous appelons iei earrd magioue (3, n) toute matrice 3x 3 dont les éléments
sont des enfiers non nésatifs, tels que la somme des dlémente de chaque ligne ou
colonne soit dgale b n. (Contrairement b ce qui se passe pour leg carrés magiocues
historiques , on ne considére pas la somme des dléments d'ime dissonale, et on

les éldments soient les entiers de 1 & G,
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Probléme des carrds masiques (3, n). symétrioues par ravnort % la nremiére

Combien v en a=-hwil 2

Towte matrice de cethe fanille est de la Torme 3
ln = % =7 X Y

fin derivant cue ses éléments sont non négatifs,
on obkient le systéme ¢ X, Y, Z \/}O, K+ Y, Y+ 7%, 2+ X < No

Le nombre cherché j est done le dénombrant du polyddre fermé Pn défini par ce

23

systeme, image de 1'hexaddre ?1 ci-dessus dans lthomothdétie (O, n)., Or P1 est ration-

nel (ses sommets sont des points rationnels, clest & dire &4 ecordonndes rationnall

Pour la suite nous avons besgoin de deux définitions ¢
Définitions ¢

19 Te dénominateur d'un point rationnel est le plus petit commun multiple des
dénominateurd de ses coorvdonndes irrdductibles,

20 Le prodult sommital d'un nolvédre rationnel Pl est

a
TU(8) = (1 - )(1-t Vool =t M)

o les a, sont les dénominateurs des sommets de PI (c’est un produit formel, t n'a

vant pas de signification)a.



Dans notre exemple les dénominateurs des sowmets de Pl somt 1, 1, 1, 1, 2 et
done : TT(4) = (1 - £)H 1 = ).

Un théoréme de réduction, gue nous n'énoncerons pas iei, permet d'y supprimer
un facteur 1 - %, ce qui donne le prodéit sommital réduit :

. -
5 st 40,

)
p— ~ 4
) = (1= DML 4 b)) = 1 =3t 40t 10t
Dol immddiatement, par un de mes théorémes, une relation de récurrence lindaire

nour 3¢
P Jpn

les accolades signifiant que, dane le polynome i (t) effectud, on remplace toute

. L . . .
miILssance J  par jn ..y Gonc 1CL
S ) 3 S
sz 53 + 23 oz - =0
Jn ):’n“l + AJY)"'Q ('}n"‘g /Jn__/g + Jﬂ“[:) 9

On en déduit gue Iy & une fraction ratiomelle génératrice :

f(t; 5w

“ E ¥y
oy = E _ -
( -t) r'f;(’t ; i Jn

ZELY)
T o v £ - 1 5 T / : ;-
ou le nolymome L(t) est de moindre degré que 1/ (%), Comme pour n = G, 1, 24 3, 4,

~

on complte dans Pﬁ regpectivemnent jﬁ =1y 4, 11, 23, 42, on a

£(8) = (A5t %4058 04428 e o) (1350t 242t =3t 0 o) = 1 4 & 4 &

o
LL]

en ne formant cue les termes de degré inféyisur & 5, Par suit

o)
1+t 4+t 3 3 1 1 + 1

E‘(t) = 1 =1 *’é — 3 4 % 4o
(1-£)"(14%) 2(1-t)" 4(1-%) 2(1-%)° 16(1-%) 16(1+t)

£.

n considérant le terme en t dans le développement en série de chamue élément,
on obtient donc ¢

.2 (ﬂ+3 o
dn T 75 3 )

neo nt 1 [, 1]
( o ) TR e Y T

..?->~§ W

o Lul, i]@st par définition deal b (=1) on & 1, svivant oue n est dimeaiv ou pair.

O encore @

~

(2) § - on” 4 on° + Un 4 [7, =) 3 (ne1) (o0 + 7n + 7)
Yoy E 2 = 2

s

les donbles barres désisnant 1lentier le nlus proche, (Ta différence entre les denx

. P .1
fractions est an effet inférienre 5 ~3~)5

Probleénme des carrds magiocues {3, n) positife (elest & dire b 41dments pnsi#ifs),

& la premigre @isgonale. Combien y en s=t-il ©

rapoort




‘diatemant  leur nembre b navtir de (%) @

? 70 47)

Pour powvoir dnoncer des résmliats séndrauvx, il nous Tawh au nrédalable poser

Ta loi de réeiprocitd domme ims

(nml)(?n
n bS]

eneore deny défini hions @

DéFinitions ¢

fa

18 T nombre nériodique L a eosay &, | @ot le nieme terme dlvne suite
1! ?9 ¢ 1s

nériodione, dont on a écorit la nremitre vague dans les crochets {1a période esth

w0

£
]

done k)u

2 -1, - 1
evemple @ pour les valeurs entiéres de n, cos 2T n = Ly %’ 2

2
F

20 [y polynome mixte différe d'un vral polyvnome en ce mue certains coa

sont des nombres périodigques de la variabla, (Un polynome mizte j  est

N

e

vite, puisatil n'est défini que pour n entier, Nous 1lappelons mixte, parce qu'il

nrend sas valeurs 4 1'aide de plusieurs polymomes, )

‘Te probléme précédent est une appliecation du théoréme général suivant,

Théordme des polvddres rationnels.— Pour tout polyddre fermé rationnel
homothétique Pn de dimension 4 et de produit sommital T (1), cuelle que =oit sa
nature topologioue ¢

12 le dénombrant j des points entiers vwérifie la relation de récurrence
{MT 0y jrﬁu jnwr i

. [ . . N . . .
29 7 est vn polvnome mivte de degré 4 (rédnit A un vrai polynome si P est entler);

Somd
e
3
O
A]
s

30 on en déduit la fonchion j(n) explicitement par une fraction rationnelle
sénératrice, 2 1'aidede quelcues valeurs initiales

40 Tes dénombrants imgt j,. du polyedre, respectivement ouvert ou Termé,
i

. ps . ;. .y . 4 .
vérifient la loi de réciprocite @ i = (»1) 3(—&).

I
Remarcues @
10 Te enlcul de i var le développement en série de sa fraction ge indratrice,
dy F &

décomposde en éléments simbles, peut 8tre pénible. Heureusement, nous avons pu met—

tre au point une autre décomposition, qui dvite dans ce caleul tout recours aux

nombres complexes et & la trigonométrie, Voir B, Ehrhart, "Polynomes arithme

néthodes des polytdres en combinatoire', brochure de 150 pages imprimées en 1975




{ . -y FO N PO
5 Strasboure par LVTRM.Ae (Institet de Recherche de Mathématicue Avancee ),

50 Par 1a méthode des polyedres, on trouve le nombre des carrés magiques

, . . 1 2 et -
snivants @ carres magiques (3, n), Iy = mﬁﬁ(n+l)(n¢2)(nA +75n 44 \ carrés magiques
. 2 , e
(c n) , i est un polynome de degre (cwl) ¢ carrés magiques (5; n) gymétriques
? n
. . 1 i e s
par rapport aux deux diagonales @ i, = mgm(n + [1, 2] Y5n 4 [5, 41 ) 3 carrés

masiques positifs (4, n) svmétrigues par rapport aux deux diagonales, i ::(
carrés peeudo-magiques f?, n) elest & dire matrices 24 2 4 éléments entiers non

)

néeatife, tels gue la somme des éléments de chaque ligne ou colonne goit au plus n

2 - — z . - ~ - s~ A e z
jn = m%u{n+1)(n+?)(nf 4+ %Bn o4+ %) 3 carrés maglaques (5, n) ot la somme des éléments
‘Y1 03

WA
N
N

. / . } . s
de chague diagonale vaut aussi n 81 n # Fk il n'v a pas de solution, s5in =

3= 2K 4 2k + 1 ; carréds magigues historiques {5 W) {lﬁ somme des dléments de

7

’ . N \
chagque diagonale vaut aussi 15, et les dlémente sont juste les entiers de 1 & Q) 3
& une Sl £ tations pre i] v oen A 1'un seul @
5% une symétrie et des rotations pres, il n'y en a ou'un seul :

4 9 2
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