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Notre couverture : liodsle de srticture du virus

I -

de 1'herpés. Sa capsule protdéique ff&ap:f:ic?@\? a la

]

forme d'un icosasdre régulier. Chague face trian-

3
5

culaire port méme nombre de capsomdres ( 162

au total 5 Le diametre du virus est de 1l'ordre du

dixizme de micron.
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irus ont une fomme anp oximativensnt sphérigue et
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ntent une structure rigide » symétrie cubique il

went d'un icosabdre ; les plus petite des virus ont parfols une
ifide de doddeaddre ou mbme de $étraddre. Leur taille varie de 120

s

la microscopie élec—

°

tronique qui révéle la structure de certains virus : on vaporise sur leur surface
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de ses projections.
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précise des propriétés métricues des

wire pour rétahlir le wvolume & partir
On explicue la formation des capsoméres d'un virus par la conver-

gence d'éléments hinolaires, ce cul implicue une structure heragonale suo

et les arr8tes, ventagonale aux sommets.
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Une méthode géométrique pour une classe de

problémes combinatoires

Conférence faite par M. ENRHART & la Régionale Pardisienne,

fuelques exemples mumériques simples seront, Jje pense, plus clairs qu'un expo-
sé systématique, D'aprés leuwr difficulté, nous digtinpuerons deux sortes de problé-

mes, suivant que leur domaine polyédrigue est entier ou seulement rationnel,

T, -« Problémes & domaines entiers

Prohléme d'échange de monnaie. - De ecombien de maniéres peut-on payer un montant

de n francs en momnaic? (Clest A dire, par convention, en vidces de 10, 20, 50 et

100 centimes.)
T1 glagit de trouvver le nombre jn de solutions entidres du gyateme s

107 + 207 + 507 4 1007 = 100n , X, Yy Zy, T 2 O.

Géométricuement ce systéme définit un tétracdre Pn dont 3, eet le nombres de

a: dont les coordonnées aprartiennent & 7). Te polyedre

points entiers {ctest

.

Pn est 1'image de P, dons 1thomothétie (0,n) centrée i Liorigine,

On voit facilement ocue P, est entier( elest » dire que ses sommets sont des

1

points entiers), Or, d'zprds un de mes théovémes, le j“ de toul polyedy

dimensionsg est 1n polynome du 3¢ degré. Notre jnest done donné par la formile

jol

Vinterpolation de HNewton :

-0 (2 G- (-0 s, e,

ob 1a tuissance symbolicue sienifie que, dans le dévelovpement ftout j  est B Teme

placer par j_. Or, pour n = 0, 1, 2, 3 on comphbe nar le syshome ou dans Pv

i o= 1, 11, 40, 98, La formule nrécédente fournit alors
“n

J

iy, = w%w(n + 1)(on + L)(5n + 6),

VWaintenant un fait oni esh, je crois, intdressant. Si l'on vent ave chague es—
peee de pitces fisure dens le naiement, il faut remplacer dezns le systéme 2 paT

et done le i dn polyvedre fermé par le dénombrant i“ an polvadre ouvert. Diapres
n 3 i . NGLY



le volynome 3 le sisne de 1=

{1

un de mes théordmes, il enffil alovs de changer d:
varishle d'homoménéité, ee qui donne instantandément
. 1 , (= .
1?‘ = —;}:—-("ﬂ - 1)(21’1 - 1)&)13 % c’.‘w)u
3

e vrobldme illngtre le théordme suivant @

Théoraome des polvedres entiers. = Pour tout nolyedre fermé entier homothéhioue Pv
It

(n entier positif) de dimension d, quelle que solt sa nature topologicue @

19 1e ddnombrant i des pointe entiers est wn polynome de depgrd 4 @

n DO L !

2% la formule de Newbton donne ce polynome & 1'aide de cueloues valeurs initisles

3¢ les polynomes dénombrants 1 et 3 du polydédre, respectivement ouvert ou fermé,
i

vérifient la lol de réeiprocité i(n) = (al)dj(un)o

alons déja que cette curieuse, simple et utile loi de réeciprocité sfapplique

i

aussi aux polyedres rationnels. Pour les polyédres entiers de moins de quatre di-
mengions, on peut remplacer la Tformule de Hewton par des formules géométriques. En

voiei devy exemples

Dwaklome de sous—réseanl. — Le quadrilatére P, de la figure 1 est entier dans un
9 1

résean centimétrique. Cnestion : Quel est le nombre de ses points internes ou pd-

14

riphériques qui sont entiers dens le sous—réseau millimétrique?

Cela revient & chercher le dénombrant le du quadrilatere fermé P image des

10?

Pl dans 1'homothétie (O, 10), Or pour tout polygone entier ¢

ol

. e 1
i, = Sn" 4 -5+ 1.

Tei 1'aire "réticulaire" de P1 est S = 9/2 (Lhmité d'aire est celle du carré de

base du réseau) et son périmdtre rétieulaire est L = 5 (les points entiers de cha-

s

que droite~cdté forment un sous-réseau dont la maille est 1'unité de longueuvr sur

ce ebtd), Dioh @ 330 = ~2» 100 + w%- 10 + 1 = 476,

Probléme de valuations d'un gvaphe. — Considérons le graphe de la figure 2, valuer

ce graphe c¢'est doter chaque sommet ou are dun nombre entier non négatif, sa valeur,

ke

3

W

A’v
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paramétrées des sommets étant imposdes comme 1'indique la figure, on

Tes valeurs

demande : quel est le nombre de valuations des arcs, telle que ls valeur de tout

RARD L8 ®
sommet soit dgale 2 la somme des valeurs des arcs incidents?
Les 8 valeurs inconnues des arcs étant lides par 5 relations lindaires 4'inci-

dence, on peut les exprimer en fonction de trois dlentre elles, soient %, vy, 2 ¢
s #] -~

e I t o B e E [ - N3 €3 e £ hS [
- K- ¥, ==X =y =% WS —pm Xk 8 8= -Tpe -y -8 Vo= —5= + Ve

impair : le probléme est impossible comme le montre la dernitre édquation,

v

-
<

P

¥

20 k pair ¢ on pose k = 2n. Bn derivant que les valeurs des eftés sont non né-

Fas fas Lo T SN S A O X A o
gatives, on obtient alors le svabtéme
Xy ¥y 2 >/ 0

x {2n , y'z 7
v+ 2z %n >

T+ Y+ oz L6

ILe domaine Pn‘de ce systéme est pour n = 1 le prisme entier ferméd P] ci-dessus.

Or, d'aprés un de mes théorémes, le dénombrant jnde tout polyedre homothétisue P
3 ) - n

@

entier, fermé et homdomorphe & une sphére esh @

5 g 2
() jn = 7 4 == n +8 .0+ 1,

T eat le volume réticulaire de Pl (le volume du cnbe de base du réseau sert d'u-

~

¢

nité), donc ici V = 4. Le S désigne L'aire réticulaire de Pl (dsns chaque plan-face
les points entiers forment un sous-réseaun, dont la maille donne 1'unité d'aire pour
cette faee), Or, d'aprés vn de mes théordmes, pour tout polyddre entier homdomor-

phe & vne sphére ¢ S = b - 2, b étant le nombre de nointe entiers du bord de Py

Done iei § = 18 « 2 = 16, Par définition, A (Vexeda" de P7) axt ¢

4

. D s g . . .
AN e -V, on i désigne le nembre de vpointe entiers internes de Py Done

18 -
A =02 wzoe = 4 =5, Ta formule (2) donne alors

T = - Te

S
¢l
e

-

5

j = (n + 1\}(?3'1 + 1‘) o
n

Bt si les valeurs desarcs du graphe doivent 8tre strictement positives

"

Dans ls svetéme (1) le signe » est remplacé par > . Done jq ect remplocd par le

dénombrant i des points entiers internes de Pla Le loi de réciproecité domne immé-

. . 2
diatement ¢ i, = (n - 1}(?n e 1) a
Remaroie, - La médthode des polyédres ne donne pas seulement le nombre des solu-



tiome, Powr une weleur numéricue du parvamotre, el

le forrenit ancel boubes les anli-

tionsg. Dans le probléme vrécédent par exemnle, i1 euffit de prendre dans le pri
. . . - / .
les points entiers 1'un aprés V'avtre el de porter chaque fois dans gl) le trie

plet x, v, » correspondant.

11, = Problémes 5 domaines rationnals
Nous appelons iei earrd magioue (3, n) toute matrice 3x 3 dont les éléments
sont des enfiers non nésatifs, tels que la somme des dlémente de chaque ligne ou
colonne soit dgale b n. (Contrairement b ce qui se passe pour leg carrés magiocues
historiques , on ne considére pas la somme des dléments d'ime dissonale, et on

les éldments soient les entiers de 1 & G,

=
o)
4
fods
5
L
o
@
0
2
5]
vsid

Probléme des carrds masiques (3, n). symétrioues par ravnort % la nremiére

Combien v en a=-hwil 2

Towte matrice de cethe fanille est de la Torme 3
ln = % =7 X Y

fin derivant cue ses éléments sont non négatifs,
on obkient le systéme ¢ X, Y, Z \/}O, K+ Y, Y+ 7%, 2+ X < No

Le nombre cherché j est done le dénombrant du polyddre fermé Pn défini par ce

23

systeme, image de 1'hexaddre ?1 ci-dessus dans lthomothdétie (O, n)., Or P1 est ration-

nel (ses sommets sont des points rationnels, clest & dire &4 ecordonndes rationnall

Pour la suite nous avons besgoin de deux définitions ¢
Définitions ¢

19 Te dénominateur d'un point rationnel est le plus petit commun multiple des
dénominateurd de ses coorvdonndes irrdductibles,

20 Le prodult sommital d'un nolvédre rationnel Pl est

a
TU(8) = (1 - )(1-t Vool =t M)

o les a, sont les dénominateurs des sommets de PI (c’est un produit formel, t n'a

vant pas de signification)a.



Dans notre exemple les dénominateurs des sowmets de Pl somt 1, 1, 1, 1, 2 et
done : TT(4) = (1 - £)H 1 = ).

Un théoréme de réduction, gue nous n'énoncerons pas iei, permet d'y supprimer
un facteur 1 - %, ce qui donne le prodéit sommital réduit :

. -
5 st 40,

)
p— ~ 4
) = (1= DML 4 b)) = 1 =3t 40t 10t
Dol immddiatement, par un de mes théorémes, une relation de récurrence lindaire

nour 3¢
P Jpn

les accolades signifiant que, dane le polynome i (t) effectud, on remplace toute

. L . . .
miILssance J  par jn ..y Gonc 1CL
S ) 3 S
sz 53 + 23 oz - =0
Jn ):’n“l + AJY)"'Q ('}n"‘g /Jn__/g + Jﬂ“[:) 9

On en déduit gue Iy & une fraction ratiomelle génératrice :

f(t; 5w

“ E ¥y
oy = E _ -
( -t) r'f;(’t ; i Jn

ZELY)
T o v £ - 1 5 T / : ;-
ou le nolymome L(t) est de moindre degré que 1/ (%), Comme pour n = G, 1, 24 3, 4,

~

on complte dans Pﬁ regpectivemnent jﬁ =1y 4, 11, 23, 42, on a

£(8) = (A5t %4058 04428 e o) (1350t 242t =3t 0 o) = 1 4 & 4 &

o
LL]

en ne formant cue les termes de degré inféyisur & 5, Par suit

o)
1+t 4+t 3 3 1 1 + 1

E‘(t) = 1 =1 *’é — 3 4 % 4o
(1-£)"(14%) 2(1-t)" 4(1-%) 2(1-%)° 16(1-%) 16(1+t)

£.

n considérant le terme en t dans le développement en série de chamue élément,
on obtient donc ¢

.2 (ﬂ+3 o
dn T 75 3 )

neo nt 1 [, 1]
( o ) TR e Y T

..?->~§ W

o Lul, i]@st par définition deal b (=1) on & 1, svivant oue n est dimeaiv ou pair.

O encore @

~

(2) § - on” 4 on° + Un 4 [7, =) 3 (ne1) (o0 + 7n + 7)
Yoy E 2 = 2

s

les donbles barres désisnant 1lentier le nlus proche, (Ta différence entre les denx

. P .1
fractions est an effet inférienre 5 ~3~)5

Probleénme des carrds magiocues {3, n) positife (elest & dire b 41dments pnsi#ifs),

& la premigre @isgonale. Combien y en s=t-il ©

rapoort




‘diatemant  leur nembre b navtir de (%) @

? 70 47)

Pour powvoir dnoncer des résmliats séndrauvx, il nous Tawh au nrédalable poser

Ta loi de réeiprocitd domme ims

(nml)(?n
n bS]

eneore deny défini hions @

DéFinitions ¢

fa

18 T nombre nériodique L a eosay &, | @ot le nieme terme dlvne suite
1! ?9 ¢ 1s

nériodione, dont on a écorit la nremitre vague dans les crochets {1a période esth

w0

£
]

done k)u

2 -1, - 1
evemple @ pour les valeurs entiéres de n, cos 2T n = Ly %’ 2

2
F

20 [y polynome mixte différe d'un vral polyvnome en ce mue certains coa

sont des nombres périodigques de la variabla, (Un polynome mizte j  est

N

e

vite, puisatil n'est défini que pour n entier, Nous 1lappelons mixte, parce qu'il

nrend sas valeurs 4 1'aide de plusieurs polymomes, )

‘Te probléme précédent est une appliecation du théoréme général suivant,

Théordme des polvddres rationnels.— Pour tout polyddre fermé rationnel
homothétique Pn de dimension 4 et de produit sommital T (1), cuelle que =oit sa
nature topologioue ¢

12 le dénombrant j des points entiers vwérifie la relation de récurrence
{MT 0y jrﬁu jnwr i

. [ . . N . . .
29 7 est vn polvnome mivte de degré 4 (rédnit A un vrai polynome si P est entler);

Somd
e
3
O
A]
s

30 on en déduit la fonchion j(n) explicitement par une fraction rationnelle
sénératrice, 2 1'aidede quelcues valeurs initiales

40 Tes dénombrants imgt j,. du polyedre, respectivement ouvert ou Termé,
i

. ps . ;. .y . 4 .
vérifient la loi de réciprocite @ i = (»1) 3(—&).

I
Remarcues @
10 Te enlcul de i var le développement en série de sa fraction ge indratrice,
dy F &

décomposde en éléments simbles, peut 8tre pénible. Heureusement, nous avons pu met—

tre au point une autre décomposition, qui dvite dans ce caleul tout recours aux

nombres complexes et & la trigonométrie, Voir B, Ehrhart, "Polynomes arithme

néthodes des polytdres en combinatoire', brochure de 150 pages imprimées en 1975




{ . -y FO N PO
5 Strasboure par LVTRM.Ae (Institet de Recherche de Mathématicue Avancee ),

50 Par 1a méthode des polyedres, on trouve le nombre des carrés magiques

, . . 1 2 et -
snivants @ carres magiques (3, n), Iy = mﬁﬁ(n+l)(n¢2)(nA +75n 44 \ carrés magiques
. 2 , e
(c n) , i est un polynome de degre (cwl) ¢ carrés magiques (5; n) gymétriques
? n
. . 1 i e s
par rapport aux deux diagonales @ i, = mgm(n + [1, 2] Y5n 4 [5, 41 ) 3 carrés

masiques positifs (4, n) svmétrigues par rapport aux deux diagonales, i ::(
carrés peeudo-magiques f?, n) elest & dire matrices 24 2 4 éléments entiers non

)

néeatife, tels gue la somme des éléments de chaque ligne ou colonne goit au plus n

2 - — z . - ~ - s~ A e z
jn = m%u{n+1)(n+?)(nf 4+ %Bn o4+ %) 3 carrés maglaques (5, n) ot la somme des éléments
‘Y1 03

WA
N
N

. / . } . s
de chague diagonale vaut aussi n 81 n # Fk il n'v a pas de solution, s5in =

3= 2K 4 2k + 1 ; carréds magigues historiques {5 W) {lﬁ somme des dléments de

7

’ . N \
chagque diagonale vaut aussi 15, et les dlémente sont juste les entiers de 1 & Q) 3
& une Sl £ tations pre i] v oen A 1'un seul @
5% une symétrie et des rotations pres, il n'y en a ou'un seul :

4 9 2
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A partivr de cet annde, un comité de rédaction s='occupe de 1'Ouvert. Ve comité
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permanence sera ocuverte les meveredis e 14 heues & 16 heuver
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Le L.TE. Louis Couffignal de Strasbourg

Cleat an mardi 16 mars 1976 quiétait fizéde la visite du Lycde organisée par
14, PM, Alpace., Monsieur Danguillavme, Proviseur, accusillit fort aimablement
le groupe des wisiteurs en salle du Conseil., Apres avoir réoumé les grandes
lignes de ce qu'est l'Enseignement technique en France, Mr Danguillaume insista
sur la néceseaire coordination entre 1llenseisnement géndral et 1'enseignement
technologique. Ce fut i monsieur Baver, Censeur, que revint la charge d'expliquer
la strueture interne du lycée; il sfen acquitta avec la maftrise que tout le
monde lui recomnatt. Pendant prés d'une heure, tracant et commentant 1lorgani-
gramme du lycde, 11 sut captiver liatiention des eollégues; disséquant la structure
interne du lyecde, le Censeur mit en évidence les trois branches constituant
lienseignement donné au lycde: B , F, T.I. &

B débouche sur le baccalauréat math et technique (bace E)%

B (I ,T F nent aun baccalauréat de technicien: mécanique, électro-

3,1'9)
technique, électronicue oun génie ecivil.
T,I. conduit au brevet de technicien (collaborateur d'architecte ~Li- ou métiems
dut bois =B (ameublement)o ) H
Quels sont les débouchds de ces ftrols branches 2
E : facultés, classes préparatoires types math sup, math spde.
classes préparatoires math sup technologique qui conduigent sux Arts et
Métiers ou a 1'B.N.S.E.T. B(mécanique).
T,U.T. ou B,T.53,
T ¢ vie active ou, pour certains éléves de la section asmeublement: école Roule
4 Paris ocu éeole du bois 3 Mounchard,
Tlo ¢+ voir ci-dessus
IYorganigramme vous donnera un apercu de tous lee débouchés et de toutes les fili

possibles. Le Collége cquant & lui prépare au C.A.P. en trois ans ou au B.RE.P. en

deny ans,.



Paenltés
Préparatoires traditiommelles

evele long
Préparatoires technologicues — AM. & R.N.S0.

/
,;i//%
o g

B.7.S. (ToPe = Boho = BuL. = B Ty = P, — B.E, ) cyele court

T.U.7. (voie peu conseillée car 1'¢éléve ne conserve pas le hénéfice

B P, - B.E, de son acquis technolog oique)
BBT.S.C:TFQ ol - P .

(1

e

E

£Z
=
N
<o
:
3
&

Travauy Publics
BAtiment
Electronique
F]GCtTofpehniquo
Fabrication méecanique
Bureau d'études
Cuhe —s B.T.S. bAtiment + Brevet de Technicien Supdrieur
Vie active
A Arts et Métiers, E.N.S3.A.1.5.,
MeB. Clichy (&lectricitd),

~ B.T.S. Boule :
Sevre@ (C@Tﬂmjmn )
B.T.S. Mouchard NS . B :mécanique

‘4
"

W V,A.

B.T.5., bAtiment

20
<]
-3
e

I\

Vehe

La présentation et liexnlication détaillée de ltorganigramme furent suivies dtune

l-;.

vieite guidde des ateliers de 1'établissement, partie combien importante du lycée

car clest 1& que les dléves acquierent leur culture technologioue; visite commentés
par le Censeur en passant par les différents ateliers de tournage, fraisage, ajus-
tage, métanx en feuilles, mécanique auto, menuiserie, électricité, électronique.
Oue retenir de cette visite? Tout d'abord le vaste éventail des possibi lités offer-
tes b un é12ve entrant au lycée, tant vers les enseignements supérieurs (général

ou ﬁ@chﬁologiau&) que vers la nrofessions ensuite le sérieur du travail & liste-
lier. Sisnalons cue nos collégues se plaignent, & juste titre, d'un manque de
coordination entre les deux enseignements; a ce vropos, une refonte de llensei-
gnement des methématiques dans les branches F en particulier est fort souhaitable;
notre enseignement ou du moins son programme ne corraspond pasg A ce que los

élbves entrevoient dans les classes supdrieures. Une réunion des professeurs de

mathdématioues de 1lenseisnement technioue (classes T et T.T.) serait vtile dans



le cadre de LA P.M.,pour se concerter sur ce probléme, simple susgestion,

Hotoms encore gue le nombre relativement restreint des varticipants est un signe

x
&y

évident des charees dfies 3
visite

notre profession; il n'emp@che que pour le groupe des

vigiteurs cette‘fut, i plus dtun point de wvue, fort bénéfique.

possibles

Les différents
Math. Spée, A, M., - E. . S.

Ee To B = BRE.

- Sévres

eSehe T,

Clichy

e

. ’ a1 échec
technologiques ’

N 20 annéde de B.T.S.

5 Concours

B, N.

o

Industrie —> b= Keole preparatoire

(3 ans de pratique)

Te Sa

C. A, P,

reconversion

concours

X

Institut Wational des

=
L3
et
=4
L3

{

®

L]
o8

T N.S. TN, Institut National des

Yy

10

\\\\\\\3 . ﬁoézyw///////,/»

{ structure » 1tétude)

: Beoles d'ingénieurs: Marseille — T.WM.S.A. ~ T.N.8.T.N.

ete , 4ans mais recrutement en 2° annde,

El‘ Tu ( B»ly B?, BE’S’ B4>

(1 an, &ldve payé (18 mois)

an S.J,79C,)

Bu ise Po

\\\\& 10 d'sdaptation (EGMQ)

(10 pa 7))
' bl
TF, Ad
3

&

B.Tn

Sciences Appliquées

Sciences et Industries de Haney

=} feole dlingénieurs re—i



Le.TE, Louis Couffignal

m 4]
| |
2om, 2 1, W | 20m Ca ~ | 2071 B
W
ex M ep
3 ans e B.EP,
| }
1
rf el
I f 41 F ¢ f % $
1E 17 |LF, |1 P01 4a 1F, m 1Tca 1T MB
EE L I H § ﬂM« “md AM» 7] M i wwu ‘4
T R TE TE, TR TR TFy |7 A T T MB
| | J y
bac. E B.Tn B.Tn B.T. B.T.

Abréviations:

cp 3 conseil des professsurs

8% ¢ examen

Ad : classe d'adaptation, &ldves venant d'un C.E.T. titulaire d'un B.E.P,
B.Tn ¢ bac, de technicien A@w_ Fos Ty Ty )

M.G. 2 mécanigue générale 27308

M.A. ¢ méeanique auto

Eb @ ébéniste

Ch ¢ chaudronnerie { métaux en feuilles )

E.M, ¢ électromécanicien CA ¢ collaborateur d'architecte

MM, : méecanicien monteur MB ¢ métier du bois

M”u QLWW» ’Mv ®

~
L

o

e

EAR 1

"



Exercices d’analyse ( compléments )

Tes exercices qui suivent se rapportent au stage sur l'analyse des 26 et 27

novembre 1975, i}s nous ont £té obligeamment fournis par Monsieur Bronner, I.P.R.

1- Déterminer les fonctions f de R dans R vérifiant la propriété (P):

YaeRr, Vxer, if(x+a)—-f(x)l\<ﬁag .

Conditions nécessaires i l'existence d'une solubion:

propriété (P) est équivalente a: Va’>0, Vxenr,

et
=
jol

fx + a) - f(x) ! g a,

on en déduit que, s'il existe une fonction f vérifiant (P), f est dérivable
en tout voint x ¢R et £'(x) = 0 aquel que soilt x; aubrement dit £ est constante
sur R,

Détermination des solutions:
Toute fonction constante sur R vérifie (P); les golutions sont les fonctions
constantes sur R,

2 Déterminer les fonetions f de R dans R vérifiant la propriété (P):
v ) ; ( . 2 .
a&hi v xR, filx+ a ) / f‘(_x') S -

Conditions nécessaires i 1lexistence d'une solution:
Supposons gu'il existe une solution fy on a, quel que soit n (QNZ'
£(1 +1/n7) y (1) + /n, 21w 2/m7) o éns
11 +1/n )/ L)+ 1/, FLL+ 2/ >/ £(1 + 1/n ) + 1/n , et plus géndrg-

B 9 .
lement: £(1 + 'p/ng) Z £7(1 + ('pul)/n‘“) + 1/n , quel que soit peN*, done

. — .
Z {1+ p/”) 2 2 1+ (p=1)/0°Y & n , soit aprés
D=l =l

simplification: f (2) - F (1)}/ n, ce qui est impossible puisque n peut 8Btre
choisi arbitrairement.

T1 n'existe pag de fonetion f vérifiant (P).

. e

3= Btudier la fonection nmumérique (’il déterminée par 61(}{) =d(1 , x2). (voir W.B.)
T fonction &1 est définie quel que soit x tR, clest une fonction paire,
a,(0) =1 .

Pour chaque x>0, il existe un wnique pel tel que: pxdl < (p+1)x

(p est 1la partie entidre de l/x)y

N.B., 12 notation dl1 s ¥7) désiene le plus petit 41émemt de 1'lensemble '? - .‘m,f
lerscue o dderit Z, le nombre wéel x dbant fixd,
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a) Pour x>l , p=0 done

mxgz%,{i(x)ml

1
ai x&]l s ?] s él(x}:x - 1.

b) Pour 0<x €1, p £ 0 done

~ 17
txelmir s 5 e -rem

ot

i xé] 5T I N

1
p+ 1/21 0
0 . s 1 1
Tableau de wariation d@éml*lpt@mﬂ@ s i el B
. 1 1 1
p+1 D+ 1/2 o

1»‘/2 | ,
dléx} O / D+ 1/2 \> O

z » v& - K3 ®
Lersque p déerit N on obtient des segments de droite dont les sopports passent

alternativement par les points (0, 1) et (0 s -1); les voints anguleux appar-

Al

don

tiemnent aur droites d'équations respeetives y = O et v = x/2 (ai x) 0).

el

Py - . »®
La fonection él@%*ﬁ affine par morcesux, elle est contirue sur R,




Pour chaque x »0, il existe un unique g@¥ tel que 2gx {1 2{g+1)x

. P~ e ¥
(6 est la partie entitre de 1/2x), en outre

i

si 1Q(2+1)x , alors dzix) 1 - 2ax

2{atl)x - 1,

i

si (2g+1)x 1, alors ézéx}

a) Pour x }1/2, g = 0 donc
gl ox }1, @2{X> = 1
oi x€ |1/, g . &?(x) = 0% -

b) Pour 0<&x £ 1/2 , q # 0 dome

. ! 1 X
sf x € [ 5arT ? D5 s ag(x) = 1 - 2ax

ot
@

n

. ; 1 1
six q] 5e™ » 5arT] * 6;2(3:) = 2(o+l)x -~ 1

Tableau de variation de é sur Ltintervalle [..._;,.... . 2
2 2042 2(;‘

- 1 1 1
) 2a+2 zg«iwi 2¢

ei?(x) 0 / m?i'?i_. \ 0

Lorsque g déerit N on obtient des segments de droite dont les supports passent

alternativement par les points (0 1} et ( 0,—-1), les points anguleux appartien-

nent aux droites d'dguations respectives v = 0 et v = x {xy0); 1la fonetion
4 E J H

o . .
d, est affine par morceaux, elle est continue sur R .
Remarones gi on compare les tebleaux de wariation des fonetions él d? cm

. . . 2
constate que les fonetions cofneident sur chaque intervalle [ Tl v 441 T

2
tandis que d,(x) + d4,(x) = x sur ehaque intervalle [ - ce gu'on
T8 r,‘}" 1 s ;( ) z Q 4%3 # ég%}' ¥ @ Q o
peut voir directement en se reportant & la définition de & {X) et de é {x)

On déduit encors de ece oui précede l'étude de toute combinaison lindaire de é

et d ci par exenple f = 2&1 &Q o
5 2 (%) = (e} ¢ soit Fl2) = 3 - (5 /
s K . &%2 j , flx) = Bﬁlgi&} x soit fx) = 3 - (6g + 4)X
% - {7 %
i [ éi€z+? . :‘im«l ] . f(m = %4 (K\; - x soit £ X§ = =% 4 {6y + 2)%

1

14
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Se Efudier la fonction numérique g déterminde par glx) = uéa{x + alxz,27)).

a) Le fonction g est définie sur R; puisque d{x+2,2z) = dfx,?Z} on a

glx42) = elz) + 1 sle graphique G de g se déduit du graphicue G' de la restric-
- —p
v

tion de g & 1Vintervalle [G,é] par les translations de veeteur &V, K2y

pour eempossntes (2 ,1}3

mn
A
]

i

E[éf},l] s 4(x,22) = x et o(x) = x,

4

si Q{I,Q] y 8(x,27) =2 = x et g(x) = 1 ;
plus géndéralement, soit peZ,
ai x¢ [2@,2p%l] . é{x,?z) = ¥ = 27 et g{x) = X o= Do,

,p+l,2p%é] s A(%,27) =2p 42 mx et glz) =p+ 1.

ak

;’[w) z
/s,
?(n&-d} +

b) melgues propriétés de la fonetion g,

o
i

Soit x & [ 2p,2p¢1 ) om 2 glx) = x - p ot g(x-1) =

3]

3 g{x} =p + 1 ek g{x«l} = E -1 ~n ot

soit ¥ g E?@%l,?@&?} on ¢

i

i

on en ddauit (1) glz-1) « g(x) = x guel gue soit z réel,

Soit &, 1l'ensemble déduit de & par 1

&

. Y
translation de wecteur v, {1,0), la

formule (1) traduit le fait que 31 se déduit auvssi de G par la symédtrie oblicue

dont 1'axe est 1z droite d'écuation v = w%u et dont la direction est celle de (v,

#
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Somparons maintenant W§ ‘@M};) et { ) b »;*’{M ( ¥ et h réels mmimmw@s;)? orL &

e(z+h) = glx) - gln) = m( d(z+h,22) - a(x,2%) —~ a(h,22) ) , notons D le second

/

«

2 envissger lsg divers eas:

membre: pour étudier le sisne de D on est amend

1. x ¢f2p ,2%1] et hel2a, “”’m»}:]
six+ h e [2(pra)+l Q{mq&}m}] on & D = 2ptatl-(x+h) O
siz+ b € E?(p«&—ﬂ . ?(m»q}+13 onna D =0
P L€ {2@,2;@%«1}; et h e{?,.sg;«l, ?m?}
six+h e [2{@@)&»?& ; 2{;}@-«{&1)} onaD=2p-x40
ai x4+ h ¢ ?(mﬂ@-&l) s ’*(ma)»&”x] on gl =h - 2g -2 g@
4 t

symétrigue en ¥ et h on 2 les mfmes

%e ¥ e{_&?'p»%flggw’z} et he 2o+ l} . D étant
résultats qulen 2.
x ¢[2p+1,202] et he [2a+1,2045 ]
si x + h¢ [ 2p+20+2, 2p+20+43 | on a De + h = 2p - 29 - 3 0
gl ¥+ he (2;}%2@»@3, ?;}&25}&@3 onaD=0.
On en déduit D g(}, quels gue soient les réels x et h et compte temu de la for-
mule {1} on obtient 1'encadrement @ g{?sml) § g‘*{x»t»h\‘ o g{x} Q g(“’?ﬂ donk

Yinterprétation graphicue est immédiate,

z
fe Byemple de dishtance gsur R non assocles 2 Uune NOIMe.

. . < e
it h llapplication de R dans R déterminée par

»?52

nix) =[x| =i \xkl

ni{x) :;V?ix‘w 1 sifx|y1 .

1¢ Démontrer que himext) € h(x) + n(x') , quels que soient les réels x et x'.

7o fonction b est pairve, on envieage les différents cas:

D

a) ¥x? )0, dlaprae la pvariiéd on peul supposer x) 0 et x'H 0 .
¥ Es bl

~ pour x$l et x*< 1
w2 = hiz) + hix?).

V?(.mx') -1 et h(z)+ nlxt) = x4+ x

comparons les carrés, ce qui revient & étudier le signe de

si z4x* €1, hizxt)

il

si wx' > 1, hizex')

i

D= {wg*)gw;?{m}t*)&«l soit D = {x«&x'ml}z, done D )0 c'est &

dgire h(x) + n{x') > h(xx').

17



- pour x gl et x' > 1 {done =x'>1 ):

n(zxt) = Yo(mx') -1 et nlz) + n(xt) = =i 2x'1
la eomparaison des carrés conduilt & dtudier le signe de
D = (x+ |2xt-1 Y2 = 2(x+x') + 1 soit B = x°+2x( Vm ~1)
1'expression entre parenthéses est positive puisque x*»1 donec D) 0.
—pour x 21 et x'S 1 on a le mBme résultat ¢
— pour ¥ »1 et x* 21 {(done mx*>1)
n{mxt) =Vo(x+x') = 1 et hix) + h(x") ::szx»z. +V2}zt’-—l , on

étudie encore le gigne de D = (\/2x—-}. + \,’2X’-l )2~2(x+x') + 1

soit D = 2\1{2x~l){2x’-—l) =~ 1 d'oli D)0 car 2x-1 et 2x'-1 sont
supdrieurs & 1,

b) xx!' 0 , par exemple D0 et x'¢ 0, on pose x" = -x!, on a successivement
hiztx!) = hiz—x") = Z}(‘xux“'\) puisque h est paire,
n{jx-x" ) < nixtz") puisque h est eroissante sur rt 5
h{xex™) £ n{z) + h{x") alaprés a) dfot h(zmtx") L hix) + hix'),

¢) xx' = 0, par exemple ¥ = O , on a h(x) = 0 et h(mwx') = n(x) + n(x').

n résumé ¢ h{mxt)g h(:x:) @ nft?) , cuels que soient x et x' rdels,

R2(x) + n2(y)
5

1tapplication 4 de PR R°

2¢ (n pose l(}?) = quel que soit P = éx,y}e H2 et on considére
3 ot e . s (3w {wrt_ s -
dans B déterminde par 4V M Y = 1(mr-m s cuel que
R SV 2l o s 3 3?
soit (M,M')e RWRZ Démontrer que d est une distance sur I
Posons ¥ = (x g), M = (x! v’) dlol MM = {x‘-—x,y’wy)e
2
2) on a a(M,M!) = C&B 0 (x mx}wg»ﬁ (yiey) = 0 €&>x'-x = 0 et y'=y = 0,
sutrement 4it ¥ = W' .
b) on a a(M,m') = a(Mr,M).
; , N Lo
¢) Pour démontrer 1'indgalitéd triangulaire a(m,mm) € alm,mt) + almt,mn)
pogons xf-% = u, y'=y = v, ¥x' = ul, y*-y' = v', et comparons les

carrés dem deux membres, ce gul revient & dtudier le signe de
!

2 2 2
D = b2 ()en? (v)eh (u? J+n? (v J+2\f [h im}%"ﬁ“{?)}[?f“f“{%«%’}@&z(‘f’a

~h” 5&«&»1@ I (wv*“ .

Diaprées la premidre question on a —5= B -F en posant

, \(/{}%P {ﬁmp{%’% {’ﬁ/ {ut )»»h%v* )]‘

= hiu)n(ut) + hiv)nlv?)

e
l§

g
i

18



. 2 e 2 ey o e X )
Puisque B-F = h°(u)h’ (v*)+h” (¥)n° (ut)=2hlu)h(u nlv)hlv)

soit hlu)n{et)=h(v)n(u?) s On a?ﬁ}?‘&ﬁﬁa B}<3 "

-

Il en résulte que d est une dist

2
ance sur B,

Remarque: d'apres ss définition cetie distance est invariante par tra

¥

- > " = oy 2 I Ve T . o
ion mais 1'spplication 1 de R dans R* (ef dnoncé de la 2¢ question)

Reprémentation des ensenmblea B =
! -

{L@a courhes

de cercles, & l'extéri
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Réflexions sur les problemes du B.E.P.C.
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Le rallye mathématique : une réussite ?

Depuis 1974, les Alsaciens s'habituent au "Rallye Mathématique d'Alsace",
dont ils voient des comptes rendus dans la presse locale et des lauréats a la
télévision. Ce qu'ils savent peut-&tre moins, c'est l'extension qu'il a pris en 1976,
puisqu'il a été organisé cette année des Rallyes semblables en Bretagne et en

Franche-Comté.

Mais qu'est-ce le Rallye ? Pourquoi, diront les sceptiques, ce nouvel

"examen" ? (rassurons les tout de suite, il s'agit de tout autre chose qu'un examen).

L'initiative a été prise par Monsieur GLAESER, Directeur de 1'l.R.E.M
de Strasbourg, en 1974. Elle s'est concrétisée gréce au soutien actif de 1'Inspec-
tion Générale de Mathématiques, qui n'a pas hésité a appliquer les idées, parfois

révolutionnaires, de Monsieur GLAESER.

Depuis son lancement, le Rallye s'adresse a4 des éléves du niveau des
classes de Premiére ou de Terminale du second degré. C'est une compétition
au bon sens du mot, c'est-a-dire désintéressée ; pour ceux qui pourraient encore

croire a un examen, signalons que :

- Ne se présentent au Rallye que des volontaires
- Les candidats peuvent se présenter seuls ("individuels") ou par deux
("bindmes") ; un bindme remet une seule copie, travaillée en commun,

- Le Rallye vise & "exorciser" la situation d'échec : seule la réussite au

Rallye a des conséquences pour les candidats ; les questions posées
nécessitent plus de réflexion que d'érudition, peuvent &tre traitées a

l'aide du seul programme, mais ne lui "collent" pas apreés.

Les candidats regoivent des prix, mais 13 encore une profonde différence avec
les classiques, désuétes "distributions des prix" : au Rallye les prix sont remis

selon une hiérarchie horizontale et non verticale ; le premier prix n'est pas unique.
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On peut espérer un premier prix méme en n'ayant traité qu'un sujet sur les trois,
méme en ayant digréssé sur le sujet, si la digression révelait 1'intelligence de son
auteur,

Quant aux conditions de travail, elles feraient réver tous les candidats
aux examens traditionnels : chaque "bindme" dispose a lui seul d'une salle avec
tableau ! de ce fait, disparition totale des désagréments de la "surveillance"
classique. Pour assurer 1'équité des épreuves, il suffit de vérifier que chaque
bindme reste bien dans sa salle : la personne qui vérifie reste discrétement dans

le couloir et laisse les candidats tranquilles. ..

La profonde réforme de 1'enseignement desmathématiquesdans nos classes
secondaires qui a été appliquée de 1966 & 1974 a eu un écho jusque dans le grand
public, comme en témoigne 1'emploi - trop fréquent et dénaturé - de la locution

"maths modernes".

L'enseignement desmathématiquesn'avait guére évolué de 1920 & 1956,
avait lentement bougé de 1956 a 1966, puis le mouvement s'est accéléré i partir
de 1966 : partis enelietard, nous nous retrouvons en premiére ligne ; en fait, c'est
une révolution qui a’lieu. Comme toute révolution, celle-13 a engendré des difficul -
tés : d'ol actuellement une polémique qui se fait jour, ol certains demandent car -
rément un retour en arriére, Cependant, s'il est vrai qu'il existe des révolutions

a bilan catastrophique , il est non moins vrai que ce n'est pas le cas de celle-1a.
phique , q P

En effet, le "Rallye" montre les immenses possibilités qu'elle a ouvertes;
la réforme a permis, en dépit des "bavures", de mettre un outil en place : le

Rallye a révélé que nos éléves ont soif d'utiliser cet outil pour des problémes

concrets ; il a prouvé que si certains de ces éléves s'ennuient encore, d'autres,

bien plus nombreux, découvrent plus que jamais 1'amour des mathématiques.

Ce n'est pas par hasard que dans chaque épreuve du Rallye, 1'accent est
mis, quelque part, sur la mathématisation : le probléme qui se pose au départ est
d'ordre pratique, voire terre-a-terre, tout un chacun peut le rencontrer dans
la vie courante, (Exemples : en 1975, il était question d'une moquette enroulée ;

en 1976, d'une régle trop courte). Aux participants d'imaginer un modéle mathéma-

tique (forme évoluée de la bonne vieille "mise en équation") permettant d'appliquer

a cette situation la perfection de 1'outil mathématique.

Le Rallye indique de maniére éclatante la voie & suivre dans les années 80 :
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exploiter au maximum l'important matériel mis par la réforme & la disposition des

professeurs et de leurs éleves, C'est dire combien est absurde et suicidaire
1'idée - pour le moins sommaire - d'un "retour en arriére'" pur et simple ! En un
mot : mise en veilleuse de l'investissement, et priorité a la production & 1'aide

des investissements massifs de 1966 - 1974, oui. Destruction, méme partielle, " de

ce capital investi, mille fois non !

"De maniere éclatante" était souligné plus haut, intentionnellement :
ceux qui ont aidé les organisateurs du Rallye ont été frappé& par le sérieux des
candidats et par leur enthousiasme, contrastant avec la morne idée que 1'on se

fait- en général de l'enseignement des mathématiques.

Le Rallye en chiffres

Dans 1'académie de Strasbourg :
en 1974 : 200 candidats inscrits, 180 ont effectivement subi les épreuves
en 1975 : 430 candidats, 390 ayant subi les épreuves
en 1976 : 730 candidats, plus de 650 ayant subi les épreuves.

Dans les académies de Rennes et de Besangon, ou le Rallye a été lancé en 1976,
on a relevé respectivement 200 et 650 candidats., ( + )

Plus que de longues exégeses, ces nombres montrent qu'il ne s'agit pas d'un
engouement passager. Il est sage de prévoir une augmentation réguliére pendant

au moins 3 ou 4 ans encore.

Rallye mathématique et Olympiades

Les "Olympiades Internationales" sont une compétition désintéressée ouverte
aux jeunes gens du niveau de nos classes Terminales, et qui se déroule chaque année.
Y participent de nombreux pays, dont les U.S.A, 1'U.R.S.S, la plupart des "pays
de 1'Est", la Grande-Bretagne, la Suéde, 1'Autriche, le Viet-Nam. .. - chaque
pays envoie une délégation, composée de deux professeurs qui présentent une

équipe de 8 candidats.

Dans beaucoup despays susnommés, ont lieu en vue de la préparation aux

"Olympiades Internationales'", des Olympiades Nationales, et méme régionales, pour
désigner les membres de 1'équipe Internationale, En France, jusqu'en 1974 on se

contentait d'envoyer 8 lauréats du Concours Général, c'est-a-dire la plupart du

temps des Parisiens.

C+) A Rennes, en 1976, le Rallye n'a été proposé qu'aux éléves des classes

de Premieére.,
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Depuis 1974, les meilleurs candidats au Rallye Mathématique ont aussi la
possibilité d'@tre choisispour représenter la France & ces Olympiades. (Cela

a été le cas en 1974, ce le sera sans doute en 1976).

A bref délai, la France pourrait organiser une véritable préparation aux
Olympiades au niveau National, gréce au Rallye, La condition premiére est d'éten-
dre le Rallye a une bonne dizaine d'Académies ; les 2 ou 3 meilleurs candidats
de chaque Académie seraient invités i participer & un stage commun d'entrafnement
d'une quinzaine de jours, gqui se tiendrait un peu avant les Olympiades ; & 1l'issue
de ce stage serait formée 1'équipe de France des Olympiades ; ainsi pourrait 8tre
rapidement aboli 1'excessif privilege de quelques Lycéens Parisiens, en méme
temps que serait considérablement élargitla "base populaire" de la préparation

aux Olympiades.

Cependant le Rallye ne se réduit pas & une préparation intensive & un
"match", fut-il international ; il s'adresse i tous, absolument tous, ceux qui
s'intéressent aux mathématiques. Il vise, comme 1'a dit trés joliment Monsieur
GLAESER, a "1'élitisme de masse",

Expliquons ce dernier point par une comparaison avec le développement
du sport ; en ce domaine, 1'élitisme, au sens péjoratif, consiste 4 s'arranger pour
trouver dans un aride désert sportif, les dix ou douze sujets exceptionnellement
doués qui pourront représenter le pays et obtenir des succés de prestige.
L' "élitisme de masse'", tout au contraire, c'est la politique de construction de
stades, de piscines, de gymnases, de formation de nombreux entraineurs compétents ;
politique qui vise en priorité & 1'élévation du niveau général ; politique gréce &
laquelle les champions "sortent tout seuls", plus nombreux que dans la mauvaise
politique élitiste, mais n'apparaissent plus que comme un sous-produit du systéme,

une sorte de prime flatteuse et gratuite, et non comme le but.
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CLASSE DE TERMINALE

Les trois problemes sont indépendants. Il est rappelé que les criteres

d'appréciation des travaux des participants sont au moins aussi qualitatifs
que quantitatifs. Lorsque c'est la seule alternative, il est donc préférable
de manifester des capacités d'invention dans un ou deux de ces problémes,

que de traiter les trois superficiellement,

| PROBLEME 1 |

Démontrer la congruence :

2147 -1 =0 mod (343) (Autrement dit : 343 divise 2147 - D

| PROBLEME 2 |

Démontrer la relation suivante entre réels :

5 5 [
Jis s 1 - -/§<5./5-11> 1

2

PROBLEME 3

(Ce probléme concerne l'espace affine euclidien usuel de dimension 3)
p P

DCNNEES :

[A] Sur un carré (A,B,C,D) on fait la construction suivante : (cf. fig.1)
Soit O le centre du carrédetl', J', K', L'

)
8 ,f A les milieux respectifs de [A,B7, [B,C],[C,D]
’,‘ \\\ [D , A] -
’
7 T \\\ Puis on considére le carré (1,],K,L), déduit
o AN de (I',]J',K',L" par 1'homothétie de centre O,
rd
S‘ 1/\ T . \'& L' de rapport —2- .
7
\\\ ,/
N /’
\\\ “’///
\\‘j/
)
o K D fadt
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On donne maintenant un cube, dont les arétes ont la longueur a (a > 0).
Sur chacune des six faces, on procéde & la construction indiquée en [A] ;
les six carrés analoques & (I,],K,L) forment donc un ensemble de 24 points.
On désigne par P le polyédre convexe ayant pour sommets ces 24 points.

(P est appelé : le polyédre de Lord Kelvin associé au cube)

@ Sur le cube donné en [B] on considere une face (A,B,C,D) ; soit Jle

tétraedre régulier inscrit dans le cube et dont A et C sont deux sommets.

QUESTION

Faire une figure claire, sur laquelle P et J soient représentés de maniére &
rendre aisé le calcul (en fonction de a) du volume de chacun des solides

PUT et PN 3J. Calculer ces volumes,

N.B On rappelle que le volume V d'une pyramide de hauteur h limitée par

un polygone de surface S, est N 1 Sh (cf. fig. 2)

3

S——  — ——— ——

A\ P
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Divertissements mathématiques

COMMBNT  OBTLNIR UN  OVALE 9

Si vous aver asristé 2 une certaine dmiseion de Gérard Majar, vous connais-

Vous rouler un papier autour d'une houteille, sur ce papier vous tracez un
"cercle" avec un compas, vous déroules el vous avesr un hel ovale.

Diable, s'agirait-il d'une autre facon de tracer les ellipses ? Voyons de
plus prés... 1L stagit en some de 1lintercedion d° g}\
une sphére avec un cvlindre, cette sphére ayant son
centre sur le cylindre.

Frenons le ravon du cylindre pour unité ;

appellons R celui de 1a sphore. [ 0 ¢ R 2)

E

o

Soit M up point quelconcue de la courbe

repéré par ses coordonndes (3’,}}) . A noter cue ¥

avant déroulement et 1a meoure d' n angle.

Avec les notations utilisdes sur la Tigure
5 e o o 2
on a : 2 -
O7 + HM™ = OM
9] Y ] N
. ¥ s o L&
soit : ( 2 gin-——- 1"+ y° = R
[N

Ce n'est pas L'éruation d'une ellipse. Ce-

pendant, si K est petit, = 1'est édgalenent. Par

suite 2 sin 5" o™ X et 1'on trouve <
2 2 2 L
b 4+ v ~ R
ks
Approximativement un cercle @ Clest ascurant ! Mais une surprise novs attend lors-
o X .. 2 L2 x 2 ¥
mue H = 2 . L'éauation s'éerit alore ¢ v = 4 -~ 4dgin 5 = 4 cos —5-

L'ovale est devenu pointu ! Higolo, non 7 Ca me rappelle mére une vieille connaissan-

4§

ce dl'autrefois : M. Viviani el cm fenét-e.

Jean-Marie Becker

30



o]

deurs

legs

touches

KA SIS

fonetionnelles dfune

BoGer

.

ayen

e ety cem—eee an mémolre

. wf— * vr'

3 vyt o B s Y,
Je reviens a8 o par v

ie calecule
L GO 1
dénasre les

je caloule (e
174
gait e
1/1n2

irveroes, 3i

L fone




. I3

. Le provléme revient b géndrer 27 pour tout n

. A .
une pulssance de exp(27) puis la

racine carrée, on trouve dfo™ par une récurrence descendante on peut mon-

trer guton peut trouver toul entier de 1'intervalle [,

hode est

Fficilement

atrices.

Hernard

A

profesaeuy du U.5.0.

#

résean nlan de carrés.

g z ¥ L ——
t voisins. Les régles sont les

.
placés de fagon ouel

- oneue
- a 2 ou 5 vions dans son voisinage resthe en vie

~ Tout pion aui a 4 pions ou plus dans son voicinace est retird du ey
~ Tout pion qui a O ou 1 pion dans son volsinage mouri d'isnlement

T " . . e
o F'oute case ovuil avoisine *r

me et

Le prob

recgont dans 1a mesure o™ lers

touffues.

32



Le Probléme des trois corps:un cas simple !

L'exposé qui suit reproduit une conférence donnde 4 1'A.P.M de

Strasbourg en Mars 1976.

Il est extrait d'un trés beau livre récent de J. MOSER : Stable and
random motions in dynamical systems (mouvements stables et mouvements
aléatoires dans les systémes dynamiques), paru aux éditions de Princeton

en 1973.

Le probleme abordé posséde la propriété assez spectaculaire d'avoir
un énoncé tres simple et un résultat inattendu, dont la preuve requiert 1'utili-
sation d'un bon nombre de techniques essentielles, souvent récentes, de la

dynamique qualitative.

L'étude détaillée est trés longue (prés de la moitide de 1'ouvrage de
référence) et dépasse souvent le cadre de cet exposé. Je m'arréterai seulement
sur un ses aspects, particuliérement instructif.

[ - . . ' fp N
J'ai essaye de me placer au niveau de connaissance d'un bon étudiant de premiére

année de Maftrise de Mathématiques.

Le §1 doit 8tre omis en premiére lecture.

1. MISE EN EQUATION DU PROBLEME DES N CORPS

1.1 On considére dans 1'espace habituel (espace euclidien ]Rs) n particules

‘iou planétes) Pl’ PZ’ cees Pn de masses respectives Mys Moy .e., M.
A un instant t, ces particules occupent des positions Q15 Aoy + -5 Qy
(qi € ]Rs) avec des vitesse Vl’ e, Vn (Vi € RY) ; on veutdécrire le

mouvement des n particules en fonction de ces conditions initiales

(to, q s V]'_)’ sous l'hypothese de 1'attraction mutuelle Newtonienne,

a) L'énergie potentielle du systéme {Pl, cees Pn} est :

Us-/ Toa)

i< j
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Le signe - exprime le fait que 1'énergie potentielle diminue quand les
distances mutuelles llq; - qj” diminuent.
b) L'énergie cinétique (I‘Illu systéme est :
= 2
T = L ) m V.
5 L i1
i=1
c) Le mouvement des différentes particules est régi par le systéme d'équations

différentielles du second ordre :
@) m, . g = a U

ol Eii représente la dérivée seconde du vecteur q; par rapport au temps
(accélération de Pi), et AiU le gradient de la fonction U par rapport a la

variable vectorielle q, = (qi’ 10 9,2 qi,3)'

La donnée de conditions initiales (temps, positions, vitesses) détermine

alors une unique solution du systéme (1) : {q 1(t), ey qn(’[)} qui représente

1'évolution correspondante du systéme.

d) On rappelle que le long de toute solution de (1) 1'énergie totale U + T du

systéme garde une valeur constante.

1.2 Si, dans le probléme précédent, on fait tendre une des masses, par exemple

m,, vers zéro, on obtient & la limite un probléme simplifié qui se décrit
ainsi :
a) le systéme {Pys «.., P} estrégipar un systéme du type (1), o Py

n'intervient pas.

b) Le mouvement de P1 est défini par 1'équation différentielle :

n
) N my
R R P
i=2 91 79

¢) On a toujours un bilan énergétique constant au cours d'une évolution

du systéme {PZ, ces Pn}. Le mouvement de Pl est tel que la quantité

1 9 B 4 reste constante ; on l'appelle-
5 Vit =/ lq; - q,/l ra encore 1'énergie.
i=2

Un tel probléme, ol une ou plusieurs masses sont annuldes, est appelé

un probléme restreint des n corps,

C'est un probléme de ce type que nous allons étudier,
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2. UN EXEMPLE DE PROBLEME RESTREINT DES 3 CORPS.

2.1 x

Deux planetes Pl’ P2 de
méme masse # 0, ou primaires,

décrivent dans un plan E des

P ellipses autour du centre gra-
g 4 . . s -
TT:»,/,.;"' o vité O, pris comme origine ;
y(,_y N leur mouvement est périodique,

de période supposée égale a

2m, par un choix convenable de

D 1'état initial.

Une troisiéme particule P, de masse nulle, est placée en ZO sur l'axe D
perpendiculaire & E en O, et lancée avec une vitesse initiale VO colinéaire

a D, a un instant initial to. Le mouvement de P s'effectuera sur D par

raison de symétrie ; il s'agit de décrire ce mouvement, en fonction des condi-

tions jnitiales.

Soient Z 1'abscisse de P sur D (origine O), et r(t) la distance au temps t

de Pl et PZ a l'origine O, Compte tenu de 1.2, on a :

@ z--2Y% e, - -t
07 \/rz(t) v 72
en supposant que les masses de Pl et P2 sont égales a —%——
Ceci donne Z= ) zZ

3/,

@2 + 25

La fonction r(t) est une fonction périodique, de période 2m, pas trés compli-
quée, puisqu'elle représente le rayon vecteur d'une ellipse par rapport a
l'un de ses foyers. Cependant, on ne sait pas en général intégrer 1'équation
différentielle (1).
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2.3 Premiéres remarques qualitatives

i) L'origine O est une position d'équilibre ; 1'unique solution correspondant

aux conditions initiales (to, ZO =0, VO =QestZ =0

ii) Z est toujours de signe contraire a celui de Z ; ceci signifie que, dans
le plan (t, Z), le graphe d'une solution de (1) a sa concavité tournée
vers le bas en tout point ou Z >0, et vers le haut en tout point ou

Z <0,

iii) La valeur absolue |Z| de 1'accélération de P est majorée indépendam-

ment du temps et de la position occupée. C'est évident "physi-
quement" ; plus précisément :

d'une part |Z"] = Z = 1Z] < 1

3/ 2 3/ 2
(r2 + ZZ) 2 iZ\S(l +£z—) 2 z
Z
1 1 .
donc ]Z[S—T si |Z]= a
a
: " 1Z] 1
d'autre part |Z"] < 35— < —5 pour |Z]| < a
r a

ol a est le minimum (mon nul) de r{).

Cn déduit de iii) que toute solution de (1) est définie pour toutes les valeurs de t

(exercice).

Ceci établi, ii) montre que toute solution prend au moins une fois la valeur O,
ve,

c'est-a -dirgv, quel que soit 1'état (tO,ZO,VO) de P considéré, la particule P est
passée ou passera au moins une fois par le point 0, C'est bien facile : si Z(1)
dtait une soluiion de (1) sans zéro, et par exemple toujours >0, son graphe
aurait en tout point sa concavité vers le bas, d'ol contradiction avec le fait

que Z est définie sur tout R,

Voici quelques formes "possibles'" de solutions, compte tenu des observations

précédentes :

Pvade -=a + = P vient de + =, se livre & quelques va et-vient autour de 0,

~
ans arrét . s
(sans arrét) puis s'éloigne vers -
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P vient de - =, et oscille indéfiniment
/ autour de O.

/ \,

2.4

/N Ut

Nous allons nous donner 1'objectif suivant :

étudier, pour chaque solution de (1), la répartition des temps de passage

successifs en O de la particule P,

Nous choisirons, compte tenu des remarques précédentes, des conditions

initiales de la forme (to, 0, VO), c'est & dire avec P a 1'origine. lLe problé-

me étant symétrique par rapport au plan de 1'écliptique E, nous pourrons

toujours supposer que VO >0 (si VO = 0, P reste en équilibre a 1'origine).

Nous noterons alors (tl, Vl) 1'état (temps, vitesse) de P & son premier

retour en O, s'il existe ; V1 représentera en fait la valeur absolue de la

vitesse de P lors de ce premier retour (en tenant encore compte de la
symétrie par rapport a E),

De méme(t_l, V_l) sera 1'état de P au passage en O précédant la situation
dite initiale (s'il existe). On définit de m&me plus généralement les états
(tn, Vn) , N € 4 ; par définition la suite t est croissante, et la suite Vn

est positive,

Si nous envisageons deux états initiaux (to, Vo) et (to + 2rr,V0), les solu-
tions correspondantes sont identiques & une translation prés (d'amplitude
2m) de 1'axe des temps, eu égard a la périodicité du mouvement de 1:31 et

P,.
Ceci suggere d'interpréter un état initial (to, VO) comme représentant

un point du plan par ses coordonnées polaires : t, sera l'argument,

V le module.
o — nikia)

Le passage de 1'état‘{(tO,Vo) au premier
retour (t, , V1) définira une application

d'une partie du plan (@ déterminer), a A Eo

valeurs dans le plan ; cette application

sera notée ¢ dans toute la suite,
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C'est une étude de ¢ qui nous conduira & une réponse (partielle) & la

question posée au début de ce paragraphe.

Nous allons d'abord étudier un cas particulier,

CAS PARTICULER OU LES PRIMAIRES ONT UNE ORBITE CIRCULAIRE

On suppose ici que P1 et P2 ont des orbites circulaires. Elles décrivent
donc un méme cercle C, de centre 0, d'un mouvement uniforme, en y occu-
pant a chaque instant les extrémités d'un diamétre,

Dans ce cas, la fonction r(t) est une P

constante (rayon de C), et 1'équation

différentielle (1) devient :

i _ Z
3/
(r2 + Zz) Z
Elle est autonome , c'est-a-dire D

indépendante du temps. En d'autres

termes, le champ de force sur la droite D, qui anime P, est indépendant
du temps. Le temps initial ne jouera ici aucun rdle,

Dans ce cas, le principe de conservation de 1'énergie (cf. 1.2 ¢)) permet

de (presque) résoudre 1'équation différentielle, On doit en effet avoir :

2
) L 22 - ;.._.__1____._ B o4 (énergie totale de P en 1'état
2 A z T s 0, V.

(Z. désigne ici la vitesse de P).

1"équation (2) définit dans le plan des phases (coordonnées Z, Z : position,

vitesse) une fanille de courbes 'y » représentée ci dessous :
n > o

y \?\\

N I

£ 2
Pour V. <« \/——-— , la courbe T est fermée
~ o V. r VO

5> une asymptote horizontale de cote >0,

w“""ﬂw
/ S MN\% 2 N
\ — Pour VO = /"f' , elle est asymptote a
/’V;m M\\“_— l'axe Z ; pour Vo> A‘/;—IZ;- , elle admet

u%m = La courbe Ty détermine la solution de

1'équation © différentielle correspon-

dant & 1'état initial (to =0, Z_ = O,VO).

SiV <v 2 , la solution obtenue est
o T

périodique (FV étant fermée), et sa période TV est fonction croissante de
o

]
V/Q“



Si Vo = J% , la particule P vient de - ®, et va vers + = sans repasser
par l'origine ; sa vitesse tend vers O quand t - + =, Si VO > / }2—,

le comportement de P est analogue mais elle s'éloigne avec une vitesse

liinite non nulle,

L'application ¢ de premier retour (voir 2.4) a donc les propriétés sui-

vantes

a) Elle est définie sur le disque ouvert A : VO < [—5—, et a pour expression :
TVO
(to’ Vo> ~ (tl =ty T ’ Vl - Vo)
b) ¢ est donc, sur chaque cercle centré
by t LY 2
a l'origine, de rayon V< [-—,
T.© /T

une rotation d'angle Vo (demi période de

la solution correspondante) ; cet angle
croit de 0 & + @ quand V  croit de 0 a —127— . Ceci signifie que ¢ trans-

forme tout rayon du disque A en une spirale asymptote au bord de A.

Ces remarques, banales ici, vont jouer

un rdle essentiel dans la suite

Conclusion :
La situation est trés simple dans ce cas
particulier :
- 5i VO < «/_%2“ la particule P oscille périodiquement autour de O, et
v passe périodiquement aux temps \
t +n
2
- S5i VO = /-}2— (vitesse de "libération'), P ne passe qu'une fois en 0

et va directement de - « 3 + o,

° , 1L €4,

4 CAS GENERAL (les primaires ont des orbites elliptiques, de faible excen-
tricité)

4.1 Le résultat principal

Nous nous plagons dans la situation suivante : les planétes primaires
Py et P, décrivent des orbites elliptiques trés voisines du cercle C

du paragraphe précédent, donc d'excentricité ¢ assez petite.
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4.2

Il existe alors un nombre entier ¢, ne dépendant que de ¢, tel qu'on ait le

spectaculaire

Théoreme :

Soit une suite d'entiers Sn , 1 € 4, tels que Sn Z ¢ pour tout n, et

quelconques par ailleurs,

1 existe un état initial(to, VO)_QE P tel que P passe par O en des temps

t., n € £, vérifiant la propriété :

n
SR
Og—*=—2 —~ 5 <« 1
21 n

En d'autres termes, quelle que soit la suite Sn > ¢, il existe une solution de
l'équation différentielle (1), donc un mouvement possible de P, tel que P
passe une infinité de fois en O, en des temps <t p Seee Sto<oa<t <ol

de sorte que le temps entre le n°"° passage (4 partir du temps initial to)

~eme . . (. 2 s
etle (n+ 137" passage, arrondi en années (une annde étant évidemment

la période de révolution de P1 et P2, soit 2m) soit exactement Sn'

Autrement dit, si les astronomes de la planéte P1 ont noté au cours des

8ges les années de passage de P en 0O, il leur sera impossible de prévoir

le comportement futur (ou de déterminer le comportement "préhistorique')

de la petite planéte P !

En effet, les nombres Sn peuvent &tre choisis indépendamment les uns
des autres... Tl n'en serait pas de méme, bien sfir, si 1'un de nos astro-

nomes notait un instant précis de passage de P en O, et la vitesse corres-

ondante, Cependant, la discussion qui va suivre montrera gu'il ne serait
s q q

pas nécessairement bien mieux renseigné !

Esquisse de la méthode

Tout repose sur les propriétés de 1'application ¢ de premier retour.
On soupgonne qu'elle sera voisine de celle du paragraphe 3. C'est bien
le cas, mais la preuve est trés délicate, et repose sur des arguments
analytico-géométriques difficiles,

Nous allons donc admettre les faits suivants :

1° ¢ est défini sur un domaine ouvert A A
symétrique par rapport & l'origine, o N(to)
limité par une courbe fermée analy -
tique (qui remplace donc le cercle

2
vo- [2 aus .
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Ceci veut dire que pour chaque temps initial ty, il y a une vitesse de
libération }\(to) ;o siV < Mto)’ P reviendra au moins une fois en O ;

si Vo > )‘(to)’ P s'éloignera indéfiniment de O,

2) Si, a t, fixé, la vitesse initiale de V, tend en croissant
vers }‘(to)’ le temps de ler retour t tend vers 1'infini
(comme dans le § 3).

Ceci signifie que 1'image par ¢ d'un rayon de A
est une courbe spirale, qui sera asymptote au

bord de ¢(n) = by

3) A la différence du cas particulier limite du § 3,

bord de &

1'image de A par ¢ est un domaine Aq différent
de A ; plus précisément, le bord de A et celui
de 4 sont disposés comme indiqué ci-contre, si
l'excentricité ¢ de 1'orbite des primaires est
assez petite (et # 0). 1
Un point essentiel est que ces berds se cou-

pent non tangentiellement,

Un état initial x = (1, VO) produira n retours (au moins) a 1'origine si et

seulement si :

xéa,qs(x')eEA,@o@(x):gbz(x)éA,...,qﬁn"1(x)€A

Ces propriétés définissent un ensemble A L CA s on fait apparaftre

une suite d'ensembles strictement décroissante

b=AgDb_ (2B 5 D....DA_ D,

Un état initial x € 0 2 . produira une suite infinie de retours en O.
n=0

De méme, un état x a été précédé de n passages a l'origine si

X éAn , ou

hy= 0@, by =0 Napd,ay=00 Nayete....

On définit ainsi une suite décroissante d'ensembles :

AIDAZD....DK\,HD...

Un état initial x € 0 A, @ été précédé d'une infinité de passagesten O,
n=1

Un état initial x € § A correspond a une solution oscillant indéfini-
® »

ment autour de Q.
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4.3

‘petit" quadrilatere curviligne R

Remarquons que nous ne savons pas pour l'instant si les intersections

[ou]

- w + o
N .
0 A s DL An N A sont non vides,

Nous allons voir que c'est bien le cas, et prouver en méme temps potre

théoreme, en considérant seulement les points d'un morceau bien choisi

de 4,

On notera qu'une bonne part de la difficulté de compréhension de la
situation réside dans le fait suivant :

on étudie ici une application (bijection) d'un ensemble A dans un ensemble Al’
oul et Al sont différents mais £ N Al est non vide,

D'habitude, on a affaire soit & des applications f : E = F, olt les ensembles
E et I sont considérés comme disjoints, soit a des applications d'un ensem-

ble dans lui -méme

Preuve du théoréme

ayant un sommet A commun aux
bords de AO et Al’ un cbté AB sur
le bord de A]‘, et un co0té DA sur
le bord de Ao‘

Comment ¢ transforme-t-elle R ?

Le c6té BA estd'apres 4.2 2), transformé en une courbe spirale asymptote
au bord de Al ; il en est de méme pour le transformé de CD. Notre domaine
R est donc transformé en une "bande"
spiralant asymptotiquement au bord

de Al({’(aure A).

Il est commode pour la suite de décom-
poser la transformation ¢ appliquée a
R en deux étapes, schématisédes ainsi :

1

- D'abord, une opération "d'étirement

infini :
8 A Y
- A
4 > €’ ,
- g
c D ¢’ f(gure 2

- Ensuite, on "enroule" la bande étirée & 1'intérieur de Al comme indiqué

dans la figure précédente,
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Considérons maintenant 1'intersection de R avec 8(R) (voir figure ci contre).

Il est clair qu'elle va

E A

contenir une suite infi-

nie de bandes HO’ Hl’

ey Hn, ... Se rappro-

chant du c6té AB.

Ces bandes se repré-

#(R)

ains .
sentent sur la figure 2,
g/
H,
A/
/L2210
])/
H,
C/
Elles sont donc les images par ¢ d'une suite infinie %e sous-ensembles A
“a’o, Vis eenes ”’/’n, ... de R, figurés ci-dessous ; /
les bandes ’an (dites verticales) tendent vers % o
le c6té AD, bord de 4 _. 1/
/

Soit un état initial (to, VO) € ‘?fO ; @(to, VO) € H, etle premier retour

0

s'effectue donc au bout d'un nombre d'années € qui ne dépend pas du

point déja choisi dans ’7/0 (au moins & une année prés) car R est petit,

Si nous prenons (to, VO) €Er 1 le premier retour se place dans Hl :
il s'effectue donc au bout de ¢ + 1 années, puisqu'on va de HO en Hl’
dans #(R), en faisant un tour de plus par rapport a 1'origine.

De méme, si (to, VO) £ ’?fn, le premier retour s'effectuera au bout de

¢ +n années,

Etudions maintenant le 2° retour, a partir d'un point X € ’U’n ;
onax; = #(x) € Hn ; il nous faut étudier #(x 1) ; mais Hn C R est

transformé par ¢ comme l'est R, c'est & dire :

- Edrement.

Hon

X
- Enroulement & 1l'intérieur de ¢(R), en 3 Hw
un ruban plus mince,
On posera Hp,n = HP N ¢H ) pour tout p = 0. Il est clair que Hp,n CHP

est une bande "horizontale'.
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On pose maintenant : B A

2 H
r ={x €R[p°Cx) €H_ 1] IS b S
n,p { I p,n- S ST 0 SOV 200V S ST S0 S0 37 st o 20 Hi,’“
Il est clair que Wn b estune -
’ i o o e o s e v = W
bande "verticale" de ¥ _, — - Orme
It} C vé _D
Ho
B A
Soit alors x € 7 ; comme
n,p /s
o(x) € H_, on aura un premier
retour au bout de < + n années ;
2, _
¢ (x) € Hp,n CHP, on aura un c ?/'";P D

second retour a l'origine au bout d'un temps supplémentaire de ¢ + p annédes,

On définit maintenant par récurrence :

H - H N ¢(H )
Sn7 > e 527 Sl Sn Sn-l’ ""981
Cet ensemble est une bande "horizontale" incluse dans HS .
n
. . n, .
PUIS’?/S"..’S = {X»ER|¢ (X)GHS,...,S}
1 n n 1
Il s'agit d'une bande "verticale" incluse dans WS S

17 °°°7 “n -1

Un état initial x €7 g g sera suivi de n retoursa l'origine (au moins)

9 e e e
1 > Tn

a des intervalles de temps successifs de ¢ + Sl’ evey CF Sn années.

Suit alors une suite de nombres entiers Sn 20, ouvwn=0,1,2,...
Considérons la suite d'ensembles emboftés

v o B 2 e
Sy S1r Sy S1r Spreees Sy

Il s'agit d'une suite infinie d'ensembles compacts emboités,
On est donc assuré que l'intersection ?fS de cette famille d'ensembles

est non vide; en fait, on peut démontrer que cette intersection est une

courbe (la "largeur'" des bandes WS 5 tend vers O quand n — ®),

1 S e e e 3 n

Si 1'on prend un étaiinitial dans 75, il sera suivi d'une infinité de retours
en O, a des intervalles de temps successifs de ¢ + 51, C+ S0, C+ Sn,
... années,

Ceci établit "la moitié" de notre théoréme,
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Observons maintenant que, si 1'état initial est choisi dans HS 5
O’ s . e s n

ceci signifie qu'il a été précédé de (n + 1 passages (au moins) & 1'origine,

le dernier ayant eu lieu ¢ + SO anndes auparavant, l'avant dernier ¢ + S

1

années avant le dernier, etc...

Si nous nous donnons une suite d'entiers positifs S S vees S
P s .

0, S_ 12 -2 -n
S .S pour que cet état ait été

O’ 1" -n

précédé d'une infinité de passages en O, & des intervalles de temps

il suffira de prendre x € ;fcf HS

successifs (en remontant en arriére) de ¢ + SO années, ¢ + S1 années, etc,..
L'intersection considérée est non vide, car définie par une suite de compacts

emboités ; en fait elle constitue une courbe HS (S = (SO, 8_“4 yoe o))
Donnons-nous maintenant une suite doublement infinie <Sn>’ n €4, de
nombres entiers positifs, Les courbes

v - R.r . et H _— H
Z]_ S]-’ 52’ --.,Sn S H:O SO’ 8_1’..., -1

se coupent en un point (et un seul)xs € R.

L'état initial Xg répond clairement a

1'énoncé du théoréme

C.Q.F.D.

La discussion précédente mérite d'étre résumée comme suit :

Soit E 1'ensemble des suites S = (Sn) , d'entiers = 0,
n €4

L'application S = Xg = '?fS N HS définit une bijection de E sur un sous-ensem-
ble ¥ du quadrilatére R ; on identifiera chaque point de £ a la suite qui le
définit,

L'application @ de premier retour définit une bijection de 1'ensemble &

sur lui-méme, On vérifie aisément que dans le langage des suites, ¢ a

pour expression :

1 N i_
S-(S) = s'=(s) ou S =S

Ceci signifie que & représente un décalage d'un rang vers la droite de

chaque suite,
Donnons-nous alors une suite périodique, on a donc ?P(S) = S pour un

certain entier p,
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L'état initial correspondant & la suite S définira donc une solution
périodique de 1'équation différentielle .

On voit donc que 1'ensemble des états T offre une infinie variété de
comportements : solutions périodiques de périodes & peu prés arbitrai-

res, et solutiony"erratiques',

On comprend aussi qu'une faible perturbation de 1'état initial peut avoir

des effets trés importants sur le mouvement ultérieur.

J. MARTINET



AUDIO -VISUEL

Nous vous informons que depuis cette année, une t
équipe de 1'I.R.E.M. chargée d'explorer les possibilités

de 1l'audio-visuel dans l'enseignement se met en place. f

Que ceux qul souhaitent se joindre & elle se '

manifestent
~ soit pour faire comnaltre leurs réalisations,

—- soit pour faire part de leurs projets ou de leurs

besoins,. !

Pour tout renseignement s'adresser a4 la Bibliothéque de
1'I.R.E.lf. — Bitiment de 1'I.R.M.A., bureau 1. i

(Tél. : 61 - 48 - 20, poste 285,)



