Les journées sur | 'analyse

s

Les journdes sur 1lanslyse, organisées par 1'Inspection Géndrale we sont
déroulées & Strasbourg les 26 &t 27 novembre 1975; elles ont été enimées par M. 1'I.G,
Ramis avec la participation de M, Glaeser, directeur de 1L'IR.E.M., de M. Bromner I.P.R.,
de nos colliguss Mle C, Kahn et M. Spenlé.le programme de ce stage & €t le suivant:
mereredi 26, matin - didsctique de 1'analyse par M, Glaeser. {le compte—rendu doit
paraftre dans un prochain bulletin national).
- gquelques insuffisances de ( exposdées par M. Spenlé, Mle C, Kzhn et
Me 1'T.G. Ramis,
apreg-midi -~ & propos de lfunicité de R (ef 1'article de P, Samuel, p %41 du
bulletin n® 299), par M, 1'1.G. Ramis,
- gdance d'exercices par M.1'T.6. Ramis et M, Brommer.
Jeudi 27, matin - fonetions continues par M, 171.8, Ramis

retour sur la didactique de l'analyse avec WM. Glaeger
aprég-midi ~ information sur les filtres par M. 1'I1.G. Ramis
- exercices par M. Bronner,
Bien entendu le but de ces jowrndes n'était pas de donner un modéle de
ce qui doit Btre enseigné dans les classes de lycée, m8me en Terminale,mais d'abord
de provoquer une ineitation & renouveler noire enseignement de 1l'analyse; si en effet

1talzébre a profité largement de la mise en application des nouvesux programmes, il n'en

pas été de mBme de l'anzlyse alors gque clest peut-Btre une partie des mathématiques

&

susceptible de développer 1'intuition de nos éléeves, d'exciter et de provoquer leur

(B

curiosité, qualités qui étaient largement exploitées avec 1'étude des figures géoméiriques,

ctest la raison d'8tre d'un certain nombre d'exercices guton trouvers ci-aprés,
Ces journéss ont encore permis d'apporter une information sucecinte, en général sous
forme d'exercices, sur quelgues questions d'analyse étudides dans les classes post-

bhacealsurdaty peut-fire certains colldgues pourront-ils y trouver matidre 2 illustrer

certains chapitres de 1'étude de R,



o

1/ tueloues insuffisances de .

Rappels sur @, espace topologique,

~ On munit Q d'une structure topologique en prenant pour ensembles cuverts les
intervalles cuverts et les rédunions de tels intervalles,

- On dit gu'une partie ¥ de ¢ est un volsinage du rationnel v lorsque ¥ contient
un ouvert contenant {r} .

- Soit Qf une paritie non vide de 0§, la topologie induite sur ' est celle dont les
ouverts sont les intersections svec QF des euverits de 0.

- Soit £ une application de §f (0'e Q) dans O et soit r un point de Q'; on dit oue
f egt continue en r lorsgue, guel gue soit le woisinapge V de f(r), il existe
un voisinage U de r (pour la topologie induite sur Q') tel que £(0) soit inclus
dans V.,

- Lea propriétés des applications eontinues d'une partie de B dans R sont bien
conmues, certaines d'entre elles restent valables dans Q3 par exemple soit f
une application de Q dans , continue en X, et telle que f(xg) £ 6, i1 existe
alors un voisinage U de X, tel que f(x) ait le signe de f{x@), quel gue soit x
appartenant & U, Les exemples oui suivent montrent gquelaues insuffisances de

vig & vis de propriétés topolegicues qul semblent sller de sol dans R.

Yaleurs intermédiaires,

On mait que toute application ¥ de R dans R, continue, sitrictement monotone et

2 avee £la).f(b) < 0 , Blanmile une fols et wne fois

telle quiil existe (a,b)e R

seulement entre a et b, Dans ( considérons la fometiom f définie par
2z . .. Y N 2

f(x) = ¥ = 2 g1 ¥ ezt striebement positif et f(x) = =x"= 2 sinon.

La fonction f est continue (©), strictement croissante sur Q, £{0) = -2, £(2) =2

meis elle ne glannule pas entre -2 et 2,

(e)soit A) O, pour tout x et x' positifs et inférieurs & A on a:

flx) - £(x') = (x - x")(x + x*), datou [£{x) - £lx)]g2afx - =} (i) ;
la continuité de £ en tout point x’)i?em résulte, L'indgalité (i) exprime

gue T ezt lipschitzienne de rapport 24 sur l'imtervallejgﬁ,é}, on déduit de 13

. - 7 . =
qutelle est uniformément continue (done contimue) sur cet intervalle.




B

Etude d'une partie non vide et majorde de Q.

Dens R toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure (e'est 3 dire
un plus petit majorant), Revrenons 1tapplication f de § dans Q définie au §2 et
posons A = {x €4 3 f{z} <O} o La partie & n'lest pas vide {Ge .@;) et elle egt
majorée (2 est un m&iorani:}; supposons quelle admette une borne supérieure s
(hypothése H); =i on a f(a) 0, alors il existe hy 0 tel que V xela-h,a+h| on
ait f{x}( 0 (car f est continue en a), donc a n'est pas un majorant de A, ce qui
egt absurde; sl on a f{a)) Oy alors il existe h') O tel que Vxej a—-h*,a+h’[ on
ait f(x}) 0y donc 2 n'est pas le plus petit majorant de 4, ce qui est absurde;
finalement f(a) est nul, mais efest impossible car f ne s'anmule pas {sur Q);
1'hypothese H est & rejeter, An'admet pas de borne supérieure, Il en résulte que
A n'est pas un intervalle de ¢, pourtant A est convexe (car guels que soient u
et v dans A et w dans Q on gt u<w<v = weld ),

Intervalles embottés (Cantor),

Dens R soit une suite d¥interwalles [uﬁ,vr; décroissante (au sens de 1'inclusion)
dont la longueur v, tend vers O, on sailt que ces intervalles ont un seul point

- . o o % - 2
commin w qui est lp limite commune des suites {un} at {vﬁ), Dans O congidérons

les suites (u_) et (v ) détermindes par: u_= 'n , V. = °n * 1 s 2 €N,
a4 n n = n e n
2 < - IQZR { . 1)2 . o i l(}ﬁ
a, 2o < a, s on a
l .
.  e—— " f m - Y o wis les interval~
v-us= — done lim {vn u,n) 0 et uﬂéuﬁ*_l<vm}§vﬁ s mais les interwal

=

les Lu?,vz;\ nfont aucun point eommun (sinon soit w un tel point, pour tout n on

: W v_done u 2w T meis aussel u 2{? v ? done v 2 u, 2 j)’ ? ?‘

2 U VAV, doneu (W v, meisaussi a $2 4V, donc " n 217 2
/ ( 1 Y gron 2 2 4
mw%»u)&v-»a)mm——(‘wéwgf diot 0¥ " - u <---
n n’"nr n gt noon n n 10%

= O ee qui contredit (1) ),

( .
,,,l), or ?ﬁ 1

¥
et lim (v.°2 - v 2)
)11 1

Suites de Ceuchy dans O,

On dit cque la suite (uﬁ} est de Cauchy dans Q (resp.R) giy quel oue soit le nome-
bre strictement positif rationnel (m&&ww réel) il existe un entier naturel W

tel que les inégalités n) W et p) ¥ entrafnent f&ﬂ - upf <& . Toute suite conver—

gente egt de Cauchy, la récivrogue est vrale dans R, elle ne 1Yest pas dans

l . & & ® & l
comme le montre le contre-exemple u = 1+ 57+ Foeneeret, e



e 1 1
<o 1; ¢ - . - .
Soit n)p, onau -u = T"“H A e et successivement:

u uﬁ(m}’ 1+-«—i—-~i». +w_}_.......
" p :{}%’}, ! 5 *& e e o ¥ {mi)ﬁup—l

ﬁ—'}i} 5 I
L= ‘ 571 }
- < 1 1
on enfin

1
v, = T L L )T 1T - _1

am——

B+l 1

= 13 h
LR < m (mel que soit le rationnel f,:z e strictement positif, =i

n2>q et pyaalors Ju, - ug}\ < m < = s la suite {‘u‘n) est donc de Cau-
b

chy dans O, mais elle ne converge pas dans § {Eﬁzpm%eﬂs en effet 1im v = = ¢
n q

1 -
pour n) T oonoa G‘(uﬂ - U <W) , fixons p et faisons tendre n vers 1l'infini,

. s, nd B 1 . o
il vient: t;}(--é-- . *z:zp < W) ¢ L'indgalité de gauche est stricte car la
suite (uﬁ) egt strictement croimsante, mais v = --%—- s B entier, d'ch
y ?‘ ‘
G<._...-h -2 < 1 et enfin O ¢ h{p!) _ ; ité fixd i
5 -7 \ T ° nfin 0{hi{pt) -~ Bg {5 p ayant été fixé arbi-

trairement on peut prendre p = 2q on cobtient alors, A dégignant un entier:
6{&(1/2 ce qui est impossible).

b Tmage continue d'un segment dans Q.
Dans R 1'image continue d'un segment est un segment; cette propriété n'est pas vraie
dans Q ou l'image continue d'un segment peut ne pas &tre bornde (exemple fﬁ.), ou
£ire msjorée mais sans borne supérieure (exemple 2), ou admettre une bornme

supérieure non atteinte {(exemple 3).

Exemple 1 : soit T 1tappliestion du segment %_{} ?}} { M} ?}Q Q‘ dans § telle que

(%) = _— 5 quel que soit xe[O,Q] .
2 - X

-
1 Ltapplication f est continue sur [0,2] en effet, posons

éw{ xe|0,2] ; x2<'?} et s«»ﬁtxe"o ?} ;x2>2} .
Soit aeh , i1 existe m¢ A tel que a{m cgr xa-.}-»}—-* D - x:} est econtinue en a;
X ’ 4 i
5 575 o la-x3
(2-a")(2-x) " (2 =)

lication f étant lipsehitzienne de rapport -?—--w—-fé—}-z est uni-
2 ~m

pour tout x&i&,m{} on a :jf{a) - f(x)\

m[%m) , Liapp

formément continue, done f est continue en 2.

Sit beB , il existe m'€B tel que m'< b; pour tout ngﬁ ,?} on at

lf(b) - f(:z‘}’ { --——-ﬁ—--*-g& ]b - xt : la continuité de f en b en résulie,

Bt - 2}
56 Ltimage par f du segment U} ?] ntegt pas bornde,Congidérons

en effet la suite {ﬁ ). envxs&g@@ au $4; elle prouve 1texistence de deux entiers
ik

sitifs p et g tels que: (1) p <2€§ {p+ 3-\} y

t g satisfaisant & . (1) on a aussi 2p

prl,a aussi grand qu'on le veute

»e
+ 1<5€§ {c&}t’ 2p + l(f’ig} dene

Tes entiers p e
(op + 1)? <0p {18a” <(‘}G> Yo



On en déduit 1'inégalité (2) 2 - -2 < (; < 2 (autrement dit -2¢°+ 5q + 5750

or on & -?qzﬂ% 59 + p } -?é) B {?Ml} + p° > p + l} - 29 }C} dtapras (1) )
et d'une manidre analogue: (3) 2 < + 1 <2 N ‘f%

L

Dtaprés {23 s f{ )>-—--‘»- dono f( [G /’J ) nfest pas majorde,

et aussi ﬁ‘i )( e -m-- donc f( U},?] ) n'est pas minorde,

Exemple 2 ¢ solt £ 1'zpplication du sepment [G,éﬂ = I (Ic: éi},) dans @ telle que

f(x) = —%(61{ - XB) guel gue solt xel et A :{XQ’—I; x‘?(“z} s B ::{Xé}f; X2> 2}’ “
i° Ltapplication f est croissante (resp déeroissante) sur 4 {resp B)

car 4] £(x) = £(x")] = (x = x")(6 - x°= x*° e 2« x%% 2 = xxt)
2¢ Liapplication f est (umiformément) continue sur T ear

af 2(x) - £ (Jx- x| (6 4+ 2% + 27 4 2%) aron [£(x) - £(x")|¢5 |x - x|

done  est lipschitzienne et de rapport % sur I,

-3xxt) = {x—-x*)(z-—x

3¢ Ltapplication f est majorde sur I en effet soit g llapplicatiom
, quel gue soif x€ X, On a

de I dans ( telle cue w{x) == {f{xg?

1} 2 9 e 2 p
16 Lg(x) o ?J = {6x - ) - B = { 2Y (2= 8)<@ s done g est majorde sur T
et flx) <? /\--» done £(x) £ --«-—- quel que soit x ¢ 1,

o

4° Liensemble £(I) ’&dmm; pag de borne sumrmum, simon solit u cette
borne alors uf? est la borne supérieure de g{ﬂ ( } et on a 13;"< 2 dome unwe by mais
: 2 . . . .
4 [f{m) - uj =20 - = u(2 - u°) >0 dton f{a))m, clest impossible puisque u

est la borme supérieure de f(I),

Exemple % ¢ soit £ 1l'application du segment I = [6,2} { Tcq) dans ¢ telle que
£(x) = 4x°= %",
1° Ltapplication f est (uniformément) continue sur T car lipschitzisn-—.
ne et de rapport 48 ( lf(x) e f(z’}fgéx + x*) {4 + x2 + X'Q);X - x:"v‘\i &ﬁfx - x*“s
29 51 om éderit flx) = 4 - (x?“—- 9)2 on volt gue 4 est un majorant de

gue clest la borne supérieure de f(I) enfin gue cette borne supdrieure

. D
(0) On & Q\{ f{x)v\{m done g(ﬁt}&u‘“ guel gue =soit z€l; %32 est done un mejorant de

¢

gf{I), dtautre part , quel que soit £50, u - %~ n'est plus un majorant de

3

%
f{z}, autrement dit 11 existe x ¢TI tel gue f(x)> U o = ¢ puisgue 1< u <=..;:§_.,
choisissons € tel que £ 3 ee qui assure u - -—é-’~> &, on a alors
g{x)) (u - %)2>?12 - 20 ~§~'-~ } tx;} -& s C& gui prouve gue uf:‘} --E, ntest plus

un mzjorant de g{f), done v est la borne supérieure de gf{ ).




-

11/ Exercices d'analyse.

Soit f une application de T =[0;1] dans lui-méme (ICR), existe—t-il xeT

£ eroissante,

19 Llapplication f est comtinue; posens g(x) = f(x) - x guel gue sait
x €¢I, g est continue sur I, g{{?}‘?, 0, ;g{l}(é} denc g s'annule sur T {théorime
des valeurs intermédisires).
! 4
A A
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fig 1 fig % b-

2¢ L'applieation f est déeroissante; pour la fonetion f représentde
fiel on a fx) £ %, quel que soit ze ¥,

30 Llapplication f est eroissante; posons 4 m{x eI f{x))/ x § N
A est une partie non vide (0e4) et majorde { 1 est un majorant) de By soit &
sa borme supérieure, O¢ a,g 1, démontrons par liabsurde que f(a) = a,
- siona fla)da (fig 2), il existe x€R tel que a<x<f(a) d'on t(a) g £(x)
puisgue f est croissante, done x(f(x); ainsi xg 4 et a(x, clegt impossible,
- el ona fla)<a (fig 3), 1l existe xR tel que fla) {x(a d'ol f(x}$ £(a)
puisque f est croissante, done £(x) {(x; ainsi x¢4, sur l'int@mlle}f{a), @
il n'y a aucun point de A, c'est impossible,
On ddduit de 1a £(a) = a.

Etude des couples (E,f), B désignant une partie non vide de R et f une bijection
de B sur E, tel que f{x) + f"l(x) = 2%, quel que soit x €E.
19 Btude préliminaire,

- gi (E%},f) ezt une solution alors {Eﬁgf"}") en ezt une asussi,

-~ l& couple {E’,IéF) est solution quel que soit E. {IdE désigne 1'spolication
identité dans ®).

- soit f déterminde par f(x) = x + k (k réel domné) et E wme partie de R invarian—
te par la franslation z b——>» x + k, alors (E, f) est solution,

- soit (E,f) une solution, notons £ (n¢ 2) la bijection de E sur B, définie par
récurrence pour ne N par O I, £ e (composée des deux applications)
et (£ ™, :

Guel cue soit x¢ B et neZ, fn“lﬁx}‘ =y est dans E et on a:

£(y) + f”l{y) = 2y soit fHx) + f27%(x) = 2fm”l{x) ou encore

{x) - fﬂ"}“{x) = fﬁﬁi{x} - f’nﬁgéx} , done

fk(x} - 5{"}“{2} = f{x) - %, quel que soit ke Z (1) les points fk(a) forment

done pour a fixé dans E une suite arithmétique, incluse dans E.



Ltinterprétation graphique de {”l,) est immddiaste,

Soit D la droite d'équation ¥ - v = 0,
ge déduit de par la eomposde

A’E{ = v ﬁ”k—-—l ; P

des deuxr symétries d'axe D et de direc-

e

.

. . i A4
tions respectives 1 -~ 7 , j: tous les

pointe ‘%k

1«3.{32’ i’f}’@»

appartiennent & une varalléle

e

fm{x:} «-Xxn[f{x} wx}

soit: (%) =n (_f{x) ~-xl+ x (2}

en particulier s'il existe a ¢E tel que fla) £ a, (2) montre que E nfest pas

borné,

20 Détermination de quelgues solutions
L*étude qui précéde permet d'exhiber des solutions; on se domne une suite
arithmétioue B = ia + nr; n @Z} et £ déterminde par f(x) = % + kr, k entier
fixé, le eczzpl@ {E,f } est solution.

\/

Seit B = E une par rtition de E et les selutions (E

’f‘,)ié‘ [ » comsi-
dérons f déterminde ainsi: pour tout zg R, il existe i ¢T et un seul tel que
T € Ei, on pose f(x) = f ({ x:) le couple (B f) est une solutien,

En particulier si on v&u&; des seolutions avec E = R il suffit de faire une par-

tition de R en suites arithméiticues; par exemple soit R = U IEEI avee

gi =41 4+ n; n€¢Zyet f () = x + E. ol Est:_;_ est wn entier “‘L ’1{ gui ne dépend
que de ijle couple | ,;.,f ) est %lm ion; soit alers f(x) = x + k

-E(x) ,

couple (R f) egt solution. {Eﬁ“:{x) désigne la partie entidre de :x).,

o

butrs exemple: posons D = U E}ﬂ avee D = Z et pour nj1, Dﬁm{% T DE DN 22}
nEW - B ed

il s'agit d'une partition de D en suites aritiméticues de raison v = 7
] P~

(r =1); soit f déterminde par

‘ . n . .

flx) = x+ 1 sixeD_; f(x) = x4+ —— si xeD ; £(x) = x sf xe R D .
o 91-%,—»1 T

D'aprds ce qui précéde (R,f) est une solution. Etudions la contimuitd de

posons gt ;i'} f{x) -~ x, 11 suffit d'étudier g.

Si aﬁ’ Dy & e”t continue en a, en effel: lim MT = 6 done V&»G‘S; ¢ iﬁ@g’;iﬁ@?

AT )
¥ & “ \ P
Vz&}m@, l (€& . Pour chaque n tel que 1{n @3 D est wne suite

arithmétique qui ne contient pas 3; TOSONE ﬁ = éi%{i} ) {dﬁﬁﬁ&ﬂ@% de a &

et goit m = gi«%%«f?ﬁéng ({iﬂ) alors X - akm ::;> P’(x?

g
-
“
RN



#3i a eD ntest pas eontinue en g car toubt intervalle ouvert contenant s
s B I

contient zu moins un nombre réel n'appariensnt vas 3 D pour leguel g{x) = Oy

Recherche de solutions polynomiales.

a) Selutions affines: {R,f) avee f(x) = TVE 4+ Gy D % Qieﬁt une selution
si, et seulement si p = 1 (g cuelconque)

b) I1 ne peut exister de solubions pour lescuelles le degré de f{x) est
supérieur ou égal 2 deux, sinon soit D' la droite d'équation y - fla) = x — a

gui contient tous les points Ak(fx{a),fk+l{a> ), alors 1'8cuation

i
f(x) ~=x+ a - £f(a) = 0 2 une infinité de racines, c¢'est impossible puisgue

i

le premier membre est un polynome.

Recherche de solutions affines par morceaux,

les figures ci:ﬁegs&uﬁ représentent de telles solutions.
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36 Hemaroues.,

— Il ne peut exister de solutions affines par moreceaux non paralléles

w0

D (x - ¥ o= G), sinon soit A&B@ un segment inclus dans le graphique de f;
&@(&,f(a)), BO(b*f{b)); V'kféz, fx(ﬁﬁg%g = &kﬁk et tous ces segments ceupent
D en I; le graphique suggtre que la longueur de l'intervalle iﬁn(&),fnib)l
augmente avee n, on & en effet dlaprés (2):
% Y "
(0) = £%a) = b~ 2+ n [£(b) - £(a) - (b - a)]
puisque le coefficient de n est Gifférent de 0, le premier membre tend vers

oo s . s
1'infini avec n, d'ol la contradiction. gar pour un n asses grand, £71(a)
B e kS . g 4. ] .

appartiendra 5 1ltintervalle
{ fﬁ(a), fn{bﬁl; sur la figure
B*ziﬁ




n

~ I1 ne peut exister de solutions monotones sur R, autres que les solutions

affines sinon, considérons les deux
suites de points &m{fn(a},ﬁl(a,)} ;
7 Bﬁifﬁ{b),ﬁ&%l{b}) du graphicue de f,

Fd <
A""*,"l // A Bﬂ eoupant U en I; dfaprés (1) on 2
i ’ - 12
¥
4

3

B

// D > P .
%%f 0¥, il existe donc un point et un

>, 7 seul de la suite de points Aﬁ entre U et
Y V, notons le A, . Soit t le taux
LI d'sceroissement de f entre £ (a) et
#(b), c'est aussi le coefficisnt direc-

At 7 teur de la droite IA ; on voit alors que

b t, est positif pour fout n £k et &, est

. négatif, d'oh la contradiction,
Y &

%.. Déterminer les fonetions f de R dans R vwérifiant la propriété

(P):
V (xtxm) er®, [x%x” = B(xr) ¢ Sl = 2= 4 mw} .

N e X'

(B(x) désigne la partie entidre de x).

5

Conditions ndcessaires & llexistence d'une solutiom.

b
13

Suppesons qu'il existe une solution f, prenomns 2t = v entier, &
il ol ¥ & ol ¥

x" = p+ s, 8€)0,1[ ; onapg £lprs) - £(p)

Ve 3
<  soit

(1) £(pre) = £{p) + ps ,1'égalité ayant lieu aussi pour s = 0, (1) est vraie
guel gue soit p entier (pez) et quel que soit 3&:(@,1{; donc gur chague inter
valle [p,p+1[ , £ est une fonetion affine,

Appliquons la propriété (P) avee x' = p + 8, DeZ, ag[@,l[ et x" = p +1,

on obtient eompie tenu de (1): pg fp+rl) - £(p) < ptl-s : faisons fendre s vers

1 il vient }:}g\;f{jg}*rl} - f(fg})\{: p done cuel que soit p € Z, flptl) - £flp) = -

-1
O en déduit pour nel )
5 [20e1) - £00)] = #(a) - £(0) 222 ()
k=0

et le résultet est le mBme i n est un entier nédgatif. En bref, s'il existe une
¢

fonction £ satisfaisant b (P) on a néeesssirement d'aprds (1) et (2):

!
(x) =k + = E(x) | & 2(x) | ker (3!
f\x) =K+ —= E(x) Lm{x) -1+ EBx) |z~ E:(:v)] s e R (%Y.
Détermination des solutions.

Pour tout choix de k€ R, la formule (3) détermine une fonction f gui

sotisfait 2 la propriété (P), en effet:



£(xn) ~ #(xt)

Posons E(x') = p!, z' = p' + s'; B{x") = ¥y % = p" 4 gfst

xt,x® % -
On a
ot gn = 0" = X:j - ;; { ; (p" = p* -1) + @“j
supposons xf {x"
- gt p? = p¥, le second membre est mul.
- ai p* { p" alors p" ~ p' = 1 2 0 et le second membre est positif

dans tous les cas: & - ot 0
P o S [ -3
bl o Y4

On o de mne

p' - p! g/ 1 ]
- I Aty o .
txt ,X“ L ¥ Xf { 5 (@ B l) o

gapposons x! ( ="
- g p' = p", le second membre est mul,
. 1 .
P S e B e 9 [ BN -
si p? { p" alers p @Ql@om: 5={p D l)g‘ 1 et le
sscond membre est négatif.

dens tous les came: © - O

thxu k: \i:\ @

Représentation graphicue de la solution f peur k = 0.

\ &
Y 3
Les points anguleux sont sur
la parsbole d'équation
L X x
A &} o 2 2 &
- "k -4 v A i 3 o

. 7

4= Déterminer les fonctions T de R dams R vérifiant la propriété (P):

Ve @, S =LE) o e o]

Conditions nédesssnires & llexistence d'une solution.
Supposons qutil existe une solution f, prenons x' = 0, x" £0o0na
£lx") ~ £(0) = = fjv:"] (1}, 1%égalité avant lieu aussi pour " = 0, on 8 done

nécessairement f(x) = k + x [ x},qv&@l gue soit xe R, kel,
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Dédtermination des solutions.

f£lx) = £lx) = X! ‘X"‘ -z ‘X‘\ s Par exemple pour

k étant fixé on a - : - 7
" - x -z

x" = 2, x' = 1, le second membre vaut 3 £ |2 - l' -

Il nfexiste pas de fonctions sstisfaisant » (P),

Hw Soient a et b devx nombres réels donnés, déterminer les fonctions f de R dans R
s - 2 |£(x") - £(x* :
vérifiant la propriété (P): V (x?,x") « R7, x’)' — XE ) = ax' + bx" om x"<x” .

Conditions nécessaires & l'existence d'une solution,
Supposons qu'il existe une solution f et soit x un réel positif (x30),
appliguons (P) en prenant;:
x' = 0, ¥ = x, alors f(x) = bx® + £(0) (1)
x' = -x, ¥ = 0, alors f(—x) = &X2~+ £(0) (2)
¥ = -x, ¥ = x, alors f{x) - f(-x) = 2(b—a)x2 (%)
mais dfaprés (1) et (2): £fx) - £fl=x) = (b—a)xg,
on déduit de 1a
~ si b # a, il n'existe pas de fonetion f satisfaisant 3 (P).
- 3i b =a, d'aprés (1) et (2) on a nécessairement f(x) = ax2 + k quel qgue
soit x ¢R, k réel donné,

Détermination des solutions, 5 5
Flxm) - fx?) - (axty k) - (ax?"+ k)

le réel k étant fixzé,on a TR s

= ax" +4ax",
quels gque soient x*' et x".
. 2 . . .
Pour tout choix de keR, la formule £{x) = ax“+ k détermine une fonction f

qui satisfait & la propriété (P).

o
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