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NOTRE COUVERTURE : Image & 1'énfini
d'un damier sjgr lequel repose une lentille
hémisphérique en verre d'indice n = 3/2 .

essin n'est pas sans rappeker

]
j

Ce genre d
certains tableaux de Vasarely, (par exemn—
ple ViGA - II), mais alors qu'iei nous a-
vons effectué une construction point par
point, Vasarely se contente (non sans g

nie) de reproduire une impression visuelle



A PROPOS DE LA COUVERTURE

jav]

On pourrait étudier la transformation qui
un point du plan fait correspondre son image & t
travers la lentille hémisphérique. Le choix de
coordonnédes polaires s'impose @rfprenant pour ori-
gine le centre de la lentille,

sachant qu'on a ¢

¥

3 #
n.sin® = sin® et sin® = "E{‘

et en évaluant l'aire du triangle MOH de deux

facons différentes, on obtient :

&

F{[Ez‘sz1+fz‘ - n'f' d R 'f

soit finalement ¢
_ V(R (R )
f f)‘z‘fné(,ﬁ’a'Rz)

Ce résultat est loin d'8tre trivial, puisqu'on doit rechercher la racine

positive dfune équation du deuxiéme degré en jJ .

-

lutdt que d'étudier cette horrible fonction en détail, on peut remarquer

ce qui donne le grossissement dans l'approximation de Gauss.
Les fanatiques des développemenis limités vérifierons que le deuxiéme ternme

N 14
non nul est en F
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Les journées sur | 'analyse

s

Les journdes sur 1lanslyse, organisées par 1'Inspection Géndrale we sont
déroulées & Strasbourg les 26 &t 27 novembre 1975; elles ont été enimées par M. 1'I.G,
Ramis avec la participation de M, Glaeser, directeur de 1L'IR.E.M., de M. Bromner I.P.R.,
de nos colliguss Mle C, Kahn et M. Spenlé.le programme de ce stage & €t le suivant:
mereredi 26, matin - didsctique de 1'analyse par M, Glaeser. {le compte—rendu doit
paraftre dans un prochain bulletin national).
- gquelques insuffisances de ( exposdées par M. Spenlé, Mle C, Kzhn et
Me 1'T.G. Ramis,
apreg-midi -~ & propos de lfunicité de R (ef 1'article de P, Samuel, p %41 du
bulletin n® 299), par M, 1'1.G. Ramis,
- gdance d'exercices par M.1'T.6. Ramis et M, Brommer.
Jeudi 27, matin - fonetions continues par M, 171.8, Ramis

retour sur la didactique de l'analyse avec WM. Glaeger
aprég-midi ~ information sur les filtres par M. 1'I1.G. Ramis
- exercices par M. Bronner,
Bien entendu le but de ces jowrndes n'était pas de donner un modéle de
ce qui doit Btre enseigné dans les classes de lycée, m8me en Terminale,mais d'abord
de provoquer une ineitation & renouveler noire enseignement de 1l'analyse; si en effet

1talzébre a profité largement de la mise en application des nouvesux programmes, il n'en

pas été de mBme de l'anzlyse alors gque clest peut-Btre une partie des mathématiques

&

susceptible de développer 1'intuition de nos éléeves, d'exciter et de provoquer leur

(B

curiosité, qualités qui étaient largement exploitées avec 1'étude des figures géoméiriques,

ctest la raison d'8tre d'un certain nombre d'exercices guton trouvers ci-aprés,
Ces journéss ont encore permis d'apporter une information sucecinte, en général sous
forme d'exercices, sur quelgues questions d'analyse étudides dans les classes post-

bhacealsurdaty peut-fire certains colldgues pourront-ils y trouver matidre 2 illustrer

certains chapitres de 1'étude de R,



o

1/ tueloues insuffisances de .

Rappels sur @, espace topologique,

~ On munit Q d'une structure topologique en prenant pour ensembles cuverts les
intervalles cuverts et les rédunions de tels intervalles,

- On dit gu'une partie ¥ de ¢ est un volsinage du rationnel v lorsque ¥ contient
un ouvert contenant {r} .

- Soit Qf une paritie non vide de 0§, la topologie induite sur ' est celle dont les
ouverts sont les intersections svec QF des euverits de 0.

- Soit £ une application de §f (0'e Q) dans O et soit r un point de Q'; on dit oue
f egt continue en r lorsgue, guel gue soit le woisinapge V de f(r), il existe
un voisinage U de r (pour la topologie induite sur Q') tel que £(0) soit inclus
dans V.,

- Lea propriétés des applications eontinues d'une partie de B dans R sont bien
conmues, certaines d'entre elles restent valables dans Q3 par exemple soit f
une application de Q dans , continue en X, et telle que f(xg) £ 6, i1 existe
alors un voisinage U de X, tel que f(x) ait le signe de f{x@), quel gue soit x
appartenant & U, Les exemples oui suivent montrent gquelaues insuffisances de

vig & vis de propriétés topolegicues qul semblent sller de sol dans R.

Yaleurs intermédiaires,

On mait que toute application ¥ de R dans R, continue, sitrictement monotone et

2 avee £la).f(b) < 0 , Blanmile une fols et wne fois

telle quiil existe (a,b)e R

seulement entre a et b, Dans ( considérons la fometiom f définie par
2z . .. Y N 2

f(x) = ¥ = 2 g1 ¥ ezt striebement positif et f(x) = =x"= 2 sinon.

La fonction f est continue (©), strictement croissante sur Q, £{0) = -2, £(2) =2

meis elle ne glannule pas entre -2 et 2,

(e)soit A) O, pour tout x et x' positifs et inférieurs & A on a:

flx) - £(x') = (x - x")(x + x*), datou [£{x) - £lx)]g2afx - =} (i) ;
la continuité de £ en tout point x’)i?em résulte, L'indgalité (i) exprime

gue T ezt lipschitzienne de rapport 24 sur l'imtervallejgﬁ,é}, on déduit de 13

. - 7 . =
qutelle est uniformément continue (done contimue) sur cet intervalle.




B

Etude d'une partie non vide et majorde de Q.

Dens R toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure (e'est 3 dire
un plus petit majorant), Revrenons 1tapplication f de § dans Q définie au §2 et
posons A = {x €4 3 f{z} <O} o La partie & n'lest pas vide {Ge .@;) et elle egt
majorée (2 est un m&iorani:}; supposons quelle admette une borne supérieure s
(hypothése H); =i on a f(a) 0, alors il existe hy 0 tel que V xela-h,a+h| on
ait f{x}( 0 (car f est continue en a), donc a n'est pas un majorant de A, ce qui
egt absurde; sl on a f{a)) Oy alors il existe h') O tel que Vxej a—-h*,a+h’[ on
ait f(x}) 0y donc 2 n'est pas le plus petit majorant de 4, ce qui est absurde;
finalement f(a) est nul, mais efest impossible car f ne s'anmule pas {sur Q);
1'hypothese H est & rejeter, An'admet pas de borne supérieure, Il en résulte que
A n'est pas un intervalle de ¢, pourtant A est convexe (car guels que soient u
et v dans A et w dans Q on gt u<w<v = weld ),

Intervalles embottés (Cantor),

Dens R soit une suite d¥interwalles [uﬁ,vr; décroissante (au sens de 1'inclusion)
dont la longueur v, tend vers O, on sailt que ces intervalles ont un seul point

- . o o % - 2
commin w qui est lp limite commune des suites {un} at {vﬁ), Dans O congidérons

les suites (u_) et (v ) détermindes par: u_= 'n , V. = °n * 1 s 2 €N,
a4 n n = n e n
2 < - IQZR { . 1)2 . o i l(}ﬁ
a, 2o < a, s on a
l .
.  e—— " f m - Y o wis les interval~
v-us= — done lim {vn u,n) 0 et uﬂéuﬁ*_l<vm}§vﬁ s mais les interwal

=

les Lu?,vz;\ nfont aucun point eommun (sinon soit w un tel point, pour tout n on

: W v_done u 2w T meis aussel u 2{? v ? done v 2 u, 2 j)’ ? ?‘

2 U VAV, doneu (W v, meisaussi a $2 4V, donc " n 217 2
/ ( 1 Y gron 2 2 4
mw%»u)&v-»a)mm——(‘wéwgf diot 0¥ " - u <---
n n’"nr n gt noon n n 10%

= O ee qui contredit (1) ),

( .
,,,l), or ?ﬁ 1

¥
et lim (v.°2 - v 2)
)11 1

Suites de Ceuchy dans O,

On dit cque la suite (uﬁ} est de Cauchy dans Q (resp.R) giy quel oue soit le nome-
bre strictement positif rationnel (m&&ww réel) il existe un entier naturel W

tel que les inégalités n) W et p) ¥ entrafnent f&ﬂ - upf <& . Toute suite conver—

gente egt de Cauchy, la récivrogue est vrale dans R, elle ne 1Yest pas dans

l . & & ® & l
comme le montre le contre-exemple u = 1+ 57+ Foeneeret, e



e 1 1
<o 1; ¢ - . - .
Soit n)p, onau -u = T"“H A e et successivement:

u uﬁ(m}’ 1+-«—i—-~i». +w_}_.......
" p :{}%’}, ! 5 *& e e o ¥ {mi)ﬁup—l

ﬁ—'}i} 5 I
L= ‘ 571 }
- < 1 1
on enfin

1
v, = T L L )T 1T - _1

am——

B+l 1

= 13 h
LR < m (mel que soit le rationnel f,:z e strictement positif, =i

n2>q et pyaalors Ju, - ug}\ < m < = s la suite {‘u‘n) est donc de Cau-
b

chy dans O, mais elle ne converge pas dans § {Eﬁzpm%eﬂs en effet 1im v = = ¢
n q

1 -
pour n) T oonoa G‘(uﬂ - U <W) , fixons p et faisons tendre n vers 1l'infini,

. s, nd B 1 . o
il vient: t;}(--é-- . *z:zp < W) ¢ L'indgalité de gauche est stricte car la
suite (uﬁ) egt strictement croimsante, mais v = --%—- s B entier, d'ch
y ?‘ ‘
G<._...-h -2 < 1 et enfin O ¢ h{p!) _ ; ité fixd i
5 -7 \ T ° nfin 0{hi{pt) -~ Bg {5 p ayant été fixé arbi-

trairement on peut prendre p = 2q on cobtient alors, A dégignant un entier:
6{&(1/2 ce qui est impossible).

b Tmage continue d'un segment dans Q.
Dans R 1'image continue d'un segment est un segment; cette propriété n'est pas vraie
dans Q ou l'image continue d'un segment peut ne pas &tre bornde (exemple fﬁ.), ou
£ire msjorée mais sans borne supérieure (exemple 2), ou admettre une bornme

supérieure non atteinte {(exemple 3).

Exemple 1 : soit T 1tappliestion du segment %_{} ?}} { M} ?}Q Q‘ dans § telle que

(%) = _— 5 quel que soit xe[O,Q] .
2 - X

-
1 Ltapplication f est continue sur [0,2] en effet, posons

éw{ xe|0,2] ; x2<'?} et s«»ﬁtxe"o ?} ;x2>2} .
Soit aeh , i1 existe m¢ A tel que a{m cgr xa-.}-»}—-* D - x:} est econtinue en a;
X ’ 4 i
5 575 o la-x3
(2-a")(2-x) " (2 =)

lication f étant lipsehitzienne de rapport -?—--w—-fé—}-z est uni-
2 ~m

pour tout x&i&,m{} on a :jf{a) - f(x)\

m[%m) , Liapp

formément continue, done f est continue en 2.

Sit beB , il existe m'€B tel que m'< b; pour tout ngﬁ ,?} on at

lf(b) - f(:z‘}’ { --——-ﬁ—--*-g& ]b - xt : la continuité de f en b en résulie,

Bt - 2}
56 Ltimage par f du segment U} ?] ntegt pas bornde,Congidérons

en effet la suite {ﬁ ). envxs&g@@ au $4; elle prouve 1texistence de deux entiers
ik

sitifs p et g tels que: (1) p <2€§ {p+ 3-\} y

t g satisfaisant & . (1) on a aussi 2p

prl,a aussi grand qu'on le veute

»e
+ 1<5€§ {c&}t’ 2p + l(f’ig} dene

Tes entiers p e
(op + 1)? <0p {18a” <(‘}G> Yo



On en déduit 1'inégalité (2) 2 - -2 < (; < 2 (autrement dit -2¢°+ 5q + 5750

or on & -?qzﬂ% 59 + p } -?é) B {?Ml} + p° > p + l} - 29 }C} dtapras (1) )
et d'une manidre analogue: (3) 2 < + 1 <2 N ‘f%

L

Dtaprés {23 s f{ )>-—--‘»- dono f( [G /’J ) nfest pas majorde,

et aussi ﬁ‘i )( e -m-- donc f( U},?] ) n'est pas minorde,

Exemple 2 ¢ solt £ 1'zpplication du sepment [G,éﬂ = I (Ic: éi},) dans @ telle que

f(x) = —%(61{ - XB) guel gue solt xel et A :{XQ’—I; x‘?(“z} s B ::{Xé}f; X2> 2}’ “
i° Ltapplication f est croissante (resp déeroissante) sur 4 {resp B)

car 4] £(x) = £(x")] = (x = x")(6 - x°= x*° e 2« x%% 2 = xxt)
2¢ Liapplication f est (umiformément) continue sur T ear

af 2(x) - £ (Jx- x| (6 4+ 2% + 27 4 2%) aron [£(x) - £(x")|¢5 |x - x|

done  est lipschitzienne et de rapport % sur I,

-3xxt) = {x—-x*)(z-—x

3¢ Ltapplication f est majorde sur I en effet soit g llapplicatiom
, quel gue soif x€ X, On a

de I dans ( telle cue w{x) == {f{xg?

1} 2 9 e 2 p
16 Lg(x) o ?J = {6x - ) - B = { 2Y (2= 8)<@ s done g est majorde sur T
et flx) <? /\--» done £(x) £ --«-—- quel que soit x ¢ 1,

o

4° Liensemble £(I) ’&dmm; pag de borne sumrmum, simon solit u cette
borne alors uf? est la borne supérieure de g{ﬂ ( } et on a 13;"< 2 dome unwe by mais
: 2 . . . .
4 [f{m) - uj =20 - = u(2 - u°) >0 dton f{a))m, clest impossible puisque u

est la borme supérieure de f(I),

Exemple % ¢ soit £ 1l'application du segment I = [6,2} { Tcq) dans ¢ telle que
£(x) = 4x°= %",
1° Ltapplication f est (uniformément) continue sur T car lipschitzisn-—.
ne et de rapport 48 ( lf(x) e f(z’}fgéx + x*) {4 + x2 + X'Q);X - x:"v‘\i &ﬁfx - x*“s
29 51 om éderit flx) = 4 - (x?“—- 9)2 on volt gue 4 est un majorant de

gue clest la borne supérieure de f(I) enfin gue cette borne supdrieure

. D
(0) On & Q\{ f{x)v\{m done g(ﬁt}&u‘“ guel gue =soit z€l; %32 est done un mejorant de

¢

gf{I), dtautre part , quel que soit £50, u - %~ n'est plus un majorant de

3

%
f{z}, autrement dit 11 existe x ¢TI tel gue f(x)> U o = ¢ puisgue 1< u <=..;:§_.,
choisissons € tel que £ 3 ee qui assure u - -—é-’~> &, on a alors
g{x)) (u - %)2>?12 - 20 ~§~'-~ } tx;} -& s C& gui prouve gue uf:‘} --E, ntest plus

un mzjorant de g{f), done v est la borne supérieure de gf{ ).




-

11/ Exercices d'analyse.

Soit f une application de T =[0;1] dans lui-méme (ICR), existe—t-il xeT

£ eroissante,

19 Llapplication f est comtinue; posens g(x) = f(x) - x guel gue sait
x €¢I, g est continue sur I, g{{?}‘?, 0, ;g{l}(é} denc g s'annule sur T {théorime
des valeurs intermédisires).
! 4
A A
. CoTTTTr oA
ftey @
'
IR
i £ .
P i
4 ‘i i § & k3
o & @ w) % . 4
fig 1 fig % b-

2¢ L'applieation f est déeroissante; pour la fonetion f représentde
fiel on a fx) £ %, quel que soit ze ¥,

30 Llapplication f est eroissante; posons 4 m{x eI f{x))/ x § N
A est une partie non vide (0e4) et majorde { 1 est un majorant) de By soit &
sa borme supérieure, O¢ a,g 1, démontrons par liabsurde que f(a) = a,
- siona fla)da (fig 2), il existe x€R tel que a<x<f(a) d'on t(a) g £(x)
puisgue f est croissante, done x(f(x); ainsi xg 4 et a(x, clegt impossible,
- el ona fla)<a (fig 3), 1l existe xR tel que fla) {x(a d'ol f(x}$ £(a)
puisque f est croissante, done £(x) {(x; ainsi x¢4, sur l'int@mlle}f{a), @
il n'y a aucun point de A, c'est impossible,
On ddduit de 1a £(a) = a.

Etude des couples (E,f), B désignant une partie non vide de R et f une bijection
de B sur E, tel que f{x) + f"l(x) = 2%, quel que soit x €E.
19 Btude préliminaire,

- gi (E%},f) ezt une solution alors {Eﬁgf"}") en ezt une asussi,

-~ l& couple {E’,IéF) est solution quel que soit E. {IdE désigne 1'spolication
identité dans ®).

- soit f déterminde par f(x) = x + k (k réel domné) et E wme partie de R invarian—
te par la franslation z b——>» x + k, alors (E, f) est solution,

- soit (E,f) une solution, notons £ (n¢ 2) la bijection de E sur B, définie par
récurrence pour ne N par O I, £ e (composée des deux applications)
et (£ ™, :

Guel cue soit x¢ B et neZ, fn“lﬁx}‘ =y est dans E et on a:

£(y) + f”l{y) = 2y soit fHx) + f27%(x) = 2fm”l{x) ou encore

{x) - fﬂ"}“{x) = fﬁﬁi{x} - f’nﬁgéx} , done

fk(x} - 5{"}“{2} = f{x) - %, quel que soit ke Z (1) les points fk(a) forment

done pour a fixé dans E une suite arithmétique, incluse dans E.



Ltinterprétation graphique de {”l,) est immddiaste,

Soit D la droite d'équation ¥ - v = 0,
ge déduit de par la eomposde

A’E{ = v ﬁ”k—-—l ; P

des deuxr symétries d'axe D et de direc-

e

.

. . i A4
tions respectives 1 -~ 7 , j: tous les

pointe ‘%k

1«3.{32’ i’f}’@»

appartiennent & une varalléle

e

fm{x:} «-Xxn[f{x} wx}

soit: (%) =n (_f{x) ~-xl+ x (2}

en particulier s'il existe a ¢E tel que fla) £ a, (2) montre que E nfest pas

borné,

20 Détermination de quelgues solutions
L*étude qui précéde permet d'exhiber des solutions; on se domne une suite
arithmétioue B = ia + nr; n @Z} et £ déterminde par f(x) = % + kr, k entier
fixé, le eczzpl@ {E,f } est solution.

\/

Seit B = E une par rtition de E et les selutions (E

’f‘,)ié‘ [ » comsi-
dérons f déterminde ainsi: pour tout zg R, il existe i ¢T et un seul tel que
T € Ei, on pose f(x) = f ({ x:) le couple (B f) est une solutien,

En particulier si on v&u&; des seolutions avec E = R il suffit de faire une par-

tition de R en suites arithméiticues; par exemple soit R = U IEEI avee

gi =41 4+ n; n€¢Zyet f () = x + E. ol Est:_;_ est wn entier “‘L ’1{ gui ne dépend
que de ijle couple | ,;.,f ) est %lm ion; soit alers f(x) = x + k

-E(x) ,

couple (R f) egt solution. {Eﬁ“:{x) désigne la partie entidre de :x).,

o

butrs exemple: posons D = U E}ﬂ avee D = Z et pour nj1, Dﬁm{% T DE DN 22}
nEW - B ed

il s'agit d'une partition de D en suites aritiméticues de raison v = 7
] P~

(r =1); soit f déterminde par

‘ . n . .

flx) = x+ 1 sixeD_; f(x) = x4+ —— si xeD ; £(x) = x sf xe R D .
o 91-%,—»1 T

D'aprds ce qui précéde (R,f) est une solution. Etudions la contimuitd de

posons gt ;i'} f{x) -~ x, 11 suffit d'étudier g.

Si aﬁ’ Dy & e”t continue en a, en effel: lim MT = 6 done V&»G‘S; ¢ iﬁ@g’;iﬁ@?

AT )
¥ & “ \ P
Vz&}m@, l (€& . Pour chaque n tel que 1{n @3 D est wne suite

arithmétique qui ne contient pas 3; TOSONE ﬁ = éi%{i} ) {dﬁﬁﬁ&ﬂ@% de a &

et goit m = gi«%%«f?ﬁéng ({iﬂ) alors X - akm ::;> P’(x?

g
-
“
RN



#3i a eD ntest pas eontinue en g car toubt intervalle ouvert contenant s
s B I

contient zu moins un nombre réel n'appariensnt vas 3 D pour leguel g{x) = Oy

Recherche de solutions polynomiales.

a) Selutions affines: {R,f) avee f(x) = TVE 4+ Gy D % Qieﬁt une selution
si, et seulement si p = 1 (g cuelconque)

b) I1 ne peut exister de solubions pour lescuelles le degré de f{x) est
supérieur ou égal 2 deux, sinon soit D' la droite d'équation y - fla) = x — a

gui contient tous les points Ak(fx{a),fk+l{a> ), alors 1'8cuation

i
f(x) ~=x+ a - £f(a) = 0 2 une infinité de racines, c¢'est impossible puisgue

i

le premier membre est un polynome.

Recherche de solutions affines par morceaux,

les figures ci:ﬁegs&uﬁ représentent de telles solutions.

<
~
N
~
~

N

H
¢
s
H
H
'
{
‘

H
H ’ ¢
! ! i
1 ! ;
i ; !
E .
¥ i v £ !
M i : ! ,/ 8 [
f ! i ! ' i .
¥ ¢ . g i /( i [
¢ : i ; . N . f i
i \ ' t i E S | .
¥ - 4 i
pA . ; ¢ § Z ! Lt ! i b
5 . ‘ ' i S i | X
' X . ¢ LT t . ‘
¥ B { [ N i B
£ e * i ¢
A4 ' i i A r | . .
: i i i . : i [ ¢
B t ¢ f § . 13 E £
! i : £ ; i ' '
o 4 g At &
: E(x)
{ AN 4
‘ flx) = 2 + (-1)

36 Hemaroues.,

— Il ne peut exister de solutions affines par moreceaux non paralléles

w0

D (x - ¥ o= G), sinon soit A&B@ un segment inclus dans le graphique de f;
&@(&,f(a)), BO(b*f{b)); V'kféz, fx(ﬁﬁg%g = &kﬁk et tous ces segments ceupent
D en I; le graphique suggtre que la longueur de l'intervalle iﬁn(&),fnib)l
augmente avee n, on & en effet dlaprés (2):
% Y "
(0) = £%a) = b~ 2+ n [£(b) - £(a) - (b - a)]
puisque le coefficient de n est Gifférent de 0, le premier membre tend vers

oo s . s
1'infini avec n, d'ol la contradiction. gar pour un n asses grand, £71(a)
B e kS . g 4. ] .

appartiendra 5 1ltintervalle
{ fﬁ(a), fn{bﬁl; sur la figure
B*ziﬁ




n

~ I1 ne peut exister de solutions monotones sur R, autres que les solutions

affines sinon, considérons les deux
suites de points &m{fn(a},ﬁl(a,)} ;
7 Bﬁifﬁ{b),ﬁ&%l{b}) du graphicue de f,

Fd <
A""*,"l // A Bﬂ eoupant U en I; dfaprés (1) on 2
i ’ - 12
¥
4

3

B

// D > P .
%%f 0¥, il existe donc un point et un

>, 7 seul de la suite de points Aﬁ entre U et
Y V, notons le A, . Soit t le taux
LI d'sceroissement de f entre £ (a) et
#(b), c'est aussi le coefficisnt direc-

At 7 teur de la droite IA ; on voit alors que

b t, est positif pour fout n £k et &, est

. négatif, d'oh la contradiction,
Y &

%.. Déterminer les fonetions f de R dans R vwérifiant la propriété

(P):
V (xtxm) er®, [x%x” = B(xr) ¢ Sl = 2= 4 mw} .

N e X'

(B(x) désigne la partie entidre de x).

5

Conditions ndcessaires & llexistence d'une solutiom.

b
13

Suppesons qu'il existe une solution f, prenomns 2t = v entier, &
il ol ¥ & ol ¥

x" = p+ s, 8€)0,1[ ; onapg £lprs) - £(p)

Ve 3
<  soit

(1) £(pre) = £{p) + ps ,1'égalité ayant lieu aussi pour s = 0, (1) est vraie
guel gue soit p entier (pez) et quel que soit 3&:(@,1{; donc gur chague inter
valle [p,p+1[ , £ est une fonetion affine,

Appliquons la propriété (P) avee x' = p + 8, DeZ, ag[@,l[ et x" = p +1,

on obtient eompie tenu de (1): pg fp+rl) - £(p) < ptl-s : faisons fendre s vers

1 il vient }:}g\;f{jg}*rl} - f(fg})\{: p done cuel que soit p € Z, flptl) - £flp) = -

-1
O en déduit pour nel )
5 [20e1) - £00)] = #(a) - £(0) 222 ()
k=0

et le résultet est le mBme i n est un entier nédgatif. En bref, s'il existe une
¢

fonction £ satisfaisant b (P) on a néeesssirement d'aprds (1) et (2):

!
(x) =k + = E(x) | & 2(x) | ker (3!
f\x) =K+ —= E(x) Lm{x) -1+ EBx) |z~ E:(:v)] s e R (%Y.
Détermination des solutions.

Pour tout choix de k€ R, la formule (3) détermine une fonction f gui

sotisfait 2 la propriété (P), en effet:



£(xn) ~ #(xt)

Posons E(x') = p!, z' = p' + s'; B{x") = ¥y % = p" 4 gfst

xt,x® % -
On a
ot gn = 0" = X:j - ;; { ; (p" = p* -1) + @“j
supposons xf {x"
- gt p? = p¥, le second membre est mul.
- ai p* { p" alors p" ~ p' = 1 2 0 et le second membre est positif

dans tous les cas: & - ot 0
P o S [ -3
bl o Y4

On o de mne

p' - p! g/ 1 ]
- I Aty o .
txt ,X“ L ¥ Xf { 5 (@ B l) o

gapposons x! ( ="
- g p' = p", le second membre est mul,
. 1 .
P S e B e 9 [ BN -
si p? { p" alers p @Ql@om: 5={p D l)g‘ 1 et le
sscond membre est négatif.

dens tous les came: © - O

thxu k: \i:\ @

Représentation graphicue de la solution f peur k = 0.

\ &
Y 3
Les points anguleux sont sur
la parsbole d'équation
L X x
A &} o 2 2 &
- "k -4 v A i 3 o

. 7

4= Déterminer les fonctions T de R dams R vérifiant la propriété (P):

Ve @, S =LE) o e o]

Conditions nédesssnires & llexistence d'une solution.
Supposons qutil existe une solution f, prenons x' = 0, x" £0o0na
£lx") ~ £(0) = = fjv:"] (1}, 1%égalité avant lieu aussi pour " = 0, on 8 done

nécessairement f(x) = k + x [ x},qv&@l gue soit xe R, kel,

10



Dédtermination des solutions.

f£lx) = £lx) = X! ‘X"‘ -z ‘X‘\ s Par exemple pour

k étant fixé on a - : - 7
" - x -z

x" = 2, x' = 1, le second membre vaut 3 £ |2 - l' -

Il nfexiste pas de fonctions sstisfaisant » (P),

Hw Soient a et b devx nombres réels donnés, déterminer les fonctions f de R dans R
s - 2 |£(x") - £(x* :
vérifiant la propriété (P): V (x?,x") « R7, x’)' — XE ) = ax' + bx" om x"<x” .

Conditions nécessaires & l'existence d'une solution,
Supposons qu'il existe une solution f et soit x un réel positif (x30),
appliguons (P) en prenant;:
x' = 0, ¥ = x, alors f(x) = bx® + £(0) (1)
x' = -x, ¥ = 0, alors f(—x) = &X2~+ £(0) (2)
¥ = -x, ¥ = x, alors f{x) - f(-x) = 2(b—a)x2 (%)
mais dfaprés (1) et (2): £fx) - £fl=x) = (b—a)xg,
on déduit de 1a
~ si b # a, il n'existe pas de fonetion f satisfaisant 3 (P).
- 3i b =a, d'aprés (1) et (2) on a nécessairement f(x) = ax2 + k quel qgue
soit x ¢R, k réel donné,

Détermination des solutions, 5 5
Flxm) - fx?) - (axty k) - (ax?"+ k)

le réel k étant fixzé,on a TR s

= ax" +4ax",
quels gque soient x*' et x".
. 2 . . .
Pour tout choix de keR, la formule £{x) = ax“+ k détermine une fonction f

qui satisfait & la propriété (P).

o

s
dessin de Konk

N

o

Xy 0
ECONGMIE  FRAMISE Le Monde ~ du
- —~§ 22 Octobre 75
[
3 ) ) .
g Fonchion décroissante 7
if
'l
z
g
3
z
&
Z
Z
88 ® 2 & & = 8
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Mathématiques & Société

Sganarelle

/ % s P
Les.) entendez-vous le latin ¢

On trouvera ci-dessous quelques réflexions persomnelles sur la place

le rBle de la science en général et des mathdmatiques en particulier, dans

ciété actuelle.
excuse auprés du
tenu cependant &

paration par les

Je

Géronte ¢ En auecuns facon.

S : Vous n'entendez point le latin 7

G. ¢ Nom.

Se : Cabricias arei thuram, catalamus, sin-
gulariter, nominativo, (...) Quia Bub-
stantivo et adjectivum concordat in ge-
neri, numerum et casus.

GY : Ah, que n'ai-je étudié ! (...)

5. : {...) Ossabandus, nequeis, naquer, po-
tarimum quipsa milus. Voilsd justement
ce qui fait que voire fille est muetts.

Le médecin malerdé lui  Acte II scene 6,

et

la so-

suls conscient que 1l'aspect peut en paraltre décousu et je m'en

lecteur, mes réflexionsn'ayant pas encore suffisamment mOri. J'ai

5
P

les classer rapidement et & les présenter ici & cause de la pré-

T Bud. et L'AF.ML.F. du congres de Karlsruhe organisé par la

comnission internationale pour 1'enseignement mathématique . YUn sait en effet que
le groupe de travail 8J s'intéresse aux "buts et objectifs de 1l'enseignement des
mathématiques, {p@ufqu@i enseignons-nous les mathématiques 7).

A ce propos je ne peux que retranscrire ici l'appel de Michel de Cointet,

Mi
président de 1'AP.M.E.P., pour luil fournir tous documenis ou textes pouvant con—

cerner @

-

—~ Les buts et objectifs de l'enseignement des mathématiques, en relation avec le

développement de la société et du sysiéme scolaire, les conceptions des mathémati-

ques, les méthodes d'enseignement ;

- Le rBle des mathématiques pour l'individu ;
~ Le rBle des mathématiques dans la société ;
~ Le rapport de ces buts et objectifs avec ceux de 1'kducation en général.

12
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2

1) MATHMMATIGUES KT  POLITIQUS

&
fesd
a

Essayons de mettre en évidence le statut et 1 onctions politiques des

Les mathématiques, sous leur aspect le plus formalisé cache une fonction

p—

4

politigee 3 en effet, le formalisme permet aux mathématiqes et & la science en

géndral de se falre croire objectives alors gqu'elles sous-tendent beaucoup de sub-

jectivité., A l'instar de tout corps constitué, on peut dire que les nathématiques
ont un r8le conservateur trés important dans la société actuelle ; mais de ce rBle

combien de mathématiciens en sont-ils conscients ¥

I1 est connu que dans 1'enseignement, les critiques de la société viennent
egsentiellement des disciplines littéraires et peu des disciplines scientifigues,
et dans ces derniéres, dlautant moins que la science étudide est plus abstraite.
(e¢f : Hevue francaise de pédagogie, n¢ 24, "Les attentes des jeunes enseignants au

début de leur formation"). En fait c'est le mécanisme de déveldppement des théories
d

]
]
ot
Pt
Bo?
az

‘matiques qui entretient le mathématicien dans 1'illusion
mathématiques. kn effet, un phénomene quelconque, pour Btre mathématicd, doi
débarassé de tout jugement de valeur pour 8ire mis sous la forme d'un raisonnement

logigue 2 partir d'"axiomes admi

s par tous". Il se pose donc un probléme éthique

au niveau du choix des axiomes et au niveau de ce qu'on va négliger ou écarter au

gl
titre des "jugements de valeur” pour mathématiser le phénomene.

Théoriquement le choix des axiomes est largement arbitraire, mals la pra-
tique et la mode conduisent & imposer tel choix plutét que tel autre,

raisons en aient ¢té explicitées. A ce propos, on peut citer l'exe

chercheurs qui ont été mis au ban de la société des mathém ticiens pour avoir re-
fusé de faire des recher ches dans les domaines a la mode.

Par ailleurs, la mathématisation d'un phénomene le rend inofensif, mBme
aux yeux de 1l'initié, (on a moins peur de b = me  que de la bombe aﬁ@mique), Juse
tement parcequ'on 1's ainsi débarassé des "Jugements de valeur”.

) LA PulSs DLe  wsCISIUN  POLITIGUL

Au centre de toute science, on trouve le noyau théorique le plus abstrait
le plus forma lisé concernant les spécialistes et non directement applicable. I1
est constitué d'un ensemble d'hypoth&ses cohérentes proposé comme représentation
dtun domaine donné ou 4'un phénoméne donné. Ues hypbtheses sont traduites en lan-
gage mathématicue et travailldes de maniere & leur faire domner tout ce gqu'elles

peuvent, sans faire le lien avec le réel, {par exemple des @xirapola%i0n§. On a



alors une simple théorie mathdmatigue inapplicable au concret.

On peut distinguer ensuite le niveau des praticiens dont le r8le est de
préparer la prise de décision en adaptant ou en simplifiant la théorie mathématique
puis le niveau de la rationalication (p urquoi cette décision et pas une autre 7)
ot apparalt soit quelgues uns des praticiens précédents, soit des journalistes
soit des enseignants, ... qui ont pour rB8le de vulgariser auprés du grand public
les reisons du choix. La décision doit alors apparafitre au ciftoyven comme accepta-
ble, sinon méme indvitable !

Voiei un exemple extrait de "L'anti-économique® par Attali et Guillaume
édité aux P.U.F. (p.14) : Il s'agit de la planification frangaise.

"Au niveau le plus abatrait, ayant un statut élevé de "scientificité", Ia
"théorie économique sert de caution. (On trouve un bel exemple de ce type de cau-
"tion dans le rapport sur les options du Ve plan (pa 124) oh il est fait mention
de la théorie d'Arrow des biens contingents et des marchés & terme généralisés, ex-
"tension la plus élaborde, & cette époque 1a, de la théorie de 1'équilibre général).
"Au niveau des praticiens qui ont construit, pour le VIe plan, le modele physico-
"financier (FIFL) les théories abstraites ne jouent plus qu'un r8le discret ; le
"relais est assuré par des techniques économétriques ayant un faible fondement thé-
"orique et par les contraintes de cohérence imposées par le cadre de la comptabilité
"nationale ; enfin au niveau le plus populaire les mythologies les plus simples sont
les plus efficaces : FIFL est un oracle, l'ordinateur (autre mythe de la socidté
"technocratique) fait des calculs (le nombre d'équations sert de caution & leur
"gérieux) et si les résuliats sont décevants, eh bien, "FIFI devra refaire ses cal-

culs ! comme dcrivait la grande presse & ce moment-134."

SCIENTIFIGUs  (ef. "L'anti-édconomique’ ]

Les spécialistesd'une discipline (scientifique par @xe&pﬁe} congstitue un
sous-sytéme social dont le fonctionnement explique les aspects du dévdoppement de
leur discipline. A la t8te de ce sous-systéme se trouvent des colleges de pairs,
des socidtéds savantes internationales de quelques spédeialistes qui contrdlent les
critéres de qualité des travaux, organisent leur hiérarchie et apprdéecient en par-

ticulier la solution de "jeux" définis & 1'amance. Ce fonctionnement de la recher-

che ne conduit gudre & poser des problemes nouveaux, mais plutbt & résoudre des

i

problémes anciens. Des catégories distinctes apparaissent qui provoquent le cloi-
sormement artificiel d'étroites spéeislités. Le formalisme facilite aussi la com—

munication & l'intdrieur de la comnunauté des spédeialistes et nmaintient une cer-
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taine cohésion de cette communauté en dépit du cloisonnement. Cette cohésion peut
m&me conduire & 1'illusion gqu'ls un certain niveau d'absiraction formelle, les di-
vergences de jugement de valeur s'atténuent ou mbme disparaissent : "La science

mine ls&

éli dimension politique"”.

ji4]

be plus la rigueur et la complexité & l'intérieur d'un formalisme permet-
tent un alibi idéal, car il est difficile & un non-initié de se faire une idée

exacte de son utilité et de son réalisme.

4) LA RELIGION DU PuQGrsS  TeCHNIQUS

La religion est un puissant instrument de stabilité dans une société et
le pouvoir civil ou militaire s'est toujours appuyé sur elle , gquand il ne se con-
fondait pas avec elle pour éviter toute divergence entre pouvoir spirituel et tem-

&

porel. kn atteignant le citoen moyen au nivesau de ses espérances et de ses mythes,

la religion le fait patienter.

Sous cet aspect, la religion chrétienne (dans nos pays) répond de moins
en moine & l'attente du pouvoir. Aussi esi-elle remplacde par le religion ou le
mythe du progrés (le progrés scientifiqﬁ@ et technigue). Un y retrouve donc les
mémes aspects ou des aspects similaires a ceux de "1'eglise".

Par exemple le vocabulaire utilisé gul failt référence aux "martyrs de la
seience”, aux "victimes sacrifids sur 1ltautel du progreés", en "llespoir d'une amé-
lioration futur de nos conditions de vie",... Un trouve sussi 1l'inquisition ou 1!
intolérance contre tous ceux qui rejetient ou veulent rejeter le progrés (ef. la
contestation du nucléaire). De mBme asu niveau de la hidrarchie o) le chercheur
oeuvrant dans le secret de son laboratoire rappelle les mysteres de 1'iglise. Le
développement mBme d'une certaine littérature & sensaitions, essayant de démontrer
l'existence de "grands anciens” qul auraient posséder tous les secrets scientifi-
ques et technologiques se rapporte au désir de faire remonter le plus loin possi-
ble (au commencement) les racines de la foi (& une époque oh 1'homme était plus
prés des dieux), & recréer 1'illusion d'un paradis perdu.

Une asutre fagon de cacher au peuple (et par conséquent de le dominer) les

b1

mystéres et les raisons de

bt

a foi, ctest de créer une langue religieuse. Ici les

L4

hématiques ont remplacé le latin.

P

ma

5) FORT EN THEMES = 80N N MATHS

o
£
&
w

En effet, on peut comparer le rél mathématiques aujourd'hui, & celui

du latin dans 1'Bglise d'hier. Les m

comme le latin, sont considérées
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comme une langue universelle. Le latin n'était connu que du clergé et des plus hautes
couches de la société, de mBme les mathématiques ne sont connus que des techniciens

et de guelques autres perscmnes. Oh ! Le peuple connaissait suffisamment de latin

-

pour pouvolir réciter les priéres st

s . L N N /
> participer aux mysteres de la fol ; de mBme ent
selgne~t-on suffisamment de mathématiques pour que le peuple ait 1'impression de pou-

volyr agir sur le

\3

progrées s'il le voulait. Mais on s'est arrangé pour le dégouter

p 4 &

~

S

des mathématiques., L'existence d'un langage ésotérique est en effet trés important,
car 11 permet de réserver la décision & ceux qui sont capables de l'entendre et &
eux seuls (cf. "Le Honde" du 7-5-75 : "Le droit de savoir").

I1 ya encore guelques annédes, c'était les forts enpthémes ; aujourd'hui ce

sont les bons en maths & qui toutes les portes sont cuvertes. Dans les deux cas, il

o,

staglt de privilégier les éléves, puls les individus qui assureront la reléeve du

14 .
& i

5

pouvoir. Car les décisions ne sont prises que par le sommet de la hiédrarchie, puis—
que m&me dans la démocratie telle que nous la connaissons, on ne fait choisir les
gens que sur des sujets déterminés en haut lieu et qui n'ont souvent que peu d'in-
tér8t pour 1favenir de la société. A-t-on posé asux gens la quesiion suivante
"Etes-vous pour ou contre la création de plasmides hybridées par les endonucléases
de restriction 7" Y Pourtant c'est ce genre de choix qui conditionne d'avantage
notre avenir et celuil de nos enfants que 1'appartenance ou non au marché commun.

i

(ef. "Le meilleur des mondes" de Huxley).

Certes, ce ne sont pas 1& des mathédmatiques, mais elles sont sous~jacentes.

¥

[

Et c'est parcequ'on habitue les gens des 1'école & croire que science égale langage
hermétique, surtout & travers les mathématiques, qu'ils acceptent ensuite de ne
rien comprendre aux problémes scientifiques. Pour étayer ce propos, voici une dé-

5,

finition proposé & des éléves de cinquiéme dans un récent ouvrage de mathématiques.

A

(Maths 5¢ ; IREM de Strasbourg chez ISTHA ; p. 89 ) =

-

i

"Liengenble noté U , des NOHBHmS OeClda

4 possédant aux plus n chif-
n
l

fres aprés la virgule est 1 emble des classes d'éguivalence pour la relation

Glp dans DB,ud U .- .. ng“ ainsi déterminée :

x Oz,ﬂ y s pour x €A, et }fé.&c‘ signifie que

h( )( X> = F{ \( y}

pin Lgin)
Bt 11 serait au moins aussi facile de trouver dans toult autre ouvrage de

tout sutre niveau des textes analoguesdu point de vue de 1'ésotérisme (cf. annexe).
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LU POUVOIn  SPIRITURL

Le mythe de la science infaillible étant institud et le progrés élevé au
r6le de religion, un probleme de transmission entre les dieux et les homies se
pose. L'homme de science, trop faillible (mythe du savant fouz ne peut Btre gu'un
prétre. L'ordinateur, lui, machine parfaite, est plus facilement considéré comme
une éuanation des divinitése On ne peut pas accuser un ordinateur de s'8ire trom-

pé et si erreur i1 v a ce ne peut B8ire que vou dieux. L'ordinateur a

done 1'immense avantage de blanchir le pouvoir de toutes ses actions ; si les cal-
culs savants sur ordinateur ont dit que ...., tout est dit !

A 1%égale de la pythie qui pronongait en un charabia incompréhensible,
que seul le pr8ire attaché & sa personne pouvalt traduire, les volontés d'Apollon,

1'ordinateur parle dans un langage qui paraft encore plus ésotéricue gue le lan-

zage mathématique. Chaque ordinateur a ses servants et sa spéeialité. Qui ne con-
» 3 / e

naft le grand pré&tre de la meétéorologie (A. Simon) ou de l'avenir (Mme Soleil) qui

nt chacun leur ordinateur qui leur permet de prédire. (Nous avons déjia vu FIFE,

qui a un rBle analogue au ministére des finances ;). Pour &tre honnéte, 1'expérience

prouve que les oracles obtenus dans ces conditions se réalisent aussi souvent que

ceux donnés par les aruspices apres étude des entrailles de leurs viciimes.
Beaucoup d'autres machines sont aussi des instruments du pouvoir spiri-

tuel, faisant ainsi la liaison entre 1'homme et les dieux @ donnant & 1'honme 1°
¥ ¥

o

impression d'égaler les dieux. Mais nul authe gue l'ordinateur n'a atieint ce pou-
voir de fascination des foules. On peut d'ailleurs se demander si 1'introduction

de cet outil dans l'enseignement aura bien le rble démythifiecateur qu'on lui préte

ford
o

ou sl au contraire cela ne sera pas ccasion de créer un corps de serviteurs

2 de la machine 7

[0

A3

By
[N

Un asutre instrument qul tend & se développer en ce moment est le sondage
d'opinion. Faut~il y voir une application de l'adage "vox populi, vox del”, comme

i les dieux ne se manifestai#nt qu'au travers de 1'ensemble de la société et non

w

5

au travers 4d'un seul indiwidu ' Il faut v voir un moven d'édviter une édvolution trop
o w &

en lul imposant le rythme de sa masse et

BN GUISK DK CONCLUSIUN

I1 est normal qu'une société soit conservatrice, ou plus exactement que

son évolution soit trés lente. Mais l'histoire montre qu'il existe des a-coups dans

17



cette évolution. I1 est vraissemblable que nous vivons en ce moment une de ces pé-

;

riodes de transition. La sociétd cherche un nouvel édquilibre. La religion tradition-
nelle ne joue plus son rdle régulateur au serviece du pouvoir ; une nouvelle reli-
gion n'e t pas encore née ; peut-8ire sera-ce la religion du progrés, peut-&itrs se-
ra-ce une autre 7
En tant qu'enseignant, il est bon que nous réfléchissions & cet aspect de

notre profession. Chacun en fonction de ses orientations politigques pourra alors

mieux comprendre son travail et mieux se définir vie 4 vie du monde exitérieur &

1tkcole.

Je répete que le texte ci-dessus est une dbauche. J'aimerais que des cri~
tiques soient faites ici-mBme et qu'une discussion pulsse s'engager & ce sujet dang
1'ouvert.

5

On trouvera ci-aprés un texte qul , mieux que des texies mathématiques aux—

#

guels nous sommes trop habitués, nous montre le niveau de Jargon auguel est arrive
la science d'aujourd'hui.

8) AMHEXE (La Recherche, n® 55 , Avril 75 , Vol. 6 p. 357 ).

Les intermédiaires réactionnels, crééds en phase liquide, se relawxent géné-
ralement dans leur conformation de moindre énergie avant d'avoir pu subir une réac-
tion de capture. Une des rares exceptions vient d'8tre décrite par A. Cornélis et
P, Laszlo (J. Am. Chem. Soc. 97, 244, 1975) : dans une véritable réaction en cas-
cade, trois adduits distincts du dicyclopropylfulvéne avec le tétracyanoéthyléne
s'interconvertigsent, de maniere séquentielle, via deux zwitterions identiques de
par leur constitution et ne différant que par leurs conformations. Le pble négatif
de ces zwitterions est stabilisé par les substituants cyano, le pble positif étant
une carbocation fortement délocalisé. be tétracyanodthyléne migre de sa position

initigle au dessus de la face du fulvéne vers sa position finale, dans 1'isomére

m

me insaturé. I1 est étonnant d'assister

@

le plus stable, dans le plan nodal du syst

sinsi & une série de rdactions conséeutives plutht que compétitives.
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Equations différentielles et écologie

INPRODUCTION

Pendant longtemps la théorie des équations différentielles a été une théo-
rie analytique ; on recherchait avant tout des solutions explicites sous diverses
formes possibles : séries entiéres, séries de Fourier, ... ou développements asym-
ptotigues. C'était donc une étude essentiellement guantitative.

Ce n'est qu'en 1880 que Poincarré pose les bases d'une étude géomdtrique
qualitative des équations différentielles. Mais cette idée de Poincarré ne sera que
peu développée en France. On notera & ce propos la parution récente de deux livres :

1) Eguations différentielles ordinaires de V. AOLD aux éditions de Moscou

2) Differential equations ; dvnamicsl systems and linear algzebra  de M. HIRSCH

et S. SMALE , Academic Press - 1970 -.
livres qui abordent justement le probléme des équations différentielles dans 1l'es—
prit de Poincarré.

C'est sous cet aspect que nous étudiertms dans la suite de 1'exposé deux

roblémes de population :

ie]

1) Une population de proiesvivant sur le milbieu et une population de prédateurs se
nourrismant des proies.
2) Deux populations en compétition sur un méhe milieu.

4

Dans ce dernier cas 1'aspect écologique apparaitra dans 1'étude de trés fai-
bles perturbations qui entraineront des dcarts de comportement trés importants a
longue échéance.

Pour commencer nous allons voir un modele & une population qui permettra de

mieux comprendre des autres cas.

I - HODeLE A UNlg POPULATION

Considérons une population dont le nombre d'individus ¥ est une fonction

du temps t . Ce gquil est intéressant pour une telle population, céest son taux d'ac-
A A

v &t
taille de la population pendant l'intervalle de temps &t . kn général on prend

croissement exprimé par la quantits oi Ay est l'accroissemént de la

At égal & un an et le taux d'accroissement s'exprime en %o .

Pour une population de taille importante, il est plus simple ici de passer

4 une notion "continue" et de parler du taux d'accroissement & =y'/y , v!

étant la dérivée par rappo

ek o ey
rt au temps de y .
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s

1)\ constant : L'est le cas tres classique de l'équation y' = ™y qui s'in-

tegre en ¢ y{‘?;) = ¥ exp{ o t) o 7, est la taille de la population a 1'in-
A
stant initial. On trouve facilement des exemples wrets

~™U >0 c'est le cas de la croissance de la taille d'une population de bactéries
dang un bouillon de culture.

- Y45 clest la cas de la désintégration radiocactive.

5 . . \ e ; . 2
2) & proportiomnel & vy : On pose & = ky et on obtient 1'8quation y' = ky
qui s'@ntégre en : . s ]
y(t) = TR avec la mBme convention pour y .
I o

Un remarque le caraetére explosif d'un tel modéle, puisqu'au bout du temps fini
t o= },/kyG , la population a une taille infinie. C'est vraissembablement la cas de

certaines réactions chimiques.

3) De quoi dépend &k 7 OUn peut se poser plus généralement le probléme de savoir de

quoi peut dépendre le taux d'accroissement o 7

- 11 est plausible que @ dépende de la quantité de nourriture @ et que
pour une espéce donnée il existe un seuil dy au dessus duquel of est positif
et au dessous dugquel & est négatif. La fonction e la plus simple répon~
dant & une telle condition est :

k= alao - 0";,) ot a est une constante.

I1 faut toutefols noter gue s'il y & plusieurs populations en prisence, &
peut ne pus Bitre constant,

- 1 est peu réaliste de voir croltre indéfiniement la taille d'une popula-
tion ; il est donc convenable d'envisager 1'existence d'une poupulation

limite 9 au dessus de laguelle o est négatif et au dessous de laguelle &

gt positif. Comme ci-d 15, une fonction e, simple répondant 3 la question
est 5 .
o} = (‘(9 -y ) ol ¢ est une constante.
~— D'une facgon plue générale, on peut supposer que & est une fonction M de
v, vérifiant un certain nombre de propriétés. L'équation différentielle &
résoudre s'éerit alors .
y' = uy).y
4) Etude du cas & = c(p —y) : Dans ce cas, 1'dgquation différentielle s'éorit :
L4
' ) 2
y'=ely-yly = egy - cy
On reconnait une équation de Bernoulli. Le terme c¢y  est proportionnel au nombre

de couple dans la popultation ; 1l apparalt done comme un phénoméne de friction so-
ciale. Cetie édquation admet deux solutions constantes :

v o= O et y=9



une étude plus poussée montre que " appamlt comme une population, limite de toutes
les situations possibles (sauf dtat initial X population nulle). Ce qui se traduit

par 1'un des deux graphiques suivants :

J
A
Y
A X
-y e 9 e
N N o )vm'aoe
7' Ty
%
o .

On dira que n est une population limite stable en ce sens que la taille de toute
7

population tend & se rapprocher de V] apres toute perturbation.

17 - PREMIpR MODELE & DBUL  POPULATIUNS

C'est le modéle qui a été étudié par Volterra dés 1925 sur les lynx et les
lapins dans la forét canadienne (se reporter & : "Les associations biologiques" par
Volterra et D'Ancona, publié chez Hermann en 1935 aux Actualités scientifiques et
Industrielles).

On suppose que x représente la taille de la population de proies qui vi-

vent sur le milieu (les lapins) et que y représente la taille de la population

de prédateurs qui vivent sur les "x" (les lynx).

A) On néglige les phénoménes sociaux :

I1 semble normal de supposer que la taux d'accroissement de y dépend de la

quantité de nourriture, elle méme proportionnelle & x . On peut donc écrire :

y' = (Cx - D)y
De fagon symétrique le taux d'accroissement de x dépend de vy , plus y est grand
plus faible est ce taux puisqu'il y aura d'avantage de rencontres entre les x et
les y et par conséquent d'avantage de x tués pour &tre mangés par les y . On
peut done éderire :

x' = (4 - By )x

in résumé, on obtient le systéme différentiel

I
i}

! (4 ~ By)x
(Ux - D)y

i

y!
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On représente les solutions dans le plan
vers les temps

Le systeme différentiel met

naire pour

yl\

Qx,y) en orientant les courbes
t positifs.

en évidence l'existence d'une solution station-

A-By =0
Cx - D =20 C'est le point I de la figure ci-dessous.
En étudiant les signes de
x' et de y' dans chacun des
quadrants limités par les
et x/ <0 droites x = D/C et
.," el L y‘>o

t., = A/B et dans la seule
‘\\\y 2. partie

voit apparaitre les tangentes

X?O’YZO,OD

%

matérialisées par des fléches

. sur la figure ci-contre. Les

Teelll IR tangentes sont"verticales"

A'>0 . "

, pour x = D/C et "horizon-
x>0 J' >0
vy <o | Qi o tales" pour y = A/B . Ltal-
lure des demi-tangentes sem-
- ” X ) . ,

0 D/ ble indiquée que les courbes

tournent autour de I.

On démontre en effet ce résultat, & savoir que les courbes sont fermées et

entourent I . Pour cela on cherche une intégrale premiere de la forme

On doit donc avoir :

kn cherchant

et on vérifie que 1

H(x,y) =

H(X,y) = Uste

Hoo e 3H v _ o
x dy

Hix,y) =

)

e

(x) + 6y)

Ux ~ DLogx + By - Alogy

sous la forme : Un trouve :

est un minimum pour H et que par conséquent 1'allure des zm

courbes est bien celle qui étalt apparue.

B) Perturbations par des phénoménes sociaux

Hous avons vu en (I,4> gue 1l'influence des phénoménes sochsaux se traduisait

par L'introduction d'un terme proportionnel au carré de la population. Dans ce cas,

le systeme différentiel

précédent se rééerit :

x! (A - By = Ax)x

I

Il

y' = (Cx - D -pyly

On voit apparaltre de la méme fagon deux droites :
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¥ o= U

P
[y
—
.
i
9
ey
i

(M): Cx-D=- y=0

qui jouent le méme rfle que les droites d'équation y = &4/B et x = D/C du pro-

B

e N

bléme précédent. Nous sommes toutefois conduit & deux cas de figure suivant que
L et ¥ se coupent dans le guadrant x 20U , vy 2 U ou ne s'y coupent pas.

On remarque que de toute fagon (L) a une pente négative et {ﬁ) une pente po-
sitive. Un étudie de ls méme facon gii'en (II,A) la direction des demi-tangentes,
indiquée par des fléches sur les graphiques ci-dessous. Sur éL} les tangentes sont
"verticales et "horizontales” sur (M}. On appellera O 1'origine du repére et Ja

le point d'intersection de (R avec 1'axe des x : Lb = (4/A , O)
/ 3 /

1) L et M ne se coupent pas :

0 et fL sont les seulegpoints singuliers. Pour x = O les solutions ten-
dent vers O et pour x # 0 les solutions tendent vers L. On démontre que les
courbes ont l'allure de celles représentdes sur le graphique ci-dessous qui résune

la situstion.

J M

so s s do o
PR ] h L
P / .,

(i . .

D% N-
x'go
J»°

o

A o P
2) L et H se coupent en 1 :

O, L et I sont les seuls points singuliers. Pour = U les solutions

/

tendent vers U ; pour ¥y = U (et x # 0) les solutions tendent vers £k ; et enfin
s1 x et y sont non nuls tous les deux A 1'instant initial; les solutions tendent
vers 1 , en tournant en spirale autour de ce point.

Les démonstrations résultent d'un théoréme géndral du & Poincarré et affir-
mant que dans un tel cas, toute solution tend soit vers un point singulier, soit
vers une solution périodigque entourant le point singulier.

Les résultats sont résumés sur le graphigue ci-aprés :

23



R'»o
y 4o

1 ¥
A R
X

On peut cependant se poser la question de savoir se qul se passe si les con~

ditions initiales sont fort éloignées de I 7 sn imaginant une "bolte" telle que

Y on remarque que la direction des demi-tangentes sur les cBités de la "boite"

impliguent que toutes les solutions finissent par y entrer. Au bout d'un temps fini
plig q k .

on est donc ramener & un voisinage de I

®

111 - DEUXIEME o

DELE A DHUK POPULATIONS

Nous envisageons ici un nodéle de deux populations en compétition pour une

mBme mourriture. Nous partons du systéme le plus général :
/ Y4 \!
x'/x = M (z,7)
v'/y = N (xy)
et nous faisons un certain nombre d'hypothéese sur M et N .

— Guand 1 'une des especes augmente, l'autre voit son taux d'accroissement

¥ it

diminué, puisque la quantité de nourriture disponible est constante. Par
sulte ¢ )

- PLO ek PLY

9y Ix

- Si la taille de l'une au nmoins des espéces est trop importante, alors les

deux taux d'accroissement deviennent négatifs car il n'y a plus assez de

ae

nourriture pour 1'ensemble. Par conséquent
X K A Y

Ou -) e et
v = K N L0
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- 3 1 'une des populations est seule, on admel que l'on est dans le cas 4f
.

une population avec phénomgnes sociaux. Clest-i-~dire que :

i \ ogitif 51 x <&
M(X,G) est p’ P
negatif s1 x D a
. \ positif si y £ b
u<b,y) est . . .
negatif si vy » b

Nous allons faire une étude analogue & celle faite pour les autres modéles.
I1 est clair que les courbes (f&} d'éguation M =0 et {(») d'égquation B = 0O
Jouent le mBme rBle que les droites (L) et (M) de (11,8).

Des conditions !%ﬂ <o et 4§§A<Q on en déduilt que les courbes (ft) et
d

(») admettent respectivement pour éguation ¢ y = f(x) et x = g(y). Un a par

exemple les dessing suivants :

I

0

Sur ces dessing, il a été indiqué les directions des tangentes aux trajectoires
solutions en (x,y} en un point de {,L) ou de {x’)n ("verticales" dans le premier
cas, "horizontales" dans le second). Ue m@me il a été indiqué le signe de x' et
de y'.

&

3 < s 3 . . 5 /
On est donc amené a étudier les intersections des deux courbes Qrb) et

()}) dans le quadrant x» 0 , y>» U

a) !&} Ny =4¢
Une étude analogue & celles déjh faltes montre que les directions des tan-
gentes et 1'allure des trajectoires sont telles que les donne la figure ci-aprés.
On démontre, compte tenu de la disposition des fléches matérialisant les
demi~tangentes, qu'il n'y a pas de solution périodique et que :

- 31 y =0 les solttions tendent toutes vers le point (a,0

2}

P y . . 5 N ~ 3
- 31 y # 0 les solutions tendent ftoutes vers le point (0,b)
Par ailleurs, en utilisant la méthode de la boite comme en (II,B,2) on vérifie qu'on

se raméne toujours au voisinage du point {G,b}
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> - -
© (3,0) x

Un autre cas de figure pourrait intervertir les rbles de x et de vy .

o) (pl0(0) 4 ¢

Hous ferons les hypothéses raisonables suivantes, & savoir que {ft) et {}’}
ntont qu'un nombre fini de point commun et gu'en chacun de ces points les deux cour-
bes ne sont pas tangentes. Alors une étude semblable & la précédente conduit & la

figure ci-~dessous :
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Pour ne

[N
N

té indiqués.

bes sont indiquées par des pointillés.

mites.

On voit apparaftre les solutions stgtionnaires

- le dessin, les signes de x' et de
courbes an

sulvantes ¢

- O correspondant & deux populations nulles.

~ 1 et J correspondant au
- Les points
geul A

par exemple en $L).

Par ailleurs, chacuee

N . Y
d'intersection des courbes {rl; et ()

est un point d'dquilibre stable, les

cas ou 1l n'y a gu'une seule population.

des régions délimitées par les courbes

(M)

4 "
s, 5L 8 et R

a sur ses bords soit un champ de vecteur rentrant, soit un champ de vecteur
donc chacune des régions est soit stable dans le passé (champ sortant) soit

. A}
dans 1'avenir (champ rentrant).

Congidérons un point tel gue £L et une des trajectoire
LU . 5i les conditions initiales

limite, alors la trajectoire résultante tend soit vers I ,

1'écologie nous permet d'expliquer les raisons de cet écart.

Pour ce qui se passe a 1'infini

thode de la bolfe pour montrer qu'on

&

naire.

imite gqui arrive

y* n'ont pas
reportera aux allures de courbes pour les connaltre. Les cour-

tireté sont des courbes li-

. . B / A
autres étant instables.{point de col

sur

stécartent un tant soit peu de cette trajectoire

soit vers A . Seul
N : L . N %
(ou trés loinj, on peut faire appel 3 la mé-
se raméne toujours en un des points wtation-

Conférence prononcée par M. Godbillon

Strasbourg, le 4 novembre 1975 .

Dtaprés les notes de Jean Lefort .

L QuVmRE -

impression

responsable

de ls publication : jJean Lefort

27, route de Neuf-Srisach
68000 COLMAK
. IREH  de Strasbourg

rue du général Zimmer
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Divertissements mathématiques

SULUTIONS  bus

D Lt QUVEeL R

=
e
]

hk,/
b4
o
o
}“'
o
=)
B
72
D
PW)
g ~
O
e
o
ot
jav]
T
by
6]
w

I - On se convaincra sans difficulté que le résultat vaut 1 .

IT -~ Ce probléme est simple en ce sens qu'il n'y a que du calcul. OUn remarque que :

140 93 93 140 A
V4o 83 e 99 _ 40 _ A
33 70 et que : P 33 T 43so

Or une table numérique nous domme facilement : 2 = 1, 414 21

140 33
140 _ 7 |
33 < 70

Pour chercher le plus proche des deux nombres, on peut soit extraire la racine de 2,
mais alors il faut calculer au moins 11 déeimales & 2, soit, comme nous le

&

faisons lci, comparer par des moyens algébriques :

VT - 440 et 93 _ VT

7o
4ﬁé$4
140 33, -
: 2\;—‘5 et 3§ + “‘;Q - /‘ﬁga

Les deux membres étant positifs, on paut comparer leur carré, soit

®

2 384199 201 _ g . 1
48 024 Qo0 48 024 300

/.

ce qui permet de conclure que 140/99 est plus proche de z gue 99/70

. . /140 7o _ . 5 N
kn ce gul concerne 7 33 43 s on voit que ce nombre est vraiment

trés proche de y 2 . Les calculs précédents permettent d'affirmer que leurs carrés

/ . 5 -

P s C e oo £ L . . 4
different de { 192 089 600 ) done pour les nombres eux-mBmes d'environ e
H

5

fois ce nombre, c'est-a-dire, grosso modo que :

L f‘§§~ v %‘-) differe de Y2  de moins de 2. 1077
N

Probléme pour physicien

Ayant 5 calculer 1l'aire d'une surface fermée de révolution, on a interdt
& utiliser le théoreme de Guldin :

5 = 2.00r, L
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G S est l'aire cherchdg, L la longueur donnéde de la méridienne (ou plus exac—
tement leur m@gufe}, enfin r est la distance & 1'axe du centre de graviié de la
méridienne. Laissons un fil parfaitement souple prendre sa position d'dquilibre
dans un champ uniforme de pesanteur. La forme prise par le fil serg une chainette,
et le centre de gravité sera naturellement le plus bas possible. La longueur de la
méridienne étant donné, le centre de gravité ne pourra s'éloigner de 1'axe de révo-
lution gue si 1l'on rappwoche les plles. La limite est atiteinte pour un disque plat

]
de rayon L/2 . S vaut alors (W.L7)/2 .

Provleme de vache :

Un membre de phrase a été ocublié dans la rédaction de 1'énnoncé de ce pro-
bléme, en rendant la résolution sans intérét et difficile. A 1l'avant derniere ligne

il fallait compléter "...oh elle aurait atteint L'extré&mité du pont, laissant 25 om

de son arriére train sur le pont."

Kous donnons ci-dessous le corrigéd du probléme ainsi complété

Soit x la longueur du pont en métres ; la vache se tient alors & x/2 - 5
d'une extrémité et & x/2 + 5 de l'autre. Le train est &2 Zx de l'extrBmité du pont
la plus proche.

La vache peut parcourir x/2 - 5 dans un sens ou x/2 + 5 -~ 1/4 dans 1!
autre dans le temps ou le train fera Zx - 1 ou Jx - 1/4 . bn faisant la somme
des trajets parcouru dans chague cas on volt que la vache peut faire x - 1/4 pen-

dant que le train fait (x = 1/4).5 ; la vache est donc cinq fois moins rapide que

%

¢

le train . Sa vitesse est par conséquent de 18 Kn/h.
Pour avoir la longueur du pont, étudions ce qui se passe dans le cas fa—

€

vorable pour la vache. Blle parcourt x/2 - % pendant gue le train fait 2x - 1 .

vy

e

tant donné le rapport des vitfesses, on a :
22 -1 = 5. (x/2-5)

ce qui donne au pont une longueur de 48 m.

oT  DIVEATISSHIENTS

11 existe & 1l'heure actuelle sur le marché de nombreuses calculatrices de
poche dites scientifiques. Elles permettent en effet, outre les quatre opérations,
df

e calculer les valeurs d'un certain nombre de fonctions classiques : logarithmigque,

exponentielle, trigonométrigue (&ir@ct@ et inverse), racine, pulssance, inverse ....
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I

est intéressant de

ot
0

e poser un probleme numérique en s'interdisant 1°

acceés de ceritaines touches. Le choix des touches dépend de la machine utilisée j
Je donne iecl quelques exemples de génération d'entiersnaturels (ou de
trés bonnes approximations de ceux-— ~ci) sur une Hewlett-Packard 35 en m'inter-
digant les touches numérigques et les touches correspondantes aux quatre opérations.
1 obtenu a partir de o par /ex/
2 obtenu par /@,%>/ * e e 108/ 108/
4 peut &tre oblenu de deux fagons que Je laisse le soin de frouver au

lecteur.

Voici quelques autres entiers faciles a trouver :

55,6 ,8,9,10,15,20, 25,27, 30,45, 5 , 60, 9 , 100 .
(
A

Bxiste-t-il une soltuion pour engendrer 7 ¢ (réponse inconnue de 1'au-
teur)‘

Un remarquera qu'il se peut, qu'en ralson des approzimations de caloul de
la machine & soit par exemple obtenu sous la forme 3, 999 999 999 ou 4, 000 00O

-

Opn admetirs ces resultats comme correct.

A défaut d'une bibliographie détaillée nous croyons utile de donner un court

lexique de deux mots souvent employés dans les nte sur les ouvrages

CLAIK, gvec une nuance de satisfaction : se dit d'un mémoire court de pré-

férence réduit & un groupe de formules ou mieux une formule unique rigoureuse-
ment inintelligible par elle-m@me. Par extension la clarté concerne des expo-

sés trés condensés dont les finesses sont hautement appréciédes des spécialis—

ot
&
[

qui connaissent déja la question & fond.

COMPLIQUE, associé i une nuance péjorative de confusion : se dit d'un long
&3

exposé dont les développements sont directement intelligibles au commun des
mortels

J. Thamral
La construction du télescope d'amateur

>

{SUCiét» astrononique de France)
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Evolution de |'enseignement des maths

en France de 1872 a 1972
par Jean 1TARD

Un survol de 1'@volution de l'enseignement des mathématiques en France durant les
cent derniéres annédes, nécessite d'abord un rappel des origines de cet enseignement,

puis quelques mots sur 1l'organisation générale de l'enseignement et son &volution.

Disons d'abord que l'enseignement des mathématiques n'existe pratiquement au

XVIIléme si&cle que dans les diverses &coles militaires.

Lors de la Révolution, dans les Ecoles Centrales, puis sous le Consulat et 1'Empire,
dans les Lycées, il n'est guére organisé qu'en vue de la préparation i 1l'entrée de
1'Ecole Polytechnique (1795) et subsidiairement & 1'Ecole Normale Supérieure {(depuis
1810). I1 est alors donné dans les classes de Mathématiques préparatoires (& partir de
la 3&me), de Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spéciales. Quelques chaires
de Mathématiques transcendantes (Calcul Différentiel et Intégral), émigreront bientdt
des lycées vers les Facultés, crédes en 1808. Disons tout de suite que, sauf a Paris,
les Facultés des Sciences végéteront jusqu'en 1870, sans véritables &tudiants, simples

organismes chargés de la collation des grades universitaires, Baccalauréat, Licence,

Doctorat.

Le pivot de la formation mathématique est, durant presque tout le XIXéme siécle,
1'Ecole Polytechnique, centre & peu pré&s unique de la culture scientifique, et qui

fournira l'essentiel du corps enseignant avant que 1'Ecole Normale ne prenne la reléve.

La préparation & 1'Ecole Polytechnique se fait dans les classes de Mathématiques
Spéciales, dont le programme implicite (il n'y aura de programme officiel qu'en 1905)
comporte de 1'"ALGEBRE (théorie des équations algébriques), de la Trigonométrie et de

la Géométrie Analytique.

Les classes de Mathématiques préparatoires et &lémentaires enseignent 1'Arithmétique,
des &léments d'Algébre, et la Géométrie euclidienne sous la forme que lui a donnée

Legendre en 1795.

La Géométrie Descriptive, enseignée 3a 1'Ecole Polytechnique, entrera peu a peu dans

le programme du concours d'entrée.
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Quant 3 la structure de l'enseignement a partir de la fin du Second Empire, disons

qu'il se caractérise par une double ségrégation, sociale d'une part, sexuelle de

1'autre.

Les Ecoles Maternelles recoivent leur premier statut en 1881. L'enseignement primaire

laique, gratuit, obligatoire de 6 ans a 12 ans, est institué en 1881-1882.

Mais, parallélement & ces écoles maternelles et primaires, réservées au peuple, il
existe dans les Lycées, i l'usage de la bourgeoisie, des classes enfantines, des clas-
ses préparatoires (10éme et 9éme) et des classes élémentaires (8éme et 7&me), payantes,
bien entendu. La disparition de cet. enseignement "distingué" est toute récente. Le
corps des professeurs des classes élémentaires, recruté par concours parmi les insti-

tuteurs et institutrices, s'est &teint .lentement.

Pour les adolescents, l'Etat offre 1'Enseignement secondaire, payant, dispensé aux
seuls gargons, dans les lycées et les colléges municipaux. Nous aurons a 1l'examiner de
prés, mais signalons qu'il est & base d'Humanités, c'est—d-dire qu'il implique 1'étude

du latin, et parfois du grec.

Cependant apparaissait, en 1865, un Enseignement sans langues anciennes, 1'Ensei-

gnement secondaire spécial, devenu en 1890, 1' "Enseignement Moderne'.

Parallélement étaient créés les Couré Complémentaires et, en 1886, (organisation en
1889) les Ecoles Primaires Supérieures : trois ans d'études, de 13 & 16 ans environ,
avec une langue vivante. Elles sont fréquentées par les enfants de petits fonctionnaires,
d'employés, d'artisans. L'externat est gratuit. Elles existent pour les deux sexes et
débouchent soit sur la vie active, soit sur les Ecoles Normales Primaires ou les Ecoles
d'Arts et Métiers. Elles ont été précédées par la création des Ecoles Normales Supé-

rieures de 1'Enseignement primaire, de Fontenay et de Saint-Cloud (1881 et 1879).

Nous venons de parler des Ecoles d'Arts et Métiers. La premiére, créée 3d Compiégne
en 1801, installée i Ch3lons-sur-Marne en 1806, fut suivie en 1814 par celle d'Angers,
et, ultérieurement, par plusieurs autres. Nous devons saluer ici le professeur de
Mathématiques de Ch3@lons, Etienne Bobillier (1798-1840). Dans la Géométrie supérieure,
synthétique ou analytique, il se place aux c6tés de Poncelet, de Chasles ou de Plucker.
Son cours de Géométrie, réédité jusqu'en 1865, est d'une grande originalité et contient,
entre autres, une étude des coniques par la transformation par polaires réciproques,

la conique de référence étant le cercle.
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L'Enseignement technique va se développer d'une fagon autonome, 24 cdté du primaire
et du secondaire, et aura lui aussi son Ecole Normale Supérieure. Il recrute, comme le
primaire supérieur, dans les couches modestes de la population, mais fort peu dans la

classe ouvridre proprement dite.

Pour la hourgeoisie féminine, laissée jusque-la a 1'éducation domestique, Camille
Sée fonde en 1880 1'Enseignement secondaire féminin (sans latin). L'Ecole Normale
Supérieure de Sévres est créée en 1881. Les agrégations féminines apparaissent en
1884 et 1894. L'assimilation de 1'Enseignement féminin a 1'Enseignement masculin sera

décidée en 1924.
Nous laissons de cdté, pour simplifier, 1'évolution de 1'Enseignement libre.

Ce rapide coup d'oeil nous permet d'aborder maintenant le fond méme de notre sujet :

1'évolution de 1'Enseignement Mathématique.

En introduction, rappelons cependant des passages du rapport de la Commission de
1852 (Seconde République), chargée de préparer les programmes scientifiques des lycées
"Quelques géométres veulent que 1'intelligence des &léves soit obligée de déduire
toutes les vérités de leurs principes les plus abstraits, et qu'elle s'assouplisse par
cette gymnastique qui la rend & la fois plus subtile et plus féconde en ressources pour
1'argumentation. Cette méthode réussit & quelques esprits rares ; mais elle décourage
le plus grand nombre ; elle inspire un o;ggeil d'autant plus dangereux 3 ceux qu'elle
n'arréte pas, qu'elle les frappe presque toujours de stérilité sous le rapport de
1'invention ; elle fait naitre chez la plupart des &leves une foule d'idées fausses,
ou du moins, elle les dispose & en devenir les victimes ... " Il faut, au contraire,
pour la Commission, ne pas "altérer dans les masses ce bon sens droit et sir qui vit

des choses communes, cette raison sage et modérée qui répugne aux chiméres'.

Rapprochons ces déclarations de celles de 0. Gréard, annnongant la création des
écoles primaires supérieures, destinées a "donner satisfaction aux ambitions légitimes,
sans surexciter les prétentions aveugles, aussi décevantes pour les individus que

fatales & la société".

Ces attitudes conservatrices sont perpétuellement en conflit avec des forces vives,
nées spontanément dans les milieux universitaires, et dont nous allons montrer quelques
aspects. Voici d'abord une nomenclature incompléte des Journaux, Revues et organismes
créés par des enseignants de Mathématique, soit pour leurs collégues, soit pour leurs
élaves. Nous laissons de cdté les grands journaux scientifiques, réservés a la Recher-
che, en signalant toutefois les Annales de Mathématiques Pures et Appliquées, de

Gergonne, 1810-1831, ou collaboraient Chasles, Poncelet, Bobillier, Plucker, etc ...
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En 1842, 0. Terquem et Gerono fondent les 'Nouvelles Annales de Mathématiques,
journal des candidats aux Ecoles Polytechnique et Normale". De nombreux rédacteurs se

sont succédé i la téte de ce journal qui cessa de paraltre en 1928.

La Nouvelle Correspondance Mathématique, de Catalan, ne dura que de 1875 & 1880.
Son titre rappelle celui de la Correspondance Mathématique de Quetelet (XI volumes
de 1825 a 1839). Ces deux revues belges ont &té continuées, quant & l'esprit, par

Mathesis, fondée en 1881 par Mansion et Neuberg.

Bourget, professeur & la Faculté de Clermont, lance en 1877 le Journal de Mathéma-

tiques élémentaires et spéciales, qui dure jusqu'en 1881 (5 volumes).

En 1882, de Longchamps fait paraitre le Journal de Mathématiques élémentaires et

le Journal de Mathématiques spéciales.

H. Vuibert créait, en 1876, un Journal de Mathématiques élémentaires, a la fin du

siécle 1'Education Mathématique, en 1890, la Revue des Mathématiques Spéciales.

Surtout Laisant et Fehr langaient a Genéve, en 1899, "L'Enseignement Mathématique"
revue d'une haute tenue, précieuse i consulter pour &tudier le développement interna-
tional de notre enseignement. Ils écrivaient, en 1903, dans un appel pour le Troisieme
Congrés des Mathématiciens (Heidelberg, 1904) : "Le mot "Enseignement' a pour nous la
signification la plus large. Il veut dire enseignement des éleves, et aussi enselgne-
ment des professeurs - et d'ailleurs l'un ne va guére sans l'autre. De 13 notre volonté
préméditée de donner une large place aux questions de philosophie, de méthodologie,
d'histoire. Un professeur ne restera pas longtemps capable de remplir dignement sa
tiche s'il ne travaille pas sans cesse & élargir son horizon, & savoir autre chose que

le programme de sa classe et la pratique de 1l'enseignement dans son propre pays."

Ceci nous améne i rappeler la fondation, en 1909, de notre propre association, et
la parution de son bulletin qui a pris l'extension que vous connaissez. Signalons encore
les Conférences Internationales de 1'Enseignemcnt Mathématique, et particuliérement

celle de Paris, au début d'Avril 1914.

De conception pointilliste, 1'Intermédiaire des Mathématiciens, de Laisant et
Lemoine, parut en 1894 et survécut quelque temps au premier conflit mondial. Ce pério-
dique revécut de Janvier 1945 a Janvier 1949 sous le titre d'Intermédiaire des Recher-

ches Mathématiques et sous la direction de Paul Belgodére.
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La Revue de 1'Enseignement des Sciences (1906-1915) cherche a établir un lien entre
les professeurs de Mathématiques, de Physique et de Sciences Naturelles. Elle est
remplacée par "L'Enseignement Scientifique" (1927-1939), puis, pendant trés peu de

temps, par ''L'Enseignement des Sciences'.

"L'Information Scientifique" a oeuvré dans le méme esprit. Notre regretté collegue
Fouché avait, quant 3 lui, créé une délicieuse revue pour les jeunes éléves, 'Le

Facteur X", morte d'impécuniosité.

Beaucoup d'autres efforts, dans les milieux de 1'Enseignement Primaire en particulier,
seraient certainement 3 signaler. Notre énumération n'a qu'un mérite, rappeler le labeur

continu des professeurs pour l'amélioration de leurs méthodes.

Mais venons enfin aux tendances de notre enseignement. Dans un rapport publié en
1933 dans 1'Enseignement Mathématique, nos collégues J. Desforges et G. Iliovici
faisaient remarquer que '"les programmes d'enseignement secondaire, de la classe de’
quatriéme & la classe de premiére , comportent uniquement 1'étude de la géométrie et
de 1'algébre élémentaire". La classe de Mathématiques élémentaires comportait en plus
une premiére étude de l'arithmétique théorique et, en géométrie, certaines "tranfor-
mations" et 1'étude des coniques. Mais surtout, on y ajoutait de la Géométrie descrip-
tive, de la cinématique, de la dynamique, de la statique des corps solides et de la
cosmographie. La mathématique pure était donc encore presque réduite a une algebre tres

élémentaire et 4 la géométrie.

L'Algébre, telle qu'elle était congue, se prétait peu 3 des innovations. Tout au
plus voit-on Carlo Bourlet, en 1896, introduire dans ses "Lecons d'Algébre Elémentaire"
pour la premiére fois, dans un ouvrage didactique, l'exposé complet, en téte de 1'Alge~
bre, de la théorie des nombres négatifs. Le programme officiel de 1902 devait entériner
-~ pour la classe de Mathématiques élémentaires - cette maniére de voir. Devant 1'étroi-
tesse du programme, les professeurs, comme toujours en pareil cas, se lanceérent dans
les subtilités. C'est, par exemple, cette maladie contagieuse appelée trinomite par
1'Inspecteur général Marijon. Et cependant '"Sait-on 1'Algébre, pour s'@tre épuisé dans
les chinoiseries qu'on a fait pulluler sur le second degré ?" comme 1'écrira, en 1904,

_un collaborateur de 1'Enseignement Mathématicue.

Pour la Géométrie, c'est un peu la méme chose. A la fin du siécle sévit "3 1l'usage
des classes de mathématiques spécialistes', la Géométrie du triangle, discipline certes

intéressante, mais domaine assez borné.
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A la décharge de nos prédécesseurs, il faut dire que 1'influence de Chasles faisait
accorder & la Géométrie, sous tous ses aspects, la part du lion dans la formation ma-
thématique, et que les candidats aux Grandes Ecoles et leurs professeurs, qui ne
pouvaient guére s'aventurer trop loin de 1'élémentaire, étaient presque obligés de

tourner en rond.

Nous assisterons, un peu avant le dernier conflit, & une fiévre analogue, provoquée

cette fols par 1'étude des coniques.
P

Cependant, la Géométrie Elémentaire était toujours régentée, en France, par les
Eléments de Géométrie de Legendre qui dataient de 1795 et reprenaient dans 1'ensemble

les errements de la Géométrie d'Euclide.

Une réaction contre cet &tat de choses est le fait de Charles Méray (1835-1911),
professeur 4 la Faculté des Sciences de Dijon, qui a joué un rdle de premier plan dans
1'histoire de 1'Analyse. Ses Nouveaux Eléments de GEométrie parurent en 1874. Carlo
Bourlet, qui adopta ses idées aprés 1900, remarque que Méray ''renouvela toute la
géométrie en la conformant aux idées modernes de la géométrie supérieure, qu'il igno-
rait ... La géométrie n'est au fond que 1'étude du groupe des déplacements. Les
déplacements fondamentaux, la translation et la rotation, doivent donc servir de base
i son étude." La premidre tentative de Méray échoua dans l'indifférence. ''Les premiers
essais pédagogiques - entre 1876 et 1878 - furent brutalement arrétés par 1'esprit de
routine', écrit Laisant en 1901. Dans un climat un peu plus favorable, 1'ouvrage de
Méray eut une seconde édition en 1903 et une troisiéme en 1906. Des expériences péda-
gogiques sur sa méthode eurent lieu 4 1'Ecole Normale d'Instituteurs d'Auxerre en 1898
et 1899, puis & celles de Dijon, Lyon, Albertville et & 1'école primaire supérieure de
Dijon.

"Convaincu que 1'enseignement des mathématiques était trop abstrait et dogmatique',
Carlo Bourlet rédigea aprés 1905, soit seul, soit en collaboration, plusieurs manuels
qui s'appuyaient sur ces nouvelles conceptions. Mais il mourait accidenteéllement a
Annecy, en Aolit 1913, et d'ailleurs la Grande Guerre allait surgir. Cet homme remarqua-
ble, qui fut avec C.A. Laisant (1841-1920) et Raoul Bricard (1870-1944) codirecteur des
Nouvelles Annales, avait organisé i 1'Ecole Normale Supérieure, lorsqu'il y était
agrégé préparateur (1888-1901) un cours sur les Principes des Mathématiques, a l'usage
des Philosophes. Ce cours fut suivi par Louis Couturat (1868-1914) dont 'Les Principes
des Mathématiques" (Paris 1905) firent connaltre au public frangais les conceptions de

Bertrand Russell (1872-1970). Laisant écrira dans la préface de la seconde édition (1907)



de "La Mathématique'" : "L'auteur déclare que la définitiom traditionnelle de la Mathé-
matique, comme science de la quantité, est unanimement abandonnée et définitivement
condammée’ et ajoute, citant C.S.S. Peirce (1839-1914) "que c'est 3 tort que l'on englobe

dans la Mathématique certaines sciences déductives, comme la Géométrie et la Mécanique'.

Laisant juge les idées de Couturat inoffensives, 3 la seule condition de ne pas

pénétrer dans 1l'enseignement. Elles y ont pénétré, un demi-siécle plus tard.

D'ailleurs, en lisant les articles de nos prédécesseurs du début du siécle, on les
sent i bien des égards trés proches de nous. Et tout d'abord, leur culture est remar-
quable.Ils sont, par exemple, au fait des derniers problémes ou paradoxes de la Théorie
des ensembles, et le nom de 1l'un d'entre eux, Jules Richard (1862-1956), reste attaché
4 une célsbre antinomie. Lorsqu'il la proposa, en 1905, il enseignait a Dijon et fré-

quentait Méray.

La forte culture de ces professeurs ne leur fait pas perdre de vue leur métier, et on
les trouve perpétuellement partagés entre les besoins de la rigueur mathématique, les
impératifs de la logique, et le souci de rester "naturels", intuitifs, presque évidents,

pour se faire comprendre et surtout aimer des éleves.

"Le probléme est éternellement le méme, écrit encore Laisant, intéresser 1'éleve, le
provoquer a la recherche, lui donner sans cesse le sentiment (1'illusion si 1'on veut)

qu'il découvre lui-méme ce qui lui est enseigné', et il ajoute : "Il faut, pour la

réussite, un certain nombre de conditions : la premiére, et la plus importante, c'est,

de la part du professeur quel qu'il soit, le goit et 1'amour de l'enseignement'. é

C'est dans ce climat, qui malgré les inégalités sociales criantes, est celui d'une
"belle époque" d'intelligence et d'imagination créatrices, que parurent les programmes
de 1902 de 1'enseignement secondaire, revus en 1905. Nous en avons signalé les faibles-
ses, mais les instructions de 1905 rappellent la régle d'Or dont nous devons refuser de
nous écarter : '"Toute latitude est laissée au professeur pour adopter tel ordre qui lui
conviendra, pour employer les méthodes qui lui paraltront les plus profitables aux éleves
qu'il dirigét

"Dans le second cycle, les &tudes auront pour sanction le baccalauréat, le professeur
doit naturellement exposer tou® ce qui figure au programme. Dans le premier cycle, il

n'a pour guide que le développement de ses &leves ; il peut donc, s'il le juge utile,
négliger certains points et insister ... sur les parties plus accessibles ou plus

nécessaires aux éléves particuliers qui lui sont confiés L
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Vint la guerre, le massacre des jeunes intellectuels, 1'aprés-guerre, le décret de
1923 rendant le latin et le grec obligatoires dans le premier cycle et, par suite,
1'accss au baccalauréat impossible aux éléves issus du Primaire Supérieur. Il n'entra
heureusement pas en application, mais les programmes de 1925 créaient ”l'égalfté

scientifique" et abaissalent le niveau des études.

Cela ne faisait cependant que freiner 1'évolution et, dans leur rapport de 1932, nos
collaégues Desforges et Iliovici signalaient que "]'enseignement de la Géométrie s'est
modifié d'une facon sensible depuis une trentaine d'années par 1l'introduction des notions
de géométrie orientée, des transformations fondamentales du plan et de l'espace, dont
1'étude prend légitimement une place de plus en plus importante, et méme, tout récemment
par 1'apparition, encore timide a vrai dire, de quelques éléments de la Geéométrie des
vecteurs. 11 ne s'agit ici que des classes secondaires proprement dites. Les notions de
géométrie vectorielle figurent depuis quelques années en Mathématiques Spéciales et des

méthodes vectorielles sont aujourd'hui fréquemment utilisées dans ces classes."”

Cependant si le calcul vectoriel, création des physiciens du XIXéme sicéle, entrait
ainsi timidement dans l'enseignement secondaire, la logique mathématique, qui date de
1850, les conceptions ensemblistes, apparues vers 1880, enfin la mathématique moderne,
que les professeurs connaissaient bien, marquait le pas devant la porte. Le mouvement
Bourbakiste, né 3 Normale Supérieure, et qul commenga i publier ses fascicules en 1939,
allait faire une heureuse synthése des acquis des XIXéme et XXéme siecles, et s'imposer
peu a peu par le haut. Il inspire d'abord 1'enseignement supérieur, puis force la porte
des classes de Mathdmatiques Spécieales, le Second Cycle, enfin le premier cycle, ol il

se conjugue avec un renouveau de la pédagogie qui vient de 1'Enseignement maternel.
Ceci améne les remous et les brassages que vous connaissez.

"Tout changement des programmes, disait, non sans humour, Emile Borel (1871-1956)
au Congrds de Paris en 1914, doit nécessairement échouer, ou du moins avoir les appa-
rences d'échouer, par la simple raison que la masse des professeurs ne peut arriver du
premier coup & une technique pédagogique aussi bonne pour les matiéres nouvelles que la
technique traditionnelle 1'était pour les anciennes. Mais la contre-partie de cette
constatation pessimiste n'est pas molns exacte : s'il est vrai que l'essentiel dans
1'enseignement secondaire est moins le programme que la méthode, tout changement de
programmes doit en définitive donner de bons résultats, aprés que l'on aura su créer

les méthodes appropriées aux matiéres nouvelles'.
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