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PRESEKTATION

Lorsqu'on a la curiosité de consulter les divers manuels
scolaires en usage dans le second cycle, on est rapidement étonné de
voir combien les diverses présentations de 1'ensemble R "escamotent" en
quelque sorte l'essentiel du probléme.

Pour quelle(s) raison(s) a-t-on besoin de réels ?Qufapportent-ils
de plus que les éléments de @ ? Pourquoi la structure de corps de ce
dernier ensemble ne suffit-elle pas & résoudre les problémes rencontrés
au niveau de l'enseignement secondaire ?

Nous nous sommes efforcés de répondre 2 ces diverses questions
et nous avons rassemblé ici le résultat de nos réflexions,

En fait, trés vite nous avons constaté 1'impossibilité de parter
des réels sans partir de plus haut.... et nous avons finalement choisi de
présenter une construction cohérente compléte des ensembles de nombres de N
a R : ceci fait 1'objet de la premiére partie.

Dans la deuxiéme partie, nous reprenons certains chapftres sous
un autre aspect : tel qu est (ou peut &tre) présenté actuellement
dans 1'enseignement secondaire (ou méme primaire pour les cardinaux).

Ainsi, au lieu de “"passer" de Z a4 R par l'intermédiaire des rationnels on
préfére (en 4%me

Mais il ne s'agit ni d'un cours type ni méme de remplacer un maduel.

) construire les décimaux puis directement les réels.

Notre but était de fournir aux enseignants une justification théorique
accessible de ce qu'ils ont A enseigner, Ce faisant nous avons
bien conscience de n'avoir réalisé que la partie la plus facile du

travail d'un enseignant.....Mais il faut bien commencer!......




lere Partie

1. LES ORDINAUX : Construction de N

R e S I e L o e I e I e e e T I e 2 et e S e s e 2

Dans l'enseignement secondaire on construit 2,Q,R en considérant
que l'ensemble N est connu,.
Une construction axiomatique de N peut se baser sur les axiomes de Péano (1889).
L'introduction du langage ensembliste permet d'exposer cette théorie d'une
maniére relativement simple, c'est ce que nous ferons ici en nous inspirant
largement du livre de R, Halmos (Introduction & la théurie des ensembles.

Gauthier Villars),

I Définition de 1'ensemble N

a, Successeur d'un ensemble

Pour tout ensemble x, nous définissons le successeur x* de x
comme 1'ensemble obtenu en adjoignant x aux autres éléments de X 3

x' = x U {x}

On peut donc définir les ensembles :

0=2¢
1=0" = {0} = {g}

2=1"=1{0,1} = {9,{¢]}
3=2"=1{0,1,2) = {,{0},{8,{s}}}

etcee (M"etce,." qui parait aller de soi, mais qui appelle cependant une

Justification fournie par :

be L'Axiome d'infinité

"Il existe un ensemble contenant O et le successeur de chacun de ses éléments, "

Un.tel ensemble est appelé auto-successeur.
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Existence d'un plus petit ensemble auto-successeur

I1 est tout d'abord immédiat de constater que l'intersection d'ensembles
auto-successeurs est un ensemble auto-successeurs.

Mais on ne peut parler de 1l'ensémble intersection de la collection de tous
les ensembles auto-successeurs parce qu'on ne sait pas si cette collect:ion

est un ensemble,

On contourne cette difficulté en définissant NA et N_, intersections de tous

les sous—ensembles auto-successeurs de deux ensembles auto-successeurs A et B

donnés et en montrant que NA = NB. Or comme A N B est un sous-ensemble auto-
successeur de A, il contient NA qui est ainsi un sous-ensemble auto-successeur
de B ; donc NA :)NB0 En échangeant les rdles joués par A et B on obtient fina-

lement NA = NB

I1 existe donc un plus petit ensemble auto-successeur. On le note N et on

appelle nombres enticers naturels ses éléments.

2

Remarques: Par construction méme notons tout de suite les deux propriétés :

o o .

1.
2.

II

Te

2,
3.

Un naturel est & la fois élément et sous—-ensemble de son successeur.

Tout naturel est sous-ensemble de N,

Les "axiomes" de Péano

*

Par définition l'ensemble N posséde les trois propriétés :
0 €N (o0 0= g)
Sin € Nyalorsn® € Noun’ =n U {n} est lesuccesseur de n.

Principe de 1l'induction mathématique:il exprime que N est l'ensemble auto-

successeur minimal, Si S N, si O € S et si chaque fois que n € S, n €S

alors 5 = N,

Etablissons les deux propriétés suivantes qui avec les propriétés 1,2,3 cons-

. \Y . . 2 . . .
tituent les “axiomes de Peano”(dans notre présentation il n'y a qu'un axiome

nouveau en plus de ceux de la théorie des ensembles) :

4.

5

Pour tout n € N ; n° #0

En effet, n* = n U {n}
donc n € n° et n° n'est pas vide.

OI‘O:Q)

S5i n et m sont deux entiers naturels et si r = m' alors n = m, Cette derniére
propriété qui est a la basc des propriétés arithmétiques de N se démontre en

'

utilisant les deux lemmes suivants :
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Lemme 1) : aucun nombre naturel n'est sous-ensembie de 1l'un de ses éléments,

Lemnc ii) : tout élément d'un nombre naturel en est un sous-ensemble.

* Le lemme 1) exprime que la situation “pathologique" x = ﬁc,...} ne peut pas
exister dans N.

* Le lemme 1i) est illustré par 1l'exemple suivant : 5 € N
5= {4,3,2,1,01 ; 3 €5 et 3 C5 puisque
3={2,1,0} < {4,3,2,1,0}

et de méme pour chacun des éléments de 5. Bien slr on n'obtient

i

pas ainsi tous les sous—ensemblies de 5,

* Le lemme ii) a la conséquence suivante : dans W la relation d'appartenance
est transitive : en effet sin €met sim € p, m Cp (lemme ii))
donc n € p. BEn fait, l'appartenance est dans N une relation d'or-
dre total strict qui est w: von ordre {(i.e toute partie non ‘vide
posséde un plus petit élément).

Ces deux lemmes se démontrent grice au principe de 1l'induction mathématique.

Démonstration du lemme i) :

Soit § l'ensemble de tous les naturels qui ne sont pas inclus dans
1t'un de leurs éléments :

3 :{n €N [ ¥x €n, n ¢ix}

Le lemme i) affirme quc S = N ce qui sera établi si § vérifie les
3 prcpriétés

a) SCHN

b) 0 €8

c) 81 n € 3, alors n” € S.

a) et b) sont évidents puisque 0 = ¢

démonstration de c) : Soit n €8S ctest-a-dire tel que V x € n,

i

n ¢ x, Montrons que n° € S, S'il n'en était pas ainsi, 1l existerait
un élément a de n° tcl que n' C a.

- a ne peut @tre un élément de n car alors on aurait n C a puisque
n<n’ et n® Ca. et ceci contredirait n € S,

- 1'élément a ne peut donc &tre que n., Mais alors si n' Cn c'est

que n € n, Or comme n C n, n serait sous-ensemble de 1l'un de ses

éléments ce qui contredirait encore n € S,
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Démonstration du lemme ii) :

Soit S = fn €N } ¥V x, x€n=xCnjl,

Le lemme ii) affirme ici encore que S = N et sera établi si on
prouve

a) SCN

b) 0 € =

c) Sin €95 alors n° €8

a et b sont immédiats,

démonstration de ¢) : Soitn €S

Alors si x € n’, on a soit x € n, soit x = n

- six €n, comme n €5, x Cn et donc & fortiori x @ n® = ny {n}

~six=nncn® =ny {nl

Démonstration dc la propriété 5

Soient n et m deus entiers naturcls tels que n” = m’

- comme n € n*, n doit appartenir & m°

donc ou bien n € m ou bien n = m.

- de mBme m € m° = n" donc

ou bienm € nou bien n = m

Finalement si n #m, onan € met m € n et comme la relation wen
est transitive dans N, on aurait n € n ce qui contredit le lemme i)

donec n = m.

II Théoréme de récurrence.

Définir une suite d'éléments d'un ensemble X, c'est donner une
application u : N - X,

Pour cela il est fréquent qu'on se domne u(o) puis un moyen connais—
sant u(n) de calculer u(nc) (En pratique on se donne  une application
£ 1 X = X et on veut que que u(n®) = f£(u(n)) .
Mais il faut pour cela justifier que l'on fabrique bien ainsi une application
de N — X. Le principe de l'induction nous permet seulement de dire que si une
telle application existe, elle est unique. Pour affirmer son existence il
faut le théoréme de récurrence.
Théoréme : Si a est un élément d'un ensemble X et =i £ est une application
de X dans X, alors il existe une application u de N dans 7 telle que u(o) = a

et que pour tout élément n de N on ait u(n’) = f(u(n)).
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Soit C= {ACH x| (0,a) €A ct ¥x €X, ¥n
(n,x) € A= (n"5£(x)) €4}

Chaque fois qu'un couple (n,x) € A, lc¢ couple formé du successcur de n et dc

m
ez

l'image par f d¢ x c¢st encorc dans A,

L'intersection U de tous les cnsembles A consiticuaat 1'ensomble (€ est encore

un élément de C. (la propriété précédente est conservéc).

Comme tout sous-ensemble de N x X, U cst le graphe d'une relation de N dans X.

Le théoréme sera établi si on prouve qu'en réalité U cst le graphe d'une appli-

cation u de N dans X c'est-a-dire si on montre gque pour chaque n € N, il y a un et

au plus un x € X tel que (n,x) € U -

La démonstration sc fait par induction :

_ Existence : Si S fn €N | ¥x € X tel que (n,x) € 11}

. Le couple (O,a) est un élément de tous les ensembles A qui
constituent C donc de leur intersection U ; ainsi (O,a) € S,

. D'autre part lorsque n € S, il existe un x tel que (n,x) €U
mais alors puisque U est un élément de C, (n*,fGD) € U done
n® €5

- Unicité

Soit 5 = {n € N | (n,x) € U pour un x au plus}
{nen | veex, vy €X
(n,x) €U ct (n,y) €U =x =y}

S ost donc le sous-enscmble de N "pour lequel U est le graphce dfunc

H

application" et lc théorémc scra établi si on prouve que 5 = N,

donc si on prouve

a) S cun

b) 0 €3

c) Sin €8S ; alors n’ € 3.

Démonstration dc b) : Ralisonnons par l'absurde ct supposons que 0

n'appartient pas a S, Il existerait alors a cdté des couple

(0,a) € U un couple (0,b) € U avec a # b, Donc (0,a) € U' = U -
{(0,b)1.




Montrons que U' € C cc qul contredirait le fait que par construction
U est lé plus petit é&lément de C (pour 1'inclusion),
or * (0,a) € ' ( on vient de le voir)

* si (n,x) € U' alors a fortiori (n,x) €U
donc (n°,f{x)) € U mais (n°,£(x)) ne peut &tre le couple (0,b)
puisque n° # 0 (4éme axiome de Péano)

donc (n”,£(x)) € U - {(0,b)} = U' ct U' € C,

Démonstration de c¢) : elle cst tout-a-fait analogue :
Par 1l'absurde supposons que n € S et ne ¢ S,
Alors pour au moins un élémcnt x de X en plus du couple

(n",f(x)) € U il existerait un couple (ne,y) € U avec y # £(x).

Posons UY = U - {(n',y)} et montrons que U' € C ce qui contredira
le fait que U cst le plug petit élément de C. Par construction
(n®,£{x)) € ur.
Or * (0,a) € U' car {0,a) € U ct n' # O donc
(0,a) nc peut &tre le couple (n",y) ) et (0,a) € uUr
* 51 (m,t) € U' montrons que (m°,£(t)) € ur,
Or : = sim=n, coome n € S le seul couple de U (donc aussi de u')
de premiére coordonnéc n est (m,x) et (n°,£(x)) € U' (cf ci-dessus)
- sim#netsi(mt) €U donc a U(Ur cv), (n°,8(t)) €U or
m' #n° puisque m # n (5&me axiome de Péano) donc le couple
(m*,£(t)) ne peut &tre le couple (rv,y) et donc V¥V m €N,
si (m,t) €ur, (m",£(t)) € ur,

L'utilisation du théoréme de récurrcnce est appelé définition
par induction qu'on ne confonde donc pas avec la démonstration par induction.

Un exemple de ce qu'il ne faut pas faire est analysé dans "Mathématique pour

1'éleve professeur'" (G, Glaeser).




IV LES OPERATIONS DANS N

Nous allons voir que l'addition comme la multiplication constitue

un exemple de définition par induction.

Nous établirons les propriétés algébriques fondamentales de ces opérations pour

donner une idée des difficultés (ou des facilités...) que cela comporte

(comparer avec les propriétés analogues des cardinaux dans la partie II,1)

10
a)

Addition
Définition : Du théoréme de récurrence il résulte qu'il existe pour tout

naturel m, une application Sh : N- N telle que sm(o) = m
et que s, (n") = (s (n)) (il suffit d'utiliser 1'application
£ : N-N

ne~n'

L'élément sm(n) sera notém + n .

On aura donc avec cette écriture : m+ 0O =m (3

m+n ={(m+n) 2

En particulier on a(:>rf =n+ 1 puisquen+1=n+0"=(n+0) =n°

Attention ! Pour l'instant ne pas perdre de vue le caractére disymétrique de
l'expression m + n ol m et n ne jouent pas le méme rdle (c'est clair sur

1'écriture s _(n)).

Propriétés de l'addition :
i) O_est élément neutre : m+ O = m (i)

T I 2 e 2 e s e T o I e 2T e

O=m

so(m) = m car s est l'application identique :
en effet, l'application identique Id vérifie bien
les 2 prc.riétés : Id(0) = 0 et Id(n®) = n' = (Id n)*
Or le principe de l'induction affirme qu'il n'y a qu'une telle application

donc so = Id

Vi MDD e e

Ya€N, VbEN, Vc€EN, a+(b+c)=(a+b)+c

a+b(c)‘
Pour cela a et b étant fixés on considére l'ensemble A = {n € N l

(a4b) + naa +(b+n)]

ou encore s, (s (c)) = s

L'associativité sera établie si on montre que A = N.
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Et ceci sera démontré si on prouve (induction)
a) A CN
b) 0 € 4
c) 8in €A, alors n° € A,

#

a+ b (:)
a+ (b)) (@)

Démonstration de b) : (a+b) + 0
a + (b+0)
donc O € A

Démonstration de c) : Soit n € A : {a+b) + n = a + (b+n)

[(a+b) + n]° (@)

[a + (b#n)]* (n €4)

= a + (b+n)" (@)

a + (b+n") (@)

i

i

Alors (a+b) + n°

i

i

i

On pourra donc sans ambigufté écrire : a + b + ¢ (en conservant 1'ordre).

iii) Commutativité : La démarche est analogue mais se fait en deux étapes :

- On montre que tout naturel commute avee 1
~ puis on établit la commutativité :
¥Va €N, /b ENa+b=Db+a
en montrant que l'ensemble B des éléments qui commutent

avec a est N tout entier,

~ Tout naturel commute avec 1 : ¥n, n+ 1 =1 +n (= n')
Soit A={n€N|n+1=14+nl
A =Ncar a) ACN

b) O € N puisque O est é&lément neutre,
c)Siné€A, n €Acarn® + 1 = (n+1) + 1 ((:9)
= (14n) + 1 (n € 4)
=1 + (n+1) (associativité)

=1 +n' ((::})

- Commutativité : Va € N, /b € Na + b = b + a.

Fixons a et posons B= {n € N | a+n=mn+ a}.
B=Ncar a) BCN
b) O € B puisque O cst élément neutre
c) Sin € B, alors n° € S car
() (@)
(n+a)® (n € B)
1+ {n+a) (propriété précédente)

®
a + n

it

i

i

= (1+n) + a (associativité)

pe ¢+ a (propriété ci-dessus).

It
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Remarquons ici 1l'importance de l'ordre dans lequel on établit les propriétés :
la commutativité nécessite d'avoir d'abord établi que O est €lément neutre et

ltassociativité de 1ltaddition.

iv) 0 est lc seul élément ayant un symétrigue :
: WXENVWYENX+Yy=0ex=y=0

Cette propriété tient au fait que dans N, O est le seul élément n'ayant pas

de ‘précédent” (on appellera précédent de a € N 1l'entier naturel s'il
existe (il est alors unique d'aprés le "Séme axiome" de Péano noté *a tel
que (‘a)°’ = a.
- Montrons que S = {0} U {n €N |'n existe}
est N tout entier : a) S C N
b) O € S par contruction
c) Sin €S, alors n® €8
En effet on a méme la propriété plus forte : sin € N, n® €5

s

puisqu'alors n° est bien le successeur d'un entier a savoir n.

- Supposons que x + y = 0 avec y # O.
y a alors un précédent 'y et on a :
x+y=x+ (Cys1) = (x+'y) + 1 = (x"y)" =0

ce qui contredit 1'"axiome" 4émec de Péano.

v) Tout élément est régulier : Cette propriété et fondamentale pour la construction

ultérieure d~ Z.
Remerquons que le 5éme "axiome" de Péano établit la régularité de 1'élément 1.
La propriété s'établit pas induction en montrant, a et b étant choisiz que
l'ensemble A= {n €N | a+n=>b+n=a= b} est N tout entier,
En effet * 0 € A puisqu'il est neutre
¥Sin€A, n" €EAcar si a+n' = b =n" alors
(a+n)® = (b+n)° et par le 5éme "axiome de Péano,

a+n=>b4+ ndonc a=>o pulsque n € A,

2° Multiplication

a) Définition :
On utilise a nouveau le théoréme de récurrence pour construire
pour chaque entier naturel m une application P, ¢ N - N telle que
p,(0) =0
pm(n°) = pm(n) + m {qui est donc associé & l'application £ : N - N

X+ X 4+ m)
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L'élément pm(n) sera noté m X n ou encore mn et on a donc :

-mXx 0 =20

-mXn = (mxn) + w
On adoptera la convention habituelle de¢ "priorité'" de la multiplication sur
1'addition qui permet d'écrive

mn + m au lieu de (mn) + m.

b) Propriétés de la multiplication

i) O_est absorbant pour la multiplication : ¥x € N O X x = x X 0 = 0

e o oot s S o Ve S A e . S

on établit par récurrence sur x.

ii) Commutativité V(x,y) € N° Xy = VX

pour établir cette propriété on utilise le lemme suivant ;

V(x,y) €ENX'y = xy + ¥

On le démontre par recurrence sur y en utilisant la propriété de l'addition
n+x"=n: (x+1) = (n+1) + x = n" + x

La commutativité s'établit alors par récurrence sur Y.

iii) 1 est élément neutre pour la multiplication

I1 suffit d'établir que 1 est élément neutre a droite,
XX1T=xX0"=xx0+x=04+x=x

iv) La multiplication est distributive pour 1'addition

I1 suffit d'établir la propriété & droite
v(x,y,z) € N (x+y)z = xz + yz
On opére par récurrence sur z

v) Associativité V(x,y,z) € N (x,y)z = x(yz)

La propriété s'établit par recurrence sur z en utilisant la propriété iv)

vi) Dans N, si un produit est nul, alors 1l'un des facteurs, au moins est nul.

Xy = 0=x=0o0ouy=20
Si y # 0 alors y a un précédent ; notons le 'y
xy = x("y) + x = 0 = x = 0 (propriété 5e¢) de 1l'addition)
Donc xy = 0 = x =0 ouy=20

vii) Dans N, 1 est le scul élément qui a un symétrique pour la multiplication.

Xy =1 =2x=y =1
On établit la propriété en prenant le précédent de y
Xy = X'y + X

puis le précédent de x

VLTS
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*
viii) Dans N = N - {0}, tout élément est réqulier

La propriété s*établit par récurrence

Remarquez ici cncore ltordre dans lequel s'établissent les propriétés,

V RELATION D'ORDRE D/N™ N

1°)

20)

Définition

Nous avons vu gque la relation d'appartenance est transitive dans
N. Il résulte du lemme i) servant & démontrer la 5&me propriété de Péano

que Ym € N, n é n ; on ne peut donc avoir & la fois a € b et b € a dans N,

La relation d'appartenance est donc dans N une relation d'ordre strict.
On retrouve la relation d'ordre "habituelle! en posant :

Ya €N, Vb € N a < b signifiec : a=b oua €b

Cet ordre est total

I1 s'agit d'établir qu'étant donnés deux entiers naturels a et b on a :
ou bien a = b ou bien a € b ou bien b € a,
Pour cela on établit par induction que l'ensemble des éléments comparables
da:A=1{nen [ n €aouaé€noua=n}etN tout entier

Pour cela on commence par établir deux propriétés :

iYVn €N, n#£#0=0 €n

ii) Vn € N, ¥x € n ou bien x° € n ou bien x° = n

Chacune de ces propriétés s'établit par récurrence (induction)

i) 0 € 1 puisque 1 = {0}

S1 0O €n, conmenCn', 0 €n’
ii) Soit S = {n € N | ¥x €n, x" €n ou x* = n}
Alors * 0 € 5 puisque 0 = ¢
¥Sin €8 etsix€n =ny {n}

~ ou bien x € n alors ou bien x° € n donc A& fortiori x° € n”

ou bien x° =n €n°
- ou blen x = n alors x° = n"
Dans tous les cas, si x €n", x° €n", ou x* = n*

Une fois ces propriétés établics,
- i) montre que 0 € A
- sin €A, ou bien a € n, alors & fortiori a € n*

- ou bien = = a alors a € {n} Cn’

cu bien n € a alors ropriété ii) n® € aoun’ = a
prop

Finalement on a : ou bien n* € a, ou bien a € n* ou bien a = n°

l../t‘c
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Nous laissons en cxercice ou au lecteur le soin de démontrer qu'en
r¢alité c'est un bon ordre, ou encore qu'étant donné un ensemble non vide E
de naturels il y existe un naturcl k € E tel que Ym € Em # k = k € m.

Bien slr il est faci&e (¢n considérant les paires) de démontrer

que l'ordre est total si on a déja montré que c'est un bon ordre.

3°) Compatibilitédela relation d'ordre avec lhddition

I1 s'agit d'établir que Ya € N, Vb €N, Vc € N, a £ b » a+c < b+c

Comme bien sir si a = b, a+c = b+c, il suffit d'établir qui si
a € b alors a+c € b+c,
Pour cela, a et b (avec a € b) étant fixés on considére 1'ensemble
A={n €N ‘ a+n €b+ n}ct on montre par induction que A = N,
a) 0 € A puisqu'il est neutrc
b) Si n € A, alors puisque a + n € b + n, ou bien
a+n" = (asn)’ €b +n, ou bien a + n* = b + n (propriété ii)

ci—dessus). Dans les deux cas a + n° € b + n°




¢~ SYMETRISATION

Introduction : La construction de Z & partir de W qui figure actu-

ellement au programme de Terminale reléve d'un procédé général connu
sous le nom de "théoréme de symétrisation". Le probléme qui suit a pour

objet d'exposer ce sujet (il a été donné en Terminale c).

Probléme : On considére un ensemble E muni d'une loi de compo-
sition interne notée ¥, Cette loi posséde les propriétés suivantes :
elle est commutative, associative, admet un élément neutre que l'on
notera e et chaque élément est supposé régulier. (On dit que (E,*)

est un semi-groupe commutatif "simplifiable"}.

1) L'équation a ¥ x = b ol a et b sont deux éléments
donnés de E admet-elle toujours au moins une solution sur E ?

Justifier la réponse par un exemple ou par toute autre méthode)°
Montrer que si cette équation admet une solution elle n'en admet

pag d'autre,

2) Sur E2 = FE X E on définit une relationvbinaire R en
posant {a,b) R (a',b') ® a * b' = b * a', Montrer que R est une
relation d'équivalence, On désignera par Ez/é 1l'ensemble quotient
associé et par q l'application quotient telle que @
q: E° - EQ/R

(a,b) ¥ q(a,b) (classe d'équivalence selon R de (a,b)).

3) Sur Ez onn définit une loi de composition interne,
notée 0, en posant (a,b) 0 (c,d) = (a ¥ ¢, b * d), Montrer que cette
opération "passe au quotient' en rappclant d'abord avec précision
ce que signifie cette locution et en décomposant ensulte soigneu-
sement les diverses étapes de la démonstration. L'opération ainsi

) . e . .
induite dans E /R sera également notée O,

4) Montrer que (Ez/ , 0) est un groupe commutatif,




*

5) Montrer que dans Hg/ﬁ 11l existe un sous-—ensemble
AL
isomorphe a E, l'isomorphisme faisant se correspondre les lois
0 et *,
Application : En "identifiant" E au cous-ensemble de Ez/é que 1lfon
vient de metfre en évidence, montrer que la résolution de a ¥ X = b

-~

. . 2 .
devient possible dans tous les cas sur B /} et donner la solution en

justifiant son unicité.

€) Donner trois exemples "classiques" d'application de
cette théorie. Sans erntrer dans des détails superflus, on s'attachera
4 bien préciser les ensembles désignés et a vérifier que les hypo-

théses nécessaires a l'application de cette théorie somt bien

réalisées,

Solution commentée

1) Dans (N,+) qui est uns2Mi -groupe commutatif simpli-
fiable, l'équation a + ¥ = b n'a pas de solution deés que a > b,
Lorsqu'il y a une solution elle est unique car si

a* x =Db=a%¥ X5 1'élément a étant régulier on a Xy o= Kye

2) Avant d'aborder la démonstration, indiquons en
quelques lignes comment on peut motiver une telle étude.
' Dans (N,+), si d est une solution de a + X = b,
on note d = b - a mais on sait que d peut s'écrire dfune infinité
de facons sous la forme d = b - a = b' - a'.(avec b' > a')o

Un couple (a',b') "représentera" donc aussi d, si
b -a=b' - a' donc si a+ b' =b + a' expression qui peut €tre

écrite sans restriction sur les nombres a, b, a', b'.

R est une relation d'équivalence :
1

En effet, elle est :

N g e s \ 2 , \ 2 ,
a) réflexive : (¥V(a,b) € E7, (a,b)R{a,b)) = (v(a,b) € E7,a * b = b * a)

ce qul est une proposition vraie d'aprés la commutativité de % dans E.
p

b) symétrique :(a,b)R(a’,b') & a¥b' = b*a' & a'*b = b'¥a® (a',b')R(a. ")

c) transitive :(a,b)R(a',b')} [ (a*pr=b*a’
—— |
et L oe/ et gﬁﬁ (a*b')*(a'*b") =
Loy ! ‘ .
(a',b")R(a",b")]  a'*br=b'*a"|  (b¥a')*(b'*a")

[ e .
en cuemposanl membre a
membre les égalités

précédentes




D'aprés la commutativité et 1'associativité de *
la derniére égalité équivaut a : (a*b")*(b'*a') = (b*a")*(b'+*a’)
ce qui équivaut, puisque b'¥a' est régulier, & a*b" = b*a" qui

signifie que (a,b)R(a",b").

3) Montrons que la loi g "passe au quotient" ce qui exige que

R soit compatible avec l'opération 0 c'est-a~dire que :
. 2 : o . .-
(v (a,b) € EY, v(c,d) € E7,(a,b)R(a",b") et (c,d)R(c',d'))=
(a,b) 0 (c,d)rR(a’,b") O (c*,d').

Cette derniére proposition équivaut

4 (a*c,b*d)R(a'*c',b'*d") ‘ B % B° v E°

@ (axc)*(b'*d') = (b*d)*(a'*c') ((a,b),(cyd)) 1o (a*c,b*d)
& (a¥b' I*(c*d') = (a'*b)*(c'*d). [ T ]

Or, les hypothéses se traduisent Q; q{ QQ

par a*b' = b¥a' et c*¥d' = d*c' et (c(a,l‘;),c(c\,d)) e, C(a*i’b*d)
en composant membre & membre les (Ez/é x EZ/%) ) N E2/£

deux égalités on obtient bien la

i
précédente. i

Conformément au tableau ci-contre, on pourra POSer
q(a,b> 0 Q(cvd) = q<(avb)ﬁ0 (C,d))

q(a*c,b*d) définissant ainsi
2
une application de (EZ/é) dans Ez/k c'est-a~dire une loi de

il

o L 2
composition interne, notée également O, dans E /%.

4) (Ez/é,o) est un groupe commutatif.

En effet, la loi O est

a) associative : q(a,b) 0 [q(c,d)@ q(e,f)] = [q(a,b)o ﬁ(c,d)]@ q(e,f)

e ™,
o

qlax(exe), x(axe)) = q((axc)*e, (bxa)*s)
l

N

s

(ax(cxe),bx(ax£) )R((a*c)*e, (b*d)*£)

L

N

Cette derniére proposition est vrale car * est associative et R est

réflexive,

b) commutative : q{(a,b)0 q(c,d) = q(cyd)O q(a,b) @
q(a*c,b*d) = qlc*a,dxb) & (a*c,b*d)R(c*a,d*b) ce qui est vrai

car % est commutative et R est réflexive.
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¢) pourvue d'un élément neutre : qlo,B) est élédment neutre o

(v q(a,5) € B/, qlarb) 0 qla,8) = qla,b)) =

(v q(a,b) € Ef/R, q(axe,0%)= q(a,b) )= (7 q(ap) € B/, (a%o,b%p)R(a,b) =
v q(a,p) € Ef/R, (a*a)*b = (b*p)*a) ® o = B d'aprés 1'associativité,

la commutativité et le fait que tout élément de E est régulier,

Il existe donc un élément neutre dans B2/£: q(a,a) (que 1'on

peut aussi noter q(e,e))

d) tout élément admet un symétrique :
q(arb) 0 q<&'9b') = q(ete) ® Ci(a*b'tb*a') = q(a:%) i

(a*b' )*@ = (b*a')*¥2 e a%b' = b*a' et pour que cette derniére égalité

soit vraie, il suffit de prendre a' = b et b' = a d'ol sym‘ﬂ(a,b) = q(b,a)

5) E peut étre‘ﬁﬁlongé“'daﬂész/é par isomorphisme

a) Considérons A = {g(z,e) | a€ B} ¢ E2/£}
Soit £ : E = 4
a » fla) = g(a,e)
£ est bijective car q(a,e) = q(b,e) ® a = b (injectivité), la

surjectivité résultant de la définition méme de F£.

b) La restriction de O & & définit une loi de composition interne sur A
(en d'autres termes, A est stable ou fermé pour la loi O définie

dans Eg/k). En effet :

q(a,e)o q(a'ye) = qla*a’,e¥e) = qla*a’,e)

C) f est compatible avec ¥ dans E et O dans A. En effet :

E X E u S E

(aya') i~ > a*al

f[- *\\f\* ,gi

(q(are),q(a’,e)) — qlaxa’,e) = q(a,e)o q(a,e')

A X A._‘9~¢ A et l'on remarque que q(a,e)o q(a',e) = q(a*a',e) est

bien réalisé. Donc f définit un isomorphisme entre (E,*) et (A,0)

et par cet isomorphisme on peut identifier £ & A.




Application : résolution de a*¥x = b

1) Si a admet un symétrique a' dans E a¥x = b® x = a'*b

2) Si a n'admet pas de symétrique dans E, l'équation associée A
a*¥x = b apreés "plongement® de E dans E2/£, par identification de E
a A, stécrit : gla,e)0 X = q(b,c}. Celle ci équivaut a X =

sym q(a,e) 0 g(b,e) = g(e,a)o q(b,e) car E%/R est un groupe et

[}

sym q(a,e) = q(e,a). Donc X

solution de l'équation "a¥x = b'.

q(e*b,a*e) = G(b,a) qui est l'unique

: . . 2
Ecriture canonique des éléments de E /é.

Comme q(a,b) = q(2,e)0 g(¢,b) et que q(e,b) est le symétrique de
q(b,e) qui est un élément de A, on voit que tout élément de E?/k
est le composé d'un élément de A (donc de E) et du symétrique d'un
élément de A (donc de E).

Lorsqu'on a adopté une notation pour le symétrique (par exemple

e
1

. 1 .
=X, OPP X, inv x, x -, & etc...) on peut noter la loi O comme la

. . o . b
loi * et justifier des notations telles que b + (-a) ou e

6) Exemples :

a) (N,+) est un semi-groupe commutatif simplifiable et conduit par
application de la théorie précédente au groupe additif Z dans lequel

l'équation a + ¥ = b admet une sclution unique X = b + Opp a.

* .
b) (z ,X) de méme se préte & l'application de la théorie et conduit
*
ainsi & (Q ,Xx) qui est un groupe dans lequel 1l'équation ax = b admet

“ . -1
toujours une seule solution x = b a

¥ N - . .
c) 1l'ensemble  des polyndmes formels non nuls & un genérateur et a

coefficients dans Q possede pour la multiplication
une structure adéguate et conduif ainsi au groupe multiplicatif
des fractiong de polyndmes dans lequel 1'équation AX = B avec A # 0

]

. . B
admet toujours une seule solution X = It

Remarque : Dans le cas de Z, on démontre que tout élément est
soit dans N (identifié & une partie de Z) soit le symétrique (opposé)
d'un élément de N : c'est ce qui justifie 1l'écriture des éléments de

N N . . a
Z ou le couple n'apparait plus, alors que la notation habituelle +

b
des éléments de Q (ratiomnels) conserve la marque du couple.
. e e . a a' N
La régle de “simplification® : 5= Eﬁ'@ ab’ = ba' n'est autre que

* * .
la relation d'équivalence dans (Q )2 (o0 Q@ =0Q - {0})

N Ry
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Commentaires : On est tenté pour étudier le champ d'application de cette

théorie de réduire les hypothéses au minimum.
. En particulier on pourrait songer & renoncer a la commutativité de
la loi *. Dans la présentation donnée celle ci intervient souvent
et déja pour montrer que é est réflexive. Il s'agit la d'une
difficulté fagile a lever : il suffit de prendre pour définition
de R :
(a,bJR(a',b') ® a¥b' = a'*b.
Mais méme en imposant aux éléments d'Etre réguliers & gauche et a
droite, on ne peut plus alors établir la transitivité.
. Plus intéressante est la tentative qui consiste a s'affranchir de
la régularité, En effet, on dispose au niveau secondaire de plusieurs
exemples d'opérations non réguliéres :

-Dans (P(E), U) AU B

Il en est de méme de (P(E), N) alors qu'il s'agit la de semi~groupes

A U C n'implique pas B = C.

i

commutatifs,
—(Z/nZ,x) lorsque n n'est pas premier admet des
diviseurs de zéro donc des éléments (non nuls) qui ne sont pas

réguliers : dans Z/82 4 . 2 =14 .4 (=0) par exemple.

On peut développer une théorie tout & fait analogue sans supposer
la régularité des éléments mais en remplacant R par la relation :
(a,b) R* (a',b')® 3 u€ E tel que a'¥b*u = a¥b'*u,
Malheureusement, la présence d'un élément absorbant dans chacun

des cas cités (que 1l'on ne peut retrancher comme on le fait pour
construire Q car la loi ne reste pas interne dans l'ensemble

privé de 1'¢lément absorbant) conduit & l'existence d'une seule
classe d'équivalence (en choisissant pour u 1'élément absorbant on
voit que deux couples quelconjues sont éQuivalents). Autrement

dit dans chaque cas on obtient pour groupe associé le groupe réduit
a l'élément neutre !...

Un autre exemple (amusant...) est constitué par le "semi-groupe des

esquimaux" M = {0, 1, 2, 3, 4, beaucoup} avec une addition
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définie par la table :

b o/\gg’zﬂ S S
&o o A2 3oy s 5
MEA@LBQSEB;b“
202 3 4s |k b b

3 13lelsitl a6 >
byl s Ll bbb, b
SiciblblLilblb b
“b%b bgb Hlob h' b

Comme 1'élément "beaucoup " est absorbant, on retrouve ici encore le groupe nul

comme symétrisé, Pas étonnant que les esquimaux ne se soient pas fait un
renon en mathématiques !
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2, POURQUOI CONSTRUIRE R 2

e T 7 s ST T s T o T s 20 i

L'impossibilité dans certainz ensembles de résoudre certaines opéra-
tions ou de conclure A certaines propriétés nous conduit & construire de nou-
veaux ensembles ou les opérations et les propriétés souhaitées soient réalisa-
bles. La méthode de symétrisation conduit & l'ensemble Q des rationnels, mais
actuellement en 4éme on préfére éviter cet ensemble et construire 1'ensemble D
des décimaux.

Des considérations algébriques nous incitent & construire un

b (a € D¥,

[}

nouvel ensemble & partir de D, car dans celui-ci 1'équation ax

b € D) n'a pas toujours une solution.

Certains nombres ont un inverse dans D (4;10;0,25 par exemple)
d'autres n'en ont pas. Montrons par exemple que 3 n'a pas d'inverse
dans D. S§'il en avait un, il serait tel que 3x = 1, Posons x = A,
a; Ajeec @ @y étant le dernier chiffre non nul aprés la virgule.
Le dernier chiffre du nombre 3x est le dernier chiffre du nombre

3an. Pour que 3x = 1, il faut que 3 X(A, a,- 3ge0e an) = 1,00,..0 ;

1
il faut donc que le dernier chiffre de 3an soit un 0., Or 3an ne se
termine jamais par O quelque soit a . Le nombre 3 n'a pas

d'inverse dans D.
Ce qui nous conduit & construire Q.

L'ensemble Q muni de 1l'addition et de la multiplication présente
une structure de corps. Comme dars 1'ensemble &, i1 n'est pas toujours possible
de trouver des éléments dont le carré soit égal & un nombre rationnel, on
pourrait penser A urolonger Q par un ensemble ol cette opération puisse 8&tre
réalisable, mais il ne nous conduirait pas & l'ensemble R. Il nous faut donc

envisager Q sou3 un autre aspect,

Des considérations topologiques vont nous conduire a définir un
nouvel ensemble A partir de Q, L'ensemble N est tel que tout sous-ensemble
non vide et majoré de N admette une Borne supérieure (plus petit des ma jorants).
Z a conservé cette propriété., Par contre l'ensemble Q des rationnels a perdu

cette qualité de N comme le montre 1l'exemple suivant :

ceefone
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Soit E l'ensemble des rationnels positifs dont le carré est au plus

égal a 3,
E={x|xe¢€ o et x° < 3}). E n'est pas vide : 1 € E

E est majoré : le rationnel 2 est un majorant de E :

Vx € E ! x2 <3 < 22 lm x &2

mais montrons que E n'a pas de borne supérieure dans Q.

Supposons qu'il existe une borne supérieure a de l'ensemble E,

a est un élément de E ou du complémentaire E' de E dans Q.

a) Supposons a € E' alors a2 > 3, Solt u = a2 - 3,u € Q** (ensemble
des rationnels strictement positifs). Montrons qu'on peut trouver
un majorant a, de E inférieur & a c'est-ad-dire qu'il existe

A € Q*¥* tel que a02= a - i ) )

Considérons d = a, — 3= (a - 2)" =3=u-o2ax+12, il suffit
de choisir ) tel que ah‘<§g alors u - 2a A > 0 donc @ > 0.

Le rationnel a, est alors un majorant de E, inférieur & a, donc
a n'est pas la borne supérieure de F,

b) Supposons a € E alors a2 < 3 (puisqu'il n'existe aucun rati~
dont le carré soit égal & 3). Soit u = 3 - aé u € Q¥*,

Démontrons qu'on peut trouver un élément a, de E supérieur & a,

c'est-a-dire qu'il existe X € Q¥¥* tel que a, = a+ ke

Considérons d = 3 - aO2 = U - 2a) - xz ; 11 suffit de choisir 1le
. u u u
rationnel ) tel que 0 < ) <4a car 0 < 1'<5é =0 < 2ax < 5
u u
051 <4€1 éu—Za)\>—§ (T)

Et montrons que ) < >

3 3

2€E=>a22

a = % = a2 = % or U = 3 - a2 donc o <« u < 1
C<u <1
259 l= u < 8a° (u < 8a2) =38 < % (2)

4 .

(1) et (2) entratnent u° - 2ax - X~ >0 donc 3 - a° > O

Le rationnel a, est élément de E, supérieur a a, Jdon— a n'est

pas la borne supérieure de E.

La recherche d'un ensemble possédant toutes les propriétés des ensembles N,Z,D,Q,
et ou tout sous-ensemble non vide et majoré admette une borne supérieure conduit

& 1'introduction de l'ensemble R "des nombres réels".
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%, DECIMAUX

L'étude des nombres décimaux, faite dans les nouveaux programmes
de 4éme, permet une construction de R par une variante de la "méthode des
suités de Cauchy".

(Cette technique a été exposée par Mr Kittel dans le bulletin de 1'A.P,M.E.P
Ne 279 pages 325 et suivantes)

Les matériaux de base sont constitués par : l'ensemble D défini comme réunion
des ensembles Dn, Chaque Dn est ]l'ensemble des décimaux "ayant n chiffres
aprés la virgule" ; on assimile Z A Dge

D est muni d'une structure d'anneau ordonné prolongeant celle de Z.

1ére é&tape.

Nous distinguerons désormais les catégories suivantes :
- Le nombre décimal Ex : 47,374 (C'est un élément d'un Dn)
-~ La suite de décimaux Ex : u, = 3,25 P 4,7389 Uy = 0,304.0000s

C'est une application de N dans D. On notera (un) une telle suite et on

rappelle que :

u

u est croissant i i
( n) e si et seulement si ¥ n € N, u, + 12 n

(un) est décroissante si et seulement siVn €N, u ., su
Une suite (un) converge vers un nombre décimal 4 si on peut rendre la diffé-
rence entre u et d aussi petite que possible en valeur absolue c'est-a-dire :
YmEN, Im €EN/VYn>m Ju -d] <107 "
~ Le développement décimal BEx : U = 2,5 uq= 2,53 us= 2,538.444.

C'est une suite de décimaux dans laquelle chaque terme de rang n est un

élément de Dn qui "reprend" le terme de rang n - 1, En d'autres termes,

passer d'un terme au suivant c'est ajouter un nouveau <hiffre i sa droite.
Si on se borne aux éléments de D' de telles suites sont caractérisées par
l'égalitée : 107 u_ =10 . 10" " 1 |

n no.1*ta (a étant un nombre de un
chiffre).

wenlaun
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Lorsque tous les termes du développement décimal sont positifs,
on dit que le développement décimal est positif et on appellera développement
décimal négatif, tout développement (un) tel que (- un) soit un développement

¢

décimal positif.

* L'ensembleaAdes développements décimaux’ contient D. En effet, soit par
exemple le nombre 3,7282 ; on peut 1l'assimiler au développement décimal
suivant :

u = 3'7 u2 = 3)72 u

1 = 3,728200

= 3,728 u, = 3,7282 u_. = 3,72820 u

3 4 5 6

et pour n 2 4 u = u4.
Un développement décimal de ce type est une suite convergente vers uy mais,
malheureusement, ce n'est pas le seul développement décimal & converger vers
ce nombre ; nous verrons qu'il y en a un autre (c'est-a-dire le développement
3,7281999999999%. ... )
Une autre remarque importante & faire est que & coentient d'autres éléments que
ceux qui sont assimilables aux éléments de D. On peut considérer par exemple :
3,4592742742742742. ...
Un tel développement décimal présente l'avantage d'avoir une composition qui
permet de prévoir un terme de rang donné puisque A partir du 5&me rang le chiffre
a ajouter a droite est successivement un 7, un 4, un 2 et ainsi de suite.
(n dit qu'un tel développement est périodique.
I1 est bon de se souvenir que "prévisible" et ‘périodique" ne sont pas synonymes
et que par exemple le développement décimal bien connu :
1,02003000400005000006 0000007000000080000000090000000001 0000000000011 .4

est prévisible mais non périodique.

* On va donc essayer d'établir une relation entre les élémentsdedl et on dit
que deux développements (un) et (vn) sont équivalents lorsque la suite
(un - Vn) converge vers O,
Cette relation r est bien une relation d‘'équivalence et nous allons maintenant

étudier les éléments de chaque classe d'équivalence,

2éme etape

Théoréme : Chaque classc d'équivalence de la relation r con*.lent un ou deux
éléments ; elle n'en contient deux que si ct seulcment si 1l'un des deux est
un nombre décimal,

La démonstration de ce théoréme suit le programme suivant :

c../ooo




1)

2)

3)

4

Dans wn développement décimal positif la différence entre deux termes
n

(de rang n + k ct n) est toujours inféricure a 10~
Deux développements décimaux nc sont pas équivalents si la différence

entre les chiffres de ces développements qui occupent le méme rang est
supérieure ou égale a 2.

Par exemple 1,325 et 1,327 sont les débuts de deux développements qui

ne sont pas équivalents parce que 7 - 5 = 2.

Deux développements équivalents ne peuvent &tre 1l'un positif et l'autre

négatif,
Si on considére deux développements équivalents et distincts, a partir d'un

certain rang m, l'un a toutes ses décimales égales a O et 1l'autre toutes

ses décimales égales & 9. Le premier est donc un nombre décimal).

Afin de faciliter la compréhension des démonstrations nous sui-

vrons leur développement formalisé sur un cexcmple concret.

Théoréme 1°)

1,325875 - 1,32 = 0,005875 VikeN d, =4, ak.1o‘(n+k)
0 = 5875 < 9999 = 107 - 1 et 0 < o 105 . 1
0,005875 < 0,01 d'ol ¥ n €N, Yk €N
d ., -4, 107%
Théoréme 2°)
1,32732 - 1,32548 = Vi ENd  -d' o=

(1,32732 - 1,327)+(1,327 - 1,325) + (dn+k - dn)+(dn - d'n)+(d'n - d'n+k)
{1,325 - 1,32548) SOy d T d 20 donc :

0,00184 > 0,002 - 0,00048 d e 2 (dn—d'n)—(d'n+k—d'n)
0,002 = 0,001 x 2 Supposons que dn—d'n> 107" alors
0,00184 > 0,001 d -a' = 2,107 "

et, d'aprés la conclusion du théor 1°)
d o-dl > 2,10 - 107" = 107"

(dp - d'p) ne peut pas converger vers O.




Théoréme 3°)

Ce théoréme est

Théoréme 4°)

d1 = d'1 = 1,2
— 1 —
d, = 1,25 d', = 1,24
d, - d', = 0,01 = 1072
22 -5
-d' = - a'_}.10
dS d 5 10 + (a3 a 3) 1
-5 -2 -5
(a'3 - a3) .10 7 =z 10 10
3
a'3 - a3 =z 107 -1
or a'3 < 999 et as < 999
] — -
donc a 3 = 999 et a3 = 0
d'od : dg = 1,25000 d', = 1,24999

Définition :

< 10

-5

25

une quasi évidence qui n'appelle pas de commentaires

Supposons que la composition des 2
développements soitla méme jusqu'au
rang m - 1 et qu'au rang suivant la
différence soitégale en valeur absolue
4 107" (contraposée du théoréme 2)

Au delda du rang m on peut écrire :

- 4t

m+k m;k =d =-dt «+ i
m m

(a - a'k).1o“(m+k)

(voir théoréme 1)

-(m+k) .
-4 '

de plus dm X d mek™ 10 d'ou
—(m+k) —(m+k)

107"+ (a -a', ). 10 <10

m+k)

> 101 (m+k)

(a'k—ak).10-(

k
' - —
a X ak =z 10 1

ce qui combiné au théoréme 1) éxige

at

k
— - 1 2=
X = 10 1 et ak 0

On appelle nombre réel chaque classe d'équivalence de la relation r

dans A , R =AQ ;

On convient de prendre comme représentation d'un nombre réel,

l'unique élément de la classe lorsque celle-ci est un singleton et le nombre

décimal lorsque c'est une paire.

3éme étape

Nous allons maintenant définir une relation d'ordre dans R :

8i a et b sont des réels de représentants (cf plus haut) (a,) et (by) on dit

que a est inférieur & b(on écrit a < b) lorsque V n € N, a, < bn'

vor/ees




2 b

Cet ordre posséde les propriétés suivantes

1° Il est total : (c'est-a~dire qu'on peut toujours ranger deéux réels)

2° I1 prolonge celui de D

3° I est dense dans R pour cet ordre (ctest-a~dire que dans tout intervalle
entourant un réel il y a un décimal),

10 et 2° tiennent & la remarjue suivante, si a # b, il existe un indice n tcl q.

ap # bpe On peut alors ranger ay et by et vu la définition des suites décimales

"si a’ <by on.aa,.<bp POUr tout p 2 n et donc ap < b, pour tout p € N.
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4eme étape.

Si x et y sont deux réels de représentants canoniques(xn)et(yn), les
suites (xn+ yn) et (xnyn) ne sont pag nécessairement des développe-
memt décimaux.

Exemple : x = 0,666 y = 3,512,,. X, + ¥, = 3 X4y = 4,1

On ne peut donc définir des lois de composition dans R a l'aide de
cette méthode;c'est alors qu'on est amené a introduire les motions
de suite de décimaux comvergentes dams R et de suite de Cauchy de
décimaux.

Om dit qu'une suite devdécimaux (un) converge wers le réel r de re-
présentant (dm) lorsque les suites (un) et (dn) sont équivalentes.
Il est évident que deux suites de décimaux qui convergent vers la
néme limite sont équivalentes.

Om peut alors donner les définitions suivantes:

Si (xn) et (ymr) sont les représentsnts canoriques des réels x et y,
on appelle somre de x et de y (x+y) le réel lirite de la suite
(xl + 3n) et produit de x et de y (xy) le réel linite de la suite
(X750

Il reste mainterant a justifier l'existemce de ces limites et c'est
alors ou‘interviernent les suites de Cauchy de décimsux,




ﬁ, Construction de R par les suites de Cauchy

I. Introduction :

1°) On dispose de 1l'ensemble Q des nombres rationnels qui constitue un
corps commutatif unitaire totalement ordonné. De plus, § est archi-
médien Y a€Q,V b€ Q, a>0=3 n€ H, b< an) et il est ".dense"
sur lui méme" c'est-a-dire qu'entre deux rationnels (distincts) il y en
a toujours un troisiéme (distinct des deux premiers) :

YV aéQ,¥YbeQa<b=a3(3ceEqQ, a<c<b).

Notons que ni N, ni Z ne possédaient cette derniére propriété.

2°) Pour les "nombres irrationnels connus" (2,7, e par exemple) on
possédait des algorithmes permettant de les approcher par des suites
décimales ou rationnelles (algorithme de la division, de la racine
carrée etC.s.). Mais pour un méme "nombre" deux algorithmes qui en
réalisent des approximations peuvent conduire & des suites différentes :
par exemple e peut &tre approché par la suite des ratiomnels

a, = (1 + %)n ou par la suite de ratiomnels b = 1 + %T + %T + oeee + %T.

On peut montrer

1°) que la différence entre les termes généraux de deux telles suites
devient aussi petite qu'on le souhaite pourvu que le rang soit
suffisamment élevé, ‘

2°) que chacune de ces suites, si elle ne converge pas dans ), posséde
la propriété suivante : la différence entre deux termes quelconques
peut €tre rendue aussi petite qu'on le veut en prenant des termes

de rang assez élevé,

Cette double remarque motive sur un cas particulier la construction

qul suit.

33
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II. Suites de Cauchy de rationnels

1°) Définition d'une suite dé rationnels :

On appelle ainsi toute applicationr : N — Q
Ny rn

On note (rn) la suite de terme général r .

2°) Suite convergente (dans Q) :

* .
(rn converge vers le rationnel r |®(ve € Q+ ; I N(e) € N | ¥V n€EWN
n> N(e) = Irn ~r| < e). On note lim r =7 etr s'appelle limite de ro.
1400

On note aussi rn-é T

Dans la définition on trouve : lrn ~ r| < e. Ceci équivaut a
r -e< rn-< r + e, La définition revient donc & dire que dés que l'on
a choisi e, tous les termes de la suite (rn) dont le rang est suffisam—
ment grand (ce qui se formalise par N> N(e)) se situent dans 1'inter-
valle (de ©Q ...) de centre r et d'amplitude 2 e, ou encore A une

distance de r inférieure & e,

r—-e r r+e

3°) Unicité de la limite d'une suite convergente :

Si lim r =r et lim rn = r' alors r = r'

13400 400

Démonstration :

(rpr)e (v 5€0,% IN(e)EMynen n>N(e) > |r, - x| < %)

(ror' )y S€Q,%, ' ()N |¥ ned n> N (e)= |r - r| <3)

Posons N" = Sup(N(e), N'(e)). Alors, V e € Q+*, VneEdNNn>N"

e e A

- t < - - 1 <& —= — e T i
r-r'| |r rnl + }rn r ‘ St =€y € utilisant
1'inégalité triangulaire et les hypothéses ci-dessus.

Il en résulte que r = r',

Remarque :tout rationnel r peut &tre considéré comme limite d'une
suite au moins de nombres rationnels, ne serait ce que la suite

définie par r =T pour tout n.




4°) Suite de Cauchy de rationnels :

On appelle ainsi toute suite (rn) de rationnels vérifiant la
propriété suivante

* § ; . * P
v ec 0,13 N(e) € | V m€ N, V n€ N m> N(e) et n> N(e)é\rm—rnl<< e)

En clair cette propriété signifie que la distance entre deux
éléments r et r de cette suite est inférieure a tout nombre rationnel
e > 0 domné (on peut donc en particulier prendre e arbitrairement petit)
pourvu que les rangs m et n considérés soient suffisamment grands

[ce qui se formalise par m> N(e) et n> N(e)].

Propriétés :
a) Toute suite convergente de rationnels est une suite
de Cauchy.
Compte-tenu du commentaire précédent cette propriété paraflt
intuitivement évidente. Elle s'illustre comme suit :
Par contre lfintuition serait disposée a

m n admettre 1ln compatibilité entre un rappro-

r T+ = chement de plus en plus "étroit" de deux
termes de rang assez grand et un "déplacement"
continu de ces termes.

Démonstration :

‘\(‘26 Qe , 3N () EN|YmEN m> N'(e) = |r_-r| < =
) mn I1 en

(xor) = © | | 2
(v-ge e+ , IN(e)EN|YnEN n> W(e) > |r -r| < 3|
résulte, en posant N(c¢) = Sup (N'(e), N"(e)), que

V e€ Q+*, 3 N(e)€ N|y m€N, V n€ N, m> N(e) et n> N(e) =
x| = e x|+ x| <S4+ £ =k,

b) Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration

Dans la définition il suffit de fixer n pris supérieur a N(e)
pour que l'on ait, pour tout m > N(e) trm~rnl < e ce qui
implique ro < rot e le second membre étant un réel
déterminé celd prouve bien que (rm) est majorée. De méme
rmi> r -ece qui prouve que (rm) est minorée, donc en

définitive que (rm) est bornée.

Remarque (non triviale) : Il existe des suites de Cauchy de rationnels

non convergent:s dans Q. Un exemple, entre autre, est celui de la suite

1 . . .
—_ + L + eeo + ;L. I1 fait 1l'objet d'un exercice
1! 2! n! :

- YU UGG, SN NU IR o)

de terme général 1 +

E 3 S S R - S )

0
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5¢) Théoréme :
Si (rn) et (sm) sont des suites de Cauchy de rationnels il
~ . - : 1 .

en est de méme des suites {—rn) : (rn + sn) H (rn - sn) i ( - )

n

(sauf, dans ce dernier cas, si r, = 0).

Démonstration :

a) Pour les trois premiers cas il suffit d'établir le dernier
résultat, En prenant ensuite r. = 0 (pour tout n) le premier en

résulte et le second découle du fait que r o +s, = rn - (—sn).

(rn) suite de Cauchy @ (\/%6 Q+.*, IN'(e)€é N |VmEN, VIEN m >N' et n> N

= \rm-—rni < g—)

(sn) suite de Cauchy @ (V-S'G Q+*, IN"(e) € NlymEN,YrEN m >N" et n >N"
e.
> lspmsal < 3)

Oz, (rm—sm) - <?n n ‘
supérieur a N(e) = Sup (N',N") il en résulte bien que
e

l(rm-sm) - (rn-sn)t = \rm—rnl + lsn—smt <I§ +5 = e

-s_) = (rm—rn) + (sn-sm) et si on prend m et n

b) Démontrons le résultat pour (r s ).Onars-rs
mn mm nn

it

rm(sm—sn) + Sn(rﬁrn)“ Il en résulte que :

.“ < _ _ 'l
]rmsm rnsn\.. \rm\‘sm Sn‘ + lsnllrm rnl. Or, (rm) et (sm) étant
des suites de Cauchy sont bornés par des nombres positifs A et B
respectivement. Donc |r s -1 s | < als_-s | + Blr -r |« Posons
- nm nn', m n “Vm
L e H o e OF) o 3

alors e' =55 ete =jrone € Q+ . Puisque (rm) est de Cauchy,
I N'(e') € N |met n>N'= [rm—rn1 < e'., De méme puisque (sm)
est de Cauchy, 3 N"{(e") lm et n> N"= ‘sm~sni < e", Soit

. *
N = Sup (N', N"), N dépendant de e. Il en résulte queV e € Q+ ,
si 1'on prend m et n supérieurs a N(e) ainsi défini

|lr s ~rs|=AXe"+BXe's=
mm  nn

]
Nl

* -;- = e ce qui établit le

résultat.

c) La démonstration repose sur le lemme suivant : si (rn)
est une suite de Cauchy de rationnels gul ne converge pas vers O
alors, & partir d'un certain rang, tous les termes de la suite
sont de méme signe et minorés en valeur absolue par un nombre non

nul,




Supposons ce lemme établi et posons S, = ";"‘(aVEC S, = 1 pour toute

valeur de n telle oue r = 0). n
1 1 r -r | [rn-rmi

§ ~§ =m == = = = et |s -s | = . Or, d'aprés le lemme
r n r_ r |
mR Ty m Tmn m m n

précédent, pour m et n> k € N, il existe un rationnel q > O tel
que r <-q et r <-q ou bienr_ > q et r > q soit dans les deux
m on m n rp=rm
cas |r r | > q°. Il en résulte qu'alors |s_-s_| < ———=—. Mais
mn ‘ m n 2
puisque (rn) est une suite de Cauchy, pour m et n
supérieurs a un entier k' dépendant de e, (rn—rm) < q2e et par
conséquent si on prend m et n supérieurs a N(e) = Sup (k,k')
2
alors ]sm-snl < 5.__2‘2 = e ce qui prouve que (sn) est une suite de
Cauchy. 4 V

Démonstration du lemme :

Soit (rn) une suite de Cauchy qui ne tend pas vers zéro.

Elle vérifie les deux propriétés :
.Ve> 0, JX€EN, VPENYQEN, p= k et q= k= trp-rql <e
.3 a>0,VnéEN, IJn'€EN |rn,‘ > a.

choisissons alors l'entier ko associé par la premiére relation au

a . . .
nombre e = 5° Et appelons k*o l'entier associé par la deuxiéme
relation A& l'entier n = ko'

On aura puisque k'oz ko :

a
VPEN, p= kO:’ ‘I‘k, - rpl <—2'
o
et d'autre part |r, | > a.
o
On est donc dans ou l'autre des situations illustrées
ci-dessous :
Tre > o0 .
e}
e ¥Yp = ko r €1
s r Y
14
; et
L2 P T ta
X' "2 O Fys ¥
0 0
Tyr <o
o . g
>
r r t VP'—' ko r E J
| L | -
J -a t o)
r -2 r r .+ 2
k' 2 ' k' 2
o o

Dans chaque cas pour p = ko, r_ a le signe de Tyt et est minoré

en valeur absolue par : }rk, —-2 . ° cos
[»]
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Soit S l'ensemble des suites de Cauchy de rationnels., On définit sur
S une relation binaire en posant (rn)'V (sn) & (rn—sn) > 0

Lemme : La relation précédente est une relation d'équivalence

Démonstration :

i 2 . . . P A : _ - . .
a) réflexivité : (rn) (rn) = (rn rn) 0 ce qui est évident

b) symétrie : f(rn)'w (sn) = (rn—sn) - 0]e [(sn-rn)%0¢*(sn)“4(rn)]

Y ¥ T A ° ~J - ) e d
c) transitivité : (rn) (sn) (rn sn) 0
» L= et
(e )~ (t) (sp-t )0

Or r -t = {(r -s -t ) et donc r -t = O ce qui prouv e
n n ( n n) * (Sn n) < n n 4 P € qu
(r )~ (t,).
Définition : L'ensemble quotient de S par la relation précédente est
appelé ensemble des nombres réels et sera noté R. Un nombre réel est

donc une classe d'équivalence de suites de Cauchy de rationnels.

III. Structure de R {corps commutatif)

D'aprés II 5°) l'ensemble S est muni de dcux lois de compo-
sition internes l'addition et la multiplication qui lui conférent
mani festement une structure d'anneau commutatif unitaire. Si l'on
désigne par O l'ensemble des suites de Cauchy de rationnels qui conver-
gent vers O on peut remarquer que O est un sous-groupe de S et également
un idéal de S. En se basant sur des théorémes d'algébre générale on peut :

a) Trouver directement la définition de R comme groupe quotient
de S par le sous-groupe 0.

b) A partir de 0 considéré comme idéal de S en déduire que
1'addition et la multiplication de S "passcnt ~u quotient" et conférent
a R une structure d'anneau commutatif unitaire.

Toutefols le lecteur trouvera ci-dessous une démonstration

directe du "passage au quotient",

Pour l'addition il s'agit de montrer que si (rn)fv (r'n) et
Y o~ y 1 Y A~ ¥ %f e ol
(sn) (s n) alors (rnfsn) (r nf’ n)n Il suffit de remarquer
- ' 4 — e t e §
que (rn+sn) (r oS n) = (rn r n} +(sn 5 n)’ somme de deux
termes dont chacun tend vers 0. Pour la multiplication, avec les
mémes hypothéses il s'agit de montrer que (rnsn)'” (r' s'n).

. n
On remarque que r s -r' s' =5 (r -r' ) + r' (s -s' ) qui tend
n"n n‘'n  n n_ n

n n n
vers 0O compte tenu du fait que lim (rn~r'n) = lim(sn—s'n) =0

A i Gl G CS ) <t (A7) st bt ity 00 9200
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I1 en résulte donc la définition d'une addition et d'une multiplication
dans R obtenue en posant, si (r ) et (s ) désignent les classes définis-

] ) I n /’_:_\‘ ’;‘\ ]
sant les réels r et s : d'une part, r + s = (r +s. ) et rs = {(r s )

n n nn

d'autre part.
La vérification des propriétés qui conférent & R la structure d4d'anneau
commutatif unitalre peut se faire directcment et ne présente pas de
difficultés particuliéres. Il ne reste plus qu'd montrer que tout réel
r % 0 admet un inverse. Il en résultera en définitive la structure de

corps commutatif de R,

Démonstration

Soit r 7 0. Ce réel r est défini par (rn) ot (rn) est une
suite de Cauchy de rationnels qui ne converge pas vers O, Considérons
la suite (sn} = ?L ) (avec s, = 1 pour chaque valeur de n telle
que r = 0. Nous saVons que (sn) est une suite de Cauchy de rationnels
qui définit donc un réel s. Or (rnsn) = (rn‘x ?L ) (pour n assez grand)
est une suite de Cauchy qui définit &videmment % le réel 1.

Le réel s est donc l'inverse de r pour la multiplication,

IV, Q est isomorphe & un sous-corps de R,

D'~prés la remarque du II 3°) tout rationnel r est limite
de la suite r définie par ( ¥né N, r = r). Désignons par (r) cette
suite., Il en résulte que r = (r) et tout rationnel peut-8tre ainsi

"assimilé" & un réel.

De fagon plus précise considérons 1l'application £ : Q@ —3R

r—— £(r) = (r)
Cette application est manifestement injective, donc bijective
sur £(Q). Dg plus : \
Flres) = (733) = (r)+(s) = £(r)+£(s) et £(rs) = (rs) = (r).(s) = £(r)£(s).
L'application f est donc un isomorphisme de Q sur f(Q) qui apparalt
ainsi comme un sous-corps de R. Cet isomorphisme autorise 1'assimi-
lation entre Q et £(Q) ce qui conduit & dire que Q est un sous-

corps de R,

V. R _est un corps ordonné, archimédien, complet

a) R est ordonné :

La "construction" d'une relation d'ordre, notée < dans R se
falt de maniére & ce que sa restriction & Q coincide avec la relation
ainsi notée dans Q. Elle est compatible avec 1l'addition dans R ainsi

que la multiplication c'estwa-dire que :

LI Y




@)V x € R,V (a,b)éRg, a= b= a+ x=b + x

\/

8)V (a,b) € R°, a2 0 ct b= 0= ab = O.
On commence par définir les réels positifs (ceux dont un repré-
sentant a tous ses termes positifs) et on démontre que l'ensemble
R" ainsi constitué est stable par addition et multiplication et
vérifie R* N {- R = {0} et R¥ U |- R" =R.
Pour une étude compléte voir par exemple
~ Madame Lelong-Ferrand-Arnaudiés (L.A.) Analyse (page 8)
~ Chambadal-Ovaert (C.0.) Notions fondamentales d'algébre et

d'analyse (page 372)

b) R est archimédien :

On montre que :V (a,b) € Rg, a> 0= 3 n€ N|/b< na

La propriété est évidente si b < a et ne nécessite de démonstration
que si b > a,
Voir L.A. page 11 ou C.0. page 376 par exemple.

Cette propriété a en particulier les conséquences suivantes :
1) Entre deux réels il y a toujours un rationnel.

En effet soient y et x (y > x) deux réels.,
I1 existe un entier q tel que : q(y - x) > 1
et un entier p tel que : p= xq< p + 1.

On a alors la situation
xq+1

{. i L i
¥ T u ¥

P xq p+1 qy

b 4

donc xg< p + 1 < qy
p + 1

et le rationnel z = répond a la question.
2) Entre deux rationnels il vy a toujours un irrationnel

En effet soient e un irrationnel et a et b deux ratiommels.

I1 existe un entier p tel que p(b - a)> e et le nombre ¢ = a +

oo

convient (il ne peut &tre rationnel sinon e = (¢ - a). p le

serait).

Remarque : cela ne veut pas dire qu'il y a "autant" de rationnels que
d'irrationnels : puisque ceux-ci constituent un ensemble ayant la

la puissance du continu alors que Q est dénombrable.
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c¢) R est complet :

On exprime par ce mot que si on répéte A partir des suites de
Cauchy de réels la construction faite & partir des suites de Cauchy de
rationnels on n'obtient pas un sur-corps de R mais R lui-méme. Voici a

titre indicatif le principe de la méthode :

@) On étend & R la notion de convergence déja définie dans Q
et on montre d'abord que tout nombre réel est la limite, au sens de
la limite dans R, de toute suite de Couchy de rationnels qui définit

ce réel,

B) Soit (rn) une suite de Cauchy de réels. Chaque réel r de
cette suite est défini par une suite de Cauchy de rationnels (qn,k)'
En prenant k suffisamment grand, pour chaque n, on construit une
suite de Cauchy de rationnels qui "approche" la suite de réels
donnée, Cette suite définit un réel a dont on montre qu'il est la
limite (au sens de R) de la suite de réels donnée. En résumé toute
suite de Cauchy de réels est convergente dans R (R est complet)

(voir L.A. page 17 ou C.0. page 374)

VI. 00 l'on s'asswe qu'on a obtenu ce gue l'on cherchait...

~

I1 nous reste maintenant & vérifier que le corps ainsi
construit répond bien aux objectifs fixés : - existence de racines carrées
- existence d'une borne
supérieure pour toute partie
non vide majorée.,
Pour cela nous commencerons par établir une propriété qui
constitue en fait une traduction géométrique du critére de Cauchy.

2

1°) Théoréme des segments emboités

Soit (In) une suite décroissante (vn I

’ C I_) d'intervalles
néw * n

/

fermés bornés non vides de R (I = [a o b ], a # b ) tels que b - a = 0
n n'n n n n n
quand n augmente indéfiniment.

Alors l1l'ensemble N I est constitué d'un point et d'un seul soit 1
né& N

qui est la limite commune des deux suites (an) et (bn)o



Démonstration :

a) existence d'un point commun : Choisissons dans chaque
intervalle In un point N € In° On définit ainsl une suite qui est
de Cauchy car si r= s ; ju -u | = -b uisque u I CI et

€ bauchy car i s r‘ lar rl puisq s € s T
lar“brl -0 donc peut €tre rendu arbitrairement petit en choi-
sissant r et s assez grands.

La suite (un) converge donc vers un réel 1,

Et 1€ N I_ car pour tout p € N puisque
N

o = a <u = b =
In / Ip pour n= p on a aP v, Ip pour n p donc

a =1<b et l€ I .
p P p

b) unicité : Soit 1' € (N I_ alorsV m, |1'—l| = |a -b_|
——— €N m m

puisque 1 et 1' sont des points de Im° Comme lam—bml - 0, on a

nécessairement 1L = 1',
c) est un cas particulier de a) en choisissant systémati-
quement ., ou bien v, o= A Y né&€ N

. Ou bienu =b V¥V n€ N
n n

2°) Existence de racines k iémes.

On montre qu'étant donné un réel a > 0 et un entier k % 0, il
. . , k
existe un unique réel x> 0 tel que X = a.
On utilise pour cela la suite constituée par les approximations décimales.

de cette racine,

. . - <k .
Soit P le plus grand entier tel que (10 0 pn) =< a. Un tel entier
existe car l'ensemble des entiers p tels que 10*nk pk:S a est

majoré par 10 X, (par exemple) ou x, = E(x) + 1 (E(x) : partie

1
entiére de x).

Les nombres a_ = 10 p_ et b = 10~n(p +1) = a_ + 107" vérifient :
n n n n n

(1) a ka a< b k
n 0

et anfS a < b = b
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Les intervalles I, = [an, bn] réalisent donc les hypothéses du
théoréme précédent puisque
b -a =10"20
n n
Les suites (an) et (bn) ont donc une limite commune : le nombre x
unique élément de N In'
reN

La relation (1) montre alors que l'on a :

ka a< xlc donc a = xk.

L. . . + + .
L'unicité provient de ce que la fonction R - R est strictement
x - xk

croissante donc injective,

Remarquons que, puisque a, et bn sont des nombres décimaux qui
s e -n X :
vérifient : a < x<b etb -a_ =10 , les suites (a_) et (b )
n n n n n n
constituent les approximations décimales par défaut et par exceés

de la racine x,.

3°) Borne supérieure d'une partie non vide majorée

Soit E une partie non vide de R, majorée parm : ¥V x€ E, x=< m,
Rappelons qu'on appelle borne supérieure de E, le plus petit des majo-
rants donc : un élément b tel que 1)V x€ E x=< b

2) V m m majore E= m = b,
Remarquons que comme dans R 1l'ordre est total, il revient au méme de
dire que b est borne supérieure ou de dire que b est un majorant et que
tout nombre c € R tel que ¢ < b n*est plus un majorant de E autrement
dit :
VceER, ¢c<b® 3 xXx€E, x>c.

On peut encore exprimer ceci (c'est la définition la plus souvent
utilisée) en remarquant que si ¢ < b, ¢ peut s'écrire ¢ = b - e avec
e > 0. La propriété 2) devient :

"W e>03x€EEXx>D ~-c¢e

Nous allons maintenant établir l'une des propriétés ayant motivé la
construction de R : toute partie non vide majorée de R admet une

borne supérieure.

Pour cela on construit une suite In d'intervalles vérifiant les
hypothéses du théoréme précédant, on en déduit l'existence d'un
unique point commun A ces intervalles, dont on montre qu'il est la

borne supérieure de E.




Soit m un majorant de E et x € R un nombre qui ne soit pas un

majorant de E (donc tel qu'il existe y € E avec y > x). Un tel x
ist S E#Q. -

existe parce que E # @ % am

Posons 11 = [x1, m] et soit x2 = ~17;—~ Lte milieu de I1 :

. ou bien x, est un majorant de E et on pose I, = [x1,x2]

. ou bien x2 n'est pas un majorant de E et on pose I, = [xz,m].

On a ainsi construit un intervalle 12 = [a2,82] tel que @, ne
majore pas E et 52 majore E.

On recommence le méme procédé et on fabrique ainsi une suite (In)
d'intervalles [an,sn] tels que @, ne soit pas un majorant de E

alors que En majore E, Cette suite (In) vérifie les hypothéses du

m - X
théoréme précédant puisque In a pour longueux ———;fl (on coupe a
chaque étape 1l'intervalle en deux). 2
Soit alors {b} = N I .
e N

. b est un majorant de E : car b = lim Bn et chaque B8 vérifie
¥ X € E ﬁnZZ X donc b = X

. b est le plus petit des majorants : on montre queV e > 0

b - e n'est plus un majorant.
Or comme b = lim o, (suite croissante) il existe un entier n tel
que si n = n on ait
e

b - < < .
2 0/n b

-4
e
d
A

-+

Or o n'est pas un majorant de E donc a fortiori b - e n'en est

pas un.

Remarque : Rien n'interdit & b d'appartenir a E. On dit alors que

b est le plus grand élément de E.
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II éme Partie

A, CARDINAUX

Nous abordons ici une introduction cardinale du nombre, L'intérét
de cette approche est qu'elle semble actuellement prévaloir dans 1'enseignement
primaire (ol bien entendu on ne fait pas la "théorie" mais ol l'on adopte une
démarche qui en découle).

Nous ne ferons pas une étude exhaugive ni méme rigoureuse des
cardinaux mais essaierons de montrer comment A partir de notions ensemblistes
simples il est possible d'atteindre rapidement les cardinaux et leurs opérations
dont les propriétés g'établissent le plus souvent de maniére beaucoup plus
simple que dans le cas des ordinaux. Malheureusement sans une théorie axiomatique
assez poussée des ensembles il n'est pas possible de donner un fondement correct
a cette construction, Pour ceux qui s'intéressent A cette question consulter
par exemple : J-L Krivine : Théoric axiomatique des ensembles Collection Sup.

L'étude des cardinaux nous conduira ensuite trés naturellcment a

aborder quelques problimes 1iés aux notions d'infini.

1°) ENSEMBLES EQUIPOTENTS

On dira que deux ensembles A et B sont équipotents 5'il existe

une bijection de A sur B, On é&crira : A eq. B.

Remarquons tout de suitc que nous ne faisons aucune hypotheése
sur A et B : par exemple les ensembles A = {0,[,A} et B = {z2,U,T}
sont équipotents mais aussi les ensembles ]0,1[ et 11,+=[ en
considérant la bijection £ : J0,1[ = ] 1, +f

-

X

X |-

ou encore les enscembles N et 2N (nombres pairs)
par la bijection g : N — 2N
x ™ 2x
Bien entendu en général, il y a plusicurs bijections entre deux ensembles

équipotents,

Propriétés : a) v A A eq. A (1'identité est une bijection!)
b) VA, Y B, A cq. B=B eq. A (prendre 1a bijection réciproque)
c) VA, VB, ¥C,(Acq.B) ct(B eq. C) = (A eq.C) (le composé de

deux bijectionsest une bijection).

veelvue




On a doncles propriétésdtune relation d'équivalence, Mais
on ne peut parler des ensembles qui seraient les classesd!équivalence

puisque 'eq" n'est pas unc relation dans un ensemble (i1 n'y a pas d'ensemble de

tous les ensembles). On parlera alors de classes d'ensembles équipotents, Tous

les membres d'une mme classe ont une propriété commune : on dit qu'ils ont méme

cardinal. On écrit Card A = Card B pour A eq. B et on notera les cardinaux par

des lettres minuscules : a = Card A,

2°) OPERATIONS ENTRE CARDINAUX
Addition

Soient a et b des cardinaux. Cholsissons des ensembles disjoints
Aet B(ANB=¢g) tels que a = Card A et b = Card B.
Ceci est toujours possible car si A B # ¢ on remplace A et B
par A, = A X {0} et B, = B X {1} qui sont disjoints et ont respec-
tivement méme cardinal que A et B (prendre pour bijection la
premiére projoction).
On définit alors le cardinal somme des cardinaux a et b, qu'on note a + b, par

a + b = Card(A U B) (rappelons que A N B = g)

Justification : Pour que cette définition ne soit pas¥stupide 1l faut

O i s 4 st i i L .

stassurer (c'est facile ') que s'il y a une bijection¥de A sur A' et une
bijection¥de B sur B', il y en a une de A U B = A' J B' : c'est bien le cas
si ANB=A"'"NB'= ¢ pulisqu'alors il suffit de prendre 1l'application qui,

restreinte a4 4 cst £ et restreinte & B est g.

Propri¢tés : on a immédiatement la traduction en terme de cardinaux des propriétés

[

de l'opération {J entre ensembles : associativité, commutativité, existence d'un

élément neutre : card ¢ noté Q.

- il est naturel de chercher & retrouver la régularité,
Mals on sait bien quc sans hypothése supplémentaire cette tentative est
voude a l'echec puisque par exemple : Card N + Card {-1} = Card N
(prendre la bijection £(x) = x + 1) alors que Card {-1} = 1 #0.
On ne pourra établir la régularité que pour des cardinaux finis dont la défini-

tion et 1'étude sera faite au chapitre suivant,

Multiplication

Soient a et b deux cardinaux et A et B deux ensembles tels gue
a = Card A et b = Card B. On définit le produit des cardinaux a et b (quton note

a X b ou ab) par :

casSous
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a x b o= Card(i ¥ B) (o0 &4 % B désigne 1lc proiuit rcartésien des ensembles A et B)

Une justification de cetre définition, analogue a ceclle de 1'ad-

dition, est laissée au lccteur...

: 1°) Cette fois=-ci, lc produit cartésien n'étant ni commutatif ni

o e S e T -

associatif, les seules propriétés qui soient la traduction de propriétés
ensemblistes sont :
# La distributivité par rapport & l'addition, puisque

Ax (Buc)=(@xe)y(axc) ct que si BNC =29, (AxB n(axc) = ¢

* Le falt que O est absorbant puisque A X &

it

¢ donc a X 0 = 0.

L]

2

2°) Les propriétés "habituelles" de la multiplication s'établis-
sent alors comme suit

* Commutativité : Les ensembles A X B et 2 X 4 sont équipotents

considérer la biljection A X B —~ B x A

() = (y,7).

. . - A . Ty ~N / ™ ~
* Associativité @ Les ensembles A x (B x C) et (A X B) x C sont

équipotents : considérer la bijection :
(AxB)yxC-ux (BxC)

N (v (v )0
((X7Y)vz} - (\x,c\y,./,))

* Elément neutre : On dit que A est un ensemble & un &lément

(ou un singleton) si @ (¥x € A, ¥y € A, X =y ) et A £ o

Tous les singletons ont méme cardinal notél. Le cardinal 1 est
neutre pour la multiplication car A X {xc} - A
(x,xo) ~ % est une bijection
donc a X 1 = a
- AN .y . . N . .
3°) Le probléme de la régularitd (pour les cardinaux # 0) se posc

de maniére analogue av cas de l'addition.

3°) Relation d'ordre

On dira que le cardinal a est inférieur ou Cgal au cardinal b et
on écrira a < b, si A et B étant des ensembles de cardinal a et b respecti-

vement, il existec unec injection de A dans B.

oS




On constate qu'unc telle définition cst licite en remarquant que 1c

composé d'une injection et de bijections est unc injection,

Propriétés.
a) * Réflexivité : a < a car une bijection est une injection.

* Antisymétric : il s'agit de montrer que s'il v a une injection de A dans B
et une injection de B dans A, 11 vy a unc bijection dec A dans B. Cette
proprifté n'est pas du tout "évidente" : cl'est le théoréme de Schroeder—
Bernstein (1897) (ou de Contor-Bernstein suivant les auteurs) dont on
pcut par exemple trouver une démonstration dans : Glaeser (Mathématique
pour 1'¢léve professeur page 142) ou dans Krivine (déja cité) p. 38,

* Transitivité : il suffit de comp oser les injections.

La relation définie est donc une relation d'ordre

b) Cet ordre est total
Autrement dit, étant donnés deux cardinaux a et b, onaa<boub g a,
Ce sera établi si on montre qu'étant donnés deux ensembles A et B, i1 v a
unc injection de A dans B ou une injection de B dans A.
Cette propriété démontrée par Zermelo en 1904 utilise 1'axiome du choix.

Voir par exemple Glaeser page 143,

c) CompatlbllltP avec l'add1ton ¢t la multlpllpdthn

a) Sia<balors « + c <b + ¢ (a,b,c désignent des cardianux).
En effet choisissons des ensembles 4,B,C tels que a = Card A, b = Card B,
c=Card Cet A NC=BNC = .
Par hypothése, il y a une injection £ : A — B.

-

a
alors cn posant ‘( )= A(x) six €4
(x) = x six € C
On définit unc application (puisque A N C = #)de A U C dans B U C qui
est une injection (puisque B N C = ¢ ot £ injective),

b) Si asbalors aXxc<b x c
Avec les notations pricédentes, il suffit de remarquer que l'application
h: AxC-Bx¢C

(x,y) = (£(x),y) est encore injective,

b3




. FINT ~ INFIKNI

Ny

51 l'existence d'ensembles finis est une conséquence immédiate des axiomes
ensemblistes, celle d'ensembles infinis est beaucoup moins évidente et c'est

méme un des axiomes des théories mathématiques généralement adoptées.

Théoréme A :

Soit X un ensemble, Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1° Le seul ensemble contenu dans X et équipotent & X est X lui-méme.
2° On a card X # card X + 1

Montrons non (2) = non (1)
Si card X = card X + 1, en désignant par a un objet non élément de X, il
existe une bijection £ de x U f{a) sur ¥, 1'image de X U {a} par £ est

équipotente & X et contenue dans X d'ou non 1,

Montrons non (1) = non {2).

Soit X' équipotent & X et X' < X.

OnasiX*C¥x X=x"J (X=X avec X* 0 (X - X') = ¢

donc card X = card X' + card (X - X') mais X' équipotent & X implique card X' =
card X;et X - X' non vide implique card (X - X') = 1 donc d'unepart

card X = card X + 1 ; d'autre part card ¥ + 1 2 card X, d'ou

card X = card X + 1.

Définitions :

On dit qu'un ensemble X est fini s'il posséde l'une des propriétés
(1) ou (2). On dit qu'un ensemble X est infini dans le cas contraire
De m@me un cardinal x est fini si x # x + 1

" " " Li} " " infini Si X = X + 1

Un cardinal fini est un entier naturel

" " infini " un nombre transfini




Dans la suite nous allons nous intéresser plus particuliérement

a deux sortes d'infinis : les infinis dénombrables et les infinis contenus.

Théoréme B,

N est défini précédemment. Montrons que M est infini,
I1 existe une bijection de W sur P [ensemble des naturels pairs).
[ N-P
X v 2X

donc N est équipotent & un ensemble P # N et tel que P C N donc d'aprés le

théoréme A (1) N est infini.

Le cardinal de N (card N) s'appelle la puissance du dénombrable,
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est & premidre vue contraire au "bon sens" maic ~'eot pricisément 1%une des plus
grandes réussites de Cauter que d'avoir pu disqualifier 1'emploi du "bon sens"
en mathématique,

Hous allons montrer maintenant qu'il existe des ensembles infinis qui ne

peuvent pas &tre mis en bijection avec H,

Théoréme C : (C ntor)

Pour tout cardinzi « on a x < 27 = card P(x).
Pour faire la démonstration on peut considérer un ensemble X et une application £

é
de X dans £(X) (ensemble des parties de %)

%

et on montre qu'il n'existe aucune application surjective de X dans pP(X) d'oq
4 i J NN

czard A < card P(X),
On en tire donc card N < card pP{N),

card T
= 29 Tl card p(w)

s}

31 R est 1'ensemble des nombres réels oo montre gue card |
Y.

(o2

(voir par exemple Tlaeser p., 14

E n'est donc pas dérnombrable, Tout ensemble en bijection avec R a la puissance
du_continu, (Mais, par exempie, P(R) n's pas la pulssance du continu, mais
une puissance strictement plus grande).

Depuis le début du sidcle on o cherché en vain & établir "l'hypothése du

>

continu" & savoir que toute partie infini de R

e

st fquipotente AW ou & R
(crest-a-dire qu'il n'y a pas de cardinzl intermédiaire entre card [ et
card R).

Fin 1962 et conformément & ce que certains logiciens soupgonnaient depuis
une trentaine d'annfes un jeune mathématicien amiricain Paul Cohen, a

. .

re du contiau est indécidable,

Ew -

‘tabli que l'hypothd

Ce résultat formidable montre qulen a le droit d'ajouter aux mathématiques
un nouvel axiome indépendant des précédents & savoir I'hypothése du continu

cu sa négation, au choix !

Ces quelques réflexions nous conduisont ¥ des remarques surprenantes, C.nor

a démontré le théoréme suivant




"Le plan R2 et la droite R sont équipotents®

"Il y a "autant de points" dans le plan que sur une droite mais la bijection
construite n'est pas continue (autrement dit la dimension est un invariant
topologique mais pas ensembliste)

Pour démontrer le théoréme précédent (qui fut trés violemment contesté au
début de ce sidcle) on peut se borner & montrer, qu'il y a "autant de pointg"
1

dans le carré io < X g
0 <v <1

que sur le segment 0 < z & 1,

Considérons le développement décimal illimité de x ectde y et divisons la suite
de leurs chiffres en groupes ne contenant qu'un seul chiffre différent de O,

A partir du couple (x,y) nous formons z en écrivant aprés la virgule, le
premier groupe de chiffresde x, puis le premier groupe de chiffres de y et
ainsi de suite : par exemple, au couple :

0,4108007. ¢

G,03700062,....

X

it

i

Yy
on fait correspondre

z = 0,403170800060072, ...
Réciproquement, & tout z (0 < 2z < 1), a partir de son développement illimité
on fera correspondre le nombre x obtenu en écrivant aprés la virgule le premier

. s . éme
groupe de décimales de 2z, puis le 3 y €tcees et le nombre y obtenu en

-

" \ . éme i . ‘s
ecrivant aprés la virgule le 2 groupe de décimales de z, puis le quatriéme,
etCose

Ltapplication ainsi définie est bien une bijection ; le résultat est démon-

tré,

Exercices :

1% Montrer qufil y a "autant de points" sur 10,1[ que sur ]1, + =f

(1tapplication de ]0,1[ — 11, + «[ telle que

1 P .. .
X b+ réalise la bijection)

0

2° Montrer que lfensemble des suites de nombres réels, comme l'ensemble des

suites de nombres entiers a la puissance du contenu,

3¢ Montrer que l'ensemble des fonctions continues de R dans R a la puissance
du continu (alors que 1'ensemble des fonctions (et méme des fonctions

monotones) de R dans R a une puissance strictement supérieure 4 celle de R,




Pour terminer, reprenons le probldme de 1.

1taddition et pour la multiplication,

1° 51 a,b,et ¢ sont des cardinaux finis, 2 + b = a + = =
Soient A4,B,C trois ensembles tels que a = Card
c = Card T et tels que A NB =ANC =6,
si b # ¢, ou bien b < ¢ ou bien ¢ «
qu'il existe une injection F: B - C qui n'est
donc telle que F£{B) # C.
Alors f permet de définir une bijection de B s
sur A UJ £{B) et on a Card {A U B) = Card (A {
Et il existerait une bijection de A |3 C sur A

partie propre, conircirement & 1'hypothdce que

rés sont finis.

2° On peut en fait démontrer la propriété plus forte i

S

fini, a + b= a+ ¢ = b = C,
Le cas a = 1 est trés facila 3 dtablir (c'est un excel

5

A, b = Card B,

Comme l'ordre est total,

be Supposons b < ¢, clest-a-dire

iection

N
iv ]

pas une bi

ur E(B) donc de 4 1) B
£(B)) = card {a y C).
U £{B) qui en est une

les cardinaux considd-

a est un cardinal

lent exercice '),

3° Pour la multiplication, la démarche est tout & fait analogue et nous en

laissons le soin au lecteUl..u.e.




UPURES

1 stagit de la construction de R proposée par Dedekind basée sur

1*idée suivante : les nombres rationnels constituent un corps muni d'un ordre

1° Entre deux éléments il vy en a towjours un troisiéme (ceci est faux dans

N et dans Z).

2o Tout élément sépare l'ensemble en deux classes non vides telles que tout

élément de la premidre classe minore tout 4lément de la seconde.

On obtiendra l'ensemble des réels en cherchant le corps "maximum"
{prolongeant @) possédant les propridtés, Pour cela il suffit d'exiger pour
L'"opération" du 28me) 12 mdme fermeture que pour les opérations arithmétiques

habituelles .

1) Coupures dans Q. Nombres réels

A partir du 2°, le plus naturel serait d'appeler coupure toute

par{ition de @ en deux sous—ensembles A et B (qui seraient donc non vides et

comn ! émentaires) tels que :

Ya + 4, ¥Yb € B, a < b.

I1 suffirait de constater que si dans le cas ou l'un des ensembles A ou B

posaile un £l7ment extrimal (& = fx € @ ‘ % < 2 1 par exemple) on “"retrouve"
les rationnels dé33 connus, par contre dans dtautres cas ni A ni B n'ont

d%éliments extrémaux {exemple

A={xe€eq { x = 0 et x2 >2}] B =0 - A) et la partition (A,B) "encaire"

ce qu'on appellera un nombre irrationnel,

Nous indiquerons ultérieurement pourquoi on ne peut pas adopter ce point

de vue,

Remarquons alors que si(A,B) est une partition de Q telle que

Ya € A, Yb € B a « b, les trois propriétés suivantes sont vérifiées :




i) va €A ¥x €6¢ x 2a = x £A
ii) Vb €B, ¥x €8 b 2x 2 x €FP
iii) A et B sont adjacent c'est—a-dire que :
a) ¥a € A, ¥b €38 a =b
b) Ye €0, T4 €A, @b EB b-a<e
{Nous notons @; 1%ensemble des rationnels strictement positifs
+ +
et @7 =@ty {oy).

Mais la réciproque n'est

virifient i), ii), et iii)

ANB=1{2) 7 ¢. De méme A"

{ VA

4

Toutefois, on poot établir
19 A 1 B est ¢ ow un singl
2 A1) B est : § ou @ {x
classé,
Définition :
On appellera co
G vérifiant i), ii), iii)e

)
d

I1 y a plusieurs sortes de

- A ou B posséde un élément

alors le méme soit v t

ni A ni B ntont d4¥4lément

1} il y a un rationnel
le rationnel r .

2) tous les rationnels
@;.exemple donné au

coupure est une partit

Remarquons encore qu'a toutb
1oa=1{x<r} B={x2z2r
20 A ={x<r} B={x=r
3°A = f{x<sr} B={x>r
4° A = {x <r } B={x>r

pas exacte

-
w

par exemple A = {x €0 | x <2}
(x €0 | x =2}

une partition parce que
P q

= =

et B

mais ne forment pas

< 21
At

“~

| x

0| x> vérifient i, ii), et iii)

[aes

T

= {x
= {x
@,

Fa

<

qu

ton

hi
le

Autrement dit il y & au plus un rationnel non

dans § tout couple (A,B) de sous-ensembles de

-
.

coupures

-
.

C'

~

extrémal (ils peuvent en avoir tous deux

AnB = {r ).

e P

I

.
.

roduit dans deux cas

{r }

extrémal, Ceci

AlB A et B encadrent

1a coupure n'encadre aucun ratiomnnel

urt irrationnel., Dans ce cas la

i Mie

(”

J

és 4 coupures différent

rationnel r € Usont a

L e e

€s




Aprés avoir identifié ces coupures on appellera :

Nombre réel : toute coupure dans le corps U,

On notera g = (A,B) un réel et R 1'ensemble {dont on admet 1'existence) qu'ils
constituent,

Remarquons enfin que tout nombre réel peut @tre représenté par une coupure

qui est une partition de @ : pour les irrationnels c'est évident, pour

les rationnels les coupures et sont des partitions,
P

29 Relation d'ordre dans R

Soient « = (A,B) et o' = (A',B') deux réels qu'on suppose représentés par
des coupures qui sont des partitions de Q.

On dira alors que ¢ est inférieur ou égal & o' et on écrira

v < @' si A CAY,

Les propriétés bien connues de 1'inclusion montrent que cl'est une relation
d'ordre.

Cet ordre est total, En effet si A ¢ A', c'est qu'il existe un élément a € A
tel que a % A', Comme B! = © -~ A', <'est que a € B', Soit alors a' un élément
quelconque de AY, Puisque a € B' et a' € A' on a : a' =< a, Mais alors

puisque a € A on en déduit que a' € A, Et donc A' T A, Donc pour 2 coupures ou
bien A < A' ou bien AY T A,

Remarquons que o = O signifie O € A si o = {A,B) est une coupure qui est une

partition ( donc @ < A).

3° Opérationsdans R

ADDITIOR

51 a« = (A,B) et oL(A',B') sont deux réels on pose :
A" = {a+ a' | a €4, a® €'} = 4 + A' (par définition)
B" = B + B*
On vérifie que {A",B") constitue une coupure dans @ donc un nombre réel qu'on
note o + o',

Pour cela il suffit d4'$tablir:

i) Soit a" € A" donc a" = a + a' avec @ £ A et a' € A' et soit x €@

tel que x < a" montrons que x € A",

Or x = a" ~ k avec h € § {puisque x < a") donc

)
Xx=a+a' -h=a~7+ a' - %
et a - % < a donc a - g €A
h 1 donc x € A",




N .
vi) o est identique
P11} a)  da" €AY, WL"™ £ B", a" o bt puilsque

(2" s bt et w o nh) 2 a s a' b o+ b

o ot - : . . g
h) Soit g £ Cyy alors Ta €4, " €B b - a <=
€
<=
" * =
donc a™ - oa + a4

femarquons que clest cette 34finiiion de 1'addition qui emp@che d'exiger
. . - o © s .
qu'une coupure soit une partition., En effet, si (A,B) et {A',B") sont des

partitions telles que & {resp, A') minore B {resp, 5Y), (a4 + A', B + B")

n'est pas toujours une partition comme le montre 1l'exemple ci-dessous :
A= {ceq | 2o 1y e )

8- {x €0 ! 2w o 1 1 encadrent /2

A = {x €Q7] %% > 23

S B 21y et } encadrent - /2

Alors {& + A") U (8 +B') =0~ [0

et

: A" =t B" encadrent 0 mais O ne peut

2

stéorire comme sammedtun 41lément de A ot d%un Alément de A', ni d'un

élément de B et d'un élément de BY.

Propriétés

it

- L'associativité et la commutativité ne posent aucun probléme

- 0 est £1ément neutre : 0 est associé par exemple & la coupure :
- ot N . n - +
(Q y € ). Alors si @ = (A,u) A+® - A et B+ 0= B car

¥sia€ha=a+0donca €A+ Q ( 0 £ ®~)

[

¥siXx=as+r €A+ 8 commer < » < a donc » € A puisque a € A,
r

e}

z - . z 3~ 3 v - r oy - 4 ~
- Tout réel & un oppost puisque si g = {A,B), on vérifie que (-~ B, - A),

a € A1, est également une coupure qui définit un réel o

ol - A = [~ a
tel que @ o + o' = (A - B, 3~A) =0 car i a = b CA=-=B8Ba«<hb

puisque a € A et b £ B donc A - B — § .




40

o + . e e
De méme B - A ©C & donc puisque o + o' est une coupure, elle ne peut définir

que O.
Remarquons que 1'opposé d'un réel positif est un réel négatif puisque si O ¢ A
0 € -~ A,

~ Enfin i1 est facile de vérifier que cette addition prolonge bien celle de ,
.

- La compatibilité de l'ordre avec 1'addition s'établit sans difficultés,

PRODUIT

La démarche est analogue mais compliquée par le fait qu'il faut tenir compte
du signe : ceci est naturel puisqu'en multipliant une inégalité par un
nombre négatif on en change le sens.

Le plus rapide est alors de d&finir

1° Le produit de deux réels

2° Le produit d'un réel o > 0 aver un réel o' <0 par ¢ ¥ o' =

opp (a x opp(a))
® Le produit de deux réels négatifs par

ax o' = (opp @) X (opp a')

(98]

Soient donc o = (4,B) et o' = (A',B') deux coupures positives : § < A et

9 < A' (donc B c @' et B' = ¢"),

Posons A" = @ U fa" = a . a' f a €EANT et a EA'Y N @
B" = {b" = b . b* | b &3, b €B') (dorc B" = Q).

+4
13
J

On vérifie que o" = (A",B") constitue une coupure et on note o" = o X at,

i) Soit a" € A" et x € @, avec ¥ < a" alors ou bien x € § donc
. + . . ..
x £ A" ou bien x € § donc aussi a" qui s'écrit a" = a x at

avec a € A (a = 0)

a' €AY (3" = 0) Alors
puisque 0 = x = a" on peut écrire x = ka" avec 0 < k « 1,
soit x - ka , a' et 0 < ka < s donc ka € A et x € A",
ii) identique
iii) a) Soit a" € A" et b" € B" alors :

- ou bien a" £ et comme b" = 0, a" < b"
+
- ou bien a" £ et a" = a.a' avec 0 € a <

r .
donc 0 £ a, a <b. b soit am < b,




Les propriétés classiques du produit s'éteb

11

. +
L) Soit & € Q.
Choisissons un él8ément mo > 0 dans B'. Alors Ya' € A' a' <m .
En prenant e, = £
¢ 1 2m
>« Bt on peut cholsir @ 2 0 pulsque si 1'inégalité
vrale pour wn & « O, elle est a fortiori vraie pour un
+
a>20et que ANB # ¢.

T

il existe a € et b € B tels que

fad
=
j R

o
i
o

<

¢
Ui
e

Posons alors .2 = 2“'1'9""" » il existe a' € A! (a' P O) et b € B! tels que
[

L ] .-

b Ll § < oY .

Formons b" = b . b' € B" et a" = aa' € A",
On aura

b" - a" = bb' - aa' = b(b* - a') + a(b - a)

€ €
" << —— ——
b -—a_..bx 2 + m X 2 = €

ot

igzent plus ou moins laborieusement

3

de manidre anclogue zu cas de 1'addition.

Puis, touiours par le méme genre de mithode, on établit
’ J ’

1) lexistence de racines carrées

2) que R est bien "maximal" c'est-3-dire que toute coupure dans R encadre un

nombre réel et ne permet donc plus de définir un nouveau nombre,

Signalons en guise de conclusion que ce procédé convient parcequ'il s'agit

de compléter un corps totalement ordonnd alor

i

que c'est la notion de struc-

ture uniforme qui se cache sous les suites de Cauchy (i.e tous les points de

® ont des voisinages du "m8me ordre de grandeur',
~4
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On considére la sulite U : B* - § avec Un = T 4 Tt Yesses + ™

1)
a)

412

ANNEXE 3

EXEMPLL DINE SUITE DE CAUCHY DE RATIONNELS NOR C hvn«GENTP DANS Q.

14
“\
n+ U
i

Montrons tout d'abord que cette suite rationnelle est une suite de Cauchy

1 1
¥n € et ¥ p €N - {0,171 : - <
i b et (n+ 2Y(n + 3)ee (n + p) (n + 1)p -1

En effet, Vi = 2, n + i >n + 1,
| 1 1 s s s < .
D'ol S—— <z P et en multipliant membre & membre ces inégalités

pour i = 2,3...p On obtient bien celle qui sst demandée,

. 1
Posant m = n + k avec k € WN* montrons que Um - bn <-:;j:1;, « En effet,

_ - -u __1 1 1
U = U0 7 Un s x n T Tns ) P Tar 2) et o x )

1 [ 1 1 1 ]
P NI SR nr2)n+3) T mr 2).a(n £ X)

et le deuxiéme facteur de ce produit, compte tenu du a) qui précdéde est

g . 1 1 i
inférieur a : 1 o1t e T)L tesoaet x =1 °
(n+1)
I1 en résulte que
1 = ! X
1 n o+ 1
Unp = U < (n+ 1)! 1
1 =
n+ 1

en considérant la somme comme celle des termes d'wesuite géométrique de

raison .
n+ 1




13

. 1 ’ 1 1
Par suite U - U - {1 - 5———r ) -
m n nt o+ 1)/ rin!

c) On en d&duit que U est de Couchy., Fn effet, il stagit de prouver pour celd

que (7 &€ tr, 2 7(e)

™
=
ol
&

~
| vim,n) €0, m = n+ ket n>7(e) = u -u < €).

Dans la derniére inégalité on n'a pas besoin de valeur absolue car m > n

implique évidemment Urr >U.
1 11

Or d'aprés b) U - U <« et U -~ U sera donc inférieur 4 € pourvu que
m n nnt m 1
1

nnt
I1 suffit pour cela de prendre n supérieur a T{e) ou T(e) est le plus

. . e s 1 . . . ‘s
petit entier vérifiant ;TET—H(EYT < € (ce qui est possible car 1'vinégalité

< &,

fquivaut a

1 . .
n(e) « Nnle)t > < et nn! est une forction croissante de n).
. . . . ft o -3
A titre d'application numérique on pourra vérifier que pour ¢ = 10 7,

M(e) = 6.

2° Montrons maintenant que la suite Un rne peut converger sur @,

1ére méthode :

a) Montrons que, sous réserve d'existence de cette limite,
. 1 1 1 e s P
iim + tereowot est inférieur ou égale a
ey )T et T T I
BE» oo

x
EET (p désigne un élément fini de FI* et k une variable dans N )

Aux notations prés, d%aprds un calcul fait au 1° b)

1 1 z o
p + 1)t " 75 « oyt Trerret T X T opt
. 1 1 1 1
Do ] ({ teevesee =
ob tin (o= =y, + 755y e IR

¥ -~ w

1

b) Montrons de plus que si U admet wvae limite 1, celle~ci est comprise
n

entre 2,5 et 2,75, En effet

U =10, + — + 1 4 7—1——-
no T2 7 30 T 40 T {2 L k) avec n = 2 4 K,




1
P sy o : 7 A - -
Dlod 1 = lim U = 2,5 + 1im {eee) = 2,5 + —5 = 2,0 + — = 2,70,
:K o H P o et £
: - Lo (avec o= 2)
Par ailleurs 1 > U_. = 2,5 est fvident, ‘

A4

Donc 2,5 <1 % 2,7

Montrons enfin, par 1l'absurde que 1 ne peut &tre un rationnel,

* 1
Supposons e l = C N et N . Pou > 0<U -U <-—
PP qu q avec p € et q € ur n q, n q qq

ce qui équivaut a Uq < Un < Uq + q;' et il en résulte, en faisant tendre

.

n vers + « que U <2 <su 4 1' . Cet enccchement équivaut a
q 4 q qq:
1 5
U . !< . “1!SU . !+"' ¢°0< —1!-—Uq!S~°.‘
gt A <P (¢ - 1) ettty p(q = 1) q ”

Puisque p(q - 1)! - qu! est un élément de N il en résulte que p(q - 1)! - qu! = 1
ce qui est compatible avec l'encochement précédent que si q = 1, auquel cas
1 =p €N ce qui est en contradiction avec le fait que 2,5 <1 = 2,75,

(On obtiendrait d'ailleurs p = 3).

eme
2 méthode

1 . . - . .
Posons roE Ut e 51 la suite u, a une limite (rationnelle) la suite r.
n r Y

a la méme limite, Ce sont d'ailleurs deux suites adjacentes puisque :
2 s . 1 2\ .
- r_décroit (r_ - r P —'(? - —} > 0)
idl no+ i ! no+ 1

- ul’\ Qv'olt

— ) 1 -
- Y, r T u et r =-u = - =0,

n i ! n on!

51 ces deux suites admettaient la limite rationnelle £ on aurait donc
q

in € N, u < % < . En particulier, u < % < rq ou encore on multiplie par g! :
q C

1 1
q! ( 1 + T T Ey teesest l } < p (q - 1)! < q! (7 + l TSy Feeet 1 ) + 1

NS 1t A BT
.

A EN A + 1

rof—

Y . 14 5 . A~ . .
L'entier p{q - 1)! devrait donc &tre compris strictement entre les deux

entiers consécutifs A et A + 1.

Signalons enfin qu'un exemple, plus simple, est constitué par la suite

1 1 1 . .. .
v o= 1 + = ¢ — & cess t —— maiz, i les calculs sont plus simples
n 10 10° 1Cm?
4

cette suite n'a pas 1'importance mathématique de la suite U .




