Les Cgalitds  5) ot 6) montre que les fonctions sin of cos sont pl-
riodiques et que.? 11 cst unce période,
s : L . - T
On ¢étudic alors les fonctions sin ot cos dans [O7gj
Nous avons déja Cctudild la op ool foncticon sinus ,
e ) ‘ . P 1
cette étude mont jue la fonction sinus cst positive d LUy5 ], cette ctude
s
T
montre que la fonction est positive dans jO,g} ct que la fonction cos,
[

- T e ] P . P a7 4 :
continuc dans LO,QJy derivable dans )u,;* qui admct dans deraiveo stric-
tement négative est donc décroissante dans [0,7]. Les Cgalitls 1....10 permet 1

[
de prolonger cette étude a un intcrvalle dfamplitude 2 w et do montrer que 2 1
o e o . - . B i 1T,
est la plus petite période des fonctions sin ¢t cos. Lo calcul de cos Z’ s1n P
i LT . .. , . - .
cos 7, sin 7 permettent de préciser quelques points des reprisentations graphi-
~ ~
ques des fonctions cos et sin et de représenter graphiquement cos fonctions.

Les- fonetions tangente ot cotangente peuvent 8tre alors introduites
et ¢tudides & partir des fonctions sin et cog.

Cc
sont la quo

ltapplication ¢ de R dans @ viérifient losg proprictes admiscs page 13
1) L'ensemble R des rotations veetorielles, muni de la loi de composition des
applications notéc 0, est isomorphc ¢ groupe multiplicatif des nombres complexc:
de module 1.

Une rotation vectoriclle £ Stant définic, dans le plan oriente, inddé-
pendamnent-de la bac rthonormée choisic pap (& P ¢ 2 e :
pendamneat - de la base orthonormée choisic par ([ ") avec a” + % =1, on pour

f=2
identifier unc wtation vectoricl & sa matrice, la composée de deux rotations
vectorielles, au produit
Ltapplication h
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o= ) 3z = h () = a+bl avic |jz)] = =1

. LA G S N, a e PR . :
ct définit donce un isomorphisme de b

permet 4f

t

Ctablir que, pour z coms-.

tasoos ST absolument

vergonta

sa somme 2

—  difinit wie fonction z — o on notant ¢ o= ° e

-

: & . i P - - - . - . . . .
La fonction z ——— 3¢ est continmme, dérivable, sa dérivie ost la fonction z -

. . s ; ot . Z+z " z zt  TZ Z
Cette fonction virifie @ ¢® =1, V=6 € V z'¢ £ o = e .e” , (7)) = e

Cette fonction permet

3 ot

§oest la composCe des applications ¥ 333 = 2, 7oy

@

¢ est continue, dérivable, '(x) = 1 & (x)
- ¥x € R

et par conséquent ¥

et Lmaginaircs do ax)

. , .
Les fonctions xe— 0 (%) ot X p—e ¥ (%) sont dévelopables

de rayon de convergence infini ;3 3 (%) =

Ces deux fonctions sont dérivables

R (<)) = - T(x) 5 (F(x))" = 0o (x) ot vérifient
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On s¢ propese de démontrer gue lfapplication R Y 4% est surjective
pour cela on constatc quc 1\0) =
Z oo e o + 2 SN+ 4
() o= Qan-1._1\9{"+ 2 \3
o tl2) = (en)t © ‘ 2 7 + 20 (4n + 4’
o AT
n=0
, 1 T ,4n - 4 - P
soit R(&Z) =3 ) (an®y 7n +2) cc qui montre qu ’C\2/ < O
N o= < n+4 )1
- La fonction continue x-— >0 (%) prend une valeur positive pour x = 1,
o
‘ : 3 : - B de N0 T el e O (e
negative pour x = 2 , donc il existe au moins un réel x de |0, | tel que ECGQ:O
(théoréme dos valcurs intermédiaires).
- - - - ot . Ay - " . . o A
-~ Liensemble des réels x positifs tels que 0 <X} = 0 admet un plus petit (lément
C
; . i
que 1%on notera —.
2
. : - - . TT- s
La fonction x -w~¢mm(x) est positive dans 0,71 on en déduit que
[ [
- T e e (T
T(x) est croissante dans [QyEJ et que T (=) = 1
. o . Ty 4 o . \ .
Les variations dans [O,g; de J permettoent de déduire les variations
Lo
. il - N - . 7T -
dans [0,3] de 2 dont on connait la dérivée dans [0,=]
< > o

v i ; [ s
& \%(ET) = u'ue (E + 1 F <§ = 1
F N 11 T B 1Ty 5 " 5 .
4m) = 4G+ 3) =433 = (-1) aroun (1) = -1, 3(n) =0
gem)=y(m + w) = y(m + ) = g(m)ey(m) = (+1) d'ou R (”' =1 g(om) =0
P I Yl A o /. 3 s o~ e A
i ”<ﬂ~ﬂ)—g<ﬁ/g(~x) =~ (% dlou : - x) = ~@V<x} MY u—x) + (x)
S
- LN n A - N - " v p
Ry )=y (m)y(x) = - 4(x) dtolt : O {4 %) = -2 (x) T(mex)= - T(x)
Ces relations permettent d'Ctudicr les fonctions (%) ct (%) dans
r0.o0] ) i I
LWy elt O 5 T 7 277
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variations montrc quc tout nombre complexe module 1
réeel par ¢ autrement dit que § autreome dit que ¢ est
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surjective., L'application h dec 2 dans ¥/ Ctant bijective admet une application

. -1 s s o
réciproque h - de source 9, dc but O vérifiant V z EU h (z.2') =

m

g
w
N

-1,
h (z)on {(z')
~ ltapplication § de source R de but @ définie par § = h o i, composée de deux

applications surjectives, est surjective

- Y xE€ER, TYER 8(x+y) = h~l[¢(x + )] =0 [e().u(y) 1 =

i

-1 -1 i :
L)) o y(v)] = 6(x) o 8(y)
~ I1 est facile de vérifier de la fonction sin définie de R dans [ par

sin x = sin 8(x) est la fonction J qui est dérivable et de dérivée 1 pour x = G.

ce qui achéve d'établir llexistence d'une application § vérifiant les propriétis

citées page 13.

ANGLES SANS TRIGONOMETRIE

1) Etant donné un couple(D,D’) de demi~droites vectorielles 1l exis-
te une rotation vectorielle ¢ et une seule telle que @(D) = D'
(cette rotation est l'unique rotation vectorielle en voyant! le vecteur unital-
re de D sur celui de D). A chaque couple (D,D') on associe un élément ¢ et un
seul de Liensemble () des rotations vectorielles.
ﬁ‘désigﬁant 1'ensemble des demi-droites wectorielles, on définit ainsi une appl-

cation de J X Jr dans &

1771 —

o

soit f cette application : f est surjective,
On considére ensuite la relation r dans 9f définie par (D,D)r(D Do £ (D)=
¥ Yoy AN ,} 1 N

A - ’ . - Y ” .
(Djﬂfﬁ r est ure relation dTéquivalence ; les classes diéquivalences

e D x B .
(elements de ~—j~—) sont appelées angless
+
PN

On notera (D,D') la classe d'équivalence de 1'élément (D,D'), Si l'on désigne
g x B

8 i s . - L.
par & l'ensemble des angles (Fv= =AY on peut définir unc application g
- Pi g



