TRIGONOMETRIE SANS ANGLE

7} Application do 1'cnscmble R des récls dans 1'ensemble 0 des rotations vecto-

7, de but O
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vérifiant les propriétés suivantces
1) 6 est surjective

2) Yx € B Yy € 2 8(x +v) =6(x) o 6(y). (autrement dit 6 cst un homomorphisme

de R dans N0)
+

Liexictence de ltapplication 6 permet de définir unc application de

1

dans 12 notée cos définiec par le schéma suivant
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ol v Ly Cos =

6(x). = cos x.
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et, si le plan vestoricl cuclidien cst orienté, unc application de R dans R notcce

sin définic par :

1
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o] i Sin i

3 B!
v R

X 3 009 ——>3 Sin 6( ) = sin x.
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On admettra, conformément au programme, que L'application de 2 dans

notée sin est dérivable ot de dérivéc égale a4 pour x = 0.

1 nous cst possible maintenant de trouver tous log résultats usucls

s

de la trigonométric.

cs propriétés 1, ct 2, (& est un homomorphisme surjectifs

et

a) Application vérifiant

de R + dans 2 o) ou en déduit immédiatement que 8 (0) = Id, Id désignant la rota-

tion vectoriclle identigque, “lément neutro de 7, et gue pour tout récl x
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La matrice de Id etant | /? 11l o résulte que @ Gos G = Cos Id = 1.
o 1
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! i par conséguent ¥V ox € ® cos{-~x) = COS X, 51l (=X} =o- S10X.
§ ! - )
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| V x€ B cos x+ sin x =1,
bj "formules dtaddition",
¥V x6e R ¥Yyve cos{ AT+ v Py Coslolxge j définition -

des applications Cos ct 8

f

Or Cogie(x)oé(y)é = Cos B(x) Cosiy) - Sin 0(x) Sin 8(y) = cos x cos y - sinx sin
- L : T

et par conséquent : ¥ x € R Y v € R cos(x + y) = cos x cos ¥ — s5in X sin ¥e
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On établit de fagon analoguc que ¥ x € X ¥ vy € X sin(x+y

SIN X £0S ¥V 4+ Sin v COS X

SZtant impaire
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La fonction cos étant paire, la f

Vx&eR Vyéelcos(x - y) = cos x(-v) | = cos x cos{-y)-sinx sin(-y
L A

COS ¥ COS ¥ + s$in X sin ye

= sin x cos(-y)+sin(-y) cos x =-

Sin X COs Y —~ Sin y Cos X

On en déduit les formules classiques de trigonomitiic

nous ne les établirons pas ol mais nous ne nous inte
par la sulte,

~ .

Dérivées des fonctions sin of cos,

- s 3 L ] Y

(par hypothésc) la fonction sin est dérivable pour x = O et

i3

dérivée est

L
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denc sin h =h + h & (h) aveo lim. & {h) = 0

dérivée de la fonction cos pour ¥ = Ua

2 1 “hooh

i

Cos h - cog 0 =cos hh =1 = -2 sin = = -2/ T + =
< L o

no, 1IN . . .
- z’(? + 8{59) tend vers 0 lorsque b tend vors

avec lim BTQP

.
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donc cos n = cos O+ h £ (h) avec Lim 81(%‘ = 0, Donc la fonctic

©

dérivable pour ¥ = 0 et sa dérivée est O au point O

sin au point XO.

donc la fonction sinus est dérivable sur R

7
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la fonction dérivée de la fonction sin st la Ffonction cos,
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Dérivée de la fonction €os au point %,

o

T x, € R cos (x, + h) = cos %, cos h - sin %, sin h =
o I
[ - 8 ) ~ i W fwy
cos ¥, (1 + h e, (h)) - sin Xol Bt + 0 L (h) | =

Losim s o oS 3 e ) i v O ”))j =
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cos (x, + h) = cos x, - h sin x, = h sin x, + 1 £ (4)
la fonction cos est dérivable sur o, sa fonction dérivée cst la fonction - sin

3 Ty

les fonctions sin et cos étant dérivables sur R sont continues sur 2

=T

Le nombre 1

Lfagplication @ étant surjective il existce £ € R tel que © (¢) =6,

0 -1

§ étant la rotation définie par sa matrice (1 O) donc 1l existe £ € R tel que
Cos 6 (E) = cos £ = O,
L'équation cos £ = O admet donc au moins une solution.
par b liensemble des solutions de 1l'équation cos £ = O
B (en effet cos O = 7) 3) TE€R - ‘/13<g? cffet la fonc~
paire) donc 1'ensemble B,
!
By = {E€R | £>0et cos £ = 0] n'est pas vide,
On re oqu'il I, inféricur a tous lous
autres, La démonstration, qui ne peut gudre &tro faite on promierc, de liexist
ce de £, tient du fait que ET’ image réciproque d'un foermé par unc fonction con-



£, désignant le plus

nombre 28 par conséquent
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La fonction cos
le plus petit réel posit
tement positive sur [
exist it L7

1l

alors

réel w o positif

U

auoe
Jue

oA

tion donc croissan

solt sin ]
de

or si

T X .o
De cos — = 0 sin — = 1

2 2
sin 71 = 2 sin = cos % = @
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Cos K o=

N, cos

continue s

cosinusg cst aul,
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te dans [0, — | 11 en riés
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no =

31T 77 i} 5
COs o= = o3 (1T + =) =0 Sin F— o= sin(R o+ ) = -
5 5 5 ( 2) , s 5 sin(R + 5)
Vow £ on ”) o (- Voo e e L -
AT 1) Cos {(1T=-X) = COg T C6S ¥ + 311 S111 X o=
y
2> S1in (ﬂ~_\> = 511 T COS 2 o=~ COS 9T 81N X o=
de méme 3) Cos (m+x) = - C05 X

7) cos (% ~x—)= sin x
8) sin (i - X)= cos x
9) cos \%‘9 ¥)=-35in x
10) sin (% + %)= cos x
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Les Cgalitds  5) ot 6) montre que les fonctions sin of cos sont pl-
riodiques et que.? 11 cst unce période,
s : L . - T
On ¢étudic alors les fonctions sin ot cos dans [O7gj
Nous avons déja Cctudild la op ool foncticon sinus ,
e ) ‘ . P 1
cette étude mont jue la fonction sinus cst positive d LUy5 ], cette ctude
s
T
montre que la fonction est positive dans jO,g} ct que la fonction cos,
[

- T e ] P . P a7 4 :
continuc dans LO,QJy derivable dans )u,;* qui admct dans deraiveo stric-
tement négative est donc décroissante dans [0,7]. Les Cgalitls 1....10 permet 1

[
de prolonger cette étude a un intcrvalle dfamplitude 2 w et do montrer que 2 1
o e o . - . B i 1T,
est la plus petite période des fonctions sin ¢t cos. Lo calcul de cos Z’ s1n P
i LT . .. , . - .
cos 7, sin 7 permettent de préciser quelques points des reprisentations graphi-
~ ~
ques des fonctions cos et sin et de représenter graphiquement cos fonctions.

Les- fonetions tangente ot cotangente peuvent 8tre alors introduites
et ¢tudides & partir des fonctions sin et cog.

Cc
sont la quo

ltapplication ¢ de R dans @ viérifient losg proprictes admiscs page 13
1) L'ensemble R des rotations veetorielles, muni de la loi de composition des
applications notéc 0, est isomorphc ¢ groupe multiplicatif des nombres complexc:
de module 1.

Une rotation vectoriclle £ Stant définic, dans le plan oriente, inddé-
pendamnent-de la bac rthonormée choisic pap (& P ¢ 2 e :
pendamneat - de la base orthonormée choisic par ([ ") avec a” + % =1, on pour

f=2
identifier unc wtation vectoricl & sa matrice, la composée de deux rotations
vectorielles, au produit
Ltapplication h




