2 l'ensemble des rotations vectoriclles plancs, Notons que 2 muni de la loz

de composition des applications o est un groupe commutatif ot que la matrice

)

o L. . N N . = b
d'une application £ de @ dans unce base orthonorméc est de type (1} L, ﬁ)
o8

&)
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avec a 4+ b o= T,
ROTATT VECTORI MLLE&
La matrice de la rotation vectoriellce £ rapportée a la base orthonor-
P - ("* oy, . . N a—b . N . ] N e e
mee B xc19 > ) étant égale a (} ), les FOOfflC ents a et b dépendent & priori
(_.' \‘.) d . L

de 1l'application £ et de la base B ¢'est pourquol nous noterons la matrice M de

£ dans la basc B :

o~
(@]
e

Cette notation paut, & priori, paraltre lourde mais clle a, cntre
b y s P ?

autres avantages, celuil de bien mettre en relief les paramétres dont sont

susceptibles de dépendrc a et D,

Théoreme préliminaire

—y ey
Etant donnd deux vectours unitaires x et y il existe une rotation ¢ ot

e - - ‘ N e lm 5 - Pt oy

une seule telle que ¢ (x) = vo Les démonstrations de ce theoreme peuvent Ctre
laissées au soin du maftre ou de ses Cléves, Notons que comme dans bien autres

a démonstration la plus

[

questions de mathématiques
plus naturelle donc celle gul sera 3 priori proposCe par les Cleves.

Une méthode consiste & rapporter le plan a4 unc basc orthonormée

- N . 2o S - . . T S A S
(e X ) & désigner par <,> et (") les coordonnées des vecteurs x et y dans
1 o g o
+
coette base et &4 rochercher 1'existence d'un couple (a?b) vérifiant
a - by w u 2 2 G-l 2
{ o (7 = /7 vec a~ 4+ b7 = 1 sachant que !l x| =« + P =1 ct que
i Vool =
‘D a’ N3/ Y
2 2 2
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On est amené & résoudre le syste f qui admet une

n
ot
=
o
—

solution et une scule,

: . c e o 2 2
a=cou+fp v, b=uov-0§ ulette gsolution vérifie a + b = 1 cn cffet

va

1.1 = 1

H

2 2 ¢ 2 2
a® + b7 = (cu + Bv) ' + (av - Bu)2 = (" + Ba)(u + V)

(on retrouve ici 1'identité de Lagrange cc qui n'est pas étormant. Cette iden-

tité exprimant analytiquement que cos x + sin x = 1, il est parfaitement natu-—

rel de la retrouver dans unc étude de la trigonométrie) d'ou l'existence d'unc

rotation uniquc @ telle que o (;) =V,

Une autre méthode, plus simple, consiste & utiliser la conséquence

(B) de 1'étude du produit scalairc. De (B) on déduit qu'il existe une base

b

e —
orthonorméec (x, x') dont le premicr vecteur est x. Les nombres (a,b) sont

- -3 - : - ‘ . .
alors les coordommées de vy dans la basc (x,x'>° a et b sont bien déterminés

2 2

- . 2
et comme y est unitaire Hy“ =a + b =1,

Expressions des nombres a(f,B) et b(£,B) & l'aide du produit scalaire.

a(f,B)

Dans l'écriture (c) de M (£,B), les nombres <b(f B)) sont les coordonnées dans
- ?

-

la base B(zw,ez) des vecteurs f(g1>,f(go); On a donc en appliquant la consgé-
quence (A) de l'étude du produit scalaire : a(£,B) = g},f(gq)
b(£,8) = <,.8(E ).

Théoréme 1 : a(f,B) ne dépend pas de la base B choisie,

A i - 3+ - - % 5
Démonstration : Soit B'(e’q,e‘q) une autre base orthenorméc. La matrice de
£

l'application f dans la basc orthonormée B' est
/,a(f,B‘) - b(£,B") . .
M(£,B") L /) avec a(f,B') =c'_.e(e'.) ;
b(£,2)  ale,B') ! !

i

—y —d
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b(£,B') = e 5 i(b'q)
b ~—«>§ .

e1 et e ; ctant des vecteurs de module 1 il existe une rotation vector-ielle w

et une seule telle que 3‘1 :-@(E1> ot
N — . — i‘ —s a — N
d(f,B‘) = (‘j'/% °f(e'f£) :CQ<G'}>°E EL(Q(Q1 )J :5‘:7((3,})0(-&0(?){(37)

or o étant commutative dans 2



concerne le prodult scalairc

Or ¢ étant une rotation vectorielle,
/»4 N “rh et \% — - . . R .
et ple, O@EI(CT)J = Cioi(cw) d'ou a(£,B') = a(f,B). Cc qui montre bien que
¥ -

Qﬁf,b) ne dépend pas dc la base orthonorméce B choisic.
. 2 2 . e A .
La relation a + b~ = T permet d'établir immédiatement que ib<f?b/i
4z . Ve
ne dépend pas de B donc que si Blc, ,o,) et B’(Q'W,C?p> sont deux bases ortho-
i ol N ol

. | + X . - . L .
normeées alors b (-,B) = - b(f,B’>o Il ¢st possable de préciscr ce résultat

- 2 . B —* hd '.—) # - .
en considérant la rotation unigque v telle que @(cw) = c‘,f ; ¢, Ctant unitaire
[
> - - . . ~ - ~ 5. ~ -3
et orthogonal a C}’ m(gz) est unitairce ot orthogonal a @(27) clest a dire a of

ﬁ . 2 . - - . N . . X
(ce qui est une conséquence immédiate du fait que ¢ conserve lce prodult scalairck

~. o IR 2 < P . .
Or (consquenae (B) de 1'étude du produit scala;re) 1l existe deux

vecteurs unitaires et deux sculement orthogonaux a un vecteur unitaire donné

— d
et ces deux vecteurs sont opposés, par conséquent ou bien @(c2> = e‘?
ou bier
—
Si @(G
- v 7 PO,
b(‘E?B \L:T} = plf, =)
sy
31 @(c
dfou :
b(£,B") = 8<B,B‘) b(f,B) &(B,B'), qui dépend du choix des bascs orthonor-
. . .+ - . 3 , . .
mées B et B', étant &gal 4 - 1 avec & (B,B') = + 1 si ot sculoment s'il existe
N N . P o — ..)?
une rotation ¢ tellc que @gcj) =c, ct @(ci} = 0.




