LA GEOMETRIE EN QUATRIEME

Les débuts de l'enseignement traditionnel de la Géométrie étaient

empoisconnés par des considérations méthaphysiques sur ce qu'est un point, une droi-

te, un plan, et la suite pay la difficulté de distinguer ce qui est observati
de l'espace physique de ce gqul fait partie d'une théorie mathématique, en parti-
culier de ce qu'il faut démontrer & partir de prémisses clairement posées, Le
langage ensembligte acquis dang les classes précédentes va permettre de dépasser
ce probléme en distinguant nettement ce qui est expérimental de ce qui est
théorie mathématique.

Le but de cet article est de montrer comment la géométrie peut-&tre
enseignée dans l'egprit des nouveaux programmes dans une classe de quatriéme,

L'influence des discussions avec les expérimentateurs de 1'Académie a été déter-

minante pour la rédaction de cet article et le plan suivi. Il est naturells

impossible de répondre objectlivement & la question i "un tel enseignement ast-il

adapté & 1l'enfant de 13~14 ans 7% Dans deux ou troils ans les mailtres pourvont
donneyr un début de réponse, mals actuellement les réponses ne peuvent &tre
quiaffectives.

De m&mb?%ﬁﬁﬁg‘@%fg@ﬁﬁés estiment que l'enseignement de la Mathémari-
que doit &tre posée en Ffoncilon des futurs utilisateurs (souvent traditionmnels ¢

physiciens, méecaniciens, ingéuieurs, mathématiciens....) ; cela est peut-8tre

vrai dans 1'enseionement supérieur (département de Mathématiques, Classes prén
ratoires, Grandes Eaﬁlagag@@} mals pas dans le premier cycle de 1'enseignement
secondaire ot 11 doit surtowt contribuer & la formation générale de 1'enfant vag
lfapprentissage d'un langage précis, d'une méthode d'analyse des problémes et
d'un mode de raisonnement.

Hous allons donc montrer comment la méthode axiomatique permet de

mathématiser une situation comcréte. Au départ il y a des objets physigues



(feuilles de papier, tablean noir, traits tracés & la régle....) et des manipula-

tions d'objets physiques (régles, compas, équerre...,) § nous observons des pro -

it

priétés et nous en privilégions certains. Nous considérons alors un ensemble
dont les é&léments vérifient les propriétés privilégiées énoncées en langage
ensembliste (ce sont les axiemes cu théorémes admis) puis nous dédmwiscns alors
de ces axiomes le maximuim de propriétés vérifiées par les éléments de cet ensem-
ble (ce sont les théorémes démontrés).

Nous ne nous précccupons pas de la "nature” des éléments et de
l'ensemble, mais nous illustrerons ces propriétés par dec dessinsg comme cela
a été fait en sixiéme et en cinquiéme. Le dessin illustre des propriétés, permet
de les retenir mais ne les justifie pas.

I1 v a évidemment un arbitraire dans le choix des axiomes (la notion
de vérité mathématique est reWaLLve) et le programme de quatriéme n'impose pas

l'axiomatique, nous en proposons une ici.

Dans 1l'enseignement traditiomnel de la géométrie, fondé sur 1'axioma-

in

tique d'Buclide Hilbert, toutes les notions 4taient indispenzables awm départ:

longueur, angle, perpendicularité, parallélisme... ot les axiomes fort nombreux :
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de plus la plupart d'entre eux n'étaient pas explicité

Par contre nous suggerons
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de savolr si une propriéié éiait admise ou & ddmont:
ici d'introduire les axiomes les uns aprés les autres et de les exploiter au
maximam & chaque étape. Il est aussi plus facile diexpliguer ce qu'est un raison-

nement déductif lorsque pen d'axiomes entrent en jen.

Dans 1l'exposé gud va suivre les axiomes sont choisis suffisamment forts
pour remire les démonstrations plus faciles. La pramiére partie, consacrée aux
axdomes d'incidenge, permet d'utiliser les notions et le langage introduits dans

F I & he =

les classes précédentes et peut donc &tre traitée dés le début de la quatridme.
Par contre les autres parties, desite et plan, doivent 8tre précédées de 1'intro-

Ametrion de l'ensemble des nombres réels B ; c'est pourquoi il est utile de ne



pas intégrer 1'étude des axiomes d'incidence dans celle du plan.
Remarquons pour terminer que les nouveaux programmes sont axds esses-
tiellement sur la construction des nombres et le calcul algébrique, utilisés par

la suite en géométrie, alors que les anciens programmes étaient axés sur la

géométrie qui permettait d'introduire les nombres irrationnels (segments ine
mensurables ....) ; la géométrie est donc la partie la moins importante du pro-
gramme de quatriéme.

Les axdomes d'incidence

1.1 Introduction des axiomes

L'éléve de quétriéme a utilisé dés l'enseignement élémentaire les
mots, points, ligne droite, lignes droites paralléles, plan ; il a toujours
admis les faits suivants justifiés par le tracé au crayon & la régle et a 1‘'équer-
re, le plan étant la feuille de papier ou le tableau noir.

a) Par deux points passe une ligne droite et une seule

b) Par un point extérieur & une ligne dpoite passe une et une seulis

ligne droite paralléle & la précédente.

L'éléve remarquera aussi les failts suivants encore plus évider

c) Il existe des lignes droites

d) Une ligne droite a beaucoup de points (plus de deux nous suffirca i
e) En dehors de chaque ligne droite on peut trouver un point.

1.2 Mathématisation de la situation

Un ensemble P est appelé un plan mathématique s'il existe
D de parties de P vérifiant les propriétés suivantes :

I1 I1 existe un élément dans D et aucun élément de D n'est égal a P

12 5i d € D alers d contient au moins deux points distincts et si A € Pet BeP

sont distincts alors il existe un élément de D et un seul le contenant {40
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on note d = AB

I, S1ded et A€ P avec A { d alors il existe un et un seul élément d' €@

'

tel que A € d' et d N d' = ﬁ

d!

Habituellement les éléments de P sont appelés points et notés par des
lettres majuscules A,B.... ; ceux de D sont appelés droites et notés par des
lettres mimuscules d, d'...

Les axiome: peuvent 8tre illustrés aussi bien par des diagrammes de
Venn que par des lignes droites trecées a la régle (de telles lignes deviennent
d'ailleurs au microscope des diagrammes de Venn ! )

Avant d'introduire cette terminologie on peut montrer que P =§A,B,C,K}
avecd = { {A,B},{a,C},{4,E},{B,C},{B,E},{C,E} ] est w: plan mathématique. Il est

égnlement pessible de découvrir un plan mathématique aneuf points.

1.3 Bxploitation du modéle

Nous nous placons dans un plan mathématique P, l'ensemble des droites

étant désigné par D.

1.31 Etude du parallélisme

Pour des droites notées d et d' les trois situations suivantes sont

possibles
P
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Dans ce dernier cas les deux droites sont dites concourantes.

Définition : On dit qu'une droite d est paralléle a une droite d' si l'intersec~
tion d N d' n'est pas un singleton.

En particulier une droite est paralléle a elle-méme.

Nous notons d / 4' pour "d paralléle & d' %,

Théoréme : Le parallélisme est une relation d‘'équivalence.

On peut vérifier ce théoréme dans le cas du plan mathématique & qua-
tre points ou & neuf points. Démontrer un théoréme pour des ensembles Finis
revient & faire un certain nombre de vérification ; mais dans le cas général
les démonstrations devront &tre formelles et il est nécessaire d'utiliser des
lettres ~appelées variables- qui peuvent désigner un élément quelconque de
l'ensemble domaine de variation des lettres.

La réflexivité et la symétrie sont évidentes ; démontrons la transi-
tivité. Pour cela remarquons d'abord que (13) s'énonce de maniere équivalente :

Si d€.p et A€ P alors il existe une et seule droite d' contenant A

et parallele a d.

x

Nous voulons démontrer que si d est paralléle a d' et 4' a 4% alors
d est également parallele & 4%,

Si d N d" = # nous avons le résultat voulu ; si d N d" £ F désignens
par M un point de d N d¥. La droite d vérifie :
d / d' et M € d ; la droite 4% vérifie : d%/ d' et M € d" ; d'aprés l'unicité de

la droite contenant un point donné et paralléle a une dpesite domnée nous avons
d = 4d'.

Nous appellerons direction d'une droite la classe d'équivalence de
cette droite ; nous noterons les direction par les lettres &, &', §".ve. Si
M€ Pet si § est une direction nous noterons §(M) la droite appartenant & §

contenant le point M.



1.32 Btude de la projection paralléie

Cette étude est une szimple application des propriétés de l'intersec-

tion. Seoit & une direction et d' ume droite n'appartenant pas a §, alors

(M) N d' est un point de d' ; nous définissoms

ainsi uvne application de P sur 4° appelée

projection paralléle 4 § sur d'.

Cette application est surjective, non injective et sa restriction
a d' est 1l'identité.

Théoréme : Deux droites da plan sont équipotentes

Prenons deux droites distinctes d et df et deux
points distincts A et A' avec A € d et A' € 4'
la restriction a d de la projection paralléle & la

direction de la droite A A' sur d' est une bijection

Théoréme : Si d est ume droite du plan P alors Card P = (Card d)2

Rappelons que Caprd P désigne la cardinal d l'ensemble P ; pour démon-
trer le théoréme nous devons trouver une bijection de P sur d y d ou encore une
bijective de P sur d' yx d% od &' et 4% sont deux droites concourantes car d'aprés
le théoréme précédent il existe ume bijection de d' sur d et de d% sur 4 donc

de d' v d® gur d ¥ 4.
gl

Notons &' et 6% les directions des droites 4° et 4%,

."/ hﬁ“§>
\‘\MM\%gif‘"“” Jiff’ L'application qui & M € P associe le couple (M',M")
/ f / ; (M',M?)c 4% x d", o M' est la projectiom de M sur
/ / ; 4' parallelement & la direction de 4% et M® la

I
{/7L_ﬁL_“~_wFM_ﬂTjM~“N\ projection de M sur 4% parallélement 4 la direction
/ < )

— , [ =
f\ﬁfm_“““:k<:g GW de d', est une bijection.
;‘\/ L....}



Ce résultat est une introduction &4 la géométrie analytique, en effet
nous associons & tout point de plan un couple de points appartenant & des dyoites
(les coordonnées du point). Lorsque les points d'une droite pourront Btre carac-
térisés par des nombres nous aurons la géométrie analvtique.

Ceux qui sont choqués par le diagramme de Venn peuvent faire des

»

figures & 1'aide de la régle et de 1lféquerre pour 1lllustrer ces théorémes :

A

La droite

Nous avons vu que toutes les droites d'un plan mathématique sont
équipotentes., HNous allons préciser les propriétés qui doivent vérifier les droites
d'un plan mathématique décrivant la situation physique.

2.1 Introduction expérimentale

Nous avons fait des tracés a la prégle non graduée pour avoir une
ligne droite, nous allons utiliser maintenant une régle graduée (par exemple un
double décimétre).

Tragons une ligne droite avec une régle graduée et choisissons un

point origine O sur cette droite. Nous faisons cofncider ce point avec la gradua-

M It O I M




retournant la régle npous

Soit M un point de la ligne droite du méme cOté de 0 que I, la

duation nous permet d'associer au point M un epncadrement par des décimaux de

+ . . _ . R .
DW sous ensemble des décimaux positifs ayant un chiffre aprés la virgule

(ici 3,9 et 4,0), A un point M' de l'autre ¢Bté de O nous associerons un enca-

=V o -
drement par deux décimaux de D, (ici -2,2 et -2,3).

i

Nous pouvons faire trois remarques.

2) en choisiscant 1'autre possibilité pour 1, nous transformerions l'encadre

(x?x°) d'un point M en 1'encadrement (-x', —~x).

b) en choisissant un autre point comme origine, il n'vy a pas de formule

ge touwjours valable.

Exemple 1 Si nous cholgsissons comme nouvelle oprigine le point
Q I OF M 0' correspondant exactement auw nombre 2 l'en

O 1 2 ; . N
ment (x,x') d'un point M devient (x - 2, x' ~

en couservant le sens.

~

31 nous prencns 0° correspondant A 1l'encadrement

0 I Mo 0' M, M
o o - (2,3 ; 2,4) comme nouvelle origine, nous obten
en conservant le sens le tableau suivant
Point M M. M
1 2 3
Ancien encadrement (1,5 3+ 1,6) [(3,2 ; 3,3)] (4,4 3 4,5)
Nouvel encadrement (~0,9 5 ~0,8) (0,9 s v )| (2 2,0)
L'écart entre les encadrements est de 2,3 ou de 2,4 sulvan® la

tiom deg points par rapport aux miliesux des segments définissant la graduat



c) 3i les possibilités physiques nous permettaient d'obtenir des graduaticss en
dixieme de millimétre, en centiéme de millimétre..... nous aurions ainsi PR
chaque point des encadrements de plus en plus fins, or nous avons définl wu
nombre réel comme une telle suite d'encadrements.

d) Nous aurions pu faire cette &tude avec une graduation fabriquee par L éléve

et non centimétrique puis remarquer la correspondance entre les encadre

suivant les unités de mesure ; cela est en général fort délicat sauf da
ou la nouvelle origine est choisie sur une graduation et si l'ancienne unité est
maltiple de la nouvelle alors si un point M correspondait a la graduation ¥, il
correspondra & une graduation ax + b indépendante de x.

2.2 Mathématisation de la situaEion

Si now nous fixons un point 0 et un sens nous mathématisons la gra-
duation 1la ligne droite par une bijection d ‘une droite mathématique
D d'un plan mathématique sur l'ensemble des nombres réels R ; soit £ : D -~ R

Nous appellerons droite repérée la donnée d'un ensemble O =t d’une

bijection £ : D — R

D'autres bijections décrivent 1l: situation physique ; le chancement
de sens donne une nouvelle bijection g : D = R définie par g(M) = - £(M) : «i

nous changeons d'origine nous sommes dans la situation de 1l'exemple 1 et nous

avons une mouvelle bijection h : D = R avec h(M) = F(M) - b avec b = £
point 0' étanmt la nouvelle origine.
Nous définirons donc :

Une droite euclidienne est la domné d'un ensemble D et dlun ensesble

o

g de bijectionsde D sur R tel que si f € F alors § est exactement 1‘e

bijections de D sur R de la forme ¢ £ + b avec ¢ = + 1 et b € R

Changement d'unité : Soit £ : D =~ R une bijection ; le couple (0,I) avec #(0) = 0
et f(I) = 1 s'appelle repére correspondant a f. Si (A,B) est un autre couples de
points distincts de D, nous traduisons 1fexpérience physique de 2.1 d} por la don-

née de la bijection g ¢ D —= R telle que g(A) = O, g(B) =1 et g(M) = o #{

pour tout point M de D avec o € R ~{0} et B € R,



Cette bijection est bien unique car si £(A) = a et £(B) = b nous

! . ,
AVOons g(M) =TS (E(M) = a)9 clest la formule classigue de chapgement ik
ek

Nous définissons alors

Ine droite affine est la dormée d'un ensemble D et d'un ensemble .

de bijections de D sur R telle que si £ € 7 alors 4 est exactement 1'‘ensenble

bijections de D sur R de la forme a f + b avec a € R-{0] et b € R.

2.3 Expleltation du modéle
Cfest la notion de droite affine qui traduit toute la richesse de
la situation physigue, mais elle n'est pas simple. Il devrait &tre possible en
classe de quatriéme de travailler dans un premier temps avec la droite repérée
et montrer dans un dewxiéme temps si le niveau de la classe le permet que les

(5

résultats ne dépendent pas de la bijection choisie dans la famille %,

dire si 1l'on remplace la bijection f par af + b. Le passage de la droite repérés
a la droite affine par la droite euclidienne peut 8tre utile pour la mathématisa-
tion mais imatile dans 1l'exploitation du modéle.

2.31 Bipoint, “mesure algébrique®,

soit (D, £) une droite repérée. 5i x = f(M), x s'appelle l'abc

M et M l'image de x%. Nous appellerons bipoint de D un é¢lément (A,B) de D x D.

Nous définissons la mesure dgébrigque du bipoint (A,B) de la droite repérée

le nombre réiel £(B) - £(A) et on note AB = £(B) -~ £(A), la notation AD est abusive

car elle n'indigue pas que ce nombre dépend de £, mais elle est justifiée par le
théoréme suivant dont la démonstration est immédiate.

Théoréme :

5i F(B) - £la) = £(D) - £(C) alors si

zéro et b un nombre réel quelconque nous avons aussi (af(B) + b) - (af(A) + b) =
(af(D) + b) - (af(C) + b) et réciproquement,

3

L'égalité AB = CD est donc bien une ppopriété intrin

indépendante de la bijection choisie damns la famille F de bijections

s

une droite affine. Il en est de méme de la relation de Chasles :.K% o PO o=




Nous définissons maintenant une relation d'éguivalence dans l'ensemble
des bipoints par :

(aB) a(C,D) si et seulement si AB = CD

La classe d'équivalence du bipoint (A,B) stappelle vecteur et se note

= = . .
AB ; nous noterons D l'ensemble des vecteurs. 51 V est un vecteur et A un point

de D alors il existe um point B et un seul tel que (A,B) € V ;
o . . =5 s - oy =
Nous définissons une application de D w D dans D par VS V' = V¢

wp

— - . s
avec V" = AC si (A,D) € V et (B,C) € V';

(a,0) e Va V'
A

[ 4

.

£

A B
(a,B) € 7 (B,C) €

C
oy
VV
s N L - ) 4 A gy 3 N £
nous pouvous donc écrire par définition AB D BC = AC ; il faut naturellement véri-
fier que le vecteur T ne dépend pas du point A choisi.
R P ¥ . b bad
Nous pouvons définir de méme une application de R x D dans D par
-t e d s = o/ e 4 o aome . .
Xx. V= V'avec V' = AC si (A,B) € V et AC = x AD (c& dernier produit est naturel-
lement un produit de nombres réelg).
-l
I1 est possible de montrer que D est aussi muni d'une structure

d'espace vectoriel (cf. 3.33) ; nous ne le ferons ici que dans le cas du plan.

2,33 Milieu, barycentre, segment,

S0it (AwB) un bipoint, il existe alors un point J et un seul tel que
JA + JB = 0 ; ce point s'appelle le milien du bipoint (&4,B). On vérifie immédiate-

oy o
ment que AB = CD si et seulement si (4,D) et (B,C) ont méme milieu.
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a + d b
; , celle de (B,C) est : < 3

L'abscisse du milieu de (A,D) est
les deux milieux sont donc confondus si et seulement si b - a = d - C,

Plus généralement soit (4,B) un bipoint de D et )\ un nombre réel,
Dans un repere donné considérons le point d'abscisse x = X a + (1 - A)b ; si
nous changeons de repére c'est 4 dire si a' = ¢ a + B alors x' = Aa' + (1 =1) b’ =
a(ha + (1 = A)b) +8 =a x + B.

Le point G défini sur la droite repérée par BE = ) 5; + (1 - ) 8%
ou encore A GA + (1 - %) GB = 0 est défini sur la droite affine, car indépendant
du repere chelsi, on l'appelle barycentre du triplet (A,B,A)

Pogser (A,B) fixée l'application de R dans D qui & A € R associe le ba-

rycentre de (AQB,A) est une bijection et on appelle segment d'extrémités 4 et B,

noté [AB] l'image de l‘'intervalle [0,17.

2.34 Droite orientée, ordre sur la droite

an Em mm em ew m en e ome e e em wm mm em ww e o

Si 1'cn se coatente de faire la droite repérée, ce paragraphe est
imutile car on obtient une relation d'ordre sur la droite en transportant la
relation dfordre de R par la bijection définissant la droite repérée,

0 I Q B A £ B sl et geulement si

G 1 a b as<b

Pour définir un ordre sur la droite affine, il faut d'abord montrer
que la droite est oriemtable clest 4 dire faire ume partition en deux classes
d'équivalence des repéres de la droite affine, On obtient cette partition
(0$Z) R (O°¢I’) si et seulement si la formule de changement de repére est donnée
par £'(M) = a £ (M) + b avec a > 0., Orienter la droite c'est choisir une classe
d'équivalence.

Défindtion : Une droite affine orientée est um couple (D,F°) ol JF' est une classe
de l'ensemble des bijections ¥ définissant la droite affine (D,¥).

La relation dans D "A < B" si et seulement si F(A) < £(B) ne dépend
pas de la bijection f choisie dans la classe J' et c'est une relation d'ordre.

On peut donc munir la droite affine de deux relations d'ordre,



Remarque : Sur la droite affine non orientés on peut définir la relation "entpe®
par "M entre A et BY si et seulement i M ¢ [AB] ; mais pour définir unm ordre il
faut préalablement orienter 1la droite

3.1 Introduction

Dans le paragraphe précédent nous avons étudié les droites dlun plan
pour elles-mémes ; nous allons maintenant Ycomparer® les graduations des droltes.

Prenons deux lignes droites concourantes en un point O pris comme
origine sur les deux droites et une graduation sur chaque droite.

oy Hous remarquerons que les lignes droites

Jjoignent les pointg de méme graduation

m////;f”” sont paralléles.
e p

///D* graduation gur D' par le tracé de parallé-
les de direction §. Soit p la projection
paralléle & §, nous pouvons constater
qufil v a¥resgue" égalité pour les

encadrements correspondants aux nombres

af . pla) p(B)
CD p(c) p(Dy

3e2 Mathématisation de la situation

R e sl S s g S i i 530 s s

A partir de maintenant nous ne considérons que des plans mathémati-
ques P, appelés alors affines, vérifiant
<Pq> Toutes Les droites sont munies d'une structure de droite affine.

(Pg) 81 D et D' sont deux droites, p une projection paralleéle de D sur D' et

A, By, C, D des points de D /arifiant AD =5 CD alors p(4)p(B) =bp(C)p(D) (Thalés).

On verifie aleps que la propriété ohvsicue, les droires Jolgnant les



points de méme abscisse sont paralléles, est une conséguence de ces axiomes.

3.3 Exploitation du modéle
Un récupere ici le début de la geoméirie traditiomnelle de troisiéme
Application de théoréme de Thalés en iangle de points non alignés),

au trapéze (quadruplet (A,B,C,D) tel que les droites AB et CD soient paralléles)
et ®réciproque" ; projection du milieu d'un bipoint : symétrie centrale : 1'image
dfune droite et une droite paralléle...

3.317 Etude gm_pargl%élogrgm@e

On_appelle parallélogramme un guadruplet {(A,B,C,D) tel cue les bipoints

(A,C) et (B,D) aient mme milieu.

La syméitrie centrale par rapport aw milieu commun conserve la parallé-
logramme ce qui & pour conséquence que les droites,lorsgu'elles existent, AB et
CD d'ume part, AD et BC d'asutre part soat paralléles

I1 v a différents types de parallélogrammes:

parallélogrammes dégénérés :

r\(i

les droites AB et DC d'une part, AD et BC

(u\
>
I~
v

dfautre part sont distinctes donc paralléles

. o

n peut dfaillleurs démontrer la réciproque.

Encncons malntenant le théoréme Ffondamental sur le parallélogramme.

Théoréme : Un parallélogremme se projette suivant wn parallélogramme : & plus

si wn quadruplet se preojette par les projections distinctes 3 chaque fois zur

parallélogramme, alors ce guadruplet est un parallélogramme,

La partie directe résulte de la conservation du milieuw par projecti

2me paprtie en remarauant {(Thals

qu'on peut faire lLes deux

Pémontrons la dewxd

projections sur une méme drolte.



N
i

Cette figure

rassemble toutes

les notations

Le milieu de (A,C) appartient 4 &' (i') ot i' est le milieu de (a',c')

6(i) ok i est le milieu de {a,c) c'est donc (i) 6'(i') et il en est de

ar

et
méme du milieu de (B,D).

3.32 Vectgugs du Plén

Théoreme : La relation entre bipoints du plan, appelée équipollence

.

A

“(A,B) équipollent & (C,D) =i et seulement si (A,B,D,0) est un parallélogramme"

=N

est une relation d'équivalence.

1

La réflexivitéd et la symétrie sont imn . diatement véprifides. A 1'aide

du théoréme 3,31, rne se raméne & des parallélogrammes dégénérés pour lesquels la

. - g ’ e
est faite en 2.32 et 2.33. On appelle vecteur, noté AB, la classe

[

démonstration

s
P 1'ansegble des vecteurs.

d'équivalence

iner sur une feuille de papier (illustration

11 est impossible de dess

de l'egpace a deux dimensions) un bipoint (élément de Fx P, espace de dimension

g

quatre) ; il faut do mavauer les deux polnts en indigquant gue A es’ le premier

et B le second, exemples j

= B B

B e N

Somme de deux vecteurs

T
£

. o . e el .
Par définition du parallélogramme 31 V £ P et A € P, 11 exisye un

.o
i}) ‘:“j Y‘a'e

un seul point R de P tel que (4,



~

Comme dans le cas de la droite (2.32) nous pouvons définir par une

P oy
construction indépendante du point A une application de PX P dans P par

o Th T o %2 s oY £ 7 ~ T
Vo vt o= VY oavec VP o= AC si1 (A,B) € V et (B,C) SO A
Nous avons par définition la forauwle

ot

b ey
de Chasles : AR @ BC = AC

Ltassociativité et la commutativité de la loi P résultent de la
construction ; le vecteur, noté 6, dont un représentant est (A,A) vérifie V@ 8::V
c'est donc un élément neutre et tout vecteur 7 a un symétrique V' = BA si V = AB.
L'ensemble P est donc muni d'une structure de groupe.

Multiplication d'un vecteur par un réel

Comme dans le cas de la droite (2.32) nous pouvons définir une appli-

hd

= ABR.

. - - - - ] - - —_— =
cation de R x P dans P, avee V' = x.V, ou V' = AC avec AC = x AB s1 V

Les propriétés suivantes résultent d'un calcul algébrique sur la

droite :

(x + y).? = (x . ?) @ (y . 35

La derniére propricté résulte du théoreme de Thales.

Ty =(x .V @ (x.7V")

-
T

Kol V

&

3,34 gegégewagfgng

Théoréme : Si (A,B,C) est un triangle et M un point du plan, alors il existe un

couple unique (x,y) de nombres réels tels gue A = (x . AB) @ (v . AC) .

Le triangle (A,B,C) s'appelle repére affine, les nombres x et y sont

les coordonnées de point M dans <e repére.



L1

%
/‘% B F

dans le repére (A,B) et v l'abscisse de O

- — -t nt -t

N ’ s
(4,C) on a AP = X.AB et AQ = y.AC d'ou AM = (x.4AB) &
—4 . ol :—0‘ N
Démontrons 1l'unicité ; supposons AM = (x.AR) (7.a0C)

avec x # x' ; nous aurions

absurde donc x =

Projettons

a AC et en

—
A

Alors AM =

1'a

s€isze

sur lLa droite

M en P sur AB parallélement

 sur AC parallélement & AR.

b ‘—; e »
AP B AQ et s1 x désigne
de P sur la droite AB.

AC dans le repére
oy
i j’.AC) -
, — -
= (3" AB) & (y'. AC)




