CONSTRUCTION DES REELS A PARTIR DBES DECIMAUX

Les programmes tradiomnels du second cyecle comportalent 1'étude de
® sous la forme des fractions, puls & partir de §, la Tonstruction® de R.

Les nowveaux programmes mettent llaccent sur 1l'ensemble des nowmbres
décimaux O ; l'utilisation aisée de D pour les calculg approchég permet d'intro-

¥

duire les suites décimales et & partir de la l'emsemble R avec sa structure de

corps ordonné.

On se propose d'indiquer les étapes successives d'une construction

possible du copps ordomné R A partir de D,

Rappels sur l'ensemble des décimaux D.

Pour tout entier n = 1 on désigne par @q l'ensemble des décimaux

ayant ®n chiffres aprés la virgule®. C'est l'ensemble des nombres de la forme

33 . . P . wn Pl .
a.10 ol a € Z; ¢i a =z 0 on dit que a.10 . € @:ﬁ si a £ 0, a,10 € Ena

On pose O =gZet B =UD .
[} £1

=0

Claivement D =
e 7

Enfin © est munil d'une structure 4'amneau ordonné qui prolonge celle
de Z. On note D+ et D les décimaux positifs et négatifs.

Cet ensemble D ne contient pas tous les ¥nombres® : il est facile de
voir qu'il ne contient pas le quotient de 22 par 7, ni "le nowmbre® d tel que

2 . . . . .
d = 2. Ceci motive la construction qui va suivre,



II . - Les développements décimaux

1. Notions gémérales sur les suites de décimaux

On appelle suite de décimaux towte application de W dans B. On note

T =(§n) n € @ ou plus simplement u = (an) une telle suite.

On pose leg définitions suivantes @

La sulte @ = (uﬂ) est croissante lorsgue :

i n £ un Z u
v € 1 n
La suite u = (ug) est décroissante lorsque :
¥ o€l u < 1
a4 n

4
)

La suite u = (mn) converge vers le décimal 1 lorsque

YmeN, T pm) €8, ¥n>pln) }un»1{<m

Les suites mn = {un) et v = ( vn) sont équivalentes lorsgme la suite

d = (un - Vn) comverge vers Q. On écrit w p v pour exprimer que w et v sont équi-

valentes.

2. Développement décimal

On appelle développement décimal positif une suite de décimaux

4 = (dn} telle que

. ) ‘ 4
i) Vmnew d €D
n n
.. . . b2} n - 1
ii) le quotient entier de 10 d_ par 10 est 10 d ;-

On appelle développement décimal négatif une suite de décimaux

d = (dn) telle gue la suite - 4 = (mdn) s0it un développement décimal positif.
On note ./ l'ensemblesdes développements décimaux,
Un développement décimal 4 = (dn) pour lequel il existe m € W tel gque

nzpm 4 = dm stappelle le développement décimal du décimal dm.




IIT .

Ainsi le développement décimal de 1,25 est

4, =1 a, =12 nz?2 d = 1,25

Proposition 2-1.

S5i d est un développement décimal pssitif alors Y nm eg, ¥V k € W,

a . -4 <108,
n-k n

En effet d  -d_ < 9(10“(ﬂ*1)+ o) 1o"<n+k)) <1078
S

Proposition 2-2,

Si d et d4' sont deux développements décimaux positifs d et d' ne

sont pas équivalents z'il eyiste un rang N tel que d‘l%’:-g'ﬂ > 10 _N,

En effet il suffit de moutrer que pour tout k € N, 4, , -d' |
Nek B+k
la suite (dn - d'ﬂ) n € & ne pouvant alors converger vers 0.

3 - ? o o - ¥ E U -
Or dy o = @'y = (A - )« (g - ary) v (@ - ap )

Comme d est une suite croissante, d -d_=2 0 et
Nk N

- A > - 4t w (A -~ 4°f
dn+k d Hek <dN N) <d Hak N)
- -N
ar k 5 - g' = - d'._ =z 2., 10
Par hypothése QN d N 10 donc dN d N 2
. -~
8 oy yropositi - L + 1
Dfaprés la proposition 2-1 d Nk d i < 10

- o -
¥ et > - -
Done dﬁ+k d Nk > 2. 10 10 = 10

rh

Liensemble ordonné R

Par définition R = B/p

Proposition 3~1 :

La elasse dféguivelence d'un élément d € P contient un ou deux

> 10

-N

éléments 3 elle en contient deux si et seunlement si elle contient le développe-

9

ment décimal d'un déoimal.

Preuve.

a} On montre d'abord que si d p d' alors d et d' sont tous deux

positife ou tous deuy négatifs.

¥



Supposons 4 p d' avec 4 positif et d' négatif ; on écarte le cas
od d = d' (i.,e. le cas ot d et d' désignent le méme développement de Q) ;
il existe alors un rang r tel que 4'r < dr ; puisaue d(resp. 4') est une suite
croissante (respe décroissante) on a, pour n 2 ¢ : d'n < d'r <.dr < dn donc

nzl=da~d'nzdpr - d'r > 0,

) 1 € N ne peut converger vers 0.

Il en résulte que la suite (dn - ar

b) Seit alors d et d' deax développemants décimawx positifs équiva-
lents et distincts. D'aprés la propogsition 2-2 1l existe un rang r tel que pour

n<r d = d'n et Edr - 4 = 107", Alors pour tout entier kX 2 1 on a

n o
- ""‘(I’ + k) < - 'k’
dr+k = dr + ak 10 ou 0 < ay <=1 et

_— 1,
& =dtaat 10T R G gL 20k
r+k r X 4
o %&k)
At AT oot p,<
ponc d . ~d' o o=d -d' + (ak a 1;) 1¢
Supposons d_ ~ d' = 107", Alors la proposition 2-2 donmne d - a s‘mm(r_k)
T r - r+ k Pk

et finalement :

- NENES -
107F &+ (a, - a')) 10 (k) _ g

-1

fos 5 s . . k
Vu les conditions sur les entiers a‘k et a,y ceci exige a*k = 10 et & = Co

Autrement dit, les Hécimales de 4, de prang supérieur & r® sont égals
a 0 et celles de d° sont égales & 9. Ainsi la classe d'un développament décimal
ne contient deux éléments que 2i 1'un est le développement décimal d'un décimal.

~ D

Exemple : La classe de d défini pag d@ =1, d7 = 1,2 et pour n =z 2 dn

1]

= 1,2

contient 4 et 4' défini par é”o 2 1 deﬁ = 1,2 47 = 1,24 et pomr n 2 3
o8

ar + 9,107

g
d n -1

i}

On appelle représentant crnoniaue d'un réel r 1'unique représentant
it q

de r lorsque r est un singleton, et le développement décimal du décimal lorsque

r est une classe contenant deux &léments.



2. Ordre sur R

Si et x et y sont des réels de représentants canoniques (xn) et QQ on

dit que x est inférieur a y (x < y) lorsque pour tout n de & % < Y,

On définilt alors les divers intervalles de R

Proposition 3-2

LYordre ainsi défini sur R prolonge celui de D

Preuve

Soit x et vy demx réels décimaux de représentants canoniques (x ) et
(yn). Il existe alors un plug petit rang r tel que pour nz r x = &T et
4

y =y _ et x=%,Y =Y .
n r r r

5i dans D, x <y, on a X, < yf, on a aussi pour tout n > r x <Yy _
et pour n < r ¥ = o
P n = n
Inversement, si x « y dans R, 1l est clair que X, & yr donc que

x <y dans D

Proposition 3-3

D est denge pour l'ordre dans R

Cela signifie gue pour tout couple (x,y) de réels tels que % <y
il existe un décimal d tel que x < d < V.

Supposons d'abord x et v positifs.

5i <Xn) et @P) sont les peprésentants canoniques respectifs de x &t
&
vy, alors il existe un rang p tel que xp < yp et ¥ n € H, n < p = x, = ym

‘autre part ¥ m, m > p = x <y et comme (xn) n'a pas la péricde

. o e (]

il existe q supérieur & p tel que X+ 1074
i

(zn) dérini par

définit un décimal compris strictement

entre x et y.



Méme résultat si x et v sont négatifs.

51 x et v sont de signe différent, O est manifestement entre les deux.

IV . - La sb¥ucture de corps sur R

i x et v sont deux réels de représentants canoniques (Kn) et @a}g
£L

les suites (x =+ yn) et (xn yn) ne sont malheureusement plus nécessairement deg
n

(]

développements décimaux : par exemple si ¥ = ¥ =

(xo + ya) = 0 et <X1 + yw) = 1,2 ; d'autre part (x1 y?) = 0,36 qui n'est mfme

pas dans Diﬁ

On est alors amené & introduizre les notions de suite de décimaux con-

vepgentes dans R et de suite de Cauchy de décimaux

1. Suite de décimaux convergents dans R

On dit qu'une suite u = (ur) de décimaux converge vers le réel r, de
4

représentant canonique d = (dy) lorsque les suites u et d sont équivalentes,

Il est clair gue le développement décimal représentant canondque d'un
réel converge vers ce réel. De méme la proposition sulvante est évidente

Proposition 4~1

Deux suites de décimaux qui convergent vers la mfge limite sont équi-

valentes,

>

On pose alors les définitions sulw¥antes

¥

b

$1 x et v sont deux réelg de représentants canoniques (Xn) et (¥ ]

Le réel x 4 v, appelé somme de x et de y est la limite de la suite

(xn + yn),

o . . . L. e kY
Le réel xy, appelé produit de % et de v est la limite de la smlua(kmyjq
L kA

Pour justifier ces définitions il faut évidemment montrer que les

suites (x + v ) et {x y ) ont des limites.
n n “mn

On est ainsi amené 3 introduire les :

2. Suwites de Cauchy de décimaux.

Une suite de décimaux u = (un) est dire de Cauchy lorsgue poun

entier positif m il existe un rang p(m) tel que |u_, - v | <107 B dés que w




Proposition 4-2

Tout développement décimal est une suite de Cauchy.

I1 suffit de démontrer ceci pour un développement décimal positif 4.

Si m est donné on cherche p(m) tel que peur an' > n > p(m) idn

-d | < 107™,
n

Comme (dn) est croissante, ona [d ' -d | =d ,-d <d, -d . D'aprés la
n n n n n p(m)

proposition 2-1, d, - dp(m) < 10~p<m) On voit qu'il suffit de prendre p(m) = m

Proposition 4-3

si (xn) et (yn) sont deux suites de Cauchy de décimaux, alors les

suites (xn + yn) et (xnyn) en sont aussi.

Preuve :
On se donne un entier m positif et on cherche p(m) tel que n™>n> p(m)
-m
= lxn, + yn, - xn - yn‘ < 10
or | Xpo ¥ Y- X - ynl < %, - xn¥ + iyn, - yni

Comme (xn, - Xn} < 10-(m+1) dés que n*> n > P, (m + 1)

et que ‘yn, - yn] < 10-(m+~1) dés que nt*>n > p0<m-k1>

{(puisque (xn) et (yn) sont de Cauchy), on voit qu'il suffit de prendre p(m) =

~(m+ 1)

sup (pj(m+1), p2(m-+7)) pour réaliser la condition ixn, Y, X - yn§<<&13
<107,

On falit un raisonnement analogue pour le produit en partant de 17iné-
galité :

Xn' yn’ - Xn yni < ‘(Xn‘ - Xn ) yn“ * 1(yn’ - yn) Xn'

et en utilisant le fait qu'une suite de Cauchy est bornée.

Théoréme fondamental

Toute suite de Cauchy de décimaux converge dans R.

Preuve

Soit (an) une suite de Cauchy de décimaux.



2 -1

na: Tp €W, Y(mn) €N, m=p etnzp=|a ~ao | <10

o o n m y
. - -1 o~ . .\ s
gonc:s Ym, m =2 po = @D ~ 10 < o < o + 10 et par conséegquent a partir
o o
du rang P, la partie entiére de Qm différe de celle de @, d'au plus 1.
o

Il existe donc une infinité de termes de la sulte (am) ayant la
méme partie entiére e,

On considére alors la suite extraite de (an) formée de 1'infinité de
ses termes ayant e comme partie entiére : soit (qZ) cette suite,

o , . . . .
(am) est une suite de décimaux ; de Gauwchy car extraite dune suite

de Cauchy. Posons v_= e alors Y n € @ |v_ - @Oi < 1
o] o o n
2 o o -2
moa - 4 P, € N, ¥(m,n) € N, m 2 P, et n = p, = iam - &m\ < 10 donc
] -2 o o -2 N .
¥m, m 2 p1 = ap - 10 < Qm < ap + 10 7, &t & partir du rang pT, tous les
1 1

o . o] -2 . . . st A
termes o différent de o d'au plus 10 : 11 existe donc wune infininiteée de
1
. O . N . ‘s PN . .
ermes de la suite (am) qui ont mfme partie entiere e, et méme premier chiffre

aprés la virgule, soit e .

- . . o . P
On conaidére alors la suite extraite de (@m) formée de 1'infinité de

. 1 . .
ses termes commengant par eO N 87 ¢ 501t (Qm) cette suite extraite.

O,

1 . o . ;
(am) est une sulte de Cauchy de décimpwx car extraite de (Qm),

Posons v, = e , e, alors ¥ n, lvj - wn!<:10

L. . . o | e ez
On montre ainsi par récurrence qu'il existe dans (ag ) une infinité
de termes avant mfme partie entiére et mémes p premiers chiffres.

Seidt (a;) cette suite extraite. Si l'on pose vp = ey e egb.,aabep aleps

P
n

- P -
¥V on, %v - < 10
P
On a ainsi construit wne suite (vp) £ B gqui définit wn réel.

. . e] 1
Soit s la suite s = (ao, gwpesa,a,qg,,eqa)

Quel que soit l'emtier m, il existe un ealtier q tel que 107% < 107"
alors Y pEN, p>a= |v - &pt <10 P «107% 2 107" done (vﬁ) est équivalente

P

a (Sm)° or (sn) est équivalente & (@m) car (3n> est extraite de la suite de



Cauchy (an) et donc a partir d'un rang, o - ai] < 107"
En définitive, on a trouvé un développement décimal équivalent 2 la
sulte donnée donc cette suite a une limite dans R.

3. Opérations dans R

%

La justification des définitions données en IV 1 est alors claire
les représentants canoniques (xn) et (yn) des réels x et y sont des suites de
Cauchy (propositicn 4-2) ; les suites (xn + yh) et (xn yn) sont de Cauchy (propo-
sition 4-3) et donc convergent dans R (théoréme fondamental).

Proposition 4-4

L'ensemble R muni de l'addition et de la multiplication définds

ci-dessus est un COrps.

Preuve

a) On montre d‘abord que la limite de la somme de deux suites de décimauy de
Cauchy est la somme des limites de ceg suites. En effet on sait déja que la somme
de deux suites de Cauchy est de Cauchy. Si (un) o (dn) € r et (vn) 0 (d'n> € r'
alors limu_ = r et lim v_=r',
n n
Par définition de l'addition r + r' = lim(dn + d'n). Mais (un + Vﬁ)
est équivalente a dn * d'n : en effet,

- dn[ + {vn - d' | le premier membre sera inférieur

U o V- (dn + d'n)t < iﬁ .
=1

n n n

31078 dés que chaque terme du second sera inférieur a 10 ce qui est possible.

Ainei lim(u_ + v ) = lim(d_ + d' ) soit enfin :
o n n n
lim(u + v ) = limu_ + lim v .
n n n n

Montrons alors l'associativité de l'addition :

i

(r +s) + ¢t llm(rn + gn) + lim

i

lim[(rﬁ + sn) + tn]

[

llm{rn + (sn + tn)j
limz + lmm(sn + tn) =r + (s + t)

[



La commmtativité est évidente.

Le décimal O est élément neutre, car ¥ + 0 = lim{rn + 0) = lim r,o=r
m———————— A

Opposé pour tout réel :

il

. oY e poer 1 o . .
(rn) € B = Lﬂ) € Det limr + Lim{ rn) 1im 0 = O

On not -~ r 1l'opposé de r.
b) On montre que la limite du produit de deux suites de Cauchy de
décimaux est le produit deg limites de ces suites.
En effet soit (un) et (vn) deux suites de Cauchy de décimaux telles
{ “ ® .
que (un) 0 ‘dn) cr et (Vn) p (a n> € x
En majorant le second membre de
iu v -4 df i = iu - 4
n n n o n n
On 4
montre que (un Vn) o <dn d n)
Alors limu v =1limd d' =1imd . limd' =1limu _. lim v
n n n n n n n n

Montrons l'associativité de la multiplication

(rs)t = limr_ s_ . lim t = lim(r_ s ot = lim r (s t.)
nn n n n’"n n‘'n n

=limr . lims_t_ = r.(st)
n n n
La commutativité est évidente.
Le décimal 1 est élément neutre car lim rn s 1 = lim rﬂ = T
donc 1 . »r = r

Enfin la drstributivité de la mmltiplication par rapport & lfaddition

est évidemte :

e
—.
6]
R
fs
~—
]

lim r_ . lim (s + t_)
n n

I

=1im r (s + t ) =1lim(er s +r t ) =1limr_ s_ + limr ¢
an n n - n n n n o n non

i

rs + rt

c) il reste & voir que tout réel non nul a un inverse pour la multi-

plication.
I1 suffit de le voir pour un réel positif r. Si (rn) est le représen-

tant canonique de r, il existe un rang m tel que r > 0 et donc pour n > m,



. 3 s 1

r=r > 0. La suite (s ) définie par ¢ = 1 pour n < m ef §_ = —= pOUr n = n
n m n 1 n ¥
n

est une suite de Cauchy : ceci gse dédulit facilement des égalités et inégalité

suivantes r - r ‘rn, - rn[

Sy,

valables pour n' > n > m.

La suite (sn) définit alors un réel s{théoréme fondam

sr = lim (sn) lim (rn) = lim (Sn rn) = lim 1 = 1.

Donc r différent de 0 admet s pour inverse,

4, Compatibilité des opérations avec la relation d'ordre.

s
T

Elle résulte des résultats sulvants sur les suites de décimaux qui

se démontrent de fagon analogue aux résultats de IV 3

a) Si une suite (un) de décimaux a une limite u strictement inférie
au réel a, il existe un rang & partir duquel tous les termes de la gsuite sont
inférieurs a a.

b) s5i (un) et (vn) sont deux suites de Cauwmhy de décimauy telles qu'l

partir d'un certain rang on ait L alors limu < lim v .

5. Les opérations définies sur R prolongent celles de D.

Montrons le pour la multiplication : so0it %

de représentants canoniques {xn> et {ym)‘ 51 r est un rang tel que
x, = Xr et yn = yr, le produit de x et y défini dans © est égal & . v . L&
v
prodult xy défini dans R est la limite de la suite (xn yn)u Or cette suite est
1

constante et :gale a xr y pour n = r. Elle a donc pour limite x YV .
r IS

Conclusion

On a ainsi fabrigqué un ensemble de ®nombres® R, qui

que les nouveaux nombres rencontrés qui ont motivé sa construction. Cet eans
R est puni d'une structure de corps totalement ordorné qui prolongs <

Enfin on peut montrer que toute suite de Cauchy de réeis

lente & une suite de Cauchy de décimaux de sorte que le procédé dlexte
utilisé est clos.

B. KITTEL



