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Abstract. Toward mathematical doing Attempts at a new positioning in didactics of
mathematics. In didactics of mathematics, reflections and obsons on the nature of
mathematical “knowledge” and “knowing” have ledadroader view of what is meant by
learning mathematics. Progressively taking distandeom perspectives in which
mathematical “knowledge” is the object of referenstudies have come closer to the
contexts in which students do mathematics. Thestillshowever, a tendency in our field
to focus on what students might know, understandearn in relation to a specific
“knowledge”. In contrast, the epistemological pejves in which we as authors are
positioned view the local and emergent characteh@fmathematical activity as so central
that it invites us to “replace” questions of knodgde with ones abouhathematical doing

In this article, we investigate this path, bothditetically and empirically. In so doing, we
look into the theoretical and ethical foundatiofsach a positioning and offer a practical
illustration of its implications for research in thamatics education (through analyses of
data from a study on mental mathematics). We show important aspects of studies in
didactics of mathematics continue to be relevadtsgnificant in this positioning and how
new questions emerge and others disappear.

Résumé En didactique des mathématiques, les réflexionbservations sur la nature de la
« connaissance » ont conduit & une vision de plyswes large de ce que signifie apprendre
en mathématiques. En s’éloignant progressivemenpeatspectives dans lesquelles le
« savoir » mathématique est I'élément de référetese travaux se sont pour ainsi dire
rapprochés des contextes dans lesquels les élenvedels mathématiques. Reste néanmoins
une forte tendance, en didactique des mathématigiilese préoccuper de ce que
connaissent, comprennent ou apprennent les élé&tesle surcroit par rapport a un
« savoir » spécifique. Dans les perspectives épitdgiques ou nous, auteurs, nous
positionnons, le caractére local et méme émergimhactivité mathématique est si central
qgu’il invite a «remplacer » les questions de sevat de connaissances pour nous
intéresser ataire mathématiqueDans cet article, nous proposons d’examiner eetiaue

de maniere a la fois théorique et empirique. Poanriyer, nous examinons les fondements
éthiques et théoriques d'un tel positionnementy gmsuite offrir une illustration pratique
de cette possibilité a I'aide de données tiréesal'techerche sur le calcul mental. Nous
montrons comment des parties importantes du trédnadiltuel de recherche en didactique
des mathématiques trouvent toujours leur sensueiné&rét dans ce positionnement, alors
que d'autres questions émergent ou disparaissent.

Mots-clés Faire des mathématiques, activité mathématiqtlégue, énaction, socio-
culturel, calcul mental.
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Introduction

Au cours des trois dernieres décennies, les réfhsxet observations sur la nature
de la « connaissance » et des « erreurs » matlygraatides éleves ont conduit a
une vision de plus en plus large de ce que sigaifiprendre en mathématiques
(voir e.g. Proulx et Maheux, 2012). Nous éloigngmmogressivement des
perspectives dans lesquelles le « savoir » mathdueatst I'élément de référence,
nous nous sommes pour ainsi dire rapprochés désxtes dans lesquels les éléves
font des mathématiques. Ce rapprochement, permettampprécier (et donc
d’analyser) le caractere local d’'une erreur/corszise, nous a également conduit
a porter une attention grandissante aux diversesef® dans lesquelles l'activité
mathématique prend place : dessins, paroles, gestes, etc. On y voit une prise
en compte grandissante de la complexité de |'détiviathématique des éléves qui
conduit certes a intégrer a nos analyses de nox@é@ments, mais également a en
délaisser certains par le fait de visions renoweselé

Le présent texte est un essai qui provient de nagaix en épistémologie, travaux
nous ayant menés a penser qu'un élément clé decnesvellements consiste a
mettre de cOté les idées de savoirs et de connassau profit d’'une entrée par le
faire mathématiqueUne telle proposition s’inscrit par exemple déspropos de
Sfard (1998), qui discute de I'émergence des apm®c« participatives » en
réponse aux limites d’une vision « acquisitionnellge I'apprentissage :

A far-reaching change is signaled by the fact #iihiough all of these titles and
expressions refer to learning, none of them meatieither "concept" or
"knowledge." The terms that imply the existencesofme permanent entities
have been replaced with the noun "knowing," whiodidates action. This
seemingly minor linguistic modification marks a r@kable foundational shift
(Sfard, 1998, p. 6)

Une telle observation convoque déja un positionmersignificativement différent
de celui dans lequel « savoir » et « connaissargmnd habituellement entendus.
Elle contraste par exemple avec la proposition dethelle et Désautels (1992,
voir aussi Fourez, Engelbert et Mathy, 1997) visadéfinir lessavoirsen tant que
« modéles socialement standardisés » etctmaissancexzomme « structures
conceptuelles » des individus. Autre exemple, l&indidn gu’offrait Francois
Conne, il y a de ¢a plus de 20 ans :

Lorsque le sujet reconnait le réle actif d'une eassance sur la situation, pour
lui, le lien inducteur de la situation sur cetteigaissance devient inversible, il
sait. Une connaissance ainsi identifiée est unisag@st une connaissance
utile, utilisable, dans ce sens qu'elle permetuget sl'agir sur la représentation.
(Conne, 1992, p. 225)
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Reformulant de telles distinctions, le travail deddn et Spence (1999) illustre
bien le changement de cap dont il est ici questlerdistinguent d’une part savoir
et connaissance en associant 'un a une famili@itéc des objets/processus
mathématiques (« knowing of », au sens de « s'ynaibre ») et l'autre a des
éléments plutdt déclaratifs sur ceux-ci (« knowthgt », comme dans « savoir
que »). A ces distinctions s’ajoutent d’'autres fesmde savoir/connaissance
(« knowing-why », « knowing-how ») formant un end&éendont les auteurs ont
pour objectif principal de distinguer I'habileté agir avec ou a partir de ces
savoirs/connaissances. Nos efforts comme communadéé recherche,
argumentent-ils, devraient aller vers le développeinde telles habiletés qui ne
sont pas quelques « choses » que possedent les,étéais une sorte densibilité
aux situations qui se manifesteraient dans l'acttd@-méme : « some degree of
sensitivity to features of a situation, some degrfeawvareness in the moment » (p.
151). L'essentiel serait donc dans ce tpre effectivement les éléves en situation,
et 'attention donnée aux expériences mathématigudae, a rappeler.

Dans ces discussions de fond, la tentation est ftwtchercher un apaisement des
tensions entre de nouvelles approches et les mirgsequi les ont précédées. Ne
pourrait-on pas, comme le suggére Sfard (1998) épotjue, accepter que
différentes approches donnent acceés a différedtaatits qui se compensent 'un
l'autre, voire se complétent ? Une lecture dialagige I'histoire des sciences nous
incite plut6t a travailler les différences et, paerfaire, bien marquer les ruptures
(épistémologiques) aux moyens desquels une appestiendék C'est d'ailleurs

la position que Sfard semble avoir adoptée danstragaux plus récents (e.qg.
Sfard, 2008), discutant I'importance d’une approgldE€sobjectifiée » de I'activité
mathématique. Donner pleine attention faire mathématique proposition que
nous développons dans cet essai, requiert un tEpweEment par rapport aux
préoccupations centrées sur la connaissance, gquellél nous semble alors
important d'insister.

De nombreux arguments en faveur ou en défaveuredaasition tranchée sur la
possibilité ou I'intérét de voir coexister ou noiff@ents paradigmes pourraient
étre avancés. Une question intéressante tournairadto terrain sur lequel ces
argumentations pourraient avoir lieu. Nous avorgisthpour cet essai, de nous
tourner vers ce qu'on peut nommer « le fondemeitbgdphique » de I'éducation
mathématique (et donc, pour nous, de la rechercdes de domaine). La
proposition que nous développons dans cet essai’'adopter une entrée par le
faire mathématique est discutée en trois temps: dabord sur le planson

fondement éthique ensuite par son ancragbéorique et finalement par son
illustration pratique pour la recherche dans notre domaine. Plus préeise nous

! Le pragmatisme qu'évoque la proposition de Sfa!@98) est lui-méme un paradigme
auquel il est possible d’adhérer... ou non.
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puisons dans un premier temps aux travaux auteuéckts d’'Emmanuel Lévinas,
qui voit la connaissance comme une impossibilité rapport a la responsabilité
pour I'autre. Nous nous tournons ensuite vers d¢essésur la théorie biologique de
la cognition de Maturana et Varela, puis vers deaits’inscrivant dans une
approche sociale historique et culturelle inspitéevygotsky et Leyontiev. Enfin,

nous examinons de maniere pratique cette pos8ilgitit présentant un travail de
recherche dans un contexte de calcul mental, olélde®s font des résolutions
d’équations algébriques.

1. Le fondement éthique d’'une entrée par l&aire de 'activité mathématique

[la connaissance] est encore et toujours une soétu
Lévinas, 1982, p. 61

La philosophie nous propose de réfléchir sur le awomt I'existence humaine,
donnant aux théemes du savoir et de la connaissdeck vérité et du bien, une
place de choix dans ses propositions diversedr&ailler en termes de savoirs et
de connaissances pose une difficulté importanteoss reconnaissori&thique
comme notre « philosophie premiere », c'est-a-dimmme fondement de
I'éducation mathématique. A la suite de plusietisrcheurs s'étant récemment
penchés sur ces questions (e.g. Atweh, Brady, Ndyl&oth, Radford), nous
avons défendu cette position (e.g. Maheux, 201@Ghédx et Thom, 2009) en
prenant appui sur les travaux du philosophe Emmiagéhas, dont Ernest (2009)
nous donne un bel apergu :

Levinas maintains that our subjectivity is formedand through our subjected-
ness to the other, arguing that subjectivity ismpridially ethical and not
theoretical. That is to say, our responsibility fbe other is not a derivative
feature of our subjectivity; instead, this obligatiprovides the foundation for
our subjective being-in-the-world by giving it a améngful direction and
orientation [...] Thus one can say that as sociahtares our very nature
presupposes the ethics of interpersonal encourgees, before they occur, and
even before we form or reflect on our practicetsalene our philosophies. This
is why Levinas asserts that ethics is the ‘firsiggophy’ presupposed by any
area of activity, experience or knowledge, inclgdmathematics education. If
we accept his reasoning, then [...] Ethics is thastfiphilosophy’ of
mathematics education. (pp. 38-39)

En examinant la question du savoir et de la cosaaie mathématique sous
I'angle du travail de Lévindson découvre laécessitéthique d’'un changement

2 Nous faisons ici I'effort de ne présenter que ques idées de maniére & ce qu’un lecteur
peu familier avec les questions éthiques (et, eticpéer, le travail de Lévinas) puisse en
apprécier la nature.
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épistémologique (Radford, 2008) dans lequel pens'ire cette entrée parfigire
mathématique En effet, pour Lévinas, le savoir et la connaissaposent une
impossibilité éthique profonde parce gu'ils nouspéohent d'aller a la rencontre
de l'autre dans ce qu’il aidiconnaissable :

La connaissance est toujours adéquation entrensépeet ce qu’elle pense. Il y
a dans la connaissance, en fin de compte, une gitjldé de sortir de soi ; des
lors la socialité ne peut avoir la méme structure @ connaissance (Lévinas,
1982, p. 61)

Lévinas fait ici appel a une idée qui n'est paswvetle en philosophie, en
éducation, ou en recherche en didactique des matfgtres. La connaissance est
depuis longtemps associée a I'idée de dominatiemodtrole. Il s’agit, d’'une part,
du Savoir que I'on développe sur quelgu'un ou suglgue chose. Lévinas parle
alors de «tout ce qu’il y a de "prendre" dansdenfiprendre” » (p. 61). Mais on
peut aussi penser au Savoir comme objectif, quaffaire« apprendre » est
synonyme de conduire, bon gré mal gré, vers umadalonnée de connaissance.
Nous avons offert dans nos travaux une illustratidaressante de ce probleme
autour de la notion de « conception » en didactidgge mathématiques (Maheux,
2010). A la maniére de Holzkamp (1983), qui demaratement la recherche sur
la motivation peut servir autre chose que la mdatmn (du moment ou la
connaissance de ce qui motive une population skiit faire faire quelque chose
gu’elle ne ferait pas autrement, e.g. travaillenldt, faire des mathématiques), on
peut se demander comment la notion de conceptiothématique vise
(implicitement) autre chose que de mesurer et derjliéleve. Interpréter des
conduites d’étudiants en les comparant a un santlisavoir de référence revient a
les ramener & du connu (prenant pour négligeableifgéductible originalité et
tout ce qui peut étre d’'inconnaissable en elledpat aussi chez les éléves qui les
produisent). Et cela dans quel but, sinon pour meth place des mécanismes
amenant les éleves a la « maitrise » de telle dla teotion (ou processus)
mathématique telle queousla (ou le) concevons ? Cet esprit de « contrble »,
enraciné dans l'idée méme de savoir ou de conmaies#aisait dire & Nietzsche
(Fragments posthumes) par exemple : « en véiitéggrprétation elle-méme est un
moyen pour dominer quelgue chose ».

La réflexion proposée par Lévinas aborde la questie la domination et du
contr6le du point de vue proprement éthique, cedite au sens d'une
responsabilité pour I'autreSelon Lévinas, cette responsabilité éthique estpyel

a sortir de soi, a ne pas se restreindre a sofloet a ce qui est connu ou
connaissable, pour aller & la rencontre de ce g@ild'inconnaissable afin d’éviter
de réduire l'autre & nous-mémes (et donc a du ¢ssatale, du connu). Il s’agit

donc d'aller a la rencontre de I'Autre, et de réfrena/de son expression : « la
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réponse ou la responsabilité [...] est cette relatarthentique [car] parler,
répondre a [l'autre c'est] déja répondre de Iuiév{nas, 1982, pp. 92-93).

On peut traduire ces propos dans le contexte dieléetique des mathématiques en
mettant de 'avant le « faire ensemble » commeratere aux idées de connaitre,
d’apprendre ou méme d’enseigner (du latigignire « signaler, désigner », qui
suggeérent une séparation de celui qui « sait »eetaiui qui « apprend »). Faire
ensemble de maniére a se rapprocher de lautre’imtiéressant (de maniere
mathématique) & des phénoménes (mathématiques toes)agans chercher a
communiquer ou a faire saisir « quelque chosemmnéane dans la communication
du savoir on se trouve déja «a cb6té » d’autrutdplgu’en relation avec lui
(Lévinas, 1982, p. 58).

Nous I'avons évoqué, certains ont déja entamé awailren ce sens, puisant aux
écrits de Lévinas pour repenser le monde de I'éoucanathématique et ce que
nous y faisons. C’est le cas par exemple de AtwedBrady (2009) qui proposent

de voir I'éducation mathématique en termes de o@pelment « responsable »
d’'une « habileté a répondre » (jeu de motsregponse-abilityqui se joue dans la

rencontre entre éléves et enseignant :

Ethical response-ability places the primacy of athiconsiderations in the
teacher-studenencountel...] ethical response-ability discussion applied to
mathematics education posits the primary aim ofhemagtics education to
enable the response-ability of the student in thanmrent and future lives as
citizens. [It] also calls for enabling of resporadality of the teacher to design
learning activities that supports the studentspoese-ability, which in turn
implies the response-ability of education systeraupport the teacher needs to
play their role effectively. (p. 5)

Ces auteurs s’inspirent alors en partie du trad@iNeyland (2001) pour qui les
idées de Lévinas permettent une critique du modentecratique qui s'impose en
enseignement des mathématiques, a travers le g@eshent de curriculums ou
limputabilité technique téchnical accountability érode (et méme remplace) la
responsabilité éthique définie par Lévinas. Damns analyse, Neyland souligne
justement combien une orientation en termes de/@irsa atteindre », qui repose
naturellement sur I'idée de « connaissances » péssépar les éléves, est au coeur
de cette imputabilité technique, et impossibilééhique qui en décodlePlus
récemment, on peut se tourner vers le travail ddRa et/ou Roth, qui critiquent
fortement l'idée de « connaissance » possédéedepaéleves et de « savoir »
objectifs, et trouvent dans [I'éthigue de Lévinase umaniére d'approcher

% Cette critique s’apparente au travail conceptusd gous avons développé dans Proulx
(2006) sur la différence « objectifs comme points départ »versus « objectifs a
atteindre ».
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I'enseignement et I'apprentissage des mathématigleesnéme que la recherche
autour de ceux-ci, relativement a lI'idée de « neis&eommun »togethering :

we propose the concept tdgetheringto theorize the intricate aspects of the
coordination of perspectives: [...] This requiresatunement of perspectives
(as opposed to direct teaching); such an attunersgecisely the outcome of
the joint attention to the emergence of a commojeabbfor a common
understanding of the activity that it stimulates.][neither teacher nor student
can be certain that what they say makes sensetothier. Each participant, in
speaking to the issue at hand, thereby exposesripta way of thinking but
also him/herself. Joint activity is an opporturfity producing and ascertaining
that the object is reflected similarly in the canseness of all participants.
Togethering captures the ethical commitment altiparmake to the object,
which becomes a common object of activity becatigegethering (Radford et
Roth, 2010, p. 17)

Cette idée ddogetherings’approche aussi du travail que nous avons fais dan
Maheux (2010), ou l'accent est mis diaction de « connaitre-ensemble » (au
moyen du gérondiknowing-with) en tant que relation a I'autre et relation avec
l'autre. On peut alors s’intéresser a I'activitéth@matique comme maniére d'étre
dans le monde, noter des differences entre maniéése ensemble
mathématiquement, et pousser la réflexion éthigiie @apprécier comment
éléves et enseignants s’y rencontrent (Maheux et 2009).

Sans en avoir nécessairement fait un théme print¢es ces travaux vont dans le
sens d'une orientation vers flgire mathématiqueévitant de parler en termes de
connaissances des éléves ou de savoirs de réfé@uoceplus est, on y voit
apparaitre I'importance, significative du point due éthique, d’abandonner le
langagedu savoir et de la connaissance, le remplacant@arouvelles maniéres
de parler (e.gtogethering knowing-with qui maintiennent I'attention sur ce que
font éléves et enseignants. Cette préoccupation bienueodes philosophes (on
pense en particulier a Heidegger, Rorty) fait dinél n’est peut-étre pas judicieux,
comme on l'a fait souvent, de «redéfinir » le savau la connaissance (par
exemple en terme d’action), pour ensuite utilises 'ermes plus ou moins comme
nous le faisions avant. La plus grande prudencenowes met pas a l'abri du
langage, dont les jeux nous prennent au piégeute suvent a notre insu. Il est
fort injuste de dire que quiconque s’intéresseaatiVité mathématique en termes
de savoir et de connaissances cherche a réduid Sapproprier l'autre, mais
choisir de parler ddaire mathématiquesans évoquer les idées de savoirs et de
connaissance contribue a adopter un langage duasgilus proche du monde que
nous cherchons a évoquer :

For any discourse, | may have — say, in sciencdogaphy, epistemology,
therapy, etc. — [my rule of ethics is] to master tise of my language so that
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ethics is implicit. [...] In its function, my languageaches out for the other:
this is the root of conscience. And this is wheti@ids invisibly manifests itself
through dialogue (von Foerster, 1995).

Toutefois, un tel changement de paradigme (et nigalge) est-il possible pour la
didactique des mathématiquésPzut-on encore développer notre discipline sans
faire référence aux savoirs/connaissances? Danprdahaine section, nous
examinons I'ancrage théorique d'une telle pos$&ilce qui nous mene ensuite a
en donner une illustration pratique. Ces entréEgriques et pratiques, permettent
de voir le potentiel de ce positionnement poureleherche, et quelgques avancées
possibles pour la didactique des mathématiques.

2. L'ancrage théorique d'une entrée par Idaire mathématique

Dans quelle mesure est-il possible, sur un plaorityde, de concevoir I'activité
mathématique (des éléves, par exemple) sans y limanifestation de
connaissances possedéepriori (par ces mémes éléves) cherchant a s’approcher
de savoirs prédéfinis ? Peut-on vraiment considéaetivité mathématique des
éléves comme quelque chose d’émergeant, de pmdugeneris hic and nur(ce.

de par sa nature méme ici et maintenant) ? Poautdisde cette possibilité, nous
offrons a titre illustratif les perspectives déymglées a l'intérieur de deux de nos
ancrages théoriques et épistémologiques, soiidel@e concepts tirés de travaux
en énaction et autour de I'approche sociocultur@iécisons qu’il ne s’agit pas ici
d’'une proposition visant a rapprocher ou a distargres deux courants théoriques
(nous avons déja mené un réflexion sur le sujes ddaheux, 2010), mais plus
modestement d’aller puiser dans ces travaux demeéls permettant de
développer une approche en termefaite mathématiqueen méme temps que d'y
reconnaitre I'origine de nos réflexions. Qui plst, él s'agit de deux traditions
dans lesquelles on s’est fait un devoir expliciéerépenser ce que « connaitre »
signifie, y compris dans leurs développements auded’éducation mathématique.
Cela dit, un travail similaire pegertainemengétre réalisé en prenant appui sur les
écrits inspirés de la théorie des situations digaet ou de la théorie
anthropologique du didactique, par exemple, ou@té degealistic mathematics
education Comme premiére instance de cette propositionceuwise d’'un abandon
des idées de savoir et de connaissance, une pgllecne nous semble a la fois
plus modeste et moins provocatrice : ouverte eitévarce que le lecteur intéressé
voudra bien y contribuer.

* Sfard (e.g. 2005), dont nous avons parlé plus, haontre le lien entre une posture
épistémologique et le langage qui lui est assogér (exemple, concernant la
communication en classe de mathématiques), aiesiegudéfis que pose I'adoption de I'un
et/ou l'autre.
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Dans la mesure ou cette proposition d’un abandosagioir et de la connaissance
trouve preneurs dans notre communauté, il est alorsageable de nous engager
plus formellement dans une formulation de cette@g® en ses propres termes.
Cela dit, et en lien avec ce que nous avons n@ég@os du langage, il est aussi
important de souligner que les travaux vers lesguels nous tournons (choisis
parce que ce sont ceux avec lesquels nous, auttangillons le plus
régulierement) font fréquemment appel au vocaleilalu savoir et de la
connaissance, gu'ils souhaitent redéfinir. La psifgmn que nous faisons ici
consiste a nous intéresser a certaines des idégsuitiées de ce langage) qui sont
développées dans ces travaux afin d’illustrer c&lsquendent possible : soit
I'ancrage théorique d’une entrée pafdie mathématique

2.1 Lefaire mathématiquecomme émergence d’'une action jugée adéquate

Les travaux de Maturana et Varela (Maturana, 1988turana et Varela, 1992,
1994; Varela, 1999; Varela, Thompson et Rosch, 198iuvent évoqués sous le
vocableénaction offrent un excellent point de départ pour unegnpar le « faire
mathématique. L'énaction adopte un point de vue biologique, regardant
'organisme comme interagissant dans son enviroenemLa perspective
biologique a souvent été utilisée en tant que nnétia@pour penser la connaissance
et I'apprentissage (e.g. Piaget, Glasersfeld, 8iedVlorss, Dewey, Davis), par
exemple avec I'idée de mécanismes d’adaptatiowptliéon, etc. Toutefois, pour
Maturana et Varela, ce quon nomme généralememnraissance »est un
phénoméne biologique. L'éléve est ainsi regardénceran organisme qui évolue
avec son environnement de facon adaptée: seségittet ou solutions
mathématiques ne sont pas nécessairement optimadés sont fonctionnelles (ce
que Reid, 1996, et Zack et Reid, 2003, 2004, appelk good-enough ») par
rapport au contexte mathématique dans lequel illuévoPlutét que de
connaissance, on parle alors d’action adéquate a@aptée) qui permet de
maintenir la relation (fonctionnelle) entre un argane et son environnement,
lesquels sont liés, couplés, s'influencant et émalu’'un avec l'autre dans cette
relatior?. Ainsi, que ce soit une araignée tissant sa taife, plante orientant ses
tiges vers le soleil ou un éléve répondant a unestipn mathématique, tous
réalisent un acte qui leur permet de continuerd@uév avec leur environnement
(lui-méme en évolution). Parlant de I'éducation méatatique, Kieren, Calvert,

® En effet, I'environnement n'est pas vu comme senpdlecteur ou causant les réactions
chez I'organisme: on parle plutdt d’'un « déclenchede changements chez I'organisme —
qui agit en retour comme déclencheur de changepmntl’'environnement. A ce sujet la
définition de la didactique des mathématiques psépgar René de Cotret (2000, p. 21),
influencée par les travaux de Maturana et Varetaysnparait fort intéressante: « La
didactiqgue des mathématiques étudie les phénontanaseignement et les phénoménes
d'apprentissage “déclenché” des mathématiques ».
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Reid et Simmt (1995) affirment : « Knowledge is mothe book or in the library;
Knowledge is not in our heads; Knowledge is inittier-action » (p. f)

Cette activité mathématique n’est pas considéréened existani@a priori (ni a
posterior) du moment de son apparition : elle est le proeunittemps réel de
l'interaction entre l'organisme et son environnetmealle émerge de cette
rencontre. Ainsi, on ne parle plus des connaissaecdermes représentationalistes
(i.e. quelque chose résidant dans une quelconquetisie cognitive et se révélant
dans l'activité) ni de savoirs objectifs (i.e. quet chose existant en dehors de
'expérience) (Varela et al, 1991). Il n'y a pasabamnaissance comme chose qu’on
posséde, et dont on se sert pour acquérir d’aotmesaissances. Ce qu’on appelle
la connaissance esttion elle est émergente et momentanée :

In our usual view of knowledge there must be a eainto it, something that
knowledge somehow embraces and reveals. What |aaings however, is
something completely different. | am saying thabwtedge is never about
something. | am saying that knowledge is adequatmrain a domain of
existence [...] (Maturana, dans Simon, 1985, p. 37)

Parler d’action adéquate, d’'une chose qu’on réaéise bien de I'ordre dtaire
mathématiquepoint de vue a partir duquel c’est I'action matiadique (e.g. la
résolution d’équation algébrique) en contexte smigui devient I'objet d’étude :

Thus, if someone claims to know algebra — thatashe an algebraist — we
demand of him or her to perform in the domain oftwve consider algebra to
be, and if according to us she or he performs amtetuin that domain, we
accept the claim. (Maturana, 1988, pp. 4-5)

Cette citation met de l'avant un autre point impott de la perspective de
Maturana, soit I'observateur: « Knowledge is adgguaction in a domain
specified by a questionner » (Maturana, dans Sirh®85, p. 37). On attache ainsi
I'aspect adéquat de I'action non pas a quelqueegfiel objectif, mais au regard
d’'un observateur qyuge celle-ci sur la base de ses propres criteregsteralors
tout a fait envisageable de proposer des tachdsematiques aux éleves, ou plus
largement de les faire inter-agir avec un enviromgret mathématique, mais en
étant bien conscient du fait que la nature « mastiéure » de ces taches ou de cet
environnement n’est jamais donnée (Davis et aB619René de Cotret, 1999), et
dépend en fait de I'observateur (e.g. I'enseigntaitou tel éléve, un chercheur).
De méme l'action n’est pas prise en soi, mais amabmme acte de distinction,
de propos, de lecture qui détermine ainsi I'obgt’'dbservation. Cette entrée par

® Voici un bel exemple de la persistance du langhgsavoir et de la connaissance toujours
présent dans ces approches. Passage obligé, sates gour faire entendre ces idées
nouvelles le temps qu’elles se développent et ieptosn langage qui leur soit propre.
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I'énaction est donc particulierement importanterpoous, chercheurs, qui tentons
de parler (d’apprécier?) dudaire mathématique de ['éléve: les actions
mathématiques des éleves sont en fait des obsmrgatiesconceptualisations
faites par nous, chercheurs-observateurs (voir Mgtz010).

Différents chercheurs du domaine ont travaillé ses idées. Centrés sur
'émergence, l'adéquation et [linséparabilité degpranants et de leur
environnement, la «connaissance » mathématiquealest définie comme un
processus dynamique quémerge dans l'action et [linteractionavec
I'environnement (Kieren et Simmt, 2009; Pirie eekdn, 1994), plutdt que d'étre
vue en termes de représentations mentales coestpar des individus, de fagon
plus ou moins isolée, dans leur téte :

[Cognition] is something that is normally seen ®done with others. In [the]
classroom, children's mathematics occurred alonly thiat of their peers. [...]
An enactivist view suggests that cognising, thigkior doing mathematics with
others in some way is the norm. Of course, humamgbehink mathematics for
themselves but this thinking is done, at leastniticgpation of, communicating
with others and acting in a community of otherseiested in mathematics
(Kieren, 1995, p. 7)

L'attention est alors portée sur les maniéres dast éleves s'intéressent
(mathématiquement) & des objets ou phénoménesématigues ou autres), aux
moyens et stratégies mis en ceuvre par les élérsod a soin de montrer qu’ils
sont le fait de leur interaction avec la tachedatexte. L'apprenant qui réalise une
tache mathématique fait émerger une stratégiecaraliec celle-ci, stratégie située
dans la tadche et son contexte (Thom et al., 20@®. n'est plus de la
« connaissance de » quelque chose qu’il s’agit,smhien de [Iactivité
mathématique elle-méme. C’esadtion mathématique, Iéaire mathématiqueet
non quelque discours formulé sur I'action qui nimiéresse alors :

In a typical mathematics class, the temptation haye been to focus on the
final products of the students' efforts — i.e. tr®imbolic representations and
their logical arguments — in order to assess tipeompiateness of their actions
and to judge the worth of the activity. Enactivigrompts us to attend as
closely to the preceding actions — the unformulabeploration, the undirected
movement, the unstructured interaction, whereinbibdy is wholly engaged in
mathematical play — as to the formal mathematidebs that might emerge
from those actions. (Davis, Sumara et Kieren, 199&856)

Cette activité mathématique est liée a I'appremarit la tache elle-méme (Davis,
1995), mais ne se réduit ni a I'un, ni a l'autrar Bxemple, René de Cotret (1999)
explique comment on ne peut jamais tenir pour accyie des propriétés

instructionnelles sont présentes de facon inhérdates des taches ou situations
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offertes aux éléves, et que celles-ci vont commiahdetivité de I'éléve. L'éleve
joue un réle fondamental dans la fagcon dont lad&st travaillée, ce qui fait dire a
Davis et al. (1996) que le curriculum mathématigae€merge de la rencontre des
éleves et de la tache mathématique. C’est entresauhe orientation développée
par Lozano (2009) dans son étude sur I'apprentissiegl’algebre, alors quelle
considérd’évolution des actions efficaces des élewesr résoudre les taches, pour
continuer a fonctionner dans I'environnement matht&me proposeé par la classe.

Permettant de concevoir I'activité mathématiquessgarvoir la manifestation de
connaissances possédées par les éleves et misedaton avec des savoirs
prédéfinis, les travaux autour de I'énaction attiraotre attention sur ce qae
réalise dans/avec une situation particuliere pour y apprdes mathématiques en
jeu, déployées par les éleves. L'énaction proposec dde nombreuses idées
permettant de concevoir I'ancrage théorique d'urteée par ldaire mathématique
méme si, on I'aura remarqué, les termes « savelireconnaissance » sont souvent
présent, bien que revisités, dans ces travauxeksems, nous pouvons nous arréter
ici. Toutefois, présenter une autre approche, &ition de recherche dite
socioculturellé, pour illustrer la possibilité d’'un ancrage théoe permet trois
choses. D’une part nous évoquons un peu plus dieHasse que posséde une
entrée par ldaire mathématiqueEnsuite, nous nous assurons d’éviter que cette
possibilité de s’intéresser &ire mathématiquee soit percue comme appartenant
a une seule tradition théorique. Enfin, nous ingi@n mouvement auquel d’autres
voudront peut-étre participer, faisant I'exercicilldr puiser aux travaux en
didactique des mathématiques dont ils s’inspiremirppoursuivre la réflexion
proposée dans cet essai. Il ne s’agit donc pasudgéser quelques liens de
compatibilité ou de complémentarité entre ces dgproches, ou de les présenter
comme les seuls courants théoriques permettanégieger I'idée d’une centration
sur le faire mathématiqueCe sont, plus modestement, des théorisations avec
lesquelles nous, auteurs, avons I'habitude deitlavat dans lesquelles, pour cette
raison, nos réflexions autour thire mathématiquent leur origine.

2.2 Le faire mathématique comme action dans une acité
socioculturellement organisée

L'approche socioculturelle s’est développée a pddicertaines idées de Vygotsky
(e.g. 1978, 1986), qui ont conduit a formuler laesfion de la « connaissance »

" Nous avons évoqué ailleurs les ressemblancesffétedices entre les propositions de
I'énaction et de I'approche socio-culturelle (Make@010), soulignant par exemple le
travail de Leontyev (1981) sur 'origine biologiqde I'activité humaine (et la rupture qu'’il

propose), de méme que les efforts répétés maiphdtigues de prise en compte des
questions socio-politiques du cété de I'énactioy.(Maturana et Verden-Zoller, 2008).

Mais la n’est pas notre propos dans ce texte.
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individuelle et du «savoir» collectif en termese ccomportements et
d’'activités(e.g. Roth et Lee, 2007) : quelque chose qu'ilpesssible d’interpréter
comme étant de I'ordre daire mathématiqueBeaucoup reprise dans la recherche
autour de I'éducation mathématique (e.g. RadfordReth, 2011), cette entrée
praxéologique (i.e. sur l'action humaine) définidr pexemple les « concepts »
(mathématigues ou autres) comme desctions (a prendre au sens premier
d’activité, et non de propriété ou de capacit&nde célebre :

Dans le développement culturel de I'enfant, toatecfion apparait deux fois :
dans un premier temps, au niveau social, et damguxieme temps, au niveau
individuel [...]. Toutes les fonctions supérieuresutrent leur origine dans les
relations entre les étres humains. (Vygotsky, 19787)

Avec cette citation, on constate également queguestions qui se posent du point
de vue socioculturel portent skorigine des activités ou comportements que I'on
observe. Or, I'origine ne doit pas étre prise uaigant au sens ontogenique, mais
peut concerner aussi l'origine immédiate de I'attison développement ici et
maintenant. En effet, ces fonctions (cognitivesit®m constante évolution, fruit de
I'interaction entre I'individu (ou une collectivitéet son environnement (voir les
travaux de Vygotsky et Luria, 1993, par exempleh tbncept clé dans cette
perspective est celui autil (dont le langage, mais aussi, en mathématiques, le
symbolisme, les représentations graphiques ou lule&ice par exemple, c.f.
Radford, 2011a). Les outils sont des objets higtmmnent et socialement
constitués, et dont les propriétés orientent lcactt psychologique » :

By their nature [psychological tools] are sociait nrganic or individual. They
are directed toward the mastery or control of b&ral/processes [...] Thus, in
the instrumental act, a new intermediate link — pisgchological tool [...] is

inserted between the object and the psychologigatation toward which it is
directed. Any behavioral act then becomes an ettlal operation (Vygotsky,
1981, pp. 137-139).

On y voit donc l'action (par exemple, mathématiqudidtribuée a travers
'ensemble de I'environnement matériel, et commet fd'une activité sociétale
historiguement organisée plutét que comme le faitlvidus isolés dans le temps
ou I'espace. Distinguant « actions » et « activjtéeontiev (1981) explique gu'il
est nécessaire de considérer 'ensemble de I't&etfin de pouvoir donner un sens
aux actions posées par quelqu’un, sans quoi oreaegpprécier le sens. Il illustre
ceci en parlant de la chasse, l'activité, qui pérde faire sens des actions du
rabatteur, par exemple, dont le travail consistéfrayer les animaux qui vont fuir
devant lui. Si on oublie «la chasse » et son mtag actions du rabatteur sont
réduites a des (inter)actions avec son environneimnemédiat qui semblent ne
mener nulle part; alors que c’est clairement athigse qui les « stimule » :
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What the processes of his activity were directeddi not, consequently,
coincide with what stimulated them, i.e., did noincide with a motive of his
activity; the two are divided from one another liistinstance. Processes, the
object and motive of which do not coincide with omeother, we shall call
"actions". We can say, for example, that the b&agetivity is the hunt, and the
frightening of the game his action. (p. 210)

Reprise dans le monde de I'éducation par Galpgram, exemple, qui enrichit
plusieurs de ces propositions pour parler de <¢iVa€ de penser » tout en
considérant le développement cognitif du point de ge son origine dans l'action
concréte et observable, cette entrée permet dermirlcaractere situé de I'action
(voir e.g. Rambusch, 2006). L’éducation mathématigat alors une activité que
I'on analyse du point de vue historique et cultunghis aussi locale et contextuelle,
dans les actions concrétes des éléves et des eastgEn retour, ce que font les
éleves et les enseignants est considéré en fondéocette activité (Chaiklin &
Lave, 1993). Ainsi, ce qu'on associe généralement a des jeusavoirs et de
connaissances est plutdt vu ici comme le produitladgarticipation dans la
réalisation de taches socialement motivées : pample, quand des éléves
résolvent des équations algébriques a la demanfidenseignant, ils se trouvent
sujets a une activité dans laquelle ils mettenteevre des objets, des régles, des
gestes (socialement, culturellement et historiquenoenstituées) qui en retour
définissent la tache qui leur est proposée. C'&st da pratique mathématique
(e.g. de l'algebre, de la géométrie) en contextdage et I'entrée des éléves dans
ses manieres de faire qui deviennent objet d’éfadp Roth, 2011), et non plus le
savoir ou les connaissances au sens ou on I'ehtitlellement.

Dans cette tradition de recherche, cette postureeeslue possible parce qu’on
considére gu'il n'y a pas de savoir ou de connaissau sens ontologique : savoirs
et connaissances sont plutét vus comme des préprag I'action en commun.

Volosinov (1973) explique par exemple que tout &g appelle connaissance,
intention, perception, etc., n'a d'existence quasdaos « pratiques discursives
incarnées », c’'est-a-dire que c'dains I'actionméme d’en parler, d’en faire usage,
gue ceux-ci prennent corps (il en est de méme fERIk objets » auxquels on
suppose une réalité extérieure, voire objectivestaoujours et uniguement dans
l'action que ceux-ci sont constitués comme « objtOn s’intéresse alors aux
actions concréetes en tant qu’elles produisentggtoduisent) des relations entre
sujets et objets d’une activité au moyen d’entd@ parle de médiation par des
outils comme [I'écriture algébrique, les représémmat graphiques, etc.)

constitutives de l'activité en question (cellesséait que I'on peut reconnaitre que

8 Et, bien entendu, les chercheurs eux-mémes.
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nous sommes en situation de résolution d’équatggbaque en contexte scolaire,
par exemple) (Bakhtin, 1986; Engestrom, 2601)

On voit que I'activité mathématique est alors exaaien termes déalisationen
commund’événementgposer un probleme mathématique, proposer undicoju
au moyen de maniere de faire, de raisonner, varsedtir (et faisant appel a des
instruments, dont le langage). Il n'est donc passtian « d’acquérir » des
connaissances ou de « maitriser » des savoirs, bi@isdecontribuer (&) une
action mathématique dans le cadre d’'une activitéésdement organisée telle que
« I'éducation mathématique ». L'enseignant, dontrdée n’'est plus de faire
apprendre des savoirs mathématiques mais d'irigigréléves a une facon de
penser, occupe toujours une place primordiale déms développement
mathématique de I'éléve. On pense ainsi a sond@lmédiateur entre Raire des
éléves et une tradition mathématique, quand on ieeapar exemple comment les
éleves contribuent a des maniéres géométriquesrdlable monde, ou le sensuel
et le conceptuel se rejoignent dans le travailadeldsse (e.g. Radford et Roth,
2011). Toucher des objets en attirant I'attention certains aspects, les nommer,
les discuter, faire de ces distinctions des masié@aborder d’autres objets,
proposer des relations entre objets ou propriétest cela « connaitre
géométriqguement » : de telles actions ne sont @aédultat de connaissances, ce
sont des événementqui ont lieu dans le cadre d'une activité mathédmoet
(scolaire, par exemple). On croise aussi ces idées Sfard (2008), par exemple,
qui propose une entrée sur l'activité mathématigueéermes de communication et
donc de forme et de genre (en référence a Bakidans faire référence a des
« entités ». Elle discute ainsi le cas du nombrdaeemes de participation a une
pratique discursive (une certaine facon de parégrion la présence de « quelque
chose » dans l'esprit I'éleve. Cette entrée rés@wvae celle proposée entre autres
par Radford (2011b), qui, sous I'angle sémiotiquet I'accent sur le « processus
d'élaboration active de signifiés », quelque chmse les élevefont et qui releve
d'une « attitude » a I'égard de formes culturetlesréflexion. C'est I'élaboration
elle-méme (I'action de préparer, de produire) qetient I'attention, avec une
préoccupation a I'égard de ce qui permet la miserane de cette attitude
mathématique (van Oers, 2001), de ces différemtdgtas par lesquelles un éleve
devientmathématique (Recomenathematical », Lerman, 2001).

Une telle approche ne repose pas sur I'hypothessadoir et de la connaissance,
qui sont vus par Leontyev comme des « effet dudgag. Ces mots, explique-t-il,
donnentl'impression que le probléme qui doit nous occuper est celuilade

° On pourrait également discuter du niveau des ratipés » définie par Leontiev comme
des actions non conscientes (e.g. mouvements dmuahe pour parler), pour rendre
compte de l'utilisation « spontanée » de procédpegsies éléves, et ainsi de suite.
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transmission et du développement de savoirs/cosmaies, d'individus en
individus, alors gu’en fait il n’en n’est rien :

This problem inevitably confronts any analysis tleiognizes the limitations of
the idea that meanings in the individual consciegsnare only more or less
complete projections of the “supra-individual” mewas existing in a given
society. The problem is by no means removed byreates to the fact that
meanings are refracted by the specific featurethefindividual, his previous
experience, the unique nature of his personal ipies; temperament, and so on
(Leontyev, 1978, p. 18).

L'approche socioculturelle est pour Leontyev laofagle se sortir de cette impasse.
En changeant de question (et de langage), s'irs@resl’action elle-méme permet

de donner pleine attention a ce que font élevenseignants, a comment ils le
font, a ce qui permet a cette activité de prendleepet a ce que, en retour, cette
activité permet. L’action a laquelle on s’intéressealors inséparable de I'activité,

et donc de la présence et de l'action d'autres opeess. Ces actions sont
précisément ce en quoi et par quoi I'activité sdisé et fait sens, pour soi-méme et
pour les autres (voir Maheux et Roth, 2011). Oriepators non seulement du

« faire », mais aussi et surtout du « faire-ensembl.

Rappelons en terminant cette section qu'il s’a@itllune lecture particuliere des
travaux cités, qui ne cherche pas a confirmer lalité de notre proposition au
profit du faire mathématiqueni a confronter cette proposition aux éléments ou
formulations qui, dans ces travaux, se révéleraiadtiques ou contradictoires. La
pertinence d’'une telle démarche, tout a fait emaahle, dépendra pour nous de
I'intérét porté a la présente proposition, donteeection avait pour but d’illustrer

la possibilité théorique.

2.3 Vers la formulation théorique d'une entrée paie faire mathématique

Nous voyons donc, a la lumiére de la lecture paliéice que nous proposons des
travaux autour de I'énaction et de l'approche sudiorelle, la présence de

conceptualisation nous permettant de mettre de s@iéirs et connaissances au
profit du faire mathématiqueOn reste néanmoins un peu insatisfait dans laimmes

ou ce que recouvre cette idée de « faire mathéomaticest peu précisé. Que peut-
on proposer au dela du sens commun du terme <«faiai évoque des actions

telles que « produire, étre l'auteur de, réalifadriquer, élaborer, donner forme a,
constituer, effectuer, accomplir, étre la cause déterminer une maniere

d’étre, donner une qualité, un caractere, un étathanger, transformer », mais
aussi, de facon plus abstraite, « agir, se compaercer » ?

Du point de vue de I'énactiofgire se définit en terme de transformations, du point
de vue de [l'observateur, de l'organisme agissaritm@éme ou de son
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environnement. Les gestes d’'un éléve relevé pasdignant ou le chercheur quiy
voit I'évocation d’'une courbe parabolique ou d’'uireite font ainsi partie de ce
que fait cet éleve du point de vue de l'observatqui y reconnait une
transformation (changement de position des maies bdas) associée au domaine
mathématique. Lé&ire se situe donc au niveau de ce qui est observablenous :
ce gque « pense » cet éleve n'en faisant donc pdig.pasauf peut-étre pour cet
éléve lui-méme. A noter : étre observateur congisse transformer soi-méme en
réaction a ce qui est percu comme une transformatoson environnement (dans
lequel se trouve la chose observée) tout en asdgoc#te transformation a un
domaine de signification. Une main qui se dressat @ensi signifier «un
étirement », «indiquer qu'on souhaite prendre d&of@ » ou encore « monter,
augmenter, accélérer » et ainsi de stite.

Dans les théories d'inspiration vygotskiennes,fdi#e est pris au sens d'une
psychologie des observables permettant aussi dimate que le sujet lui-méme
observe, tel que le langage interne. Par conseefferts dans ce courant théorique
portent surtout sur les liens que I'on peut étadnlitre un acte donné (un geste, une
parole, ou des combinaisons d’actes constituanadesns telles que résoudre un
probléme ou donner une legon de géométrie) etdestituantes de la situation ou
il a lieu afin d’en apprécier la valeur socio-hrggoe. Le geste d'un éléve semblant
évoquer une parabole ou une droite est discuté®uht ge vue de la maniére dont il
est exploité par les personnes en présence, ebrd@rgine possible dans une
tradition (locale comme la classe, plus large conmese mathématiques) qu'il
contribue a perpétuer. La encore, prenons notecgugle « pense » I'éléve n’'est
pertinent que pour ['éléve Ilui-méme, avec cette simigé de nuancer
théoriguement, sur le plan développemental, enpérations « présentes a la
conscience » et celles qui sont pour ainsi direraatisées.

Nous proposons de retenir de ceci une définitioncdaire mathématique » qui

s’appuie sur des transformations observables po@snmises en relation avec le
domaine de l'activité mathématique. Ces transfaionatprendront essentiellement
la forme de « gestes » (mouvement du corps owde He ses parties) incluant la
parole, I'écriture, et I'ensemble des mouvementscdips et des changements
subjectivement produits par ceux-ci (on pense &lg. canne de I'aveugle, ou au
curseur sur I'écrai). Elaboré a partir du sens commun du terme (« fpidque

19| est intéressant de noter I'anecdote souveraepe par Maturana, selon laquelle son
travail de biologiste autour des idées de I'énacHarait débuté le jour ou, penché sur son
microscope, il s’est demandé : « Qu'est-ce queajs fuand jobserve un organisme

vivant ? Comment puis-je reconnaitre qu'il vit ? ».

1A la racine le verbe latifaceresignifie « réaliser quelque chose; créer, commettr
alors que le terme « action » vient quant a luilatin agere (qu'on retrouve dans acte,
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chose »), on peut donc y inclure, selon les moyoisservations disponibles, des
mouvements tels la prosodie ou des micro-expression

Fondamentale a cette définition thire mathématiqueloit rester présente l'idée
gue ces transformations ne sont pas dans un rag@odprésentation par rapport
aux individus (qui disposeraient de « connaissanpesu a la discipline (les
« savoirs » mathématiques). Pris pour et en lui-ey@enfaire mathématique ainsi
défini n'est cependant pas sans lien avec les ithasvet le domaine qui nous
intéresse. Mais ce lien consiste &m pouvoir de faire sendans chacune de ces
directions. Cette nuance est importante sans gudiamalyse en termes &are
mathématiquese distinguerait peu des approches courantes) gime par un refus
de se prononcer sur l'origine et la pertinence el actions. Et, alors, comment
reconnaitre ces transformations comme des « fajre$ ces faires comme étant
« mathématiques » ?

Le pouvoir de faire sens du point de vue d’un olzgeur (en présence ou distant,
incluant I'individu producteur de ladite transfortiom) répond a la premiéere
question. Ainsi, c’est dans la mesure ou une toaingdtion apparait comme un
observable pouvant participer a I'élaboration dess¢que l'on peut définir
formellement comme une coordination d’éléments) ge#e-ci entre dans le
domaine du faire. Et on prend soin de préciserskobateur en question, c’est-a-
dire la situation a laquelle il participe lorsquefaire est observé (e.g. la classe, la
recherche). Il N’y a donc pas de lien représengatife lefaire et une hypothétique
« connaissance » chez l'individu I'ayant produigisnune possibilité d’articulation
de cefaire a d'autredaires (produit par le méme individu ou non).

De méme, uffaire est ditmathématiqueans la mesure ou, pour son observateur, il
peut faire sens par rapport a d’autfaises rattachés par ce méme observateur au
domaine de l'activité mathématique. Ce domaine e, pcela parait évident, se
définir clairement et définitivement sinon que dedn trop générale pour étre utile
(e.g. comme « domaine faisant I'étude des nomlirde Bespace » ou encore plus
généralement « des modeles (patterns) »). La présedéme de nombreux débats
(en rien nouveaux) autour de ce qui est mathématimu non vient renforcer
I'intérét d’'une telle formulation en termes de «gibilité » : telfaire peut faire
sens dans un domaine mathématique tel que proposébservateur, étre rejeté
ou étre autrement situé par un autre. De la sdriest clair qu'aucun lien de
représentation par rapport & ce qui serait desvairsa> mathématiques n’est
possible, ni méme souhaitable. C’est encore uree lfopotentielle articulation a
d’autresfaires alors explicitement constitutifs du domaine (outeledomaine) de
I'activité mathématique (pouvant étre I'utilisatioke concepts ou des maniéres de

agir), impliquant une sorte de mise en mouvemeé & des possibilités latentes (comme
lorsqu’on parle de guider, de conduire, d’amener a)
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faire, par exemple) qui est décisif. Il est augsiassaire pour nous de spécifier la
situation dans laquelle ce caractéere mathématigu@asé : par un duo d’éléeves
résolvant un probléme, lors d’'une discussion pkénén classe, pour un chercheur
les observant, etc.

Cette entrée par des transformations observatiies & un pouvoir de faire sens
privilégie une maniere d'appréhender I'activité héhatique (des éléves, par
exemple) projective plutét que normative, avec desséquences au potentiel
important pour la recherche et I'enseignement. tCa@ssi qu'on s’intéresse en
premier lieu a la richesse en termes de possiifiigur lefaire mathématique
d’une situation donnée : une couleur particuliqug analyses priori pratiquées
dans notre discipline depuis de nombreuses anmEsnéme, le travail ou la
formation de I'enseignant est prise sous I'angle ddveloppement) d’'une habileté
a tirer partie des événements produits en clas$avenr defaires mathématiques
eux-mémes potentiellement féconds. Entre « médiatet « déclencheur », deux
images que l'on rencontre dans les travaux en tlglax enracinés dans les
approches socioculturelles ou de I'énaction, fapenser a I'enseignant lui-méme
comme a un « faiseur de mathématique » ? L’accsilk mis alors non sur le réle
régulateur d’'un agent social, ni sur la fonctiomvarcatrice d’un interlocuteur
externe, mais sur unprésenceaux €léves dont I'enjeu est (simplement, mais
pleinement) de faire et faire faire des mathématqu une présence
mathématiquement active, et ou le domaine de Viétimathématique s’offre
(pour en revenir a Lévinas) comme lieu de rencoatex I'autre ? Une attention
particuliere est alors prétée aux actions qui donr®u non) le caractére
mathématiqueaux faires qui surviennent, offrant un place de choix audiay a
propos des mathématiques » dans le monde de '#olucaathématique, tant pour
les éleves que pour les (futurs) enseignants.

Il ne s’agit bien entendu que de quelques direstiom peu rapidement lancées, a
ce stade de développement de notre proposition dlendon de lidée de
« savoir » et de « connaissance » au profifaihe mathématiqgueNous revenons
sur certaines d’entre elles dans la suite du tem#es c’est dans la mesure ou notre
offre trouve preneurs que l'idée de préciser enneaces orientations, et les liens
les rapprochant des nombreux travaux réalisés ‘jasgen didactigue des
mathématiques, ouvre a un travail de rechercheriiqupo Un travail d’analyse en
termes ddaires mathématiquedes données collectées sous l'influence d’autres
cadres peut aussi aider & clarifier la maniére dette entrée se situe par rapport a
d’autres approches et, du point de vue théoriqueuarir le développement d'une
présentation de cette approche en ses propresstéamdieu, comme nous I'avons
fait ici, d’aller en retracer I'inspiration danssdeourants théoriques existants).



36 JEAN-FRANCOIS MAHEUX ET JEROME PROULX

3. L'illustration pratique d’'une entrée par le faire mathématique

Dans la section précédente, nous proposons quelgéesents théoriques et
clarifications autour de la possibilité d'une eptpar lefaire mathématiqueQu’en
est-il maintenant de la possibilité plus « pratigudune mise de c6té de I'idée de
« connaissance » ou de « savoir » tel qu’on legaibhabituellement ? Quels sens
pouvons-nous lui donner pour le travail en didasiges mathématiques ? Il nous
semble qu'il est encore trop tét pour dégager dsidsions précédentes une cadre
d’analyse a proprement dit ou d’identifier de mamiéigoureuse des concepts
opératoires. Nous croyons qu’il est néanmoins ptssl'illustrer ce a quoi peut
ressembler un travail pratique basé surfaiee mathématiqueet d’en dégager
certaines idées utiles pour en apprécier la natule potentiel. Pour y arriver, nous
présentons quelques données tirées d'une rechsuche calcul mental en algebre
(on peut préférer parler « d’algebre mentale »jpwaude la résolution d’équations.
En voici le contexte (pour plus de détails surida, voir Proulx, 2013a).

Dans le cadre d'un cours de formation initialeaen$eignement des mathématiques
au secondaire, I'activité suivante a été proposde groupe de 12 étudiants :

1. Une équation algébrique habituelle du secondairerm@s A+B=C,
Ax+B=Cx+D, AX/B = C/D, AC+Bx+C=0, etc.) est écrite sur transparent.

2. Les étudiants disposent de quelques secondes pésokdre cette équation »
mentalement (i.e. sans papier-crayon)

3. Les étudiants partagent leurs stratégies, chaciam @iscutée avec la classe
(animée par le formateur), et en proposent de rl@svqui leur viennent en
téte durant les discussions.

4. On reprend I'exercice avec une nouvelle équation

Sans entrer dans les détails du projet de rechdneipdiquant une extension du
domaine habituel des mathématiques « mentalesdelaudu calcul arithmétique)
pour lequel ces données ont été recueillies, nogoes!’expérimentation auprées
d’étudiants en formation des maitres est intérésssur le plan méthodologique.
Nous sommes en présence d'étudiants ayant unelasge® expérience du travail
algébrique, et qui fonctionnent donc dans ce doen@ans rencontrer trop de
difficultés. Cette situation, analogue a plusieaomtextes de travail en calcul
mental ou les éleves peuvent généralement fairedkesils par écrit sans erreurs
mais mettent en ceuvre des stratégies nouvellesdgilgre font sans support
matériel, est commode pour s'intéresser directeraarg qudont les étudiants en
algebre, aux raisonnements et aux stratégies qvidsjuent. Nous sommes donc
dans des conditions d’études qui different de sefigvilégiées pour ceux qui
s’intéressent aux difficultés du travail algébriquee sont sur sgsossibilitésque
nous nous penchons ici.
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Des notes de terrain ont été recueillies détaillest propos des étudiants,
principalement sur leurs facons de procéder pogopudre les équations et
I'argumentaire mis en avant pour expliquer ou figstieurs approches et solutions.
Mais comment aborder de telles données sans faypatheses sur I'existence de
savoirs ou de connaissances ? En effet, de maaséez classique, on peut penser
a analyser les données recueillies lors d’'une &df#rimentation en se demandant
a quelles connaissances ces étudiants font appglogatravail plutét inhabituel de
résolution mentale d’équations algébriqgues. On paodlyser en quoi ces
connaissances se rapprochent ou non de ce quitesta lors d’'une résolution
standard, chercher & en dégager des principes py@ninde conduire les étudiants
vers les formes visées, ou encore tenter de comfjzeie des moyens divers) ce
que « savent » les étudiants de la résolution dgu avant et aprés l'activité.

Une entrée par ldaire mathématiquecommande toutefois quelque chose de
différent. Parmi d’autres, une facon de s’intéressees données est de se centrer
sur ce gue nous appelons ici ppemiers mouvementsoit les facons d’entrer dans
les résolutions proposées par les étudiants. Cagenwents illustrent des maniéres
de faire mathématiques dans un contexte de résolutientale d’équations
algébriques. En tant que possibilités d’'action ffiées a partir dufaire
mathématiquedes étudiants, un tel travail d’analyse nous ciird@wapprécier le
potentiel de ce genre d’activité sans avoir a fappel aux concepts de « savoir de
référence » ou de « connaissance » tel que noesitesdons habituellement. Dans
ce qui suit, nous utilisons cette idée de maniérevisiter ce que peut signifier
« résoudre une équation algébrique ».

3.1 Que peut signifier résoudre une équation algélgue ?

De nombreuses recherches autour de lintroductidialgebre suggérent qu’un

enjeu important consiste a dégager les relatiorthéraatiques dans un probleme
(voir Clement, Lockhead et Monk, 1981). Par exemplteénonceé tel que «Ily a 6
fois plus d’éléves que de professeurs » peut skiiteapar une série d’équations
telles que «6n = N »; « 1/6 = ple » ; « p/6e =t ainsi de suite. Dans chaque
cas, on fait une interprétation mathématique dublproe donnant un sens
particulier aux symboles utilisés et aux relatiensre eux, interprétations appelant
a un traitement mathématique différent. Ces diffées peuvent aller jusqu’a poser
(et traiter) de manieres dites arithmétiques desblpmes que l'on croyait

algébriques (voir Bednarz et Janvier, 1998). Cessipdités de lectures multiples

d’'un méme énoncé, largement documentées a pasipamuctions des éléves,
nous ont conduit a repenser les liens arithmétajgebre et ce en quoi constitue
un traitement algébrique (e.g. Bednarz et Lee, ROQRI plus est, cette variété
d’interprétations s’avere intéressante a travaileec les éléves : elle est donc
inspirante pour la conception de situations d'egrs®inent-apprentissage
permettant I'émergence d’approches multiples, plusoins adaptées, d’'un méme
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probléme. L'efficacité du traitement algébrique @gtaines situations se présente
alors comme une expérience clé que les éléves peuvee a partir de leur propre
activité mathématique. Des observations similair@peuvent-elles pas étre faites
en observant ce que font des étudiants en situat@nmésolution d’équations
algébriques?

Un grand nombre de recherches sur I'apprentissagd’aiigebre soulignent
I'importance des liens entre les « manipulatiormgii>permettent de résoudre une
équationet le « sens » donné a ces manipulations (e.g. Sal2e@®; Schmidt,
1994; Brousseau, 1986). Or, la question du sensm@dgsgpulations est souvent
limitée a ce qu'on appelle le contréle sémantiquéeecontrble syntaxique (e.g.
Kouki, 2007; Perkins et Simmons, 1988), I'enjeunétgue les éléves fassent des
manipulations algébriques correctes tout en pouyastifier (I'utilisation de)
celles-ci. Une analyse basée sufdige mathématiqueen situation de résolution
d’équation invite ici & nous intéresser aux po#igdside faire sens qui se dégagent
du travail des étudiants. On peut donc se penalrelesactions mathématiques
par exemple celles gu’ils posent en guise d’enttées la résolution. Dans les
paragraphes qui suivent, nous présentons uneaedlyse de ce que nous avons
appelé lespremiers mouvementdans la résolution d’'une équation algébrique.
Evoquant différentes lectures d’'une méme équatmm,voit que ces fagons
d’approcher la tache invitent & une conceptuatisaéinrichie du sens donné aux
manipulations sur une équation a travers le priptos large de ce que peut
signifier « résoudre une équation algébrique ».

3.2 Premiers mouvements dans la résolution d’équain

Nous nous intéressons ici aux propositions desigitg] a qui a été donnée la
tache de résoudre sans papier-crayon une sérieafiéns algebriques. En guise
d’illustration d’'une analyse enracinée danddie mathématiquenous prenons
I'exemple des données recueillies autour des dguatiéns suivantes :

Les étudiants confrontés a ces taches ont abandédsolution au moyen d’actions
mathématiques variées, témoignant de lecturesreiffés de ces équations. Ainsi,
on peut d'abord parler de trois premiers mouvemettiacun donnant un sens
différent aux manipulations réalisées :

Faire des opérations

« Une premiére approche consiste a entrer sur I'é@quan la transformant au
moyen d’une opération. Par exemple, une idée destémultiplier pax » les
deux termes de I'égalité de sorte que I'inconnusaieplus au dénominateur.
Pour la premiére équation, on se retrouve avec {35)x », qui sera a



VERS LE FAIRE MATHEMATIQUE 39

nouveau transformé par des opérations jusqu’'a rdéter la valeur de
'inconnue. Par exemple, un étudiant propose latiptigation a gauche et a
droite du signe d’égalité par 5/3 conduisant & %/8=xx» d'ou on tire

« 30/3 =x », simplifié en « 10 x ».

Utiliser des lois

* Une seconde approche consiste a traiter I'équatiofaisant appel a une loi.
Par exemple, dans ce cas-ci, I'idée de proportsbrsigggérée pour faire appel
a la regle « le produit des extrémes est égal adugirdes moyens ». Suivant
cette stratégie, des étudiants ont ainsi transféerséconde équation, obtenant
«1x5=2xZ», soit «5=8» Dans ce cas, I'équation obtenue donne
rapidement la valeur de

Raisonner I'inconnue

« Un mouvement différent des précédents consisteoédab ces équations en
raisonnant sur l'inconnue. Ainsi, dans le premias,cil a été proposé de
prendre I'équation comme une égalité entre deuyadp, et en déduire
guelque chose comme « 6 est @mme 3 est a 5, or 6 est le double de 3 ce
qui fait dex le double de 5, donc 10 ». Il ne s'agit pas iaitifiser des
opérations, ni quelque propriété toute faite, rhés d’examiner des relations
entre les nombres présents pour déduire la vakelindonnue.

Les deux premiéres approches permettent de tramsfoune équation vers une
forme ou la valeur de linconnue peut étre dégadeiele premier de ces
mouvements est relativement proche du travail esiopérations avec lequel nous
sommes familiers au début du travail en algéebreseleond évoque une forme
d’activité mathématique qui rappelle plutdét les sithtions qu'on voit en
trigonométrie, par exemple, ou on fait réguliéretregppel a des « identités » (du
genre siAx + cog x = 1) afin d’obtenir une équation plus manipulatfles deux
cas montrent bien la possibilité de lire une mémgagon algébrique de maniéres
différentes, et on voit comment chacune des entéebéquation correspond a un
travail différent. En fait, cela suggére qu'une neéémanipulation, par exemple
passer d’'une équation du type a/b = c/d a la fadhe bc, peut en fait avanus
d’'un sens mathématique

Le travail mathématique dans le troisieme cas sstzadifférent, en particulier
parce qu’on ne cherche pas a « isolex ¥e(une particularité frappante quand on
pense a ce qui se fait généralement en contexterpapyon). Au contraire méme,
car résoudre passe ici par la mise en relationim@hnue avec (tous !) les autres
nombres de I'équation. C’est ici le raisonnemenit gpme, I'enjeu n’étant pas
d’appliquer correctement un algorithme (mouvememtqpérations), de faire appel
a un fait mathématique pertinent (mouvement pa),lohais plutbt de mettre en

Y

ceuvre un travail déductif similaire a celui rencéntautour de la preuve
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(mouvement par raisonnem&nt On fait ici appel & la logique, raisonnant par
inférence, c’'est-a-dire suivant l'idée que « ceai choses étant posées, quelque
autre chose en résulte nécessairement », commdkAristote. C'est donc une
nouvelle dimension de la résolution d’équation @pparait dans ce type de
mouvement, en méme temps qu'une possibilité deurecatifférente du méme
énoncé. Dans les trois cas, notons bien par alleue le « travail algébrique » se
présente a travers ses liens avec d’autres formd&ctivité mathématique. La
particularité de ses objets (ce sur quoi on ogBreéaisonne, etc.) donne (en partie)
a cesfaire mathématiquee caractére « algébrique », et inversement, cesype
travail mathématique avec les équations proposéesgeq partie) confirme que
I'expression donnée aux étudiants est abordée ragéiment.

Vue sous cet angle, la question de l'articulatian abntréle symbolique et du

contrble sémantique ou celle des relations aritiyqmétalgebre gagne donc en
profondeur. D’abord, du point de vue de I'enseigeetnse dessine un intérét pour
la comparaison des lectures proposées par lessél€es comparaisons peuvent
ouvrir sur un travail de justification et de mise relation d'idées mathématiques
gue plusieurs chercheurs semblent souhaiter (eugerBee et Subramaniam, 2011,
qui cherchent a faire apprécier les similaritésicitirelles entre expressions
arithmétiques et algébriques). On peut méme imagijpéun des enjeux de la

résolution d’équations algébrique (dont I'enseigaempourrait se préoccuper)

consiste a pouvoir varier ces types de lectures, léamérite respectif dépend sans
doute des équations en présence. De méme, on tiuwee occasion de mettre en
relation « arithmétique » et «algébre », par exempen s'intéressant aux

ressemblances et différences entre ces domainksctieité mathématique, en se

mettant en quéte d’autres stratégies pouvant éntégs de I'un vers l'autre, voire

en voulant faire le pont entre une telle variéténtfées sur des équations
« algébriques » et ce qui est observé dans la utésol de problemes dits

« algébriques » mais que I'on peut traiter de maniéarithmétique » (e.g. Bednarz
et Lee, 2002).

Du point de vue de la recherche sur I'enseignemehapprentissage de I'algebre,
ce début d’analyse montre lintérét de se penchenfent sur lespfemier9

mouvementgles étudiants, ce par quoi i@ancentdans la résolution d'une
équation et ce que cet «avancement » signifie énatiguement. Une telle
approche est centrée sur ce quifastmathématiquemeninettant en lumiére cette
activité mathématique qui nous intéresse, et quedbuhaite continuer a éduquer,
a faire avancer, a enrichir. Une telle analysetefilit pas de faire intervenir des
concepts mathématiques pour discuterfalte mathématiqueles étudiants, mais
on les utilise pour produire des interprétationsi equvrent sur le plan

mathématique. En effet, il ne s'agit pas, dans tefle analyse, de ramener les

12 Un mouvement que I'on peut aussi relier & la motlecalcul raisonné/réfléchi
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mouvements des étudiants a des processus mathéesaticacceptés » (i.e. en
termes de savoirs) ou « internalisés » (i.e. consornaissances que l'individu
posséde), et donc de porter un jugement plus onsva#finitif sur ce que savent
les apprenants. L’'objectif n’est pas non plus déeréces approches comme de
nouveaux savoirs qu’il faudra enseigner ou utiligeur comprendre I'activité des
étudiants. C’est plutdt la possibilité de donnersens au travail mathématique qui
nous intéresse, possibilité que I'on peut envisatexploiter avec les étudiants
eux-mémes, dans le but fiére des mathématiquedyant identifié cesgremiers
mouvementsdans le travail de résolution des étudiants fukmseignants, des
questions de recherches spécifiqgues a la formatiea enseignants ou au
réinvestissement de ces observations pour I'ensgignt initial peuvent étre
posées. Comment différents éléments de la situatiatiils contribués a
'apparition de cette diversité de lectures ? Reutdentifier des enjeux liés a
I'exploitation de cette diversité dans le conteateelle apparait ? Comment des
futurs enseignants en retirent-ils des lecons pewr travail auprés des éleves ?
Comment des éléves en plein apprentissage de Bia@gapprécient-ils cette
diversité ? Voit-on une transformation particulierde ce qu’ils font
mathématiquement suivant un travail autour de dtute d’équations algébriques
selon leursgremierg mouvementde résolution ?

Sans étre en rupture compléte, fort heureusemeeat, @ que nous connaissons
pour fagcon de travailler en didactique des mathigmes, cette approche par le
faire mathématiquequi ne pose pas de rapport de représentatior eatqui est
observé et de supposés « savoirs mathématiques cannaissances des éleves »,
est tout de méme particuliére, car c’est encotewgburs le potentiel de ce qui est
observé qui nous intéresse. Cette orientation dedautant plus marquée quand
on observe un autre des mouvements proposés péatuldiants dans ces mémes
taches :

Renverser I'équation

« Un autre mouvement consiste a aborder les équationss lisant « par en
dessous », c'est-a-dire a inverser les positions demérateurs et des
dénominateurs dans chacun des termes. On prociédaivant I'hypothese
que les relations entre les nombres sont « pogsdigtiel » conservées, et
donc que la valeur que I'on peut (peut-étre pleddment) trouver poux est
valable. Dans le cas de la seconde équation, cevanm@mnt se traduit par
exemple de cette fagon :

1 2 Xx_5 5 5

— =P —=—=3X=—= X=—

33X 5 1 2 2 6
Assez curieuse, cette entrée est intéressante pafrebe permet effectivement
d’avancer dans la résolution d’une équation, massiaen raison du défi d’en faire
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sens mathématiquement. En effet, inverser unee(ji&) fraction(s) n’est pas une
opération a proprement dit, ne fait pas clairenagtel & une loi ou une propriété
et ne se présente pas non plus comme un raisonthédmepourrait peut-étre parler
ici d’'une lecture structurelle de I'équation ou fekations entre les nombres ne sont
pas traitées de facon linéaire, mais prises commteuwt. Cette approche n'est pas
sans résonnances avec ce que peut exiger la conpdétcarré sur une expression
du type «¢ + 7x + 10 », basée sur I'observation des coefficiedB= 2 x5 et 7 =

2 +5, dou k + 2)x + 5). Comme premier mouvement, renverser I'équagist
particulierement efficace pour travailler sur urpression comportant une fraction
unitaire (1/X devient 3), et la solution ainsi trouvée est bel et bierakbd (5/6
comme valeur de l'inconnue). En revanche, et nawohs observé lors de cette
expérimentation, cette approche suscite de noméseugpiestions : Est-elle
mathématiquement correcte ? Sur quelles proprigjggse son succes ? Quelles
sont les conditions pour gu’elle fonctionne ? Rautonsidérer I'inversion comme
une opération au méme titre que la multiplicatith ?

Ces questions aménent a réaliser que plusieumnnaeipulations proposées dans le
cas de ces équations reposent sur une relationiphuative qu’entretient
I'inconnue avec tous les autres nombres de I'éqgnatit que la résolution s’est
chaque fois faite sans tenir compte des restristioposées par le cas= 0. Lire
I’équation en fonction de son domaine de résolutieat donc constituer une autre
entrée. Lecture efficace pour des équations sdoficsg ou qui, pour donner un
exemple trivial, ressembleraient a « % *5 ». D’autres propositions en ce sens
ont été avancées par les étudiants, par exempieed&quation comme I'égalité
posée entre deux fonctions dont on cherche un himiersection (voir Proulx,
2013a). La Figure 1 illustre ce a quoi correspagitecapproche si elle était utilisée
pour l'équation 6{=3/5. Avec ce dernier exemple, c'est la frontiemetre

« algébre » et « géométrie (analytique) » que ffeat mettre a profit. Cet exemple
suggere par ailleurs une interprétation & nouvesichee de I'idée de « contrble
sémantigue/syntaxique », ouvrant sur un nouvelrebkede possibilités de faire
sens des manipulations sur une équation (e.g.esjout soustraire une valeur de
chaque c6té de I'égalité revient a déplacer leesystd’équation verticalement, ce
qui ne change pas la valeur de I'abscisse du pdirtersection).

'3 On note & nouveau dans cette analyse que desptemaeathématiques interviennent dans
I'interprétation que nous proposons (et, de faig tgs étudiants eux-mémes ont proposé !)
du travail mathématique observé. Mais c'est en tané possibilité de faire sens
mathématiquement de ces actions, diate mathématiqueque ces concepts interviennent
et non de maniére a y ramener et y réduire cetteitéc De la méme fagon, nous aurions
pu nous pencher sur les explications des étudientegarder alors comment ils font
intervenir des concepts pour faire sens mathénetignt de leurs actions.
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Figure 1. Entrée graphique pour une résolution ou la presréguation est= 10

Suivre ainsi ce qudont les étudiants confrontés a ces énoncés nous amene
considérer I'activité de résolution d’'une équatialyébrique au-dela du cadre
ordinaire des manipulations symboliques et deggkesé> mathématiques qui les
gouvernent. Il est pensable d'entrer sur une éguadt d'avancer dans sa
résolution sans faire appel ou se limiter aux fieansations standard dont il s’agit
de respecter les conditions d’application. On sgalile fait que ce que signifie
« résoudre une équation » s’est ainsi souvenaliidst autour de ces manipulations
(e.g. les approches de Mason, Graham, Pimm et Gd@&5 ; Kieran, 1992;
Arzarello, Bazzini et Chiappini, 2002), les proeces9lus globaux tels que la
transformation ou I'anticipation étant ramenés \&s manipulations (e.g. Boero,
2002) et alors envisagés comme des objectifs aditee Alternativement, notre
entrée par lefaire mathématiquanvite plutét a enrichir ce que peut signifier
résoudre une équation. Inspirée par I'étude dewipre mouvements des étudiants,
une interprétation en ce sens de nos données padsita proposer, par exemple,
que « résoudre une équation » peut signifier @oési Proulx, 2013b) :

» Transformer une équation en une autre afin d’idbf@onnue

* Chercher une ou des valeurs pour lesquelles I#gadit vraie

* Raisonner sur la valeur manquante dans une proporti

< Identifier le ou les points d’intersection entraigéonctions

e Déconstruire les opérations appliquées sur un nenmbconnu (e.g. pour

I'équation « X — 4 =5 », on dira : « Mon nombre a été élevéarticet ensuite on
lui a enlevé 4 et ca donne 5, alors j'ajoute 4eh jfextrais la racine carrée’s)

La nature polysémique de ce que peut signifierudigoune équation est ainsi mise
de l'avant a travers la lecture de celle-ci, la mend’entrer dans sa résolution, le
mouvement qui fait avancer vers une solution. Neoyons la une piste
prometteuse pour la recherche en didactigue dekématiques, enracinée dans
desfaires mathématiquesis en relation avec d'autrégires mathématiquesvec

4 Approche qui rappelle évidemment celle dévelopggéde célébre Al- Khwarizmi!
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lesquels ils ont la possibilité de faire sens,iledrée du besoin d’en appeler aux
concepts de « connaissances » des éleves ou deikssavisés. Dans une étude
en cours, nous examinons d’ailleurs plus en désaiys le theme du travail
« mental » en mathématique, la maniere dont cesifis@tions émergent et
peuvent étre exploitées en classe.

3.3 Faire faire des mathématiques, un enjeu didacjile

Nous nous sommes intéressés icfaite mathématique’étudiants en contexte de
résolution d’équation algébrique. Dans cette petspe les questions de 'ordre
du « savoir » et de la « connaissance » semblenilagées par une préoccupation
a I'égard des possibilités daire faire des mathématiques aux éleyesmme dit
Conne, 1999), I'enjeu étant de développer le p@tent la richesse (sur le plan
spécifiguement mathématique) de ce qui émergegeneris hic et nundinsi,
I'objectif n'est pas de trouver des moyens d’amedeeréléves a « posséder des
connaissances » en adéquation avec un « savoithematique (aussi complet que
possible...) sur la résolution d'équations algébriquene ouverture vers les
premiers mouvements, soit les multiples facons ide Uine équation et les
significations diverses que prend I'activité ménee «drésoudre une équation » a
travers ces lectures, a pour but d’enrichir ledilamathématique des éléves, de le
« suivre ailleurs », plutét que de le « conduiresweune forme prescrite. Du point
de vue de I'enseignement, tirer profit des posgéisilde ce qui émerge se présente
alors comme un défi central. Bien loin de lidée denduire vers des
« connaissancesur» ou de faire construire des « connaissariees, c'est la
production d’actions mathématiques (e.g. en coeatad résolution d'équations
algébriques) qu'il s’agit de favoriser, dont on rcie a préciser le sens et la
pertinence mathématiques, et ainsi de suite. Qutésdsse alors a ce gast
mathématiquéde I'anglais « mathematical », Davis, Sumara eice-Kapler,
2008). Une telle entrée nous fait travailler «alusppres» de [lactivité
mathématique des éléves, pour la « soutenir » efpaw perdre de vue les
mathématiques des éleves eux-mémes ; plutdét quéa desaisir» ou de la
« réduire » a nos propres compréhensions mathameatiqqous engageant des lors
souvent bien malgré nous dans une perspectiveitd@ic (ou I'éleve en sait
toujours moins que I'étendue du « savoir » !).

Etre au plus prés de I'activité mathématique déses rappelle aussi cette idée de
présenceaux éléves, évoquée plus haut. Ne souhaitantfpites progressevers
nos/des connaissances, mais plat@ncer mathématiquemestns cibler de fins,
de standards, de savoirs-objectifs (Proulx, 2008}ention est portée vers le défi
d’étre mathématiquement avec l'éléve. Plutdt quepdendre pour origine et
horizon des connaissances et des savoirs mathéestauxquels I'éléve doit
répondre, on se place soi-méme dans l'obligatiorédendre de/a I'éleve de sorte
que I'on fasse des mathématiques ensemble. Urh&igement d’orientation, a
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peine esquissé, n'est pas banal. Il a 'avantagmelitre au centre de la relation
enseignant-éleve le travail mathématique lui-m&uhgpt qu'un jeu d’'attentes par
rapport a un « savoir » ou a ce qui est pris paumanifestation. Rappelant a
plusieurs égards la vision transformée de I'édocathathématique d’'un Papert
(1983) par exemple, il s'agit d’'une perspectiveeassmilaire a ce que Davis et al.
(2008) proposent :

That is, we do not see education in linear-causahd of achieving preset
objectives or re-presentation of established trublus as a participation in the
ever-unfolding project of becoming capable of nepwerhaps as-yet
unimaginable possibilities. (pp. 20-21)

Ainsi, s'intéresser a la maniére dont I'activitéth@matique s’élabore, aux fagons
de « signifier » la résolution algébrique, nouscelalu coté (positif) de ce qui est
fait (et non de ce qui devrait étre). On s'attaéddétailler les manieres dont les
éléves réalisent une attitude mathématique, en hemclcant les ramifications
possibles, les nuances, etc. L'entrée suiailee mathématiqueuvre a l'activité
elle-méme, et a son déploiement infini, invitant parter un regard sur
I'enseignement en termes de ce quil permet: telt@ation est-elle riche ?
Comment telle approche permet-elle de faire fage mathématiques aux éléves ?
A ce titre, l'activité de résolution mentale d’étjoas algébriques rapportée ici
nous semble offrir un potentiel certain.

Remarques finales — ouvertures

Les faits sont bel et bien faits

M. Douglas

Nous sommes d’avis que les mathématiques n'exigi@nten dehors du moment
ou les gens font des mathématiques. Dans cet eseags avons exploré
I'importance éthique et la possibilité théorique peaitique de nous intéresser
directement atiaire mathématiqueplutdt que de I'aborder en termes de « savoirs »
et de « connaissances ». Ce mouvement, rappelossiigble faire son chemin
assez naturellement dans la recherche en didac&pimathématiques.

Cela dit, il nous semble important de revenir kegi@ent, en guise d’ouverture, sur
la question du langage. Est-il vraiment nécessgmt-on se demander, de
proposer un changement radical dans nos « facopader » et d’évacuer des
termes tels que « savoir » et « connaissance »febleon pas plutot les redéfinir
de maniére plus ouverte, ou encore se contentsowigner que nous les utilisons
« entre guillemets » ? Nous avons déja évoqué diernatives allant en ce sens,
montrant en particulier comment le terme « conmaics » est redéfini dans les
traditions socioculturelle et de I'énaction dansrldéveloppement en didactique
des mathématiques. Mais une réflexion sur le lamgéthique entres autres, nous
appelle a aller encore plus loin. Comme I'expliqdiailleurs Maturana (dans

Simon, 1985) les mots sont bien souvent des aduessa« words — with their
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power to confer objective status on perceptionge-the adversary, creating a
minefield that must be navigated with the utmostwispection » (p. 34).

Que se passe-t-il quand on met de cb6tés ces tepomes parler dufaire
mathématiqu® Revenons, par exemple, aux définitions propog@esConne
(1992) mentionnées en introduction : « ...le sujetonmait le rdéle actif d'une
connaissance sur la situation ... une connaissamse identifiee est un savoir,
c'est une connaissance utile, utilisable... ». Sygense bien, il est possible de
reprendre une partie importante de l'idée mise’aeaht en se concentrant sur
laction méme de reconnaitrd’intérét d'un concept ou d'une procédure
mathématique par rapport & une situation. Il nest besoin alors de poser
I'existence d’'une connaissance propre a l'indivadud’un savoir réifi€, ni méme
d'utiliser le terme « connaissance » pour décrimetel événement et en déduire
quelque chose d'intéressant pour la didactiquamdbématiques. C'est un peu de
la méme fagcon que nous sommes allés puiser a ddgians théoriques et
philosophiques avec lesquelles nous travaillons éEsnents permettant de
conceptualiser cette entrée pafdige mathématiqueSi on trouve dans ces travaux
beaucoup plus que ce que nous mentionnons ici, tuve aussi « beaucoup
moins » dans la mesure ou l'on y utilise fréquemmenvocabulaire dont nous
cherchons a nous distancier, sans doute parceaqua’y thématise pas non plus
comme nous le faisons ici une approche péaite (mathématiqupcomme moyen
de sortir de la pensée en termes de savoir/commaiss Cependant, ces travaux
rendent possiblene telle entrée.

Certains lecteurs regretteront néanmoins que ntoms pas développé cette
proposition a partir de cadres plus utilisés emnégapar exemple (Brousseau,
Chevallard, Vergnaud). Nous voyons néanmoins céttetion de maniere positive,
l'idée étant d'inviter le lecteur familier avec capproches a en faire I'exercice.
D’autres regretteront, au contraire, que la prdmsipuise a des courants de
recherche qui existent (et qui se débrouillent bsams elle !), plutét que de
s'affirmer dans ses propres termes. La encore,ype tle réaction répond en
quelque sorte a nos attentes, suggérant que &uteztsu apprécier I'idée qui nous
occupe et trouve la proposition digne d’étre déueém. D’autres encore
trouveront peut-étre ces idées irréalistes, pemetieuses, ou sans nouveauté. Ces
avis nous semblent également importants pour daisrns : la premiere est qu'ils
aident a apprécier I'intérét de notre propositenla seconde est qu’ils conduisent
alors a appeler une discussion des enjeux éthsudsvés en premiére partie, et
dont la didactique des mathématiques fait encotedaecas (fort en retard, a ce
titre, sur sa « cousine » anglophone en partiqulier

Quant a nous, I'examen attentif des perspectivastémpologiques, ou nous
auteurs, nous positionnons actuellement, réveldejoaractére local et émergeant
de l'activité mathématique est si central qu’ilpeut étre mis entre parenthéses. Il
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est si central quilremplacela question des «connaissances » et « savoirs »
mathématiques. Définitivement mettre de c6té lemisa et connaissances pour
nous intéresser plutbt daire mathématiquesemble conduire a un changement de
paradigme (Kuhn, 1962) en didactigue des mathémesdigc’est-a-dire a une
nouvelle maniére de cadrer, de questionner et eltiguer, de méme qu’au
développement d’'un nouveau langage pour notreptiisei

Est-ce a dire qu'il faille renoncer a tout ce qaifait dans notre domaine si on veut
s'intéresser ataire mathématiquet méme (jolie formule !) afaire mathématique
ensembleplutbt qu'aux « savoirs » et aux « connaissancesCertainement pas.
D’ailleurs, les analyses proposées des stratégieslgebre mentale le montrent
bien : on peut toujours s’intéresser aux produstides éleves, aux stratégies ou
processus utilisés, aux potentialités des situatibenseignement/apprentissage, et
ainsi de suite. Mais, cette perspective n'est maspius sans exigences, invitant a
mettre de cOté certaines habitudes/attitudes @uipsiient, méme implicitement,
sur l'existence de « savoirs » et de «connaissamoges éleves. Il faut ainsi
accepter de voir I'enseignement comme un lieu on fait des mathématiques
plutdt que d’en apprendre, faisant résonner cetterion de Glasersfeld (1989, p.
368), inspirée de Sierpinska, qui observe que kenmopre culture mathématique
peut ne pas étre beaucoup plus universelle que delhos éleves ». Donner pleine
attention aufaire mathématiqueest ainsi d’abord une affaire de disposition pour
nous, chercheurs. Et ce terme, « disposition »aesttendre avec a l'esprit cette
phrase du romancier Dietrich Bonhoeffer, qui n@mpelle a la dimension éthique
de la proposition présentée dans ce texte :

« Action springs not from thought, but from a resadis for responsibility ».
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