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EDITORIAL

Ce volume 19 des ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIERECCOGNITIVES
comporte une innovation : Ses premiers articlesespondent a un débat, autour
du “faire” et du “savoir” des éléves en mathématg|LEn point de départ, ily a eu
une proposition d'article de nos collegues canadiggan-Francois Maheux et
Jérdome Proulx, laquelle a donné lieu de la part atbdtres sollicités pour sa
relecture a des réactions vives, pour ou contreutdication. Ces réactions ne
surprendront pas si I'on note que dés lintrodogties auteurs déclarent par
exemple : « Nous éloignant progressivement despeetises dans lesquelles le
“savoir’” mathématique est I'élément de référenamjsnnous sommes pour ainsi
dire rapprochés des contextes dans lesquels hesséfient des mathématiques ».

Faire des mathématiques pourrait-il ainsi s'oppades connaitre ? Notre position
comme éditeurs scientifiques devant cette propwosiiarticle n'était pas évidente.
L'accepter, n'était-ce pas la cautionner ? La esfug'était-ce pas se priver de
I'écoute d'une position qui présente un intéréefes, le volume 18 des mémes
Annales avait publié un article de Jérdbme Proulxestl issu de ce point de vue,
mais qui se limite a une thématique (résolutiontalerd'équations) et une mise en
ceuvre de méthodologie acceptables indépendamméuit &eut-étre d'ailleurs cet
article du volume 18 pourra amener le lecteur @sdre compte qu'en définitive la
teneur des propos de Maheux et Proulx est moinsoaaste qu'il ne pourrait
paraitre en premiére lecture. Mais plutét que desrdonner le dernier mot en tant
qu'éditeurs scientifiques, nous avons vu dansuestgpns soulevées |'occasion de
donner la parole a plusieurs intervenants et @egublier un débat avec pluralité
des points de vue présentés.

Pour ce débat, Eric Roditi a trés volontiers acedatcharge de le présenter et
l'organiser, en décidant de faire appel a deuxvatentes, l'une de la nationalité
des auteurs de l'article original et l'autre deolé francaise. Le débat nous semble
bien introduit quand Eric Roditi écrit notamment notre propos invite a s'arréter
respectivement sur trois objets — le sujet, le isaatol’activité — dont la prise en
compte dans les recherches en didactique des mneilgées marque
épistémologiquement ces recherches ».

Hormis sa portée en termes de contenus, le dééseme aussi l'intérét de refléter
des relations entre francophones, en l'occurrencgbégois et francais. Cette
relation est marquée par le relais que désormaigdede I'Université de Montréal
assure aux Annales de Didactique et de Sciencesittveg. Mais une telle
relation n'est qu'un petit maillon de la grandelmbaue la francophonie représente
pour l'enseignement mathématique : 2015 est unéeawforganisation de la



conférence EMF (Espace Mathématique Francophome)elle aura lieu en
Algérie en octobre, sous l'égide de I'IMU (Intefoadl Mathematical Union).
Nous sommes certains que plusieurs des étudeq@ésalans les articles de ces
Annales, en particulier dans le présent volumeyviecont des échos dans ce
colloque, dont nous invitons vivement le lectegoasulter le site Internet.

Toutefois l'international serait lui-méme étriqlié s réduisait a la francophonie.
Deux types de relations sont privilégiés, avecrbipe d'une part qui nous amene a
une pratiqgue multilingue, avec le monde hispanidatre part dont nous nous
sentons proches par de nombreux aspects. L'éemledise a longtemps fourni des
modéles dans bien des pays du monde hispanophanegexpmple au travers
d'initiatives comme le mouvement Freinet ou en firam des enseignants avec les
Ecoles Normales. Aujourd'hui, la collaborationest &échanges d'idées se font dans
les deux sens a l'occasion des projets de recheuih@menent des coopérations
avec I'Ameérique Latine. Les précédents volumesAtegles ont déja contribué a
nourrir ces réflexions croisées notamment autous d@espaces de Travalil
Mathématique, des registres de représentation $foés, de la
socioépistémologie, des approches collaborativ@s. volume en porte a nouveau
la marque, avec la présence parmi les articleplen du francgais, de la langue
anglaise et du castillan. Par son ouverture lifiguie et théorique, notre revue
continue ainsi a tracer un chemin que nous soutsiaginal et ambitieux dans le
monde de la didactique des mathématiques.

ALAIN KUZNIAK & FRANGCOISPLUVINAGE



ERIC RODITI

SUJET, SAVOIR, ACTIVITE
UNE ARTICULATION EN DISCUSSION

(Débat : ouverture)

Abstract. Subject, Knowledge and Activity: Discussig their articulations. In this text

we introduce a scientific discussion about how sabgcts are taken into consideration
within research on mathematics education. The stidjaowledge and activity, along with
how they are intertwined, are the objects that @tate the core of the proposed reflection.
Many researchers base their studies and issuekeonetical frameworks some of which
are outside the field of didactics. Indeed the teefiacuses on the question of the nature of
this scientific field and of its results.

Résumé.Ce texte vise a ouvrir une discussion scientifigue la nature de la prise en
considération de certains objets dans les rechemheidactique des mathématiques. Trois
objets et leur articulation sont particulierementcaeur de la réflexion proposée : le sujet,
le savoir et l'activité. De nombreux didacticierssdnathématiques fondent théoriquement
leurs travaux ou problématisent leurs questionssertant des cadres usuels de la
didactique. La discussion proposée ici pose, d'cedaine maniere, la question de la
délimitation de l'aire de notre champ scientifiqai@si que de la nature des productions
issues des recherches qui y sont menées.

Mots-clés Activité, didactique, savoir, sujet, théorie.

Introduction

Réfléchir collectivement sur les objets de recherafe la didactique des
mathématiques n’est pas une nécessité nouvelle,dtarte méme s’agit-il d'une
nécessité permanente, notamment en France ou wail tp@articulierement

important a été mené pour fonder théoriquement hemp de recherche. Les
chercheurs prennent position, développent des awgisnet la didactique des
mathématiques évolue parfois en conséquence.

Dans trois parties successives, notre propos irvigearréter respectivement sur
trois objets — le sujet, le savoir et I'activitédent la prise en compte dans les
recherches en didactique des mathématiques mangjetéréologiquement ces
recherches et, a travers elles, le champ toutrertieus nous proposons ainsi
d’ouvrir une discussion avec deux autres cherclelisdina @OULANGE et Sophie
RENE DE COTRET, au sujet d'un article de Jean-FrancoigHdux & Jérbme
PrROULX publié dans le présent volume et qui n'offre rtenmoins que d’inviter
les didacticiens a considérer 'activité des élevem seulement indépendamment

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 9 - 16.
© 2014, IREM de STRASBOURG.



10 ERIC RoDITI

des savoirs mathématiques en jeu dans les tachdsugusont proposées, mais
encore des connaissances gu’ils mobilisent pouréalisation !

A la suite de ce texte et de l'article des deuxand, le lecteur trouvera, dans ce
méme numeéro de la revue, deux discussions critiqad&rticle qui sont signées
COULANGE pour la premiere et BAE DE COTRET pour la seconde, ainsi que la
réponse des auteurs a ces critiques. C'est donauljuration d’'une rubrique
« Débats » que proposent, par ces publicationsAnesles de didactiques et des
sciences cognitives

1. Sujet

Le fait que MAHEUX et RRouLX proposent de considérer ce que font les éleves
indépendamment des savoirs et des connaissancehjitca s'interroger d’abord
sur la place que «lI'éléeve» occupe théoriqguement didactique des
mathématiques. Un rappel pour commenceravant que les didactiques ne
s’imposent comme champs de recherches spécifiguesndance (dans les écrits
pédagogiques) était de réserver le terme « didaetig a la délimitation des
contenus d’enseignement et a leur programmatiQREUTER 2007, p. 212). Et une
remarque pour continuer : aujourd’hui encore, natemt dans des milieux ou
I'objectif est la prescription ou la commercialisat le terme « didactique » reste
réservé aux contenus, a leur programmation, airiaug méthodes, aux ressources
et aux outils d’enseignement d’une discipline.

Ces observations visent a souligner I'importance sgisteme didactiqug@our
caractériser les recherches menées dans notre chmamgystéme est composé de
trois sous-systemes — savoir, enseignant et erseigr c’est son fonctionnement
gu’étudient les didacticiens dans les relationsenietiennent ses trois sous-
systemes. Par lintroduction du concept de « sitnatlidactique », BOUSSEAU
(1986) est parvenu a doter la didactique des mattiéues (voire plus
généralement les didactiques) d'un outil théorigpermettant d’étudier
I'apprentissage, en analysant non seulement lesitést des protagonistes du
systéme didactique (méme si I'enseignant resteesuldclipsé derriére le milieu),
mais aussi les phénomenes que ces activités emgendr

Pour autant, la question n’est pas réglée de saeoque recouvrent précisément
les deux sous-systemes enseignant et enseignditldefproposer de s'interroger
ici sur le « sujet » en didactiqgue des mathémasigast une maniéere de poser cette
guestion, méme si les choix épistémologiques irdiquécédemment ne facilitent
pas le fait de considérer I'un des sous-systenw@éneent. En se restreignant au
sous-systéme enseigné, il s’agit donc de se demardgu’un travail scientifique,
inscrit en didactique des mathématiques, retientélieve, peut en retenir ou ne
peut manquer d’en retenir. Le désigner comme « sujermet de discuter de
caractéristiques qui ne sont pas toujours étudiéres notre champ.
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Dans le sillage de I'épistémologie génétique piagée et des travaux de
VERGNAUD (1991), la didactique des mathématiques a adoptéujgt de I'éléve,
une position constructiviste et interactionniste smin activité mathématique, en
situation didactique, constitue a la fois la sowetée critere de ses connaissances.
CHEVALLARD (1992) propose en outre de considérer simultanénntsous-
systémes didactiques et les institutions auxquélesppartiennent. L'éleve est
alors considéré « personnellement » lorsqu’il $’agle considérer ses
apprentissages propregt « institutionnellement » lorsque ces appreagss
découlent d'une intention institutionnelle ; celaorrespond, en théorie
anthropologique du didactique, aux modificatiorspeetives duapport personnel

ou durapport institutionnelde I'éleve (sujet d’'une institution) & I'objet davoir
enseigné. De nombreux didacticiens qui se réféaejaurd’hui a la théorie de
lactivité (notamment RBERT & ROGALSKI 2008) réaffirment la position
constructiviste et interactionniste originelle, ttem appréhendant les sujets (éléves
et enseignants) dans les contextes de leur actv@é auteurs actualisent ainsi le
lien entre didactique et psychologie en tenant demges développements
scientifiques liés a I'ceuvre dey@OTSKI.

Il ne peut étre ici question dapprofondir beaucoplus longuement cette
discussion sur la question du sujet en didactiggendathématiques, mais quelques
positions, bien que moins développées actuellenmamtpeuvent étre ignorées.
D’abord celle, déja ancienne, deAICHARD-LAVILLE (1989) qui a choisi de
considérer le maitre et I'éleve comme de véritabdegets, au sens de la
psychanalyse, c'est-a-dire comme des acteurs hsrdabés d’'une subjectivité et
d'un psychisme. Ses nombreux travaux menés avec didscticiens des
mathématiques confirment l'intérét scientifique rButelle approche clinique
d’orientation psychanalytique. Il faut mentionnerseite les travaux qui sont
menés au carrefour de la sociologie et des didaegigROCHEX & CRINON 2011 ;
BRoccoLICHI & RoDITI 2013) pour étudier I'impact des contextes ingtitutels,
locaux et socio-familiaux sur les processus mérapptentissage, en fonction des
pratiques d’enseignement. D’autres perspectivesrengaraissent délaissées par
« I'école frangaise de didactique des mathématigquesors qu’il semblerait
scientifiquement important qu’elle s’en saisisda lecture des programmes des
grandes manifestations internationalegre&thematics educatiome peut manquer
de faire remarquer en effet que les didacticieaadophones s’engagent encore
assez peu dans des travaux a grande échelle (nodeleses, étendue du
curriculum, durée d’enseignement, etc.), dansdétdes effets des stéréotypes liés
au sexe sur les apprentissages mathématiques,coteettans les travaux qui se
développent actuellement et qui portent sur desveélésouffrants de
dysfonctionnements neurocognitifs.
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Comment donc penser I'éléve en didactique des mmtigues sans le supposer
aux prises avec les savoirs que son professetintantion de Iui enseigner ? Je
propose cette question au lecteur de l'article deifsbx & PROULX et lui suggere
de mettre en regard, au fil de sa lectleesujet éléve sous-jacent a leur texte et
celui qui est au coeur de notre champ de recherche.

2. Savoir

L’article des deux auteurs conduit aussi a s'iger sur la facon de prendre en
compte la question du savoir et des connaissarares ld recherche en didactique
des mathématiques. Revenant sur la place du sawgisychologie, BuN (1994)
développe une analyse dans laquelle il souligntagi décisive franchie par
PIAGET du fait de la dimension épistémologique de sonreewaui conduit &
interroger l'accroissement des connaissances pluée la nature des
connaissances. Mais il indique aussi que le « s@pstémique » apparait
essentiellement comme le sujet d’'une connaissameeative, marquée surtout par
des grandes catégories de connaissanaesGNAUD (1991), avec la théorie des
champs conceptuels, apporte une réponse dida&itpupsychologie. Cette théorie
permet de se référer au savoir mathématique coéspilutét qu’aux structures
logiques ou logico-mathématiques, elle permet adissticuler les connaissances
mobilisées dans les schémes d'une part, et leeptBisous-jacents aux situations
dans lesquelles ces schémes sont mis en ceuvraedpait. La théorie des
situations didactiques ®USSEAY 1986) propose, quant a elle, une articulation
dynamique entre savoirs et connaissances puisqumiaaissances anciennes des
éléves sont utilisées dans les interactions avemilieu pour en construire de
nouvelles, en correspondance avec les savoirsuerE|le en propose également
une articulation critique qui conduit, lors de €émtification d’'un « effet Jourdain »
par exemple, a relativiser la reconnaissance darsadans les actions des éléves.

La question des savoirs n’est pas réglée pour aukéabord parce que les savoirs
enseignés ne correspondent pas exactement auxssmathématiques constitués :
CHEVALLARD (1985) a montré comment ces derniers sont tragspasdes fins

d’enseignement. Ensuite parce que la question delddion entre « savoir » et
« faire » qui renvoie a celle du lien entre théatepratique, est suffisamment
générale et fondamentale pour que les didacticiégist besoin de s’y pencher
régulierement au gré des évolutions scientifiqiE3UADY (1986) a produit a ce

sujet une avancée théoriqgue fondamentale qui dégasgement le cadre de la
didactiqgue des mathématiques. Elle permet de réager I'activité mathématique
ni dans un lien de subordination avec les savoirsdans une relation

d’'indépendance avec ces derniers, mais dans wuat@retlialectique : les concepts
mathématiques jouant alternativement le réle d'eutans 'activité de résolution

de probleme et d'objets qui prennent une place fpagment définitive) dans la
construction d’'un savoir organisé.
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Non loin de notre champ scientifique, et en retatavec lui, la question de la
relation entre « savoir » et « faire » est traji@e RABARDEL (1995) a propos des
technologies : il développe pour cela une appracsteumentale ou, sans qu'il soit
possible ici de la développer davantage, il disth@rtefact et instrument d’'une
part, instrumentalisation et instrumentation d'aupart. Pour I'étude de la
transmission des pratiques professionnellesTRE (2011) s’est confronté a la
méme question. Il commence par discuter de la aéparque les philosophes
grecs opéraient entre leetis (intelligence rusée qui, en dehors de toute
conceptualisation, parvient a tirer son épingle jgu dans des situations
particulierement embrouillées) eepistémgce qui est objet de science). De cette
discussion et des études qu’il a menées sur leégjyea professionnelles et leur
formation, il conclut a la nécessité d'écarter aeadigme traditionnel, il choisit de
considérer la connaissance comme inscrite dansviiég et il propose de procéder
a une analyse interne de cette derniere pour naaitjeur ce qu’elle comporte de
conceptualisation.

Faut-il alors lire le texte de MHEUX & PROULX comme invitant a un recours a la
metispour interpréter le travail de I'éleve ? Je pr@postte deuxieme guestion au
lecteur et lui suggére de considérer les conséaesate leur position théorique sur
celles qui ont déja été développées dans notreghai@ntifique.

3. Activité

Le troisieme concept que leur texte invite a discest celui d’activité. Bien que le
terme apparaisse plus de soixante fois dans l&akeates auteurs proposent de le
remplacer par le faire mathématique pour mieux passer d’'une conception
« acquisitionelle » a une conception « participativde I'apprentissage, et mettre
ainsi de coté les idées de savoirs et de connamssague véhicule le terme
« activité».

Si, indépendamment des termes utilisés et degeliifés théoriques que les choix
de termes impliquent, l'activité de I'éleve possédiee place essentielle en
didactique des mathématiques, c'est que les dadewt partagent une hypothese
fondamentale selon laquelle un savoir ne peut asinettre ni directement ni
intégralement. Parmi toutes les activités de I'é)@elle qui consiste a résoudre des
problemes mathématiques a particulierement retatterition des didacticiens. La
proposition qui nous est faite de rompre avec wglle fperspective impose de
revenir, méme sommairement, sur les apports destitigens & ce propos.

D’abord il faut préciser qu'on aurait tort de pengpie les didacticiens ne
considérent que les connaissances et les savgies @our analyser ce que font les
éleves. C’est, entre autres, ce qui les différed@eteurs comme BRUK (1985)
qui écrit, en quatrieme de couverture de son o@vragpur un bateau, il y a 26
moutons et 10 chevres. Quel est I'age du capitdi@ette célebre question pose
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aussi celle du sens, et de ce qui ne s'en trangaxktdans l'enseignement des
mathématiques. » Reprenant une étude menée daREN 'auteure attribue a
un défaut de prise de sens le fait que nombre \@él@’'une dizaine d’années
totalisent I'effectif des moutons et celui des ale&vpour déterminer I'dge du
capitaine. Ce qu'apporte la didactique, c’'est justet le moyen de comprendre
que ces é€leves ne cherchent pas seulement a répandune question
mathématique, mais plutdt qu’ils obéissent a césgpensent étre une obligation
dans ce contexte institutionnel particulier qui estlui de la classe de
mathématiques : répondre par un calcul a la guepticée. Ainsi, la situation qui
est la leur n'est pas seulement composée d'un gmubl(avec les savoirs
mathématiques disponibles ou a construire pouéseudre), mais bien a la fois
d’'un probléme et d'un contrat qui traduit les ohtigns réciproques réelles ou
supposées de I'enseignant et des éleves. On dBROWSSEAU (1986) d’avoir
théorisé la notion de contrat didactique et cebesduation didactique dont les
différents types (action, formulation, validatioetc.) sont caractérisés par les
possibilités d'apprentissage qu'ils offrent, castire par les types de
connaissances qu’ils permettent de construireivelaent & un méme savoir
(modéele implicite, langage, théoréme, etc.).

Y

Certains didacticiens se sont bien sdr particuliergt attachés a concevoir des
outils théoriques pour I'étude des savoirs et de lmise en ceuvre dans les
activités. Avec cette perspectiveHE/ALLARD (1992) propose une modélisation
qui met en lumiere les techniques, technologiesthébries éventuellement
engagées dans la réalisation d’'un type de tachigstihgue différents moments de
I'étude auxquels des apprentissages différents assciés. Il réféere les objets
d’étude a une échelle de codétermination didactpprenettant aux analyses de
s'affranchir des institutions dans lesquelles iasations didactiques sont inscrites
et auxquels les partenaires de ces situationsassojettis. D’autres auteurs comme
ROBERT & ROGALSKI (2008) ont davantage cherché a fonder leurs amlgies

activités des éléves en se référant simultanémedgsacritéres concernant les
savoirs ainsi qu'a d’'autres critéres qui sont pemsts (leurs conceptions, leurs
motivations, etc.) ou relatifs aux contextes de kctivité (institutionnel, social,

etc.), en tenant compte notamment des interactintie pairs ou avec I'enseignant.

Que nous proposent doncAMEUX & PRouLX quand ils déclarent vouloir mettre
de coté les savoirs et les connaissances poursanddy«faire mathématique des

éleves ? lls expliquent, par exemple, que ceriéiinges résolvent une équation qui
s'écrit comme une égalité de deux quotients en aesawnt numérateurs et
dénominateurs, mais sans mobiliser de connaissaet@s/es a I'inverse d'un

nombre réel. S’agit-il d’'une ouverture supplémemetaui permettrait, par exemple,
de rendre compte du fait que ces éleves tentertaltpier leur travail sur des
exemples vus auparavant, c'est-a-dire de faire @omhanr enseignant, mais sans
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chercher a identifier les fondements de ce quditfait ? Cela pourrait alors faire
écho a des recherches conjuguant des approcheslogigies et didactiques
mettant en évidence certains malentendus entrengsignants et des éléves qui
n'ont pas la connaissance des réquisits scolaResHex & CRINON 2011). Cela
pourrait permettre d’analyser leur activité en stasen tenant compte des
dispositions qu’ils construisent du fait de leuiigore socio-familiale, de leur
histoire et des réseaux relationnels auxquelpipgdiennent. Il ne semble pas que
I'ambition des auteurs soit celle-la ; il semblecantraire, comme l'indique le titre
de leur article, gu’ils souhaitent développer unuveau positionnement en
didactique. Le lecteur de leur article pourrait shusinterroger sur ce que ce
positionnement apporte véritablement comme potent@ur ['interprétation
didactique des phénomenes, mais aussi d'en éviuenQt s'il faut écarter les
apports de la référence aux savoirs et aux coraraiss.

Lecture et débat

Le temps est maintenant venu pour le lecteur dedpeeconnaissance de l'article
des deux auteurs. La réflexion qui vient d'étre éeeporte sur l'articulation de
trois concepts (le sujet, le savoir et I'activigg) sont utilisés dans des champs plus
larges que celui de la didactique des mathématicaues des acceptions parfois
diverses selon les théories sous-jacentes.

Elle tente d'aider le lecteur a discuter de leurguments puisqu’ils proposent
justement de s’écarter des références de notrepchalbe vise aussi a introduire
aux critiques rédigées sur cet article patUCANGE et RENE DECOTRET ainsi qu'a
la réponse des auteurs.

Ce texte a pour but enfin d’ouvrir une nouvellerigibe « Débats » desnnales de
didactique et de sciences cognitiv€mme dans ce numéro, des chercheurs y
seront invités a discuter des articles dont la uerm®nduit justement a débats.
Parce que la discussion est sans doute le premgédient de la vitalité
scientifique...
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JEAN-FRANCOIS MAHEUX ET JEROME PROULX

VERS LE FAIRE MATHEMATIQUE: ESSAI POUR UN NOUVEAU
POSITIONNEMENT EN DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES

(Débat : article original)

Abstract. Toward mathematical doing Attempts at a new positioning in didactics of
mathematics. In didactics of mathematics, reflections and obsons on the nature of
mathematical “knowledge” and “knowing” have ledadroader view of what is meant by
learning mathematics. Progressively taking distandeom perspectives in which
mathematical “knowledge” is the object of referenstudies have come closer to the
contexts in which students do mathematics. Thestillshowever, a tendency in our field
to focus on what students might know, understandearn in relation to a specific
“knowledge”. In contrast, the epistemological pexdjves in which we as authors are
positioned view the local and emergent charactéh@fmathematical activity as so central
that it invites us to “replace” questions of knodde with ones abouhathematical doing

In this article, we investigate this path, bothdtetically and empirically. In so doing, we
look into the theoretical and ethical foundatiofsuach a positioning and offer a practical
illustration of its implications for research in thamatics education (through analyses of
data from a study on mental mathematics). We show important aspects of studies in
didactics of mathematics continue to be relevadtsgnificant in this positioning and how
new questions emerge and others disappear.

Résumé En didactique des mathématiques, les réflexionbservations sur la nature de la
« connaissance » ont conduit & une vision de plyswes large de ce que signifie apprendre
en mathématiques. En s'éloignant progressivemenpeatspectives dans lesquelles le
« savoir » mathématique est I'élément de référetese travaux se sont pour ainsi dire
rapprochés des contextes dans lesquels les élinviedels mathématiques. Reste néanmoins
une forte tendance, en didactique des mathématigiilese préoccuper de ce que
connaissent, comprennent ou apprennent les élé@tesle surcroit par rapport a un
« savoir » spécifique. Dans les perspectives épitdgiques ou nous, auteurs, nous
positionnons, le caractére local et méme émergimhbactivité mathématique est si central
qgu’il invite a «remplacer » les questions de sevat de connaissances pour nous
intéresser ataire mathématiqueDans cet article, nous proposons d’examiner eettaue

de maniere a la fois théorique et empirique. Poamriyer, nous examinons les fondements
éthiques et théoriques d'un tel positionnementy gmsuite offrir une illustration pratique
de cette possibilité a I'aide de données tiréesma@’'techerche sur le calcul mental. Nous
montrons comment des parties importantes du trdnadiltuel de recherche en didactique
des mathématiques trouvent toujours leur sensueiné&rét dans ce positionnement, alors
que d'autres questions émergent ou disparaissent.

Mots-clés Faire des mathématiques, activité mathématiqtlégue, énaction, socio-
culturel, calcul mental.
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Introduction

Au cours des trois derniéres décennies, les réfhsxet observations sur la nature
de la « connaissance » et des « erreurs » matlygraatides éleves ont conduit a
une vision de plus en plus large de ce que sigaifiprendre en mathématiques
(voir e.g. Proulx et Maheux, 2012). Nous éloigngmmogressivement des
perspectives dans lesquelles le « savoir » matldueatst I'élément de référence,
nous nous sommes pour ainsi dire rapprochés deésxtes dans lesquels les éleves
font des mathématiques. Ce rapprochement, permettapprdcier (et donc
d’analyser) le caractere local d’'une erreur/corsaaise, nous a €également conduit
a porter une attention grandissante aux diversesef® dans lesquelles l'activité
mathématique prend place : dessins, paroles, gestes, etc. On y voit une prise
en compte grandissante de la complexité de I'détiviathématique des éléves qui
conduit certes a intégrer a nos analyses de nox@é@ments, mais également a en
délaisser certains par le fait de visions renoweselé

Le présent texte est un essai qui provient de nagsilix en épistémologie, travaux
nous ayant menéc a penser qu'un élément clé decnesvellements consiste a
mettre de c6té les idées de savoirs et de connassau profit d’'une entrée par le
faire mathématiqueUne telle proposition s’inscrit par exemple désspropos de
Sfard (1998), qui discute de I'émergence des apm®c« participatives » en
réponse aux limites d’une vision « acquisitionnellge I'apprentissage :

A far-reaching change is signaled by the fact #iiiough all of these titles
and expressions refer to learning, none of themtiomen either "concept"
or "knowledge." The terms that imply the existemfesome permanent
entities have been replaced with the noun "knowinghich indicates

action. This seemingly minor linguistic modificationarks a remarkable
foundational shift (Sfard, 1998, p. 6)

Une telle observation convoque déja un positionmersignificativement différent
de celui dans lequel « savoir » et « connaissarsmnd habituellement entendus.
Elle contraste par exemple avec la proposition dmthelle et Désautels (1992,
voir aussi Fourez, Engelbert et Mathy, 1997) visadéfinir lessavoirsen tant que
« modéles socialement standardisés » etcmmaissancexzomme « structures
conceptuelles » des individus. Autre exemple, l&indidn gu’offrait Francois
Conne, il y a de ¢a plus de 20 ans :

Lorsque le sujet reconnait le role actif d'une @ssance sur la situation,
pour lui, le lien inducteur de la situation surteetonnaissance devient
inversible, il sait. Une connaissance ainsi idesgifest un savoir, c'est une
connaissance utile, utilisable, dans ce sens gyelimet au sujet d'agir sur
la représentation. (Conne, 1992, p. 225)



VERS LE FAIRE MATHEMATIQUE 19

Reformulant de telles distinctions, le travail deddn et Spence (1999) illustre
bien le changement de cap dont il est ici questlerdistinguent d’une part savoir
et connaissance en associant 'un a une familiaitéc des objets/processus
mathématiques (« knowing of », au sens de « s'ynaire ») et l'autre a des
éléments plutdt déclaratifs sur ceux-ci (« knowthgt », comme dans « savoir
que »). A ces distinctions s’ajoutent d’autres fesmde savoir/connaissance
(« knowing-why », « knowing-how ») formant un end&éendont les auteurs ont
pour objectif principal de distinguer I'habileté agir avec ou a partir de ces
savoirs/connaissances. Nos efforts comme communadéé recherche,
argumentent-ils, devraient aller vers le développeinde telles habiletés qui ne
sont pas quelques « choses » que possedent les,étéais une sorte densibilité
aux situations qui se manifesteraient dans l'acttb@-méme : « some degree of
sensitivity to features of a situation, some degrfeawvareness in the moment » (p.
151). L'essentiel serait donc dans ce tpre effectivement les éléves en situation,
et I'attention donnée aux expériences mathématiguaae, a rappeler.

Dans ces discussions de fond, la tentation est ftwtchercher un apaisement des
tensions entre de nouvelles approches et les mirggsequi les ont précédées. Ne
pourrait-on pas, comme le suggére Sfard (1998) épotjue, accepter que
différentes approches donnent acceés a différedtaatits qui se compensent 'un
I'autre, voire se complétent ? Une lecture dialagige I'histoire des sciences nous
incite plut6t a travailler les différences et, paerfaire, bien marquer les ruptures
(épistémologiques) aux moyens desquels une appestendét C'est d'ailleurs

la position que Sfard semble avoir adoptée danstragaux plus récents (e.qg.
Sfard, 2008), discutant I'importance d’une approgldE€sobjectifiée » de I'activité
mathématique. Donner pleine attention faire mathématique proposition que
nous développons dans cet essai, requiert un tEpwsEment par rapport aux
préoccupations centrées sur la connaissance, gquellél nous semble alors
important d'insister.

De nombreux arguments en faveur ou en défaveuredaasition tranchée sur la
possibilité ou I'intérét de voir coexister ou noiff@ents paradigmes pourraient
étre avancés. Une question intéressante tournairadto terrain sur lequel ces
argumentations pourraient avoir lieu. Nous avongisthpour cet essai, de nous
tourner vers ce qu'on peut nommer « le fondemeitbgdphique » de I'’éducation
mathématique (et donc, pour nous, de la recherces de domaine). La
proposition que nous développons dans cet essai’'adopter une entrée par le
faire mathématique est discutée en trois temps: dabord sur le planson

fondement éthique ensuite par son ancragbéorique et finalement par son
illustration pratique pour la recherche dans notre domaine. Plus préeise nous

! Le pragmatisme qu’évoque la proposition de Sf4i@98) est lui-méme un paradigme
auquel il est possible d’adhérer... ou non.
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puisons dans un premier temps aux travaux auteuéckits d’'Emmanuel Lévinas,
qui voit la connaissance comme une impossibilité rapport a la responsabilité
pour I'autre. Nous nous tournons ensuite vers ¢eissésur la théorie biologique de
la cognition de Maturana et Varela, puis vers deaits’inscrivant dans une
approche sociale historique et culturelle inspitéevygotsky et Leyontiev. Enfin,

nous examinons de maniere pratique cette pos8ilgitit présentant un travail de
recherche dans un contexte de calcul mental, olélde®s font des résolutions
d’équations algébriques.

1. Le fondement éthique d’'une entrée par l&aire de 'activité mathématique

[la connaissance] est encore et toujours une soétu
Lévinas, 1982, p. 61

La philosophie nous propose de réfléchir sur le aeomt I'existence humaine,
donnant aux théemes du savoir et de la connaissdeck vérité et du bien, une
place de choix dans ses propositions diversesr&@miller en termes de savoirs et
de connaissances pose une difficulté importanteoss reconnaissori¥thique
comme notre « philosophie premiere », c'est-a-dimmme fondement de
I'éducation mathématique. A la suite de plusietisrcheurs s'étant récemment
penchés sur ces questions (e.g. Atweh, Brady, Ndyl&oth, Radford), nous
avons défendu cette position (e.g. Maheux, 201@Ghédx et Thom, 2009) en
prenant appui sur les travaux du philosophe Emmiaénhas, dont Ernest (2009)
nous donne un bel apergu :

Levinas maintains that our subjectivity is formedand through our subjected-
ness to the other, arguing that subjectivity ismpridially ethical and not
theoretical. That is to say, our responsibility fbe other is not a derivative
feature of our subjectivity; instead, this obligatiprovides the foundation for
our subjective being-in-the-world by giving it a améngful direction and
orientation [...] Thus one can say that as sociahtares our very nature
presupposes the ethics of interpersonal encourgees, before they occur, and
even before we form or reflect on our practicesalene our philosophies. This
is why Levinas asserts that ethics is the ‘firsigaophy’ presupposed by any
area of activity, experience or knowledge, inclgdmathematics education. If
we accept his reasoning, then [...] Ethics is thestfiphilosophy’ of
mathematics education. (pp. 38-39)

En examinant la question du savoir et de la cosaaie mathématique sous
I'angle du travail de Lévindson découvre laécessitéthique d’'un changement

% Nous faisons ici I'effort de ne présenter que ques idées de maniére a ce qu’un lecteur
peu familier avec les questions éthiques (et, eticpdier, le travail de Lévinas) puisse en
apprécier la nature.
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épistémologique (Radford, 2008) dans lequel pensc'ire cette entrée parfiaire
mathématique En effet, pour Lévinas, le savoir et la connaissaposent une
impossibilité éthique profonde parce gu'ils nouspéphent d'aller a la rencontre
de l'autre dans ce qu'il aidiconnaissable :

La connaissance est toujours adéquation entrensépeet ce qu’elle pense. Il 'y
a dans la connaissance, en fin de compte, une sitjldé de sortir de soi ; des
lors la socialité ne peut avoir la méme structure @ connaissance (Lévinas,
1982, p. 61)

Lévinas fait ici appel a une idée qui n'est paswvetle en philosophie, en
éducation, ou en recherche en didactique des matfgtres. La connaissance est
depuis longtemps associée a l'idée de dominatiercodtrole. Il s’agit, d’une part,
du Savoir que I'on développe sur quelgu'un ou suglgue chose. Lévinas parle
alors de «tout ce qu’il y a de "prendre" dansdenfiprendre” » (p. 61). Mais on
peut aussi penser au Savoir comme objectif, quafare« apprendre » est
synonyme de conduire, bon gré mal gré, vers umadatonnée de connaissance.
Nous avons offert dans nos travaux une illustratisaressante de ce probleme
autour de la notion de « conception » en didactidgse mathématiques (Maheux,
2010). A la maniére de Holzkamp (1983), qui demaratement la recherche sur
la motivation peut servir autre chose que la mdatmn (du moment ou la
connaissance de ce qui motive une population skiit faire faire quelque chose
gu’elle ne ferait pas autrement, e.g. travaillenldt, faire des mathématiques), on
peut se demander comment la notion de conceptiothématique vise
(implicitement) autre chose que de mesurer et derjliéleve. Interpréter des
conduites d’étudiants en les comparant a un santlisavoir de référence revient a
les ramener & du connu (prenant pour négligeableifgéductible originalité et
tout ce qui peut étre d’'inconnaissable en elledpat aussi chez les éléves qui les
produisent). Et cela dans quel but, sinon pour mmeth place des mécanismes
amenant les éleves a la « maitrise » de telle dla teotion (ou processus)
mathématique telle queousla (ou le) concevons ? Cet esprit de « contrble »,
enraciné dans l'idée méme de savoir ou de conmaies#aisait dire & Nietzsche
(Fragments posthumes) par exemple : « en véiitéggrprétation elle-méme est un
moyen pour dominer quelgue chose ».

La réflexion proposée par Lévinas aborde la questie la domination et du
contr6le du point de vue proprement éthique, cedite au sens d'une
responsabilité pour I'autreSelon Lévinas, cette responsabilité éthique estpyel

a sortir de soi, a ne pas se restreindre a soiloet a ce qui est connu ou
connaissable, pour aller & la rencontre de ce g@ild'inconnaissable afin d’éviter
de réduire l'autre & nous-mémes (et donc a du ¢ssatale, du connu). Il s’agit

donc d'aller a la rencontre de I'Autre, et de réh@na/de son expression : «la
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réponse ou la responsabilité [...] est cette relatarthentique [car] parler,
répondre a [l'autre c’est] déja répondre de Iuiév{nas, 1982, pp. 92-93).

On peut traduire ces propos dans le contexte dieléetique des mathématiques en
mettant de 'avant le « faire ensemble » commeratere aux idées de connaitre,
d’apprendre ou méme d’enseigner (du latigignire « signaler, désigner », qui
suggeérent une séparation de celui qui « sait »eetedui qui « apprend »). Faire
ensemble de maniére a se rapprocher de lautre’imiéressant (de maniere
mathématique) & des phénoménes (mathématiques toes)agans chercher a
communiquer ou a faire saisir « quelgue chosemmnéane dans la communication
du savoir on se trouve déja «a c6té » d’autrutdplgu’en relation avec lui
(Lévinas, 1982, p. 58).

Nous I'avons évoqué, certains ont déja entamé awailren ce sens, puisant aux
écrits de Lévinas pour repenser le monde de I'éoucanathématique et ce que
nous y faisons. C’est le cas par exemple de AtwedBrady (2009) qui proposent

de voir 'éducation mathématique en termes de d@peiment « responsable »
d’'une « habileté a répondre » (jeu de motsregponse-abilityqui se joue dans la

rencontre entre éléves et enseignant :

Ethical response-ability places the primacy of athiconsiderations in the
teacher-studenencountel...] ethical response-ability discussion applied to
mathematics education posits the primary aim ofhemagtics education to
enable the response-ability of the student in thaimrent and future lives as
citizens. [It] also calls for enabling of resporadality of the teacher to design
learning activities that supports the studentspoase-ability, which in turn
implies the response-ability of education systeraupport the teacher needs to
play their role effectively. (p. 5)

Ces auteurs s’inspirent alors en partie du trad@iNeyland (2001) pour qui les
idées de Lévinas permettent une critique du modenteratique qui s'impose en
enseignement des mathématiques, a travers le g@eshent de curriculums ou
limputabilité technique téchnical accountability érode (et méme remplace) la
responsabilité éthique définie par Lévinas. Damns aoalyse, Neyland souligne
justement combien une orientation en termes de/@irsa atteindre », qui repose
naturellement sur I'idée de « connaissances » péssépar les éléves, est au coeur
de cette imputabilité technique, et 'impossibiliééhique qui en décodlePlus
récemment, on peut se tourner vers le travail d#dra et/ou Roth, qui critiquent
fortement l'idée de « connaissance » possédéedepaéleves et de « savoir »
objectifs, et trouvent dans [I'éthique de Lévinase umaniére d'approcher

% Cette critique s'apparente au travail conceptusd gous avons développé dans Proulx
(2006) sur la différence « objectifs comme points départ »versus « objectifs a
atteindre ».
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I'enseignement et I'apprentissage des mathématigleesnéme que la recherche
autour de ceux-ci, relativement a lI'idée de « neis&eommun »togethering :

we propose the concept tdgetheringto theorize the intricate aspects of the
coordination of perspectives: [...] This requiresatunement of perspectives
(as opposed to direct teaching); such an attunersgaecisely the outcome of
the joint attention to the emergence of a commojeabbfor a common
understanding of the activity that it stimulates.][neither teacher nor student
can be certain that what they say makes sensetothier. Each participant, in
speaking to the issue at hand, thereby exposesripta way of thinking but
also him/herself. Joint activity is an opporturfity producing and ascertaining
that the object is reflected similarly in the canseness of all participants.
Togethering captures the ethical commitment altiparmake to the object,
which becomes a common object of activity becatigegethering (Radford et
Roth, 2010, p. 17)

Cette idée ddogetherings’approche aussi du travail que nous avons fais dan
Maheux (2010), ou l'accent est mis diaction de « connaitre-ensemble » (au
moyen du gérondiknowing-with) en tant que relation & l'autre et relation avec
l'autre. On peut alors s’intéresser a I'activitéth@matique comme maniére d'étre
dans le monde, noter des differences entre maniéésre ensemble
mathématiquement, et pousser la réflexion éthiglile @apprécier comment
éléves et enseignants s’y rencontrent (Maheux et 2009).

Sans en avoir nécessairement fait un théme print¢e ces travaux vont dans le
sens d'une orientation vers flgire mathématiqueévitant de parler en termes de
connaissances des éléves ou de savoirs de référ@uoceplus est, on y voit
apparaitre I'importance, significative du point due éthique, d’abandonner le
langagedu savoir et de la connaissance, le remplacant@arouvelles maniéres
de parler (e.gtogethering knowing-with qui maintiennent I'attention sur ce que
font éléves et enseignants. Cette préoccupation bienueodes philosophes (on
pense en particulier a Heidegger, Rorty) fait dinél n’est peut-étre pas judicieux,
comme on l'a fait souvent, de «redéfinir » le sawvau la connaissance (par
exemple en terme d’action), pour ensuite utilisss 'ermes plus ou moins comme
nous le faisions avant. La plus grande prudencencwes met pas a l'abri du
langage, dont les jeux nous prennent au piégeute suvent a notre insu. Il est
fort injuste de dire que quiconque s’intéresseaatiVité mathématique en termes
de savoir et de connaissances cherche a réduid Sapproprier l'autre, mais
choisir de parler ddaire mathématiquesans évoquer les idées de savoirs et de
connaissance contribue a adopter un langage duasqilus proche du monde que
nous cherchons a évoquer :

For any discourse, | may have — say, in sciencdogaphy, epistemology,
therapy, etc. — [my rule of ethics is] to master tise of my language so that
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ethics is implicit. [...] In its function, my languageaches out for the other:
this is the root of conscience. And this is wheti@ids invisibly manifests itself
through dialogue (von Foerster, 1995).

Toutefois, un tel changement de paradigme (et nigalge) est-il possible pour la
didactique des mathématiqué$®eut-on encore développer notre discipline sans
faire référence aux savoirs/connaissances? Danprdahaine section, nous
examinons I'ancrage théorique d’une telle poss$&ilce qui nous mene ensuite a
en donner une illustration pratique. Ces entré&griques et pratiques, permettent
de voir le potentiel de ce positionnement poureleherche, et quelques avancées
possibles pour la didactique des mathématiques.

2. L’ancrage théorique d’'une entrée par Idaire mathématique

Dans quelle mesure est-il possible, sur un plaorityge, de concevoir I'activité
mathématique (des éleves, par exemple) sans y laimanifestation de
connaissances possédéepriori (par ces mémes éleves) cherchant a s’approcher
de savoirs prédéfinis? Peut-on vraiment considBaetivité mathématique des
éléves comme quelque chose d’émergeant, de pmdugeneris hic and nunge.

de par sa nature méme ici et maintenant)? Pouutdisde cette possibilité, nous
offrons a titre illustratif les perspectives déymgées a l'intérieur de deux de nos
ancrages théoriques et épistémologiques, soitidel@e concepts tirés de travaux
en énaction et autour de I'approche sociocultur@iécisons qu’il ne s’agit pas ici
d’une proposition visant a rapprocher ou a distamgres deux courants théoriques
(nous avons déja mené un réflexion sur le sujes ddaheux, 2010), mais plus
modestement d'aller puiser dans ces travaux deme@ls permettant de
développer une approche en termefaite mathématiqueen méme temps que d'y
reconnaitre l'origine de nos réflexions. Qui pls, @l s’agit de deux traditions
dans lesquelles on s’est fait un devoir expliciierdpenser ce que « connaitre »
signifie, y compris dans leurs développements auded’éducation mathématique.
Cela dit, un travail similaire pegertainemengtre réalisé en prenant appui sur les
écrits inspirés de la théorie des situations digaet ou de la théorie
anthropologique du didactique, par exemple, outé desrealistic mathematics
education Comme premiere instance de cette propositioncewtse d’'un abandon
des idées de savoir et de connaissance, une pgllecne nous semble a la fois
plus modeste et moins provocatrice : ouverte eitévarce que le lecteur intéressé
voudra bien y contribuer.

* Sfard (e.g. 2005), dont nous avons parlé plus, haontre le lien entre une posture
épistémologique et le langage qui lui est asso@ér (exemple, concernant la
communication en classe de mathématiques), aiesieudéfis que pose I'adoption de I'un
et/ou l'autre.
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Dans la mesure ou cette proposition d’un abandosagioir et de la connaissance
trouve preneurs dans notre communauté, il est alwssageable de nous engager
plus formellement dans une formulation de cetter@g® en ses propres termes.
Cela dit, et en lien avec ce que nous avons n@®g@os du langage, il est aussi
important de souligner que les travaux vers lesgnels nous tournons (choisis
parce que ce sont ceux avec lesquels nous, auttangillons le plus
régulierement) font fréquemment appel au vocaleilalu savoir et de la
connaissance, gu'ils souhaitent redéfinir. La psifgmn que nous faisons ici
consiste a nous intéresser a certaines des idépsuitiées de ce langage) qui sont
développées dans ces travaux afin d'illustrer c&lsquendent possible : soit
I'ancrage théorique d’une entrée pafdie mathématique

2.1 Lefaire mathématiquecomme émergence d’'une action jugée adéquate

Les travaux de Maturana et Varela (Maturana, 1988turana et Varela, 1992,
1994; Varela, 1999; Varela, Thompson et Rosch, 198iuvent évoqués sous le
vocableénaction offrent un excellent point de départ pour uneémnpar le « faire
mathématique. L'énaction adopte un point de vue biologique, regardant
'organisme comme interagissant dans son enviroenemLa perspective
biologique a souvent été utilisée en tant que nnétiapour penser la connaissance
et I'apprentissage (e.g. Piaget, Glasersfeld, 8iedWorss, Dewey, Davis), par
exemple avec I'idée de mécanismes d’adaptatiowptliéon, etc. Toutefois, pour
Maturana et Varela, ce qu'on nomme généralememnraissance »est un
phénoméne biologique. L'éléve est ainsi regardénceran organisme qui évolue
avec son environnement de facon adaptée: seségittet ou solutions
mathématiques ne sont pas nécessairement optimadés sont fonctionnelles (ce
que Reid, 1996, et Zack et Reid, 2003, 2004, appelk good-enough ») par
rapport au contexte mathématique dans lequel illuévoPlutét que de
connaissance, on parle alors d’action adéquate a@aptée) qui permet de
maintenir la relation (fonctionnelle) entre un argne et son environnement,
lesquels sont liés, couplés, s'influencant et émalu’'un avec l'autre dans cette
relatior?. Ainsi, que ce soit une araignée tissant sa taife, plante orientant ses
tiges vers le soleil ou un éléve répondant a unestipn mathématique, tous
réalisent un acte qui leur permet de continuerd@uév avec leur environnement
(lui-méme en évolution). Parlant de I'éducation méanatique, Kieren, Calvert,

® En effet, I'environnement n’est pas vu comme semgdlecteur ou causant les réactions
chez I'organisme: on parle plutét d’'un « déclenchede changements chez I'organisme —
qui agit en retour comme déclencheur de changepmntl’'environnement. A ce sujet la
définition de la didactigue des mathématiques psépgar René de Cotret (2000, p. 21),
influencée par les travaux de Maturana et Varetaysnparait fort intéressante: « La
didactique des mathématiques étudie les phénontaaseignement et les phénoménes
d’apprentissage “déclenché” des mathématiques ».
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Reid et Simmt (1995) affirment : « Knowledge is mothe book or in the library;
Knowledge is not in our heads; Knowledge is inittier-action » (p. f)

Cette activité mathématique n’est pas considéréened existani@a priori (ni a
posterior) du moment de son apparition : elle est le proeunittemps réel de
l'interaction entre l'organisme et son environnemmeelle émerge de cette
rencontre. Ainsi, on ne parle plus des connaissaecdermes représentationalistes
(i.e. quelque chose résidant dans une quelconquetigie cognitive et se révélant
dans l'activité) ni de savoirs objectifs (i.e. quet chose existant en dehors de
'expérience) (Varela et al, 1991). Il n'y a pasabamnaissance comme chose qu’on
posséde, et dont on se sert pour acquérir d’aotmesaissances. Ce qu’on appelle
la connaissance esttion elle est émergente et momentanée :

In our usual view of knowledge there must be a eainto it, something that
knowledge somehow embraces and reveals. What | afimgs however, is
something completely different. | am saying thabwtedge is never about
something. | am saying that knowledge is adequatmrain a domain of
existence [...] (Maturana, dans Simon, 1985, p. 37)

Parler d’action adéquate, d’'une chose qu’on réaéise bien de l'ordre dtaire
mathématiquepoint de vue a partir duquel c’est I'action matiaéique (e.g. la
résolution d’équation algébrique) en contexte smigui devient I'objet d’étude :

Thus, if someone claims to know algebra — thatdashe an algebraist — we
demand of him or her to perform in the domain oatwve consider algebra to
be, and if according to us she or he performs amtetuin that domain, we
accept the claim. (Maturana, 1988, pp. 4-5)

Cette citation met de l'avant un autre point impott de la perspective de
Maturana, soit l'observateur: « Knowledge is adgguaction in a domain
specified by a questionner » (Maturana, dans Sirh®85, p. 37). On attache ainsi
I'aspect adéquat de I'action non pas a quelqueeasfiel objectif, mais au regard
d’'un observateur quyuge celle-ci sur la base de ses propres criteregsteralors
tout a fait envisageable de proposer des tachdsematiques aux éleves, ou plus
largement de les faire inter-agir avec un enviromgreg mathématique, mais en
étant bien conscient du fait que la nature « mastiéure » de ces taches ou de cet
environnement n’est jamais donnée (Davis et aB619René de Cotret, 1999), et
dépend en fait de I'observateur (e.g. I'enseigntaftou tel éléve, un chercheur).
De méme l'action n’est pas prise en soi, mais amabmme acte de distinction,
de propos, de lecture qui détermine ainsi I'obgt’'dbservation. Cette entrée par

® Voici un bel exemple de la persistance du langagsavoir et de la connaissance toujours
présent dans ces approches. Passage obligé, saftes gdour faire entendre ces idées
nouvelles le temps qu’elles se développent et ieposn langage qui leur soit propre.
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I'énaction est donc particulierement importanterpoous, chercheurs, qui tentons
de parler (d’apprécier?) dudaire mathématique de ['éléve: les actions
mathématiques des éleves sont en fait des obsmrgatiesconceptualisations
faites par nous, chercheurs-observateurs (voir Mgtz010).

Différents chercheurs du domaine ont travaillé ses idées. Centrés sur
'émergence, l'adéquation et [linséparabilit¢ degppranants et de leur
environnement, la «connaissance » mathématiquealess définie comme un
processus dynamique quémerge dans l'action et [linteractionavec
I'environnement (Kieren et Simmt, 2009; Pirie eekdn, 1994), plutdt que d'étre
vue en termes de représentations mentales coestpar des individus, de fagon
plus ou moins isolée, dans leur téte :

[Cognition] is something that is normally seen ®dbpne with others. In [the]
classroom, children's mathematics occurred alonly thiat of their peers. [...]
An enactivist view suggests that cognising, thigkior doing mathematics with
others in some way is the norm. Of course, humamgbehink mathematics for
themselves but this thinking is done, at leastniticgpation of, communicating
with others and acting in a community of otherseiested in mathematics
(Kieren, 1995, p. 7)

L'attention est alors portée sur les maniéres dast éleves s'intéressent
(mathématiquement) & des objets ou phénoménesématigues ou autres), aux
moyens et stratégies mis en ceuvre par les élérsod a soin de montrer qu'ils
sont le fait de leur interaction avec la tdchediatexte. L'apprenant qui réalise une
tache mathématique fait émerger une stratégiecaraliec celle-ci, stratégie située
dans la tadche et son contexte (Thom et al., 20@®. n'est plus de la
« connaissance de » quelque chose qu’il s’agit,smbien de [Iactivité
mathématique elle-méme. C’esadtion mathématique, Iéaire mathématiqueet
non quelque discours formulé sur I'action qui nimiéresse alors :

In a typical mathematics class, the temptation haye been to focus on the
final products of the students' efforts — i.e. trmimbolic representations and
their logical arguments — in order to assess theompiateness of their actions
and to judge the worth of the activity. Enactivigrompts us to attend as
closely to the preceding actions — the unformulabeploration, the undirected
movement, the unstructured interaction, whereinbibdy is wholly engaged in
mathematical play — as to the formal mathematidebs that might emerge
from those actions. (Davis, Sumara et Kieren, 199&856)

Cette activité mathématique est liée a l'apprerarit la tache elle-méme (Davis,
1995), mais ne se réduit ni a I'un, ni a l'autrar Bxemple, René de Cotret (1999)
explique comment on ne peut jamais tenir pour a&ccyie des propriétés

instructionnelles sont présentes de facon inhérdates des taches ou situations
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offertes aux éléves, et que celles-ci vont commiahdetivité de I'éléve. L'éleve
joue un réle fondamental dans la fagcon dont lad&si travaillée, ce qui fait dire a
Davis et al. (1996) que le curriculum mathématiqaemerge de la rencontre des
éleves et de la tache mathématique. C’est entresauhe orientation développée
par Lozano (2009) dans son étude sur I'apprentissiegl’algebre, alors quelle
considérd’évolution des actions efficaces des élepesr résoudre les taches, pour
continuer a fonctionner dans I'environnement matht&me proposeé par la classe.

Permettant de concevoir I'activité mathématiquessgarvoir la manifestation de
connaissances possédées par les éleves et misedagon avec des savoirs
prédéfinis, les travaux autour de I'énaction attiraotre attention sur ce qae
réalise dans/avec une situation particuliére pour y apprdes mathématiques en
jeu, déployées par les éleves. L'énaction proposec dde nombreuses idées
permettant de concevoir I'ancrage théorique d'urtece par ldaire mathématique
méme si, on I'aura remarqué, les termes « savelikeconnaissance » sont souvent
présent, bien que revisités, dans ces travauxeksems, nous pouvons nous arréter
ici. Toutefois, présenter une autre approche, &dlition de recherche dite
socioculturellé, pour illustrer la possibilité d’'un ancrage théoe permet trois
choses. D’une part nous évoquons un peu plus dieHasse que posséde une
entrée par ldaire mathématiqueEnsuite, nous nous assurons d’éviter que cette
possibilité de s’intéresser &ire mathématiquee soit percue comme appartenant
a une seule tradition théorique. Enfin, nous ingimn mouvement auquel d’autres
voudront peut-étre participer, faisant I'exercicilldr puiser aux travaux en
didactique des mathématiques dont ils s’inspiremirppoursuivre la réflexion
proposée dans cet essai. Il ne s’agit donc pasudgésger quelques liens de
compatibilité ou de complémentarité entre ces dgaproches, ou de les présenter
comme les seuls courants théoriques permettanégiegdr I'idée d’'une centration
sur le faire mathématiqueCe sont, plus modestement, des théorisations avec
lesquelles nous, auteurs, avons I'habitude deitlavat dans lesquelles, pour cette
raison, nos réflexions autour thire mathématiquent leur origine.

2.2 Le faire mathématique comme action dans une acité
socioculturellement organisée

L'approche socioculturelle s’est développée a pddicertaines idées de Vygotsky
(e.g. 1978, 1986), qui ont conduit a formuler laesfion de la « connaissance »

" Nous avons évoqué ailleurs les ressemblancesffétedices entre les propositions de
I'énaction et de I'approche socio-culturelle (Make2010), soulignant par exemple le
travail de Leontyev (1981) sur 'origine biologiqde I'activité humaine (et la rupture qu'’il

propose), de méme que les efforts répétés maiphggifues de prise en compte des
guestions socio-politiques du c6té de I'énactiony.(®aturana et Verden-Zoller, 2008).

Mais la n’est pas notre propos dans ce texte.



VERS LE FAIRE MATHEMATIQUE 29

individuelle et du «savoir» collectif en termese ccomportements et
d’'activités(e.g. Roth et Lee, 2007) : quelque chose qu'ilpesssible d’interpréter
comme étant de I'ordre daire mathématiqueBeaucoup reprise dans la recherche
autour de I'éducation mathématique (e.g. RadfordReth, 2011), cette entrée
praxéologique (i.e. sur l'action humaine) définidr pexemple les « concepts »
(mathématigues ou autres) comme desctions (a prendre au sens premier
d’activité, et non de propriété ou de capacit&nde célebre :

Dans le développement culturel de I'enfant, toatecfion apparait deux fois :
dans un premier temps, au niveau social, et damguxieme temps, au niveau
individuel [...]. Toutes les fonctions supérieuresutrent leur origine dans les
relations entre les étres humains. (Vygotsky, 19787)

Avec cette citation, on constate également queguestions qui se posent du point
de vue socioculturel portent skorigine des activités ou comportements que I'on
observe. Or, I'origine ne doit pas étre prise uaigant au sens ontogenique, mais
peut concerner aussi l'origine immédiate de I'attison développement ici et
maintenant. En effet, ces fonctions (cognitivesit®m constante évolution, fruit de
I'interaction entre I'individu (ou une collectivitéet son environnement (voir les
travaux de Vygotsky et Luria, 1993, par exempleh tbncept clé dans cette
perspective est celui autil (dont le langage, mais aussi, en mathématiques, le
symbolisme, les représentations graphiques ou lule&ice par exemple, c.f.
Radford, 2011a). Les outils sont des objets higtmmnent et socialement
constitués, et dont les propriétés orientent lcactt psychologique » :

By their nature [psychological tools] are sociait nrganic or individual. They
are directed toward the mastery or control of b&ral/processes [...] Thus, in
the instrumental act, a new intermediate link — plsgchological tool [...] is
inserted between the object and the psychologigatation toward which it is
directed. Any behavioral act then becomes an ettlal operation (Vygotsky,
1981, pp. 137-139).

On y voit donc l'action (par exemple, mathématiqudidtribuée a travers
'ensemble de I'environnement matériel, et commet fd'une activité sociétale
historiguement organisée plutét que comme le faitvidus isolés dans le temps
ou I'espace. Distinguant « actions » et « activjtéeontiev (1981) explique qu'il
est nécessaire de considérer 'ensemble de I't&t@fin de pouvoir donner un sens
aux actions posées par quelqu’un, sans quoi oreaegpprecier le sens. Il illustre
ceci en parlant de la chasse, l'activité, qui pérde faire sens des actions du
rabatteur, par exemple, dont le travail consistéfrayer les animaux qui vont fuir
devant lui. Si on oublie «la chasse » et son mtag actions du rabatteur sont
réduites a des (inter)actions avec son environneimnemédiat qui semblent ne
mener nulle part; alors que c’est clairement athigse qui les « stimule » :
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What the processes of his activity were directeddi not, consequently,
coincide with what stimulated them, i.e., did noincide with a motive of his
activity; the two are divided from one another liistinstance. Processes, the
object and motive of which do not coincide with cseother, we shall call
"actions". We can say, for example, that the be&asativity is the hunt, and the
frightening of the game his action. (p. 210)

Reprise dans le monde de I'éducation par Galpgyam, exemple, qui enrichit
plusieurs de ces propositions pour parler de <¢iVi€ de penser » tout en
considérant le développement cognitif du point de ge son origine dans l'action
concréte et observable, cette entrée permet dermirlcaractere situé de I'action
(voir e.g. Rambusch, 2006). L’éducation mathématigat alors une activité que
I'on analyse du point de vue historique et cultunghis aussi locale et contextuelle,
dans les actions concréetes des éléves et des rastigEn retour, ce que font les
éleves et les enseignants est considéré en fondéocette activité (Chaiklin &
Lave, 1993). Ainsi, ce qu'on associe généralement a des jeusavoirs et de
connaissances est plutdt vu ici comme le produitladgarticipation dans la
réalisation de taches socialement motivées : pample, quand des éléves
résolvent des équations algébriques a la demanfidenseignant, ils se trouvent
sujets a une activité dans laquelle ils mettenteevre des objets, des régles, des
gestes (socialement, culturellement et historiquenoenstituées) qui en retour
définissent la tache qui leur est proposée. C'&st da pratigue mathématique
(e.g. de l'algebre, de la géométrie) en contextdage et I'entrée des éléves dans
ses manieres de faire qui deviennent objet d'éfadg Roth, 2011), et non plus le
savoir ou les connaissances au sens ou on I'ehiitlellement.

Dans cette tradition de recherche, cette postureeeslue possible parce qu’on
considére gu'il n'y a pas de savoir ou de connaissau sens ontologique : savoirs
et connaissances sont plutét vus comme des prépra I'action en commun.

Volosinov (1973) explique par exemple que tout o&mwg appelle connaissance,
intention, perception, etc., n'a d'existence quasdaos « pratiques discursives
incarnées », c'est-a-dire que c'dains I'actionméme d’en parler, d’en faire usage,
gue ceux-ci prennent corps (il en est de méme fERIk objets » auxquels on
suppose une réalité extérieure, voire objectivestdoujours et uniguement dans
l'action que ceux-ci sont constitués comme « objetdOn s'intéresse alors aux
actions concretes en tant qu’elles produisentggtoduisent) des relations entre
sujets et objets d’une activité au moyen d’entd@ parle de médiation par des
outils comme [I'écriture algébrique, les représémmat graphiques, etc.)

constitutives de l'activité en question (cellesséait que I'on peut reconnaitre que

8 Et, bien entendu, les chercheurs eux-mémes.
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nous sommes en situation de résolution d’équatggbaque en contexte scolaire,
par exemple) (Bakhtin, 1986; Engestrom, 2601)

On voit que I'activité mathématique est alors exaaien termes déalisationen
commund’événementgposer un probleme mathématique, proposer undiaoju
au moyen de maniere de faire, de raisonner, varsedtir (et faisant appel a des
instruments, dont le langage). Il n'est donc passtian « d’acquérir » des
connaissances ou de « maitriser » des savoirs, bi@isdecontribuer (&) une
action mathématique dans le cadre d’'une activitéétsdement organisée telle que
« I'éducation mathématique ». L'enseignant, dontrdée n’'est plus de faire
apprendre des savoirs mathématiques mais d'irligigréléves a une fagon de
penser, occupe toujours une place primordiale déms développement
mathématique de I'éléve. On pense ainsi a sond@lmédiateur entre Raire des
éléves et une tradition mathématique, quand on ieeapar exemple comment les
éleves contribuent a des maniéres géométriquesrdlable monde, ou le sensuel
et le conceptuel se rejoignent dans le travailadeldsse (e.g. Radford et Roth,
2011). Toucher des objets en attirant I'attention certains aspects, les nommer,
les discuter, faire de ces distinctions des masié@aborder d’autres objets,
proposer des relations entre objets ou propriétest cela « connaitre
géométriquement » : de telles actions ne sontgaédultat de connaissances, ce
sont des événementqui ont lieu dans le cadre d’'une activité mathéouiat
(scolaire, par exemple). On croise aussi ces idées Sfard (2008), par exemple,
qui propose une entrée sur l'activité mathématigueéermes de communication et
donc de forme et de genre (en référence a Bakidin)s faire référence a des
« entités ». Elle discute ainsi le cas du nombrdaeemes de participation a une
pratique discursive (une certaine facon de parégrion la présence de « quelque
chose » dans l'esprit I'éleve. Cette entrée rés@vae celle proposée entre autres
par Radford (2011b), qui, sous I'angle sémiotiquet I'accent sur le « processus
d'élaboration active de signifiés », quelque chmse les élevefont et qui releve
d'une « attitude » a I'égard de formes culturetlesréflexion. C'est I'élaboration
elle-méme (I'action de préparer, de produire) qetient l'attention, avec une
préoccupation a lI'égard de ce qui permet la miserare de cette attitude
mathématique (van Oers, 2001), de ces différemtdgtas par lesquelles un éleve
devientmathématique (Recomenathematical », Lerman, 2001).

Une telle approche ne repose pas sur I'hypothessadoir et de la connaissance,
qui sont vus par Leontyev comme des « effet dudgag. Ces mots, explique-t-il,
donnentlimpression que le probléme qui doit nous occuper est celuilade

° On pourrait également discuter du niveau des atipés » définie par Leontiev comme
des actions non conscientes (e.g. mouvements dmuahe pour parler), pour rendre
compte de l'utilisation « spontanée » de procédpaesies éleves, et ainsi de suite.
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transmission et du développement de savoirs/casmaies, d'individus en
individus, alors gu’en fait il n’en n’est rien :

This problem inevitably confronts any analysis tleiognizes the limitations of
the idea that meanings in the individual consciegsnare only more or less
complete projections of the “supra-individual” maways existing in a given
society. The problem is by no means removed byreates to the fact that
meanings are refracted by the specific featureth@findividual, his previous
experience, the unique nature of his personal ipies; temperament, and so on
(Leontyev, 1978, p. 18).

L'approche socioculturelle est pour Leontyev laofage se sortir de cette impasse.
En changeant de question (et de langage), s’isg@res|’action elle-méme permet

de donner pleine attention a ce que font élevemnseignants, a comment ils le
font, a ce qui permet a cette activité de prendmeepet & ce que, en retour, cette
activité permet. L’action & laquelle on s’intéresse alors inséparable de I'activité,

et donc de la présence et de l'action d'autres opaess. Ces actions sont

précisément ce en quoi et par quoi l'activité sdisé et fait sens, pour soi-méme et
pour les autres (voir Maheux et Roth, 2011). Oriepators non seulement du

« faire », mais aussi et surtout du « faire-ensembl.

Rappelons en terminant cette section qu'il s’a@itllune lecture particuliére des
travaux cités, qui ne cherche pas a confirmer lalité de notre proposition au
profit du faire mathématiqueni a confronter cette proposition aux €léments ou
formulations qui, dans ces travaux, se révéleraiadtiques ou contradictoires. La
pertinence d’'une telle démarche, tout a fait emaahle, dépendra pour nous de
I'intérét porté a la présente proposition, dontegection avait pour but d’illustrer

la possibilité théorique.

2.3 Vers la formulation théorique d'une entrée paie faire mathématique

Nous voyons donc, a la lumiére de la lecture paliéice que nous proposons des
travaux autour de I'énaction et de l'approche sudiorelle, la présence de

conceptualisation nous permettant de mettre de s@iéirs et connaissances au
profit du faire mathématiqueOn reste néanmoins un peu insatisfait dans laimmes

ou ce que recouvre cette idée de « faire mathéomaticest peu précisé. Que peut-
on proposer au dela du sens commun du terme <«faiai évoque des actions

telles que « produire, étre l'auteur de, réalitadriquer, élaborer, donner forme a,
constituer, effectuer, accomplir, étre la cause déterminer une maniére

d’étre, donner une qualité, un caractere, un étathanger, transformer », mais
aussi, de facon plus abstraite, « agir, se compaercer » ?

Du point de vue de I'énactiofgire se définit en terme de transformations, du point
de vue de [l'observateur, de l'organisme agissaritm@éme ou de son
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environnement. Les gestes d’'un éléve relevé pasdignant ou le chercheur quiy
voit I'évocation d’'une courbe parabolique ou d'uwireite font ainsi partie de ce
que fait cet éleve du point de vue de l'observatgui y reconnait une
transformation (changement de position des maies,bdas) associée au domaine
mathématique. Lé&ire se situe donc au niveau de ce qui est observablenous :
ce gque « pense » cet éleve n'en faisant donc pdg.pasauf peut-étre pour cet
éléve lui-méme. A noter : étre observateur consisse transformer soi-méme en
réaction a ce qui est percu comme une transformatoson environnement (dans
lequel se trouve la chose observée) tout en asdgoc#te transformation a un
domaine de signification. Une main qui se dressat @ensi signifier «un
étirement », «indiquer qu'on souhaite prendre d&of@ » ou encore « monter,
augmenter, accélérer » et ainsi de stite.

Dans les théories d'inspiration vygotskiennes,fdi#e est pris au sens d'une
psychologie des observables permettant aussi dimate que le sujet lui-méme
observe, tel que le langage interne. Par conseefferts dans ce courant théorique
portent surtout sur les liens que I'on peut étadnlitre un acte donné (un geste, une
parole, ou des combinaisons d’actes constituanadesns telles que résoudre un
probléme ou donner une lecon de géométrie) etdestituantes de la situation ou
il a lieu afin d’en apprécier la valeur socio-hrggoe. Le geste d'un éléve semblant
évoquer une parabole ou une droite est discut®uht gee vue de la maniére dont il
est exploité par les personnes en présence, ebrd@rgine possible dans une
tradition (locale comme la classe, plus large conmese mathématiques) qu'il
contribue a perpétuer. La encore, prenons notecguigle « pense » I'éléve n’est
pertinent que pour ['éléve Ilui-méme, avec cette sipilgé de nuancer
théoriguement, sur le plan développemental, enpérations « présentes a la
conscience » et celles qui sont pour ainsi direraatisées.

Nous proposons de retenir de ceci une définitioncdaire mathématique » qui

s’appuie sur des transformations observables po@snmises en relation avec le
domaine de l'activité mathématique. Ces transfdionatprendront essentiellement
la forme de « gestes » (mouvement du corps owde He ses parties) incluant la
parole, I'écriture, et I'ensemble des mouvementscdips et des changements
subjectivement produits par ceux-ci (on pense &lg. canne de l'aveugle, ou au
curseur sur I'écrai). Elaboré a partir du sens commun du terme (« faidque

19| est intéressant de noter I'anecdote souverpoepe par Maturana, selon laquelle son
travail de biologiste autour des idées de I'énactarait débuté le jour ou, penché sur son
microscope, il s’est demandé : « Qu'est-ce queajs fuand jobserve un organisme

vivant ? Comment puis-je reconnaitre qu'il vit ? ».

1 A la racine le verbe latifaceresignifie « réaliser quelque chose; créer, commetir
alors que le terme « action » vient quant a luilatin agere (qu'on retrouve dans acte,
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chose »), on peut donc y inclure, selon les moyoisservations disponibles, des
mouvements tels la prosodie ou des micro-expression

Fondamentale a cette définition thire mathématiqueloit rester présente l'idée
gue ces transformations ne sont pas dans un rag@odprésentation par rapport
aux individus (qui disposeraient de « connaissanresu a la discipline (les
« savoirs » mathématiques). Pris pour et en lui-ey@enfaire mathématique ainsi
défini n'est cependant pas sans lien avec les ithgvet le domaine qui nous
intéresse. Mais ce lien consiste @m pouvoir de faire sendans chacune de ces
directions. Cette nuance est importante sans gueiamalyse en termes €tre
mathématiquese distinguerait peu des approches courantes) gue par un refus
de se prononcer sur l'origine et la pertinence el actions. Et, alors, comment
reconnaitre ces transformations comme des « fajre$ ces faires comme étant
« mathématiques » ?

Le pouvoir de faire sens du point de vue d’un olegeur (en présence ou distant,
incluant I'individu producteur de ladite transfortiom) répond a la premiéere
guestion. Ainsi, c’est dans la mesure ou une toaingdtion apparait comme un
observable pouvant participer a I'élaboration dess¢que lI'on peut définir
formellement comme une coordination d’éléments) ge#e-ci entre dans le
domaine du faire. Et on prend soin de préciserskobateur en question, c’est-a-
dire la situation a laquelle il participe lorsquefaire est observe (e.g. la classe, la
recherche). Il n’y a donc pas de lien représengatife lefaire et une hypothétique
« connaissance » chez l'individu I'ayant produigisnune possibilité d’articulation
de cefaire a d’'autredaires (produit par le méme individu ou non).

De méme, uffaire est ditmathématiquelans la mesure ou, pour son observateur, il
peut faire sens par rapport a d’autfaises rattachés par ce méme observateur au
domaine de l'activité mathématique. Ce domaine e, pcela parait évident, se
définir clairement et définitivement sinon que dedn trop générale pour étre utile
(e.g. comme « domaine faisant I'étude des nomhirde Eespace » ou encore plus
généralement « des modeles (patterns) »). La préseéme de nombreux débats
(en rien nouveaux) autour de ce qui est mathématimu non vient renforcer
I'intérét d’'une telle formulation en termes de «gibilité » : telfaire peut faire
sens dans un domaine mathématique tel que proposémbservateur, étre rejeté
ou étre autrement situé par un autre. De la sdriest clair qu'aucun lien de
représentation par rapport & ce qui serait desvairsa> mathématiques n’est
possible, ni méme souhaitable. C’est encore uree lfopotentielle articulation a
d’autresfaires alors explicitement constitutifs du domaine (outeledomaine) de
I'activité mathématique (pouvant étre I'utilisatioke concepts ou des maniéres de

agir), impliqguant une sorte de mise en mouvemeém & des possibilités latentes (comme
lorsqu’on parle de guider, de conduire, d’amener a)
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faire, par exemple) qui est décisif. Il est auggiassaire pour nous de spécifier la
situation dans laquelle ce caractere mathématigu@asé : par un duo d'éléeves
résolvant un probléme, lors d’'une discussion pkénén classe, pour un chercheur
les observant, etc.

Cette entrée par des transformations observatdies & un pouvoir de faire sens
privilégie une maniere d'appréhender l'activité héhatique (des éléves, par
exemple) projective plutét que normative, avec desséquences au potentiel
important pour la recherche et I'enseignement. tCa#ssi qu'on s’intéresse en
premier lieu a la richesse en termes de possiifiigur lefaire mathématique
d’une situation donnée : une couleur particuliamg analyses priori pratiquées
dans notre discipline depuis de nombreuses anf¥Esnéme, le travail ou la
formation de I'enseignant est prise sous I'angle ddveloppement) d’'une habileté
a tirer partie des événements produits en clas$avenr defaires mathématiques
eux-mémes potentiellement féconds. Entre « médiatet « déclencheur », deux
images que l'on rencontre dans les travaux en tlglax enracinés dans les
approches socioculturelles ou de I'énaction, fapenser a I'enseignant lui-méme
comme a un « faiseur de mathématique » ? L’accsil mis alors non sur le réle
régulateur d’'un agent social, ni sur la fonctiomvarcatrice d’un interlocuteur
externe, mais sur unprésenceaux éléves dont I'enjeu est (simplement, mais
pleinement) de faire et faire faire des mathématqu une présence
mathématiquement active, et ou le domaine de Viétimathématique s’offre
(pour en revenir a Lévinas) comme lieu de rencoater I'autre ? Une attention
particuliere est alors prétée aux actions qui dohr@u non) le caractere
mathématiqueaux faires qui surviennent, offrant un place de choix audiay a
propos des mathématiques » dans le monde de I'Bolucaathématique, tant pour
les éleves que pour les (futurs) enseignants.

Il ne s’agit bien entendu que de quelques direstiom peu rapidement lancées, a
ce stade de développement de notre proposition dlendon de lidée de
« savoir » et de « connaissance » au profifaihe mathématiqgueNous revenons
sur certaines d’entre elles dans la suite du tewx#es c’est dans la mesure ou notre
offre trouve preneurs que l'idée de préciser enneaces orientations, et les liens
les rapprochant des nombreux travaux réalisés ‘jasgen didactique des
mathématiques, ouvre a un travail de rechercheriiqupo Un travail d’analyse en
termes ddaires mathématiquedes données collectées sous l'influence d’autres
cadres peut aussi aider a clarifier la maniére dette entrée se situe par rapport a
d’autres approches et, du point de vue théoriqueuarir le développement d’'une
présentation de cette approche en ses propresstéamdieu, comme nous I'avons
fait ici, d’aller en retracer I'inspiration danssdeourants théoriques existants).
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3. L'illustration pratique d’'une entrée par le faire mathématique

Dans la section précédente, nous proposons queléiéesents théoriques et
clarifications autour de la possibilité d'une eptpar lefaire mathématiqueQu’en
est-il maintenant de la possibilité plus « pratigudune mise de c6té de I'idée de
« connaissance » ou de « savoir » tel qu’on legaibhabituellement ? Quels sens
pouvons-nous lui donner pour le travail en didasiges mathématiques ? Il nous
semble qu'il est encore trop tét pour dégager d&sidsions précédentes une cadre
d’analyse a proprement dit ou d’identifier de mamiéigoureuse des concepts
opératoires. Nous croyons qu’il est néanmoins ptessl’illustrer ce a quoi peut
ressembler un travail pratique basé surfaiee mathématiqueet d’en dégager
certaines idées utiles pour en apprécier la natule potentiel. Pour y arriver, nous
présentons quelques données tirées d'une rechsuche calcul mental en algebre
(on peut préférer parler « d’algebre mentale »jp@aude la résolution d’équations.
En voici le contexte (pour plus de détails surida, voir Proulx, 2013a).

Dans le cadre d'un cours de formation initialeaen$eignement des mathématiques
au secondaire, I'activité suivante a été proposde groupe de 12 étudiants :

1. Une équation algébrique habituelle du secondairerm@s A+B=C,
Ax+B=Cx+D, AX/B = C/D, AC+Bx+C=0, etc.) est écrite sur transparent.

2. Les étudiants disposent de quelques secondes pésokdre cette équation »
mentalement (i.e. sans papier-crayon)

3. Les étudiants partagent leurs stratégies, chacam @iscutée avec la classe
(animée par le formateur), et en proposent de rl@svqui leur viennent en
téte durant les discussions.

4. On reprend I'exercice avec une nouvelle équation.

Sans entrer dans les détails du projet de rechdnetmiquant une extension du
domaine habituel des mathématiques « mentalesdelaudu calcul arithmétique)
pour lequel ces données ont été recueillies, nogoles!’expérimentation aupres
d’étudiants en formation des maitres est intérésssur le plan méthodologique.
Nous sommes en présence d'étudiants ayant unelagge® expérience du travail
algébrique, et qui fonctionnent donc dans ce doen@ans rencontrer trop de
difficultés. Cette situation, analogue a plusieaomtextes de travail en calcul
mental ou les éleves peuvent généralement fairedkeslls par écrit sans erreurs
mais mettent en ceuvre des stratégies nouvellesdgilgre font sans support
matériel, est commode pour s'intéresser directeraarg qudont les étudiants en
algebre, aux raisonnements et aux stratégies qvidsjuent. Nous sommes donc
dans des conditions d’études qui different de sefigvilégiées pour ceux qui
s’intéressent aux difficultés du travail algébriquee sont sur sgsossibilitésque
nous nous penchons ici.
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Des notes de terrain ont été recueillies détaillest propos des étudiants,
principalement sur leurs facons de procéder posgoudre les équations et
I'argumentaire mis en avant pour expliquer ou figstieurs approches et solutions.
Mais comment aborder de telles données sans faypathéses sur I'existence de
savoirs ou de connaissances ? En effet, de maaséez classique, on peut penser
a analyser les données recueillies lors d’'une &fgrimentation en se demandant
a quelles connaissances ces étudiants font appelogatravail plutét inhabituel de
résolution mentale d’équations algébriques. On paodlyser en quoi ces
connaissances se rapprochent ou non de ce quitesta lors d’'une résolution
standard, chercher & en dégager des principes ppaninde conduire les étudiants
vers les formes visées, ou encore tenter de comfjzeie des moyens divers) ce
que « savent » les étudiants de la résolution dgu avant et aprés l'activité.

Une entrée par ldaire mathématiquecommande toutefois quelque chose de
différent. Parmi d’autres, une facon de s’intéressees données est de se centrer
sur ce gue nous appelons ici fremiers mouvementsoit les facons d’entrer dans
les résolutions proposées par les étudiants. Casenwents illustrent des maniéres
de faire mathématiques dans un contexte de résolutientale d’équations
algébriques. En tant que possibilités d’action idfiées a partir dufaire
mathématiquedes étudiants, un tel travail d’analyse nous cira@wapprécier le
potentiel de ce genre d’activité sans avoir a fappel aux concepts de « savoir de
référence » ou de « connaissance » tel que noesitesdons habituellement. Dans
ce qui suit, nous utilisons cette idée de maniérevisiter ce que peut signifier
« résoudre une équation algébrique ».

3.1 Que peut signifier résoudre une équation algélgue ?

De nombreuses recherches autour de lintroductidialgebre suggérent qu’un

enjeu important consiste a dégager les relatiorthéraatiques dans un probleme
(voir Clement, Lockhead et Monk, 1981). Par exempteénonceé tel que «Ily a 6
fois plus d’éléves que de professeurs » peut skiitepar une série d’équations
telles que «6n = N »; « 1/6 = ple » ; « p/6e =t ainsi de suite. Dans chaque
cas, on fait une interprétation mathématique dublproe donnant un sens
particulier aux symboles utilisés et aux relatiensre eux, interprétations appelant
a un traitement mathématique différent. Ces diffées peuvent aller jusqu’a poser
(et traiter) de manieres dites arithmétiques desblpmes que l'on croyait

algébriques (voir Bednarz et Janvier, 1998). Cessipdités de lectures multiples

d’'un méme énoncé, largement documentées a pasipamuctions des éléves,
nous ont conduit a repenser les liens arithmétajgebre et ce en quoi constitue
un traitement algébrique (e.g. Bednarz et Lee, ROQRi plus est, cette variété
d’interprétations s’avere intéressante a travaileec les éléves : elle est donc
inspirante pour la conception de situations d'egrs®Einent-apprentissage
permettant I'émergence d’approches multiples, plusoins adaptées, d’'un méme
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probléme. L'efficacité du traitement algébrique @gtaines situations se présente
alors comme une expérience clé que les éléves peuvee a partir de leur propre
activité mathématique. Des observations similair@peuvent-elles pas étre faites
en observant ce que font des étudiants en situat@mésolution d’équations
algébriques?

Un grand nombre de recherches sur l'apprentissage’aligébre soulignent
I'importance des liens entre les « manipulatiomgii>permettent de résoudre une
équationet le « sens » donné a ces manipulations (e.g. Sal2e@®; Schmidt,
1994; Brousseau, 1986). Or, la question du sensm@dgsgpulations est souvent
limitée a ce qu'on appelle le contréle sémantiquéeecontrble syntaxique (e.g.
Kouki, 2007; Perkins et Simmons, 1988), I'enjeunétgue les éléves fassent des
manipulations algébriques correctes tout en pouyasiifier (l'utilisation de)
celles-ci. Une analyse basée sufdige mathématiqueen situation de résolution
d’équation invite ici & nous intéresser aux posiséiide faire sens qui se dégagent
du travail des étudiants. On peut donc se penalrelesactions mathématiques
par exemple celles gu’ils posent en guise d’enttées la résolution. Dans les
paragraphes qui suivent, nous présentons uneawedlyse de ce que nous avons
appelé lespremiers mouvementdans la résolution d’'une équation algébrique.
Evoquant différentes lectures d'une méme équatmm,voit que ces fagons
d’approcher la tache invitent & une conceptuatisaéinrichie du sens donné aux
manipulations sur une équation a travers le priphos large de ce que peut
signifier « résoudre une équation algébrique ».

3.2 Premiers mouvements dans la résolution d’équain

Nous nous intéressons ici aux propositions desigitg] a qui a été donnée la
tache de résoudre sans papier-crayon une sérieafiéns algebriques. En guise
d'illustration d’'une analyse enracinée danddie mathématiquenous prenons
I'exemple des données recueillies autour des dguatiéns suivantes :

Les étudiants confrontés a ces taches ont abandédsolution au moyen d’actions
mathématiques variées, témoignant de lecturesreiffés de ces équations. Ainsi,
on peut d'abord parler de trois premiers mouvemettiacun donnant un sens
différent aux manipulations réalisées :

Faire des opérations

« Une premiére approche consiste a entrer sur I'é@quan la transformant au
moyen d’une opération. Par exemple, une idée detémultiplier pax » les
deux termes de I'égalité de sorte que I'inconnusaieplus au dénominateur.
Pour la premiére équation, on se retrouve avec {385)x », qui sera a
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nouveau transformé par des opérations jusqu'a rdéter la valeur de
'inconnue. Par exemple, un étudiant propose latiptigation a gauche et a
droite du signe d’égalité par 5/3 conduisant a %/8=x» d'ou on tire

« 30/3 =x », simplifié en « 10 x ».

Utiliser des lois

* Une seconde approche consiste a traiter I'équatiofaisant appel a une loi.
Par exemple, dans ce cas-ci, I'idée de proportsbrsigggérée pour faire appel
a la regle « le produit des extrémes est égal adugrdes moyens ». Suivant
cette stratégie, des étudiants ont ainsi transféerséconde équation, obtenant
«1x5=2xZ», soit «5=8» Dans ce cas, I'équation obtenue donne
rapidement la valeur de

Raisonner I'inconnue

« Un mouvement différent des précédents consisteoédab ces équations en
raisonnant sur l'inconnue. Ainsi, dans le premias,cil a été proposé de
prendre I'équation comme une égalité entre deuyadp, et en déduire
quelque chose comme « 6 est @mme 3 est a 5, or 6 est le double de 3 ce
qui fait dex le double de 5, donc 10 ». Il ne s'agit pas iaitifiser des
opérations, ni quelque propriété toute faite, rhés d’'examiner des relations
entre les nombres présents pour déduire la vakelindonnue.

Les deux premiéres approches permettent de tramsfoune équation vers une
forme ou la valeur de linconnue peut étre dégadeiele premier de ces
mouvements est relativement proche du travail esiopérations avec lequel nous
sommes familiers au début du travail en algébreseleond évoque une forme
d’'activité mathématique qui rappelle plutdét les sithtions qu'on voit en
trigonométrie, par exemple, ou on fait régulieretregppel a des « identités » (du
genre siAx + cog x = 1) afin d’obtenir une équation plus manipulalfles deux
cas montrent bien la possibilité de lire une mémgagon algébrique de maniéres
différentes, et on voit comment chacune des entié@ebéquation correspond a un
travail différent. En fait, cela suggére qu'une neéémanipulation, par exemple
passer d’'une équation du type a/b = c/d a la fade bc, peut en fait avonus
d’'un sens mathématigue

Le travail mathématique dans le troisieme cas sstzadifférent, en particulier
parce qu’on ne cherche pas a « isolex 3e(une particularité frappante quand on
pense a ce qui se fait généralement en contexterpapyon). Au contraire méme,
car résoudre passe ici par la mise en relationim@hnue avec (tous !) les autres
nombres de I'équation. C’est ici le raisonnemenit gime, I'enjeu n’étant pas
d’appliquer correctement un algorithme (mouvememtqpérations), de faire appel
a un fait mathématique pertinent (mouvement pa),lohais plutbt de mettre en

Y

ceuvre un travail déductif similaire a celui rencéntutour de la preuve
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(mouvement par raisonnem&nt On fait ici appel a la logique, raisonnant par
inférence, c’'est-a-dire suivant l'idée que « ceiaichoses étant posées, quelque
autre chose en résulte nécessairement », commdkAristote. C’est donc une
nouvelle dimension de la résolution d’équation @pparait dans ce type de
mouvement, en méme temps qu'une possibilité deurecatifférente du méme
énoncé. Dans les trois cas, notons bien par allgue le « travail algébrique » se
présente a travers ses liens avec d’autres formd&ctivité mathématique. La
particularité de ses objets (ce sur quoi on ogBreaisonne, etc.) donne (en partie)
a cesfaire mathématiquee caractére « algébrique », et inversement, ciesype
travail mathématique avec les équations proposéesgeq partie) confirme que
I'expression donnée aux étudiants est abordée ragéiment.

Vue sous cet angle, la question de l'articulatian abntréle symbolique et du

contrble sémantique ou celle des relations aritiyqmétalgebre gagne donc en
profondeur. D’abord, du point de vue de I'enseigeetnse dessine un intérét pour
la comparaison des lectures proposées par lessél€es comparaisons peuvent
ouvrir sur un travail de justification et de mise relation d'idées mathématiques
gue plusieurs chercheurs semblent souhaiter (eugerBee et Subramaniam, 2011,
qui cherchent a faire apprécier les similaritésicitirelles entre expressions
arithmétiques et algébriques). On peut méme imagjoéun des enjeux de la

résolution d’équations algébrique (dont I'enseigaempourrait se préoccuper)

consiste a pouvoir varier ces types de lectures, léamérite respectif dépend sans
doute des équations en présence. De méme, on ti@wwee occasion de mettre en
relation « arithmétique » et «algébre », par exempen s’'intéressant aux

ressemblances et différences entre ces domainksctieité mathématique, en se

mettant en quéte d’autres stratégies pouvant éntégs de I'un vers l'autre, voire

en voulant faire le pont entre une telle variéténtfées sur des équations
« algébriques » et ce qui est observé dans la utésol de problemes dits

« algébriques » mais que I'on peut traiter de maniéarithmétique » (e.g. Bednarz
et Lee, 2002).

Du point de vue de la recherche sur I'enseignerehapprentissage de I'algebre,
ce début d’analyse montre lintérét de se penchenfent sur lespfemier9
mouvementgles étudiants, ce par quoi i@ancentdans la résolution d'une
équation et ce que cet «avancement » signifie énatiguement. Une telle
approche est centrée sur ce quifestmathématiquemeninettant en lumiere cette
activité mathématique qui nous intéresse, et quedobuhaite continuer a éduquer,
a faire avancer, a enrichir. Une telle analyseteftilit pas de faire intervenir des
concepts mathématiques pour discuterfalte mathématiqueles étudiants, mais
on les utilise pour produire des interprétationsi equuvrent sur le plan

2Un mouvement que I'on peut aussi relier & la notlecalcul raisonné/réfléchi
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mathématique. En effet, il ne s’agit pas, dans tafle analyse, de ramener les
mouvements des étudiants a des processus mathéesakgacceptés » (i.e. en
termes de savoirs) ou « internalisés » (i.e. corsornaissances que l'individu
possede), et donc de porter un jugement plus ongmigfinitif sur ce que savent
les apprenants. L'objectif n'est pas non plus déeréces approches comme de
nouveaux savoirs qu’il faudra enseigner ou utiligeur comprendre I'activité des
étudiants. C’est plut6t la possibilité de donnersans au travail mathématique qui
nous intéresse, possibilité que I'on peut envisatexploiter avec les étudiants
eux-mémes, dans le but figre des mathématiquedyant identifié cesgremierg
mouvementgdans le travail de résolution des étudiants fuemseignants, des
questions de recherches spécifiqgues a la formatiea enseignants ou au
réinvestissement de ces observations pour I'ensmignt initial peuvent étre
posées. Comment différents éléments de la situatiatiils contribués a
I'apparition de cette diversité de lectures ? Reutidentifier des enjeux liés a
I'exploitation de cette diversité dans le conteate elle apparait ? Comment des
futurs enseignants en retirent-ils des lecons pewr travail auprés des éleves ?
Comment des éléves en plein apprentissage de Biagapprécient-ils cette
diversité ? Voit-on une transformation particulierde ce qu’ils font
mathématiquement suivant un travail autour de deute d’équations algébriques
selon leursggremiery mouvementde résolution ?

Sans étre en rupture compléte, fort heureusemeeat, @ que nous connaissons
pour facon de travailler en didactique des mathigmes, cette approche par le
faire mathématiquequi ne pose pas de rapport de représentatior eatqui est
observé et de supposés « savoirs mathématiques caunaissances des éléves »,
est tout de méme particuliére, car c’est encotewgburs le potentiel de ce qui est
observé qui nous intéresse. Cette orientation dedautant plus marquée quand
on observe un autre des mouvements proposés patulgisnts dans ces mémes
taches :

Renverser I'équation

« Un autre mouvement consiste a aborder les équagioriss lisant « par en
dessous », c'est-a-dire a inverser les positions demérateurs et des
dénominateurs dans chacun des termes. On procedaivant I'hypothéese
gue les relations entre les nombres sont « pogsdigtiel » conservées, et
donc que la valeur que I'on peut (peut-étre pleddment) trouver poux est
valable. Dans le cas de la seconde équation, cesermmnt se traduit par
exemple de cette facon :

1 2 Xx_5 5 5
— =S — = 3X=—= X=—
3x 5 1 2 2 6
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Assez curieuse, cette entrée est intéressante parele permet effectivement
d’avancer dans la résolution d’une équation, massiaen raison du défi d’en faire
sens mathématiquement. En effet, inverser uneeg(joi&y fraction(s) n’est pas une
opération a proprement dit, ne fait pas clairenagmtel a une loi ou une propriété
et ne se présente pas non plus comme un raisonthédmepourrait peut-étre parler
ici d’'une lecture structurelle de I'équation ou tekations entre les nombres ne sont
pas traitées de facon linéaire, mais prises commteut. Cette approche n’est pas
sans résonnances avec ce que peut exiger la canplétcarré sur une expression
du type «¢ + 7x + 10 », basée sur I'observation des coefficied3= 2 x5 et 7 =

2 + 5, dou k + 2)x + 5). Comme premier mouvement, renverser |'équagist
particulierement efficace pour travailler sur unpression comportant une fraction
unitaire (1/X devient ), et la solution ainsi trouvée est bel et bierakild (5/6
comme valeur de l'inconnue). En revanche, et n@wohs observé lors de cette
expérimentation, cette approche suscite de noméselwguestions: Est-elle
mathématiquement correcte ? Sur quelles proprigjggse son succes ? Quelles
sont les conditions pour qu’elle fonctionne ? Reutonsidérer I'inversion comme
une opération au méme titre que la multiplicatith ?

Ces questions aménent a réaliser que plusieurnaepulations proposées dans le
cas de ces équations reposent sur une relationiphuative qu’entretient
I'inconnue avec tous les autres nombres de I'éqgnatit que la résolution s’est
chaque fois faite sans tenir compte des restristioposées par le cas= 0. Lire
I'équation en fonction de son domaine de résolutient donc constituer une autre
entrée. Lecture efficace pour des équations sdofiasg ou qui, pour donner un
exemple trivial, ressembleraient a « % =5 ». D’autres propositions en ce sens
ont été avancées par les étudiants, par exemgdieed&quation comme ['égalité
posée entre deux fonctions dont on cherche un pliimiersection (voir Proulx,
2013a). La Figure 1 illustre ce a quoi correspagitecapproche si elle était utilisée
pour I'équation 6{=3/5. Avec ce dernier exemple, c’est la frontieetre

« algébre » et « géométrie (analytique) » que fieat mettre a profit. Cet exemple
suggeére par ailleurs une interprétation a nouvewrichée de l'idée de « contrble
sémantique/syntaxique », ouvrant sur un nouvelrebede possibilités de faire
sens des manipulations sur une équation (e.g.esjout soustraire une valeur de

13 On note & nouveau dans cette analyse que desptemeathématiques interviennent dans
I'interprétation que nous proposons (et, de faig tgs étudiants eux-mémes ont proposé !)
du travail mathématique observé. Mais c'est en tqné possibilité de faire sens
mathématiquement de ces actions, diate mathématiqueque ces concepts interviennent
et non de maniére a y ramener et y réduire cetieitéc De la méme facon, nous aurions
pu nous pencher sur les explications des étudientegarder alors comment ils font
intervenir des concepts pour faire sens mathémemgut de leurs actions.
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chaque c6té de I'égalité revient a déplacer leésystd’équation verticalement, ce
qui ne change pas la valeur de I'abscisse du pamtersection).

25T

Figure 1. Entrée graphigue pour une résolution ou la presrégquation est= 10

Suivre ainsi ce qudont les étudiants confrontés a ces énoncés nous aiene
considérer Il'activité de résolution d’'une équatialgébrique au-dela du cadre
ordinaire des manipulations symboliques et deggkesé> mathématiques qui les
gouvernent. |l est pensable d'entrer sur une éguadt d'avancer dans sa
résolution sans faire appel ou se limiter aux fiansations standard dont il s’agit
de respecter les conditions d’application. On sgalile fait que ce que signifie
« résoudre une équation » s’est ainsi souventdigst autour de ces manipulations
(e.g. les approches de Mason, Graham, Pimm et Gdl@&5 ; Kieran, 1992;
Arzarello, Bazzini et Chiappini, 2002), les proeessplus globaux tels que la
transformation ou l'anticipation étant ramenés \@rs manipulations (e.g. Boero,
2002) et alors envisagés comme des objectifs inditee Alternativement, notre
entrée par lefaire mathématiquenvite plutét a enrichir ce que peut signifier
résoudre une équation. Inspirée par I'’étude dasipre mouvements des étudiants,
une interprétation en ce sens de nos données padsita proposer, par exemple,
gue « résoudre une équation » peut signifier @agsi Proulx, 2013b) :

« Transformer une équation en une autre afin d’'idofeonnue

e Chercher une ou des valeurs pour lesquelles It&gadit vraie

» Raisonner sur la valeur manquante dans une proporti

» |dentifier le ou les points d’intersection entraugdonctions

» Déconstruire les opérations appliquées sur un nenibconnu (e.g. pour

I'équation « X — 4 =5 », on dira : « Mon nombre a été élevéartécet ensuite on
lui a enlevé 4 et ca donne 5, alors j'ajoute 4eh jextrais la racine carrée™)

La nature polysémique de ce que peut signifierugigune équation est ainsi mise
de l'avant a travers la lecture de celle-ci, la ®end’entrer dans sa résolution, le
mouvement qui fait avancer vers une solution. Newyons la une piste

14 Approche qui rappelle évidemment celle dévelopgséde célébre Al- Khwarizmi!
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prometteuse pour la recherche en didactique dekématiques, enracinée dans
desfaires mathématiquesnis en relation avec d’autrégires mathématiqueavec
lesquels ils ont la possibilité de faire sens,ildérée du besoin d'en appeler aux
concepts de « connaissances » des éléves ou deikssavisés. Dans une étude
en cours, nous examinons d’ailleurs plus en désamiys le theme du travail
« mental » en mathématique, la maniére dont cesifisgfions émergent et
peuvent étre exploitées en classe.

3.3 Faire faire des mathématiques, un enjeu didactiue

Nous nous sommes intéresses icfaite mathématiquel’étudiants en contexte de
résolution d’équation algébrique. Dans cette petspe les questions de 'ordre
du « savoir » et de la « connaissance » semblenglagées par une préoccupation
a I'égard des possibilités daire faire des mathématiques aux éléyesmme dit
Conne, 1999), I'enjeu étant de développer le pmtert la richesse (sur le plan
spécifiguement mathématique) de ce qui émergegeneris hic et nundinsi,
I'objectif n'est pas de trouver des moyens d’ameeeréléeves a « posséder des
connaissances » en adéquation avec un « savoithematique (aussi complet que
possible...) sur la résolution d’équations algébriqu&ne ouverture vers les
premiers mouvements, soit les multiples fagons ide Une équation et les
significations diverses que prend l'activité ménge «drésoudre une équation » a
travers ces lectures, a pour but d’enrichir ledilamathématique des éléves, de le
« suivre ailleurs », plutét que de le « conduiresveune forme prescrite. Du point
de vue de I'enseignement, tirer profit des podséisilde ce qui émerge se présente
alors comme un défi central. Bien loin de l'idée denduire vers des
« connaissancesur» ou de faire construire des « connaissarttes, c'est la
production d’actions mathématiques (e.g. en coetele résolution d’équations
algébriques) qu'il s’agit de favoriser, dont on rche a préciser le sens et la
pertinence mathématiques, et ainsi de suite. Qutésédsse alors a ce gast
mathématiquéde l'anglais « mathematical », Davis, Sumara ece-Kapler,
2008). Une telle entrée nous fait travailler «alusppres» de [lactivité
mathématique des éléeves, pour la « soutenir » epawe perdre de vue les
mathématiques des éléves eux-mémes ; plutdt quéa desaisir » ou de la
« réduire » a nos propres compréhensions mathameatiqqous engageant des lors
souvent bien malgré nous dans une perspectiveitdéfc (ou I'éleve en sait
toujours moins que I'étendue du « savoir » !).

Etre au plus prés de I'activité mathématique déses rappelle aussi cette idée de
présenceaux éléves, évoquée plus haut. Ne souhaitantfplies progressevers
nos/des connaissances, mais plat@ncer mathématiguemestns cibler de fins,
de standards, de savoirs-objectifs (Proulx, 2008}ention est portée vers le défi
d’étre mathématiqguement avec I'éleve. Plutbét quepdendre pour origine et
horizon des connaissances et des savoirs mathé&estiguxquels I'éleve doit
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répondre, on se place soi-méme dans l'obligatiorégendre de/a I'éleve de sorte
que l'on fasse des mathématiques ensemble. Urh&igement d’orientation, a
peine esquissé, n'est pas banal. Il a 'avantagmelitre au centre de la relation
enseignant-éléve le travail mathématique lui-méohépt qu’'un jeu d’attentes par
rapport a un « savoir » ou a ce qui est pris paumanifestation. Rappelant a
plusieurs égards la vision transformée de I'édocathathématique d’'un Papert
(1983) par exemple, il s’agit d'une perspectiveeassmilaire a ce que Davis et al.
(2008) proposent :

That is, we do not see education in linear-causahd of achieving preset
objectives or re-presentation of established trublus as a participation in the
ever-unfolding project of becoming capable of newerhaps as-yet
unimaginable possibilities. (pp. 20-21)

Ainsi, s'intéresser a la maniére dont l'activitéthématique s’élabore, aux fagons
de « signifier » la résolution algébrique, nousceldu coté (positif) de ce qui est
fait (et non de ce qui devrait étre). On s'attaéddétailler les manieres dont les
éléves réalisent une attitude mathématique, en hamclsant les ramifications
possibles, les nuances, etc. L’'entrée suialee mathématiqueuvre a I'activité
elle-méme, et a son déploiement infini, invitant padrter un regard sur
'enseignement en termes de ce qu'il permet: teil@ation est-elle riche ?
Comment telle approche permet-elle de faire fag® mathématiques aux éléves ?
A ce titre, l'activité de résolution mentale d'étjoas algébriques rapportée ici
nous semble offrir un potentiel certain.

Remarques finales — ouvertures
Les faits sont bel et bien faits
M. Douglas

Nous sommes d’avis que les mathématiques n’exigi@nten dehors du moment
ou les gens font des mathématiques. Dans cet eseag avons exploré

limportance éthique et la possibilité théorique peatique de nous intéresser
directement aufaire mathématique plutét que de I'aborder en termes de
« savoirs » et de « connaissances ». Ce mouvenappelons-le, semble faire son
chemin assez naturellement dans la recherche antidjde des mathématiques.

Cela dit, il nous semble important de revenir ker@ent, en guise d’ouverture, sur
la question du langage. Est-il vraiment nécessgmyt-on se demander, de
proposer un changement radical dans nos « facopader » et d'évacuer des
termes tels que « savoir » et « connaissance »feliteon pas plutot les redéfinir
de maniere plus ouverte, ou encore se contentsowgner que nous les utilisons
« entre guillemets » ? Nous avons déja évoqué diternatives allant en ce sens,
montrant en particulier comment le terme « conaaics » est redéfini dans les
traditions socioculturelle et de I'’énaction dangrldéveloppement en didactique
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des mathématiques. Mais une réflexion sur le lamgéthique entres autres, nous
appelle a aller encore plus loin. Comme I'expliqiiailleurs Maturana (dans
Simon, 1985) les mots sont bien souvent des aduessa« words — with their
power to confer objective status on perceptionge-the adversary, creating a
minefield that must be navigated with the utmostwispection » (p. 34).

Que se passe-t-il quand on met de cb6tés ces tepomes parler dufaire
mathématiqu® Revenons, par exemple, aux définitions propog@esConne
(1992) mentionnées en introduction : « ...le sujetormait le réle actif d'une
connaissance sur la situation ... une connaissamse idientifiée est un savoir,
c'est une connaissance utile, utilisable... ». Sygense bien, il est possible de
reprendre une partie importante de l'idée mise’aeaht en se concentrant sur
laction méme de reconnaitrd’intérét d'un concept ou d'une procédure
mathématique par rapport a une situation. Il niest besoin alors de poser
I'existence d’'une connaissance propre a l'indivadud’un savoir réifi€, ni méme
d'utiliser le terme « connaissance » pour décrinetel événement et en déduire
quelque chose d'intéressant pour la didactiquamdiématiques. C'est un peu de
la méme fagcon que nous sommes allés puiser a ddgidns théoriques et
philosophiques avec lesquelles nous travaillons éiEsnents permettant de
conceptualiser cette entrée pafdiee mathématiqueSi on trouve dans ces travaux
beaucoup plus que ce que nous mentionnons ici, touye aussi « beaucoup
moins » dans la mesure ou l'on y utilise fréquemmenvocabulaire dont nous
cherchons a nous distancier, sans doute parceaqua’y thématise pas non plus
comme nous le faisons ici une approche péaite (mathématiquecomme moyen
de sortir de la pensée en termes de savoir/commaiss Cependant, ces travaux
rendent possiblene telle entrée.

Certains lecteurs regretteront néanmoins que ntoms pas développé cette
proposition a partir de cadres plus utilisés emégapar exemple (Brousseau,
Chevallard, Vergnaud). Nous voyons néanmoins céttetion de maniere positive,
l'idée étant d'inviter le lecteur familier avec capproches a en faire I'exercice.
D’autres regretteront, au contraire, que la prdmosipuise a des courants de
recherche qui existent (et qui se débrouillent bsams elle !), plutét que de
s'affirmer dans ses propres termes. La encore,ype tle réaction répond en
quelque sorte a nos attentes, suggérant que &utegtsu apprécier I'idée qui nous
occupe et trouve la proposition digne d'étre déueée. D’autres encore
trouveront peut-étre ces idées irréalistes, pemetieuses, ou sans nouveauté. Ces
avis nous semblent également importants pour daisgns : la premiere est qu'ils
aident a apprécier I'intérét de notre propositenla seconde est qu’ils conduisent
alors a appeler une discussion des enjeux éthsudsvés en premiére partie, et
dont la didactique des mathématiques fait encotedeecas (fort en retard, a ce
titre, sur sa « cousine » anglophone en partiqulier



VERS LE FAIRE MATHEMATIQUE 47

Quant a nous, I'examen attentif des perspectivastémpologiques, ou nous
auteurs, nous positionnons actuellement, réveldajoaractéere local et émergeant
de l'activité mathématique est si central qu’ilpeut étre mis entre parenthéses. |l
est si central quilremplacela question des « connaissances » et « savoirs »
mathématiques. Définitivement mettre de c6té lamisa et connaissances pour
nous intéresser plutbt daire mathématiquesemble conduire a un changement de
paradigme (Kuhn, 1962) en didactique des mathémedigc’est-a-dire a une
nouvelle maniere de cadrer, de questionner et eltiguer, de méme qu'au
développement d’'un nouveau langage pour notreptiisei

Est-ce a dire qu'il faille renoncer a tout ce quifait dans notre domaine si on veut
s'intéresser ataire mathématiquet méme (jolie formule !) afaire mathématique
ensembleplutbt qu'aux « savoirs » et aux « connaissancesCertainement pas.
D’ailleurs, les analyses proposées des stratégiealgebre mentale le montrent
bien : on peut toujours s’'intéresser aux produstides éleves, aux stratégies ou
processus utilisés, aux potentialités des situatibenseignement/apprentissage, et
ainsi de suite. Mais, cette perspective n'est maspius sans exigences, invitant a
mettre de cOté certaines habitudes/attitudes @uipsiient, méme implicitement,
sur l'existence de «savoirs » et de «connaissancdes éléves. Il faut ainsi
accepter de voir I'enseignement comme un lieu on fait des mathématiques
plutdt que d’en apprendre, faisant résonner cettertion de Glasersfeld (1989, p.
368), inspirée de Sierpinska, qui observe que kenmpre culture mathématique
peut ne pas étre beaucoup plus universelle que d@elhos éléves ». Donner pleine
attention aufaire mathématiqueest ainsi d'abord une affaire de disposition pour
nous, chercheurs. Et ce terme, « disposition »aesttendre avec a l'esprit cette
phrase du romancier Dietrich Bonhoeffer, qui n@appelle a la dimension éthique
de la proposition présentée dans ce texte :

« Action springs not from thought, but from a rewsadis for responsibility ».
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SOPHIE RENE DE COTRET

PEUT-ON OU DOIT-ON VRAIMENT SE PASSER DE LA REFERENCE
AU SAVOIR POUR APPREHENDER LE FAIRE?

(Débat : Réaction)

Abstract. Might or should we not refer to knowledge for grasping
mathematical doing.In their paper, MHEUX & PROULX propose to look at
the mathematical activity of the student from thdoing maths » point of
view. They suggest that this focus must let out th&erence to the
mathematical knowledge as usually conceived. 16 ladree with the focus
they propose, | question, strictly speaking, thet fhat the knowledge is not
useful in this analysis.

Résumé. Le texte de MHEUX & PROULX propose de porter un regard sur l'activité
mathématique des éleves a partir du faire mathgo®mit ce sans recourir aux savoirs et
connaissances mathématiques tels que congus Hegnitest. Si le fait de centrer le regard
sur l'activité des éléves me parait tout a faitipent et intéressant, je remets en questions,
a strictement parler, le fait de laisser tombeskgirs.

Mots-clés Contréle, choix, savoir, connaissance, observateadéle pour regarder.

Introduction

D’entrée de jeu, il m'importe de mentionner qu@idaposition d’axer le regard sur
lactivité mathématiques des éleves, et ce, enpsiygnt sur les travaux de
MATURANA & VARELA, faite par les auteurs, me réjouit et je vois eassieurs
MAHEUX et RRouLX des alliés dans le regard « maturanien » et deddouteurs
précieux. En effet, 'usage des travaux deTMRANA & VARELA en didactique
des mathématiques est encore rare et c'est donc lae@ucoup de curiosité,
d’intérét et de plaisir que je me suis plongée dangexte de mes collégues et
compatriotes.

A leur proposition se rattache le besoin de meléreoté les idées de savoirs et de
connaissances. C'est sur cettepartie que je souhaite cibler le dialogue, car j'a
du mal a saisir comment il est possible d'y arrivéespére ainsi, par mes
commentaires et mes questions, amener mes colldgaesux et RROULX a
identifier le lieu de notre divergence de maniée au’ils puissent m'aider par la
suite & mieux saisir leur proposition.

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 53 - 61.
© 2014, IREM de STRASBOURG.
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La question principale qui se dégage de ma lecturexte est : Peut-on vraiment
se passer de la référence au savoir pour appréhenfdée ? Celle-ci se déclinera,

dans ma réaction, en quatre volets : 1- Dominagiooontrdle de la référence au
savoir ou accés au choix ? 2- Analyser le faireesgite-t-il d’exclure le savoir ? 3-

Comment choisir les taches a proposer aux élévesrééérence aux savoirs ? 4- A
propos de l'illustration.

1. Domination et contrble ou accés au choix ?

Ce qui semble motiver la proposition dealtux & PROULX, selon ma lecture, est
un malaise de nature éthique quant au contréleadamination que revétiraient
les savoirs et les connaissances dans I'usagenggsteait a travers divers travaux
en didactique des mathématiques. S’appuyant BUmRS, les auteurs affirment
gue «La connaissance est depuis longtemps associéeéelde domination, de
contrble. Il s'agit, d'une part, du Savoir que I'atéveloppe sur quelqu’un ou sur
guelque chose: (MAHEUX & PROULX p. 21) La premiére question que suscite
cette position estl.a domination et le contr6le de qui ou de quoiEh effet, les
connaissances et les savoirs permettent de donmeeremprise sur le monde,
d’interagir avec lui et de le décrire de maniérsté&yatique; il s’agit bien la d’'une
forme de contr6le, laquelle n’est pas nécessairemegjeter. Mais je présume que
la réticence des auteurs a I'égard du savoir pastiée a ce type de contrble, mais
plutdét au contrble ou a la domination de l'autrerettamment, de I'éléve. Est-ce
bien le cas ? Et si owen quoi la référence au savoir exerce-t-elle unexdoation

ou un contrle de I'éleve ?

Les auteurs poursuivent :Mais on peut aussi penser au Savoir comme obijectif,
guand " faire apprendre " est synonyme de conduios gré mal gré, vers une
forme donnée de connaissanegMAHEUX & PROULX p. 21). Conduire, bon gré,
mal gré, vers une connaissance peut chercher aed@utes au choix afin de
pouvoir ensuite exercer son libre choix. Cette @nte peut reposer sur une
prémisse de bienveillance et de liberté plutét deedomination et de contréle.
Exercer sa liberté c’est notamment pouvoir choetichoisir sous-entend un choix
éclairé ou, a tout le moins, une variété d’'optidresfait de conduire, bon gré, mal
gré, dans un premier temps, un enfant a goUtdsrElis peut paraitre contrdlant
ou dominant mais, en bout de ligne, ce peut étnedgen de lui offrir la possibilité
de choisir, choisir entre les brocolis et autresehou choisir de manger ou non des
brocolis a I'avenir. Un enfant qui n'aurait jamasnnu ou go(té de brocolis serait-
il plus libre, moins dominé ou contréléEh d’autres termes, peut-on imaginer
conduire bon gré, mal gré vers une connaissance om savoir, dans une
perspective de liberté plutét que de controle ?

Toujours en lien avec l'idée de domination et datdde du savoir, les auteurs
disent : «dnterpréter des conduites d’'étudiants en les cormapaa un soi-disant
savoir de référence revient a les ramener a du gofmmenant pour négligeable
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leur irréductible originalité et tout ce qui peutré d’'inconnaissable en elles, et
donc aussi chez les éleves qui les produisentyelat dans quel but, sinon pour
mettre en place des mécanismes amenant les élehae’ raaitrise " de telle ou
telle notion (ou processus) mathématique telle muégsla (ou le) concevons 2
(MAHEUX & PROULX p. 21)

La comparaison a un savoir de référence dénontéeles moi inévitable, méme
si parfois la référence a laquelle la comparaisofas est implicite. Si I'on accepte
cela,n’est-il pas préférable d’expliciter cette référemcafin d’éviter le glissement
qui consisterait a penser que, sans une telle réfae, on est objectif ou on se
rapproche davantage de la « vraie » activité desvés ?Le savoir sur lequel
s'appuie un observateur pour « voir » ce que féieve est son modeéle pour
regarder, ce qui, somme toute, lui permet de Rarce que, ce qui est vu n'est pas
dans ce que I'éléve fait, mais bien dans I'énactienl’observateur qui observe
I'éleve. Le savoir de référence est le modéle gqudamne I'observateur pour voir
quelque chose, pour décrire I'action de I'éléve.nedéle pour regarder pourrait
étre autre, mais il doit y en avoir un. Refusesdeoir de référence, ou plus géné-
ralement, le modéle pour regarder de I'observatgggue de laisser croire que ce
qui est décrit EST ce qui se passe, il y auraitsalm glissement ou une confusion
entre I'action intime du sujet et la descriptionejqufait un observateur, celle-ci
étant nécessairement teintée de sa facon a Iogdiwateur, d’étre au monde.

C’est cette référence qui permettra par ailleursalequ’un éléve produit quelque
chose de différent de ce qui était prévu et domentiellement, de reconnaitre son
originalité. Comment savoir que c'est original si on n'a rien ev Quoi
comparer? Le probléme ne me semble pas étre dans le faarderrer & du connu
(lequel permet de faire exister I'inconnu) de s&férer, mais plutbt dans ce qui
sera fait avec la différence observée. C'est la poerrait se situer I'éventuel
contrble ou domination, dans le refus de cetteédifice plutdt que dans son
acceptation, sa prise en compte et son partage; difftrence pouvant aussi étre
vue comme une richesse plutdt que comme un compentedéviant a redresser.

Il importe de mentionner que des travaux en didae des mathématiques se
préoccupent justement de ces comportements diféstrcherchent a théoriser, a
rendre compte et a prendre en compte de ces difféseet ces originalités. On
peut penser aux conduites atypiques deoGx (2008) ou aux bifurcations
didactiques de MRGOLINAS (2005). De méme, les distinctions qu’il m'a semblé
nécessaires d’apporter entre le milieu et 'enviement (RNE DECOTRET 1997),
m’appuyant justement sur les travaux deTMRANA & VARELA vont aussi dans ce
sens et se prolongent dans les nuances que jesgrepire milieu senti et milieu
percu (RENE DE COTRET sous presse). En ce sens, je comprends l'incoqfat
ressentent peut-étre les auteurs et qui pourratééta source de leur proposition,
inconfort qui proviendrait du fait que certainesnfiollations peuvent laisser croire
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gue le savoir est dans la tache, que I'on peutrg@lentles actions des éléves ou
encore que le milieu est d’emblée objectif.

Enfin, s'il y a un savoir en jeu dans l'activitésdéléves, c’est nécessairement le
savoir de quelqu’'umous,eux ou d’autres. Quiconque décrit le savoir deses,
les éleves eux-mémes ou un observateur externgoniapa nécessairement cette
description ssafacon de concevoir I'activité observée.

2. Analyser le faire nécessite-t-il d’exclure le sair ?

Dans la foulée de leur proposition du faire mathégoae, les auteurs nous convient
a laisser de c6té les questions de savoirs et iszamees. ans les perspectives
épistémologiques ou nous, auteurs, nous positisriercaractéere local et méme
émergeant de l'activité mathématique est si cergtai invite a " remplacer " les
questions de savoirs et de connaissances pour riptgesser au faire
mathématique» (MAHEUX & PROULX, p. 17)Pourquoi remplacer ou mettre de
cbté savoirs et connaissances? Pourquoi le faiselerait-il le savoir ? Les
définitions de savoir et connaissancesLd®@OCHELLE & DESAUTELS de méme
que celles de GNNE proposées par MHEUX & PROULX ne peuvent-elles en
aucune facon étre compatibles avec la propositinrest faite de travailler a partir
de l'activité et de I'énaction ? Qu’est-ce qui dlecexactement ?

Prenons la définition de connaissance deTMRANA & VARELA: «Nous disons
gu’il y a connaissance chaque fois que nous obssrum comportement efficace
(ou approprié) dans un contexte donné, c’'est-a-dia@s un domaine que nous
définissons par une question (explicite ou immick (1994, p. 164). Cette
définition n’est-elle pas compatible avec celle @aNNE, citée par MHEUX &
PROULX : «Lorsque le sujet reconnait le réle actif d'une camieeance sur la
situation, pour lui, le lien inducteur de la siti@t sur cette connaissance devient
inversible, il sait. Une connaissance ainsi ideé#f est un savoir, c'est une
connaissance utile, utilisable, dans ce sens gquigirmet au sujet d'agir sur la
représentation» (CONNE, 1992, p. 225)Ces deux définitions ne sont-elles pas
proches I'une de l'autre 1.a question est peut-étre de savoir qui est I'nladeur.

Si c’est un observateur externe qui observe un ooiement efficace d'un sujet, il
dira qu’il y a une connaissance (dans cette actlansujet) (définition de
MATURANA & VARELA). Et si c’est le sujet lui-méme qui observe I'edftité d’'un
comportement, alors il fait le lien entre la quastét la réponse et il sait (définition
de NNE). La connaissance de la connaissance deUMANA & VARELA serait-
elle comparable au savoir deoKNE? Il me semble qu’il n'y a pas la
d’incompatibilité majeure.

Je vois toutefois une raison possible, bien qu@teaire, a I'exclusion des savoirs.
En effet, il y a un cas ou le savoir peut devenisible a I'analyse, c’est lorsque
I'on cherche a décrire le chemin parcouru a padibut atteint, comme si c’était
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ce but qui devait déterminer le chemin. La recheiistorique, tout comme celle
en didactique, doit d'ailleurs se prémunir contet éventuel glissement. On ne
peut analyser les textes anciens, ni ceux des<lsuela base de savoirs auxquels
ils ont conduit mais qui n'existaient pas encorensament de leur production.
Comme le dit MRELA citant ANTONIO MACHADO : «Le chemin se fait en
marchant». On ne peut donc considérer a la lumiere du pibarrivée que c’'est
nécessairement ce chemin qui aurait di &sd#-ce cet écueil que cherchent a
éviter les auteurs ?

Par ailleurs, la référence aux savoirs actuelsriborg a éclairer, a saisir le chemin
parcouru, d’ou je propose que la possible nuisarest que temporaire. Ce sont
mes savoirs qui me permettent de mesurer la distanparcourir par le sujet
observé et d'apprécier les différents chemins pats) mais ils ne doivent pas
obliger un seul chemin. Lorsqu’en didactique onlgoae genése artificielle des
savoirs, il s’agit d'aménager un territoire, de pweer une forme de jeu dont on
espére qu’il permettra au joueur d’arriver au baisdn propre chef. Une fois sur le
terrain, le joueur fait ses choix, trace son chesgtiron espere qu’il aboutira au
savoir qui est, pour nous, I'enjeu du jeu prop&ed’autres termes, on espére que
le joueur apprendra. Viser un savoir quand on gnsene signifie pas que I'on
spécifie du méme coup le chemin pour y aboutir.

En s’éloignant du savoir mathématique comme élérdenéférence, MHEUX &
PROULX se sont rapprochés des contextes dans lesqueléldessfont des
mathématiquesMais, lorsque les éléves font des mathématiques,apserve ce

« faire des mathématiques®A quoi les éléves peuvent-ils reconnaitre que leur
activité est mathématique ? En référence a quaette @bservation se rapporte
nécessairement a un domaine tel que congu par efedieur. Qui est
I'observateur ? Les auteurs ou I'enseignant oéleges ?

Et si I'activité de I'éleve n’était pas mathématigdu moins pour I'observateur),
s'il faisait autre chose, que devrait-on faire a®f Rien, pour ne pas exercer de
domination ou de contrbéle excessif ? Ou cherche-&qroposer quelque chose
pour tenter de lui faire produire une activité jegeathématique, pour infléchir son
action (pour gu'il goGte au brocoli), par exemplar pn jeu sur les valeurs des
variables didactiques ? Ces questions renvoienhaix des taches a proposer aux
eleves.

3. Comment choisir les tdches a proposer aux €éléveans référence aux
savoirs ?

Selon ma compréhension deaMURANA & VARELA, notre connaissance du monde
est fonction de notre facon d’entrer en contactdug ainsi, le choix des taches
est d’autant plus important qu’elles sont un déxdenr de cette facon d’entrer en
contact. Comment choisir les taches a proposeélwes pour qu’ils fassent des
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mathématiques Bi les savoirs ne peuvent servir de référence, gusbnt les
éléments qui président au choix des taches a prepa@ix éleves 2’'analysea
priori outille pour offrir des taches qui risquent deldécher une activité qui sera
mathématique, c’est-a-dire qui permettra aux suj&gir comme des éléves de
mathématiques. En tant que scientifiques (nousrdiréléves de mathématiques),
« Soit nous générons un domaine linguistique (umalpe social) a travers ce que
nous disons et ce que nous faisons (ou notre tdedé scientifiqugd’éléve de
mathématiquesgst conservée) soit nous disparaissons comme>teNSATURANA

& VARELA 1994, p. 229). Par exemplegmment les exercices proposés par les
auteurs ont-ils été choisis Quelles raisons les ont conduits a demander de
n’'utiliser ni papier ni crayon ? On peut penser ehoix repose entre autres sur
l'intention d’enseigner quelque chose. Il se peug gette chose — le but, pas le
chemin — soit spécifiée au départ ou elle peutigueadre corps au fur et a mesure
des interactions au sein de la classe. A ce slgst,Parcours d’Etude et de
Recherche (PER) se distinguent selon qu’ils somtalifiés ou ouverts
(CHEVALLARD 2011).

Le choix des taches souléve en fait la questiorbtiuet du mandat de I'école. Le
réle de I'école peut étre, entre autres, d'offtix @nfants I'occasion d’entrer dans
la culture de leur société et de I'humanité, notamimen se familiarisant, en
apprenant les savoirs qui font partie intégrantece culturesLa position des
auteurs a cet égard offrirait sGrement un nouvell@itage a leur proposition
Peut-étre leur position rejoint-elle la préoccupatde la théorie anthropologique
du didactique qui cherche a passer du paradigmkiigecae l'inventaire des
savoirs (ou de la visite des ceuvres) a celui dustqpreement du monde

(CHEVALLARD, 2012).
4. A propos de lillustration pratique d’'une entréepar le faire

Afin de mettre en ceuvre, et aussi de mettre adiém leur proposition, NHEUX

& ProuLx nous donnent une illustration pratique d’'une enfrér le faire. Avant
de questionner cette illustration, je tiens & gmdr tout le mérite et I'ouverture
gu’elle constitue. En effet, cette illustration este invitation au dialogue, a la
critique et a 'avancement de notre réflexion atdliee. Je les en remercie.

Par cette illustration, les auteurs rendent cordpteanalyse qu'ils ont faite, depuis
leur perspective, d'une activité proposée a douadiants en formation initiale a
I'enseignement des mathématiques au secondaireét@eisnts devaient résoudre
mentalement une a une des équations présentéeésussparent puis discuter de
leurs solutions. Deux équations sont données em@rg 6K=3/5 et 1/3=2/5).

La premiére question qui surgit en regardant Rététiest :Dans quel but cette
activité a-t-elle été proposée? En fonction de pad-elle été choisie Pourquoi
sans crayon ? Est-ce parce que cela risque d'aniélese a développer d'autres
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stratégies, a mettre en ceuvre d’autres connaiss@n¥e a-t-il des savoirs
didactiques visés par cette proposition ? Si oaegduels Binon, que vise-t-elle ?

Pour analyser les notes de terrain recueillies kbes cette expérimentation,
MAHEUX & ProuLX signalent qu'’il serait possible, de maniere ctpssj de se
demander a quelles connaissances font appel léisuétsi puis d’'4...] analyser en
quoi ces connaissances se rapprochent ou non dguicest attendu lors d’'une
résolution standard [...p Toutefois, c’est une autre avenue qu’ils ontisibp
celle des premiers mouvements, c’est-a-dirkes«facons d’'entrer dans les
résolutions proposées par les étudiants [...] En tgoe possibilités d'action
identifiées & partir du faire mathématique des &not$, un tel travail d’analyse
nous conduit & apprécier le potentiel de ce germetiité sans avoir a faire appel
aux concepts de " savoir de référence " ou de hamsance " tels que nous les
entendons habituellement.(MAHEUX & PRoOULX p. 37). Cet extrait suscite chez
moi un commentaire et une question. D’abord, lerocemtaire : ce qui est attendu
peut étre l'aboutissement, pas nécessairement éenioh pour y arriver. La
didactique cherche a concevoir des taches de ral@iére que I'aboutissement
puisse, autant que possible, témoigner d’'une misexevre de connaissances
pertinentes au regard du savoir visé. Mais ce egstemment pas garanti. Dans
ce cas, c'est la tache qui fait défaut et pasvi@Ef. GrRoux 2008, MARGOLINAS
2005, EENE DECOTRET sous presse). Ensuite, la question : 8HEUX & PROULX

ne font pas appels aux concepts de « savoir deen&fé » ni de « connaissance »
dans leur analysesur quoi s’appuient-ils pour décrire le potentieledce genre
d’'activité ? S’agit-il d'un potentiel pour faire des mathématg ?Le cas échéant,
comment reconnaitre ce potentiel, comment l'obsengans référence aux
savoirs mathématiques ?

Lorsque les auteurs disent quees étudiants confrontés a ces taches ont abordé
leur résolution au moyen d’actions mathématiquagtes, témoignant de lectures
différentes de ces équatioms(MAHEUX & PROULX p. 38) ne s’appuient-ils pas sur
une référence aux savoirs mathématiques ? SimEdgéence n’'est pas nécessaire,
est-ce a dire gu'un « nhon mathématicien gui ne saurait, méme implicitement, se
référer aux savoirs ou connaissances mathématigoas;ait produire la méme
description ?

L'analyse de la "t équation propose que :Gest ici le raisonnement qui prime,
'enjeu n'étant pas d’appliquer correctement un @ighme (mouvement par
opérations), de faire appel a un fait mathématigeetinent (mouvement par lois),
mais plutét de mettre en ceuvre un travail dédwgitifilaire a celui rencontré
autour de la preuve (MAHEUX & PROULX p. 40). Je ne suis pas tout a fait
convaincue par cette analy&es étudiants ne feraient-ils pas simplement apael
un fait mathématique bien connu a leur niveau, soitorsqu’on a des fractions

équivalentes, on a a/b = ka/kb ?
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Dans le traitement de I& 2quation, la regle « le produit des extrémes gast &u
produit des moyens » est évoqule. s'agit-il pas la d’'un savoir mathématique
qui sert de référence pour analyser la production ?

Par ces différentes questions, je cherche, somate, ta identifiecce que I'analyse
réalisée a permis de voir qui n’aurait pas été wea une référence au savoi@n
pourrait, en contrepartie, se demandeue permettrait de plus une analyse
faisant référence au savoir ?

Enfin, si I'élément contre lequel les auteurs eheast principalement le caractere
de représentation des savoirs, dans le sens deégenper pour présenter a
nouveau, comme le suggére cette citatior...} cette approche par Idaire
mathématiquequi ne pose pas de rapport de représentation eo&requi est
observé et de supposés « savoirs mathématiquescoeamnaissances des éléves »
[...] » (MAHEUX & PROULX p. 41) alors la je suis d'accord avec eux! C’est
notamment les probléemes que posait ce type desemation parfois attribué au
savoir qui m’'ont conduite vers la perspective épadctte. J'ai hate de poursuivre
la discussion avec vous messieurs !
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LALINA COULANGE

LE FAIRE MATHEMATIQUE : UNE NOUVELLE
OUVERTURE THEORIQUE ET METHODOLOGIQUE
POUR ETUDIER LES CONNAISSANCES ET LES
SAVOIRS ?

(Débat : réaction)

Abstract. Mathematical doing: New theoretical and methodoloigal perspective for

studying knowledge and knowing.In their research work, MAHEUX and PROULX
propose to take distance from mathematical "knogdédand "knowing" and to focus on
mathematical doing. The path both theoretical angdigcal that they investigate leads me
to question further the role of mathematical knalgie and knowing in the research in
didactic of mathematics. Do mathematical knowledgel knowing appear as ‘'real' or
theoretical objects in didactic studies? How dodikledge and knowing" influence the
ways in which a researcher may observe and antiilgdearning/teaching of mathematics?

Résumé.

Pour mener leurs analyses didactiques, MAHEUX eDBRX proposent de ne plus se
référer aux savoirs et connaissances mais au "fagghématique” dont ils donnent une
définition théorique. L'étude que je développe éttecproposition me conduit a interroger
plus avant le rdle des connaissances et des salanis les recherches en didactique des
mathématiques. En quoi les connaissances et lesirsavonstituent-ils des objets
théoriques ou réels, des outils d'observation auadlyse pour le chercheur en didactique ?

Mots-clés: connaissance(s), savoir(s), activité(s), obsema

Introduction

MAHEUX & PROULX ouvrent eux-mémes le débat en propostaitandonneies
idées de savoirs et de connaissances mathématidaia. une proposition qui
parait audacieuse, voire polémique dans le champladalidactique des
mathématiques que d'aucuns définissent comme &ncgcides conditions de
diffusion des connaissances mathématiques ! Laogitipgn des auteurs mérite
pourtant d'étre entendue. Elle nous invite a notgsrioger fortement sur le rbéle des
« connaissances » et des « savoirs » ou du coumenaissance et savoir » dans la
recherche en didactique.

A travers ma réaction, je souhaite commencer paager avec les auteurs et le
lecteur de la revue, différentes questions quiéonérgé au fil de ma lecture. Dans
quelle mesure les connaissances et les savoirématigues constituent-ils des

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 63 - 70.
© 2014, IREM de STRASBOURG.
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objets réels ou théoriques en didactique des maitigmes ? Les connaissances
participant & la construction des savoirs mathd&muat sont-elles toujours
mathématiques ? Qu'observe le chercheur en didactidpns la classe de
mathématiques : des connaissances, des savoltactiété ... ou dufaire au sens
défini par MAHEUX & PROULX ?

Enfin, je reviendrai sur ce que recouvrefddre mathématiqueFinalement, a
travers le changement de paradigme proposé padeEMK & PROULX, s'agit-il
véritablement d'abandonner les connaissances saiesrs mathématiques ou de
faire un pas de c6té par le biais de I'étudéaife mathématiqueafin de mieux les
appréhender ?

1. Savoir et connaissance mathématique : objets i8eu théoriques ?

En premiere partie de leur article, les auteurselbfpent un argumentaire en
faveur de I'abandon des savoirs et des connaissamhématiques. Ce faisant, ils
soulévent des questions que je vois comme reladivese réificatioh potentielle
des notions de connaissances et de savoirs dansclesrches en didactique des
mathématiques. Les connaissances et les savoitdlsaes objets réels ou des
construits théoriques ?

Quand MMHEUX & PROULX posent la question de savoir s'il est possible
théoriquement, « de considérer l'activité mathémmati(des éleves par exemple),
sans y voir la manifestation de connaissances géssa priori (par ces mémes
éléves) cherchant a s'approcher de savoirs préléfilMAHEUX & PROULX, p.
24), les connaissances et savoirs sont asseznetaiteentrevus ici, comme étant
des objets «réels». De fait, les savoirs mathéomeg recouvrent ce que
CHEVALLARD (1994) appelle deslomaines de reéalitgui les font exister ou
« préexister » pour les individus, au moins powxc@cteurs au sein d'institutions
didactiques (éleves, enseignants et méme didawicieCette forme de
préexistence peut également concerner les connaessanathématiques (en tout
cas, celles des éleves) si celles-ci sont envisagdaune de leur proximité avec
des savoirs, eux-mémes préexistants, voire réifiés.

Il ne faut cependant pas perdre de vue que sa@birsnnaissances font 'objet de
constructions théoriques dans le champ des redak®rshr I'enseignement et
l'apprentissage des mathématiques. De nombreuxlehes en didactique des
mathématigues ont essayé et essaient encore d@r d&fnnaissance et savoir
mathématiques.

1 Ausens philosophique du terme : chosification ctipa de transformer un concept, un
objet abstrait en un objet concret.
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Par exemple, une connaissance en théorie desmisididactiques est caractérisée
commemoyen de prise de décision ou de chadxs une situation EUSSEAU
2010), et le savoir est appréhendé comtee fruit de I'action humaine
institutionnelle dans le cadre de la théorie anthropologiqueos(®i &
CHEVALLARD 1999). Au sein d'une théorie didactique, de tetléfinitions ne
vivent d'ailleurs pas de fagcon isolée, mais sorgemien réseau avec d'autres
concepts issus de la théorie (par exemple aveotiamde situation didactique
dans le cadre de la théorie des situations). Laindi®n entre savoir et
connaissance (comme celle citée dans le texteppéappar ONNE en 1992) peut
d'ailleurs parfois s'avérer davantage reprise étatjpnnalisée que les définitions
mémes et isolées d'un savoir et d'une connaissance.

Dans mes travaux récents au sujet de l'institutiisation, j'ai ainsi été frappée par
la diversité des définitions et redéfinitions thi§oes, attenantes a l'idée méme de
savoir, au sein de différentes théories didactigUesinventaire a la Prévert des
mots-clés ou de qualificatifs associésaoir, dans le seul champ de la didactique
des mathématiques, devient rapidement long etriflua diversité théorique sous-
jacente.

Toutefois, comme MHEUX & PROULX le soulignent & juste titre, les didacticiens

n'échappent peut-étre pas toujours a certains idgs aux jeux de langage
spécifiques de l'usage des mots connaissancego@tssa

Quand un chercheur en didactigue des mathématiqpeete du savoir
mathématique, ne se référe-t-il pas toujours doodfe & un domaine de réalité
(celui d'un texte de savoir préexistant au seinainstitution didactique) et a une
théorie didactique ? Cette double référence conmbuwit-étre & des ambiguités si ce
n'est dans les travaux de recherche en didactiggemdthématiques eux-mémes,
du moins dans leur diffusion ou dans la réceptigirpgut en étre faite.

S'agit-il pour autant d'une impasse scientifiquergicessite comme le suggerent
les auteurs du texte, un changement de paradigare @autres termes, doit-on
abandonner de parler de, mais aussi de consthé@ituement les notions de
savoirs et de connaissances mathématique, a causeréification potentielle de
ces notions ?

2. Les connaissances sont-elles mathématiques ?

Dans la contribution de MHEUX & PROULX, les idées de connaissances et de
savoirs sont parfois mises sur le méme plan. Efesitent peut-étre d'étre
davantage distinguées a divers égards. Notammegiteqque soit la théorie
didactique convoquée, les savoirs demeugeptiori mathématiques, en est-il de
méme pour les connaissances ?
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CommeRoODITI le rappelle dans son texte introductiR@®ISSEAU(1998) a parlé
de types de connaissances ou plus récemment,rdedate connaissances a méme
de permettre la construction d'un méme savoir madtique. Dans le cadre de la
théorie des situations, a l'instar dePBRRA et MARGOLINAS (2010), on peut
adopter une définition trés large de la connaissaimmme étant ce qui réalise
I'équilibre entre le sujet et le milieu dans uneiagion didactique et des lors, a
méme d'inclure des connaissances du corps, desissances dans l'action, des
connaissances de l'interaction, etc. En adoptapbice de vue sur la connaissance,
ne se rapproche-t-on pas du point de vuefaite mathématiquedéfendu par
MAHEUX & PROULX, tout en continuant a parler de connaissance ?

Toutefois si I'on définit les connaissances de #Braniaussi large, parle-t-on
toujours d'uneonnaissance mathématigtedle qu'elle a pu étre définie a l'origine
au sein de la théorie des situations didactiquest-a-dire d'une connaissance a
méme d'acquérir une fonction de savoir mathémateuecours d'un processus
d'institutionnalisation (ROUSSEAU1998, BEss0T2011) ? Dans les exemples mis a
I'étude dans les travaux menés en collaboration BMAARGOLINAS (LAPARRA &
MARGOLINAS 2010, MARGOLINAS et WozNiAk 2012), il semble que les
connaissances concernées (liées a I'énumératiorguordle du nombre pour
mémoriser une position) rentrent dans ce cadre,arghes savoirs mathématiques
concernés n'existent pagriori dans des institutions mathématiques de référence.
Mais est-ce toujours le cas ?

Autrement dit, touteconnaissance participant a la construction d'un agav
mathématiqugeut-elle étre considérée commathématiqué

En lien avec d'autres cadres théoriqgues que celladhéorie des situations en
didactique des mathématiques, cette question renwitre autres, a l'idée de
connaissances cachédéveloppées dans d'autres travaux en didac(lONSTELA
2008 ; HOUDEMENT 2011), voire awadaptations de connaissantedistinguées
dans le cadre de la double approche ergonomiquiidattique (RBERT 2005,
2008).

C'est aussi une guestion qui se trouve au ccelétddd de la différenciation dans
les apprentissages en mathématiques, a l'origineedains des travaux précités.

Ce qui confére un caractére que ces auteurs cuilifietransparenta ces savoirs dans
l'institution didactique, & méme d'éclairer plusgedes phénomenes didactiques révélés par
leurs travaux.

® Dailleurs exploitée dansASTELA (op. cité) pour parler de connaissances cachées.
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D'ailleurs, des recherches comme celles menéesiauds réseau RESEIDA
(RocHEX et QRINON 2011) qui croisent les points de vue didactique et
sociologique afin de mieux appréhender la constmatles inégalités scolaires,
conduisent vraisemblablement a élargir le pointvde sur les connaissances a
méme de participer a la construction des savoirghdénaatiques (voire
disciplinaires), en considérant I'éléve (et ménsedigves) comme un sujet social
(ou des sujets sociaux).

3. Qu'observe le chercheur en didactique des mathétiques ?

Le propos tenu par MHEUX et de ROULX me parait renvoyer a une autre
interrogation relative & la construction d'obseteatou aux outils de I'observation
(de la classe) utilisés dans les recherches sigeignement et I'apprentissage des
mathématiques.

MAHEUX & PROULX mettent l'accent sur le fait que ce que le chenckevoit ¥
correspond toujours & des actions visibles (qudessel soient dailleurs
matérielles, langagieres, etc.) des éléves eedsdignant, ou pour reprendre leurs
propos, a uffaire au sens largeC'est d'ailleurs peut-étre pour cela qu'ils pasdent
I'activité aufaire, considérant a juste titre, que l'activité mathiooa est déja le
fruit d'une construction (ou d'une reconstructitd@orique du chercheur.

Certes ce que le didacticien « voit » dans uneselasest a proprement parler ni de
la connaissance, ni du savoir, ni méme de laétivitathématique. Mais

gu'observe-t-il en réalité ? Autrement dit, dan®ligumesure, le chercheur en
didactique construit-il des observables relatifla &onnaissance, au savoir ou a
l'activité mathématique (des éléves, des enseignhant/oila une question qui

meérite clairement d'étre posée et qui l'est iniatdement, dans le texte de
MAHEUX & PROULX.

Cette question a dailleurs déja été soulevée @éntiment, dans le cadre de la
double approche didactique et ergonomiqueBERT (2008) précise en effet qu'a
travers les analysespriori d'énoncés et de déroulements, effectuées darsioe, ¢
on n'accédeau mieux qu'aux activités (parf@sminimaeta maxima des éléves et
non a leurs connaissances. Pourtant, dans l'analgs®ri d'un énonce, il s'agit
bien de déterminer les éventuelles adaptationsodeaissances convoquées dans

4 Réseau d'équipes de Recherches sur la Socialisingeignement, les Inégalités et les
Différenciations dans les Apprentissages pilotéR@IHEX.

® Je distingue ici le fait de « voir » et « d'obsgry. Observer renvoie a la construction
méthodologique (et donc en partie théorique) dintaddes.

® |l me semble que par « accéder a ®BERT (0p. cité) parle bien « d'observer » au sens ou
je I'entends ici.
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I'accomplissement des taches mathématiques con@apies. Les observables
construitsvia l'analysea priori’ ne sont donc pas sans lien avec les connaissances
mathématiques. Pour autant, le propos tenu p@®ERT (op. Cité) met I'accent sur

le fait que ces observables se situent davantagévaau de l'activité du sujet que

de celui des connaissances (ou des adaptatiormdaissances).

Ainsi différentes strates dans l'observatioia (a construction d'observables) par le
chercheur sont, possibles et de fait, sans doutrs#timent convoquées dans les
théories didactiques : entre l'activité, la consaige et le savoir mathématique...
sans que I'on ne se soit suffisamment posé laiqona$élucider les relatiorantre

ce que le chercheur en didactique « voit », obseve@e infere a partir de
l'observation.

MAHEUX & PRoULX invitent le chercheur & observer de maniére plusxe et
proche de ce l'on serait & méme de « voir » dacka$se de mathématique, c'est-a-
dire a observer dufaire voire du faire ensemble,pour étudier lefaire
mathématiqueCe faisant, ils prbnent me semble-t-il, une ndaveuverture a la

fois théorique et méthodologique qu'il convient m@nant d'interroger plus avant.
4. Lefaire mathématique : une nouvelle ouverture ?

MAHEUX & PROULX nous incitent donc bien a étudier et a observeldase de
mathématiques, sans faire d'hypotheses sur l'egistede savoirs et de
connaissances mathématiques. Comment passent-flardyqui sous-entendrait
tout ce que le chercheur peut « voir » comme astianla fois collectives,
individuelles, matérielles, langagiéeres, etc.) faile mathématiqu@ L'exemple
donné sur la résolution d'équation dans leur téxiaire la démarche a la fois
théorique et pratique adoptée par les auteurs. dssgge dufaire au faire
mathématiquerepose sur lidentification de différentsouvementgpossibles ou
effectivement mis en ceuvre par les étudiants oélé&a&s) a méme daire sensen
mathématiques, c'est-a-dire d'étre rattachés &rekafaire susceptibles d'étre
rattachés au domaine de l'activité mathématiqueuvierture portée par Iaire
mathématiquale MAHEUX & PROULX parait double : d'une part dans la maniére
d'envisager les actions (des éléves, de l'ensdigndiautre part dans la facon
d'envisager I'norizon mathématique de ces actidimsi dans I'exemple proposeé,
ils envisagent un mouvement qu'ils désignent garenverser I'équation ». Puis ils
interrogent l'efficacité, la validité, le statud, portée, etc. de ce faire, et ce, afin de
répondre au défi d'en faire sens mathématiquement.

" Notons au passage que dans les travaux en didadlieg mathématiques, I'analyse
priori (qu'il s'agisse de l'analysepriori de situations, de taches ou de types de tachas) jo
un rble essentiel dans la construction d'obsersgable
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On peut s'interroger sur la nouveauté du projetngifique porté par ldaire
mathématique,au regard des autres approches théoriques déeeleppn
didactique des mathématiques qui ont conservéeteses primitifs de savoir et/ou
de connaissance. Par exemple, la référence faitedomaine d'activité (celui des
mathématiques) pour passer fdire au faire mathématiquepeut faire penser au
projet original de la théorie anthropologique ddaditique qui vise a dépasser les
domaines de réalités liés aux savoirs, en envisadges savoirs aussi comme des
pratiques sociales @EVALLARD 1994).

Pour autant, j'entrevois bien des aspects nouvéan le point de vue exposé par
MAHEUX & PRoULX sur lefaire mathématiquel me semble que les auteurs nous
préviennent a juste titre de certains risques Bmitéra l'activité de recherche en
didactique des mathématiques. Le chercheur entijdacest-il toujours plus ou
moins emprisonné par un (ou plusieurs) texte(s3al@ir mathématique ? Peut-il
objectiver la notion de connaissance, sans che&Harramener a des éléments
textuels (et dés lors préexistants et figés) desisamathématiques ? Enfin, le
chercheur, mesure-t-il les écarts entre ce qwaito», ce qu'il « observe » dans la
classe et les connaissances et les savoirs maifaesgu'il cherche a étudier ?

Ces questions centrales dans l'article deiBUx et RROULX, méritent toute notre
attention. J'espére en avoir convaincu le lectedil de ma réaction.

Toutefois, I'ouverture méthodologique et théoriguénée par ces deux auteurs
nécessite-t-elle d'abandonner les idées de coamass et de savoirs
mathématiques ? Ou bien faire mathématiquaeprésente-t-il un pas de c6té
nécessaire pour étudier les connaissances etvegssade facon plus ouverte et
objective ?

Quoiqu'il en soit, le changement de paradigme mémpar ces deux auteurs permet
visiblement de lever une certaine illusion de tpamence sur les notions de
connaissance et de savoir en didactique des matiées
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JEROME PROULX, JEAN-FRANCOIS MAHEUX

FAIRE MATHEMATIQUE : UN DEBAT PORTEUR
(Débat : réponse)

Venus a la recherche en didactique des mathématdpares des environnements ou
les discussions ont toujours été trés vives, neugauvions espérer mieux que cet
accueil a notre proposition concernantféére mathématiquell nous semble
essentiel, d’abord et avant tout, de soulignendésture des éditeurs derriere cette
initiative, et des collégues qui ont bien vouls fFemiers, se risquer sur le terrain
du débat avec nous. Les arguments développés papliegues Roditi, René de
Cotret et Coulange, malgré la difficulté d’entrar ge telles questions en I'espace
de quelques pages, sont forts, sérieux et articBlé&s : ils sont porteurs pour un
débat que nous sommes ravis de poursuivre et méatimehter. Nos collégues
soulevent de nombreuses questions auxquelles rmwsigns vouloir répondre,
mais nous proposons plutdt de laisser ouvertesfin que d’autres puissent dans
un premier temps s’y engager.

La proposition que nous exprimons dans notre artidd & contrecourant des
mouvances usuelles et culturelles en didactique desthématiques. Les
curriculums sont remplis de savoirs mathématigl@ssenseignants les enseignent,
les apprenants les apprennent, les évaluateurévidsent... Les savoirs et les
connaissances sont la, c’'est indiscutable. Déddare plus les considérer, laisser
entendre qu’il faut penser autrement n’apparait tpgs plausible. Nous avons
néanmoins tenté I'exercice de pensée, en termefaitee mathématique Cet
exercice, en lui-méme, nous apparait important y moit quelque chose comme
une démarche de recherche, une étude, a la maluietdes artistes la pratiquent.
Cet exercice engage. Il engage autant au nivealéaggue qu'au niveau émotif,
privant d’'un élément que I'on peut croire vital @ne survie comme chercheurs en
didactique des mathématiques. Faire abstractionsdeeirs et connaissances,
comme manquer d’air, peut avoir quelque chose digpant et paralysant.

Nous avons rapproché faire mathématique& certains éléments de I'énaction et
des théories socio-culturelles, prétendant troulagrs ces théories certaines idées
permettant de fonder de nouvelles analyses dideetigen mettant de c6té toute
interprétation ddaire par référence a des savoirs, au moins dans urigreamps.

Il s’agit donc d’'une proposition pour entrer d’atbodans le probleme d'une
certaine maniére, d’une autre maniére, en preeanavail d'analyse du chercheur
au sens étymologique du terme : on relache, om ¢éli grecanalysis de ana

« en haut » duein, « lacher »).

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 71 - 72.
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Voila un chemin qu’il nous semble important d’exello de développer, quitte a
troubler certaines certitudes en didactigue deshé@maatiques, ne serait-ce que
momentanément. Le débat, on I'avouera, est plugitesde santé, tant pour une
revue que pour une discipline scientifique !

JEROME PROULX <proul Xx.j eromre@gam ca >
JEAN-FRANCOIS MAHEUX < paheux. | ean-francoi s@igam ca >

Département de mathématiques, UQAM
C.P. 8888, Succursale Centre-ville
PK-5151
Montréal, Qc H3C 3P8



ELIZABETH MONTOYA DELGADILLO & LAURENT VIVIER

LES CHANGEMENTS DE DOMAINE DANS LE CADRE DES ESPACES
DE TRAVAIL MATHEMATIQUE

Abstract. Changes of field within the Mathematical Working Space framework.
Research on Mathematical Work Spaces has beenogedefor more than fifteen years in
the field of Geometry. Taking advantage of intéioval meetings, it has been necessary to
develop this framework to other fields such as Alge Analysis and Probability. In this
context, we are interested in articulating mathérahfields in the mathematical work. Our
study on changes of field is based more specificalh Geometrical Working Space
distinguishing an initial field, or source, andiaal field, or resolution. Examples analyzed
in this article are taken from researches in Child France and allow us to build a set of
questions to study changes of field.

Key-words. Mathematical Working Space, Field, Genesis

Résumé.La recherche sur les Espaces de Travail Mathéneastest développée, depuis
plus de quinze ans, dans le domaine de la géoméwida faveur de rencontres
internationales, le besoin s’est fait récemmentiisele développer ce cadre théorique a
d’autres domaines mathématiques comme I'algébamalyse ou les probabilités. Nous
nous intéressons, dans ce contexte, a l'articuladies domaines mathématiques dans le
travail mathématique. Notre étude sur les chang&mele domaine s’appuie plus
spécifiquement sur les Espaces de Travail Géométrigp distinguant un domaine initial,
ou source, et un domaine d’arrivée, ou de résaluties exemples développés proviennent
d’'investigations menées au Chili et en France elsnmermettent de proposer une grille
d’analyse pour I'étude des changements de domaine.

Mots-clés Espace de Travail Mathématique, Domaine, Genése.

Introduction

A la suite des recherches utilisant le modéle deadigmes géomeétriques et des
Espaces de Travail Géométrique (Houdement & Kuzri2@k6 ; Kuzniak, 2009),
Kuzniak (2011) a ouvert la voie pour une extensiatiautres Espaces de Travail
Mathématique (ETM) relatifs a I'algebre, a I'anaysetc. Une question qui se
pose, et qui a été récurrente lors d€S 8t 4™ colloques ETM (24-25 octobre
2012 a Montréal et 30 juin-04 juillet 2014 a El &sal, Madrid) est la question de
I'articulation de différents domaines mathématigdegravail

De fait, lorsque I'on pose une tache mathématique é@léeve, elle est fréquemment
posée a travers un ou deux domaines mathémati¢sesteut il peut arriver que,
au cours du travail, il faille changer de domai@e. peut étre pour des raisons de

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 73 - 101.
© 2014, IREM de STRASBOURG.
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programmation de I'enseignement par le professgest ce qui est appelé ETM
idoine (voir section 1), ou simplement pour dessaas mathématiques pour
pouvoir effectuer la tache — les deux points denaig’excluent pas.

Par exemple, un exercice de géométrie, s'il es¢ pmsquement dans ce domaine,
bascule tres souvent dans un domaine numériquégéhraue s'il est question de
grandeur. C’est en partie pour cela que le cadsdedpace de Travail GEéométrique
(ETG) ne recouvre que partiellement les taches @éignes relatives a
I'utilisation du théoréme de Pythagore car le tiavievient souvent et trés
rapidement numérique ou algébrique (voir a ce pdfuxeniak, 2014).

Dans l'état actuel de 'avancement des recherchas tenvironnement des ETM,
seul le domaine géométrique a été pleinement éetdidos exemples s’appuient
sur les notions d'ETG, noté également EIMDans cette étude nous prenons
principalement en compte les domaines de la gé@métr nombre et de l'algébre.
Cela recouvre l'essentiel de ce qui peut étre eBselans le premier cycle
secondaire (grades 7-10 au Chili, grades 6-9 emcEja

Dans ce texte, nous nous intéressons aux changeaemtomaine de travail dont
I'étude a été initiée au colloque ETM 3. Le rble kEnseignant nous parait
essentiel et notamment 'ETM idoine qu'il élabor@up ses éléves. Cela recouvre
également, pour nous, les adaptations qu'il faitclxsse. Ainsi, lorsqu’il s'agit
d’'une situation de classe, utilisons-nous des dd&m de mieux comprendre et
d’analyser non seulement 'ETM idoine, mais aussi flesponsabilités de chacun
lors d’'un changement de domaine de travail.

Ainsi, les trois premiers exemples, en sectionadt-fis relatifs a 'influence de
'ETM idoine lors d'un changement de domaine. Erctisen suivante, nous
proposons trois exemples qui traitent du réle adesges du modéle des ETM dans
un changement de domaine. Ces exemples n'ont madioo a étre représentatifs
ni génériques. L'idée est simplement de faire mesdes points saillants d'un
changement de domaine. Ainsi, en section 4 nouysopmns une grille constituée
de questions centrales pour analyser un changemeedbmaine et, en section 5,
nous abordons le cas spécial de la visualisatiogéemétrie. Avant de traiter ces
exemples, nous exposons, en section 1, le cadrETdsque nous utilisons pour
nos analyses.

1. Cadre d’analyse

1.1. Le modéle des Espaces de Travail Mathématique

Dans Houdement et Kuzniak (1996, 2006) et KuzniaB04), trois types de
géométrie ont été identifiées comme des paradignmées Gl, Gll et Glll. Elles
coexistent dans I'enseignement et leur fonction destpermettre a I'éleve de
construire son proprespace de Travail Géométriqgeidé par le professeur. Les
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problémes géomeétriques peuvent prendre différemgprétations, avec des
validations différentes, qui dépendent du paradiginéde I'institution, ce qui est
pris en charge par la notion d’ETG.

Actuellement, le modeéle considére plus généralementEspace de Travail
Mathématique (ETM) qui dépend d’'un domaine mathé&muat Ainsi, un ETG est
noté ETM; ou ETMseomerie €1 ON peut considérer des ETM d'autres domaines
comme l'algebre, ETMgeore €tc. (Kuzniak, 2011). Les paradigmes permettent d
caractériser les ETM (ibid.).

On distingue trois types d’'ETM :

* I'ETM de référence qui est défini selon la relatiam savoir, idéalement
sur des criteres mathématiques ;

* I'ETM idoine qui dépend d’'une institution et quit e&fini selon la maniére
dont ce savoir est enseigné dans cette institati@es une fonction propre ;

e I'ETM personnel qui dépend d’un sujet et qui edtrdéar la maniére dont
le sujet se confronte a un probléme mathématiquec @es propres
connaissances et capacités cognitives.

Dans le modéle des ETM, on concoit la conceptu@isacomme le fruit d’'une
interaction entre un individu et des problémes i@tiques (géométriques,
algébriques,...), dans uenvironnement organisé pour et par le mathématicien
(géometre, algébriste,..adrticulant deuxplans le plan épistémologique et le plan
cognitif (ibid.).

Le plan épistémologiqueest constitué de troiscomposantesou pbles:
representamerréférentiel théoriqueet artefact Le plan cognitifest constitué de
trois processusvisualisation constructionet preuve Pour décrire I'articulation de
ces deux plans, on considére trois genéses (ibid.)

« Une genessémiotiquebasée sur les registres de représentation séagotiq
qui confére aux objets tangibles de I'ETM un stafobjet mathématique
opérationnel.

« Une genesénstrumentalequi permet de rendre opérationnel les artefacts
dans le processus de construction.

« Une genesédiscursivede la preuve qui donne un sens aux propriétés pour
le mettre au service du raisonnement mathématique.

Les genéses de I'ETM permettent une articulatiotreetes plans et leurs
composantes respectives. Cette articulation nepdatse comprendre comme la
réunion de trois relations isolées entre deux caapes des plans
épistémologique et cognitif, mais plutdt comme telation activée conjointement
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par deux, voire trois, genéses. C’est dans cetsppetive que Kuzniak et Richard
(2014) ont défini troisplans verticauxreprenant les genéses deux a deux:
sémiotique-instrumental  (sem-inst),  sémiotiqueisié  (sem-disc) et
instrumental-discursif (inst-disc).

Pour le chercheur, il est important d'identifiers lggeneses activées par un
professeur (ETM idoine) et les genéses privilégipas un éleve lors de la
réalisation d’une tache mathématique (ETM persgnnel

1.2. ETM associé a un Domaine

Kuzniak et Richard (2014) précisent que «l'espad®esi concu désigne un
environnement pensé et organisé pour permettnavait des individus résolvant
des problémes mathématiques ». Ainsi pourrions-asgecier a tout ensemble de
probleme un ETM permettant de les résoudre. Néamsnbéspace de travail est le
fruit d’'une organisation qui lui donne une struetet il est nécessaire de spécifier
cette structure. Le plus simple est de concevoiE TR comme étant associé a un
domaine mathématique. Un domaine des mathématiggesune partie des
mathématiques qui est définie par des objets, efggsentations de ces objets, un
référentiel théorique portant sur ces objets (eomaait |a les composantes du plan
épistémologique). Ce domaine doit avoir une stmecttohérente du point de vue
mathématique et épistémologique. Il nous sembles aloe le meilleur garant est
que cette partie, pour étre considérée come un idemsoit reconnue comme tel
par la communauté des mathématiciens. Ainsi pouwons parler d’'ETM de la
géométrie, de I'algébre, de I'analyse, des prokiabjletc.

La notion de domaine nous semble trés importante’eat a ce niveau que I'on
peut identifier les paradigmes qui caractérisemtd&M. lls permettent également
de préciser les représentations, les artefactpyrégsiétés des objets, etc.

La notion de domaine doit étre distinguée de cadlecadre au sens de Douady
(1986). En particulier, un cadre contient les insageentales des éléveseurs
connaissances, ce qui n'est pas le cas d'un domgumeest essentiellement
mathématique. Si le cognitif est directement prischarge dans un cadre, en
revanche il n'est pas présent dans la notion dead@mDans le modéle des ETM
gue nous utilisons, le cognitif est considéré dienplan cognitif et les images
mentales d’un sujet peuvent étre considérées argdey notion d’ETM personnel.

Les objectifs sont également différents. La notiencadre a été introduite dans la
perspective d'un jeu de cadre, en le combinant awvex dialectique outil-objet,
pour créer des déséquilibres, de maniére consgm@ntéenseignant, dont I'objectif

! Douady précise : « Deux cadres peuvent compceemiémes objets et différer par les
images mentales et la problématique développdeowady, 1986, p. 11).
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est la construction de nouvelles connaissancess dame perspective de
conceptualisation. Notre objectif consiste plutdi’étude du travail mathématique
proposé par I'enseignant a ses éléves, sans nigeesmat des notions nouvelles,
sans forcément se centrer sur une notion. De plogs ne nous plagons pas
uniquement au niveau d’'une notion particuliére néwellement nouvelle, comme
dans la dialectique outil-objet, nous nous intémassplus a un systeme de
fonctionnement plus global: lors de changement&TH, des connexions

s’operent-elles entre ETM ? et sous la responsaloiéi qui, professeur ou éleve ?

1.3. ETM local et global

Néanmoins, un domaine mathématique peuttéapgegrospour I'étude didactique.
On pourra ainsi se restreindre asous-domaineomme l'algébre linéaire dans le
domaine de l'algébre, les statistiques descriptilaa®s les statistiques ou encore les
grandeurs dans le domaine de la géométrie. De n@m@ourra se restreindre a la
signification d’'un domaine dans une institution lage, avec les programmes
d’études, comme I'ETM de l'algébre de I'enseignemeecondaire chilien ou
francais. L'important est toujours d’avoir une e@me consistance mathématique et
une reconnaissance de ce sous-domaine par la camtéwtes mathématiciéns

Enfin, pour une étude plus ciblée, parfois nécessal’étude didactique, on pourra
parler d’'ETMlocal lié & un concept, une notion, un petit groupe j&tsh quelques
connaissances comme dans « ETG autour du théorenlhalés ». Mais cette
notion d’ETM local n'est pas nécessairement liéex aoonnaissances
mathématiques. Par exemple, on peut penser a un |Bda lié & des artefacts,
comme pour l'analyse d’'une tache proposée ave®gigiél ou encore un ETM
« de la regle et du compas » (encore que I'on pduici discuter du caractere
local). On peut également penser a définir un Eob&ll associé a un registre de
représentatioh surtout lorsque I'on ne dispose que d’un regipwar représenter
les objets ou que, si I'on posséde plusieurs megisteux-ci he sont pas ou mal
coordonnés. Nikolantonakis et Vivier (2010, 2013) mis en évidence des
différences de stratégies, de traitements, d'inéegtions dans des taches sur les
nombres entiers dans des bases autres que dijoguyaolrrait interpréter comme
un travail dans des ETM différents : certains éntsi effectuaient la tache dans
'ETM local du registre de la base proposée alare g'autres changeaient de
registre avant d’'effectuer la tache.

% Ici, le sens est étendu car il ne s'agit pas eneent des chercheurs en mathématiques.
On pourra par exemple penser aux enseignants deématiques pour les sous-domaines
dans une institution scolaire.

® On peut dailleurs interpréter le travail de Lambsur lirrationalité dex comme un

changement d'espace de travail : il avait commersans succeés, a chercher une
démonstration dans le systeme décimal avant dempass fractions (Bullynck, 2009).
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On releve donc plusieurs types d'ETM : des ETM ei€s0a un domaine, des ETM
associés a un sous-domaine et des ETM locaux alsxifjdaut ajouter des ETM
globaux. Un ETM global regroupe I'ensemble des cosaptes cognitives et
épistémologiques dans le travail mathématique dsigars domaines. Cette notion
d’ETM dans son sens global est a réserver dansaesu les registres, domaines,
notions, etc. en jeu sont suffisamment bien in®gl&ine maniére cohérente. Sans
cette cohérence il semble difficile d'utiliser eethotion d’ETM dans son sens
global. On peut d’ailleurs interpréter comme uneenmajeur de I'enseignement
des mathématiques le fait d’aboutir a un ETM globabrdonnant les ETM
associés a des domaines mathématiques. On pearteulger penser que 'ETM
personnel d’'un enseignant de mathématiques estlgtelnjui lui permet d’élaborer
un ETM idoine qui prend en charge plusieurs donwimaéme si I'on peut
interroger la coordination des ETM associés autédifits domaines au sein de cet
ETM idoine.

On ne peux manguer de remarquer que le découpasjepadbposé est proche des
niveaux de codétermination didactiqaéscipling domaine secteur theme de
Chevallard (2001). Néanmoins, la structure des E&8f différente car, par
exemple, urthémeest nécessairement lié a une unique technologis gue I'on
peut trés bien penser un ETM local plus gros, commeETM local de la
géométrie sur le triangle, ou un ETM lié a un regisle représentation. En outre,
le modele des ETM permet de prendre en compte riegaets utilisés et les
preuves acceptées en lien avec un paradigme.

1.4. Changement d’'ETM

Sans que cela remplace les types d’ETM dévelopms Kuzniak (2011),
référence, idoine et personnel, nous avons défiatrg types d’ETM dans le but
d’étudier un changement de domaine. Avec ces qugpes d'ETM on peut
considérer :
- un changement d’ETM locaux au sein d’'un méme doenain
- un changement d’'ETM associés a un sous-domainesiaudain méme
domaine ;
- un changement d’'ETM associés a deux domaines eliffér ou plus
simplement un changement de domaine, ce changementvant
s'effectuer ou non au sein d'un ETM global.

Dans cet article, nous considérons uniquement fai&te situation méme si I'on
pourrait penser a des adaptations pour les deuxi@res. Les changements de
domaine sont traités a partir d'un énoncé et, leietendu, il faudrait considérer
plus d’énoncés différents pour pouvoir prétenddesiconclusions plus générales.

Nos analyses se focalisent sur le travail math@matne faisant intervenir que
deux domaines : le premier est le domaiparce ou initial, le domaine principal
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de I'’énoncé que nous notons Ds, et le second ésintaine de résolution Dr. Il est
a noter que I'énoncé, s'il est exprimé essentigdieindans Ds peut également avoir
des traces du domaine Dr ce qui peut faciliterhlengement de domaine, nous y
reviendrons. En outre, I'expression « domaine deltdion » est a prendre dans le
sens large de « domaine but » ou « domaine d'&sivdais avec cette appellation,
nous insistons, a la suite de Douady (1986), sucdeactére producteur en
mathématiques des changements de cadre. On poperéer que Ds a une
dimension objet et que Dr a une dimension outipedelant, cela ne recouvre pas
toutes les situations et notre point de vue sendis¢ une fois de plus de la
dialectique outil-objet. En particulier il n'y a panécessairement de probleme a
résoudre, comme par exemple dans un changemenbrdairee ou Dr est la
géométrie dans une perspective de visualisation.

En dialectique outil-objet, le changement de caglse motivé par un objectif
d’apprentissage de maniere consciente par I'enapigrQu’en est-il dans un
changement d’ETM ? Bien sdr il peut y avoir un obfed’apprentissage, mais ce
n'est pas nécessairement la seule raison. Nousnempiutét d'y voir un manque
dans 'ETMys que 'ETMp, peut combler, qui peut bien entendu étre pensé
consciemment par I'enseignant et inséré dans I'Eddhe qu’il élabore (un ETM
idoine global dans le sens ou il inclut deux domaines, voiredsiis). Ce manque
peut tenir & différentes raisons qui sont essderignt reliées aux composantes de
TETMps et qui se rattachent & au moins une des troissgsenésémiotique,
instrumental ou discursif.

Comme dans (Kuzniak, 2014), un des deux domainesidérés, Ds ou Dr, est la
géomeétrie afin de pouvoir s’appuyer sur les paradig géomeétriques et les EEM
Dans le cas ou la géométrie est le domaine soumgs, souvent dans
I'enseignement secondaire, le domaine de résolabhe domaine du nombre, de
I'algébre ou des fonctions (éventuellement de I'ws®). Et si la géométrie est le
domaine de résolution, on peut penser que c’'esecours a la visualisation, réle
tres particulier de la géométrie (Kuzniak, 2011)j gst requis pour combler un
manque dans le domaine initial. C'est ainsi que beut interpréter le travail de
Barrera (2012) : on part d’'un domaine source Dsérique pour visualiser, dans le
sens de géomeétriser, la multiplication dans diffesseensembles de nombres — Dr
est la géométrie donc.

2. Influence de 'ETM idoine sur le changement de @maine

Nous proposons dans cette section, sans prétenbeghaustivité, trois cas ou
'ETM idoine influence les changements de domaiResir chaque cas, nous nous
focalisons plus particulierement sur un point :goggme, variable didactique et
indice dans Ds du changement de domaine. Mais, éendu, I'influence est
exercée par un ensemble de facteurs dont notanienemtrat didactique que nous
n'abordons pas directement.



80 ELizABETH MONTOYA DELGADILLO ET LAURENT VIVIER

2.1. Influence des paradigmes

Le premier exemple a déja fait I'objet de plusiedtsides (Jacquier, 1995 ;
Houdement & Kuzniak, 1999 ; Montoya-Delgadillo, B02014) :

On construit un carré ABCD de c6té 5 cm.
1) Calculer BD.

2) Situez le point | du segment BD tel que BI=28 ¢e point J du segment BC tel
que JC=3 cm.

Est-ce que la droite (1J) est paralléle & la dr@x€) ?

A B

Figure 1

Cet énoncé fait référence & deux domaines mathgmesti le domaine de la

géomeétrie, incluant les grandeurs, et le domaineatiobre (contenant au moins les
rationnels, écritures décimale et fractionnairdegtracines carrées, c’est-a-dire le
domaine du nombre de fin de collége). La différerotre les grandeurs et les
nombres est souvent faible compte tenu de 'impegadans I'enseignement des
grandeurs mesurées qui font que I'on confond fa® une grandeur avec le

nombre le mesurant dans une unité donnée.

On reconnait les objets usuels de la géométrieg,gaoint, segment, droite — et la
propriété du parallélisme —, auxquels on ajouteolgiets des grandeurs, longueur
(BD, c6té, BI, JC), mesures et unité (3 cm, 2,8 &mm). C'est dans les mesures
que I'on trouve les objets du domaine du nombre.

La question 1) demande de calculer BD et non deiraesCompte tenu de 'ETM
idoine de I'institution scolaire, il N'est pas attki que ce calcul s’effectue avec les
grandeurSmais par un calcul dans le domaine du nombrdisatibn du théoréme
de Pythagore, détermination de la longueur BD dardomaine du nombre — le
théoreme de Pythagore, tout comme le théoréme dég,hpermet ce type de
changement de domaine. Ici, il est clairement dtidiobtention de BB=5* + 5

* Comme cela pourrait étre envisagé avec un traitema la Euclide » utilisant les aires.
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pour avoir BD = 52, l'unité, le cm, étant ajouté une fois la racosrée utilisée

car les traitement§¥cm? = cm ouv52 cm? =5 cm ne font pas partie de I'ETM
idoine, au Chili comme en France. De fait, il yi@nbun changement obligatoire de
domaine afin de répondre a la question. Il est Isignpossible de donner une
valeur approchée de BD a l'aide d’une calculatric®7 cm ou 7 cm, voire 7,0 cm,
en se limitant au mm ce qui correspond aux forrdats données de I'énoncé, et
aussi de ne donner que cette valeur approchée.

Ainsi, dans cette question 1 et compte tenu de MEitloine de l'institution
scolaire, le changement est clairement indigadc(ler et nonmesurey : Ds est le
domaine de la géométrie et Dr est le domaine dubnenfnotons ici que la
dénominatiordomaine de calcuderait plus adéquate que domaine de résolution).

En question 2) il n’y a aucune trace de Dr. De faiquestion peut étre résolue en
géométrie, sans changement de domaine, par urgisaion dans un paradigme
Gl. En effet, dans le paradigme Gl, on peut répersdhit visuellement, soit avec
des instruments (3 étudiants-professeurs sur lete1®tude de Montoya (2010)),
soit encore avec un Logiciel de Géométrie Dynamid@&D). On conclut alors au
parallélisme exception faite de I'usage possiblend.GD car il permet une plus
grande précision (utilisation d’'un oracle, utilisat de zooms, avant ou arriere,
adéquats pour comparer (1J) avec la paralléle 3)(BC

Toutefois, la question et la configuration peuvéaite penser au théoréme de
Thalés. Dans ce cas, par un phénomeéne identique cudstion 1, il y a un
changement pour le domaine du nombre. Dans I'éfedglontoya (2010), ce sont
16 sur les 19 qui utilisent le théoreme de Thatéfort donc un changement de
domaine vers le domaine du nombre.

Dans [l'utilisation du théoréme de Thales, le payadi de travail, GI ou Gll,
modifie les réponses et aussi le travail dansri#cessité d’'une valeur exacte pour
le paradigme GIl alors que le paradigme Gl peutsatisfaire d’'une valeur
approchée — il faudrait ici discuter d'un seuil ataptabilité. Il y a de fait une
dépendance des ETM de la géométrie et du nombrediwe cété les paradigmes
Gl et Gll et de l'autre le calcul exact et le cdlapproché. Ainsi, dans Gll, en
utilisant les valeurs exactes BI/BD =282 et BJ/BC=2/5, il n'y a pas
parallélisme : soit parce que les nombres que lauledrice affichent sont
différents (0,3959... et 0,4), soit parce que l'uhresonnu comme irrationnel et
'autre comme rationnel (5 étudiants sur les 19gqa®eurs stagiaires de I'étude
(Montoya-Delgadillo, 2010 ; 2014)). En revanchensi&l, I'utilisation de valeurs
approchées permet de conclure au parallélismeudiagtts sur les 19) : soit en
utilisant 7 cm pour BD, les fractions obtenues sdots €gales, soit en se limitant a
I'égalité a 0,1 prés des deux fractions. Notons cptee réponse « les droites sont
paralléles » est en accord avec I'observation llsue4 étudiants utilisent le
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théoréme de Thalés ou de Pythagore, parce quigsntqu’il y a parallélisme, et 3
autres étudiants vérifient le parallélisme avednatrument géométrique (il n'y a
donc en général pas de visualisation pure, sartg gau contrat).

2.2. Influence des variables didactiques

Dans cette section nous étudibpkis spécifiquement un changement en classe, au
Chili, & partir d’'une vidéo (Montoya-Delgadillo, Ma-Lorca, Mena-Lorca, 2014).

Le changement n'est pas indiqué, non nécessaire feuat utiliser la
proportionnalité et, par exemple, le produit enixroet semble totalement
naturalisé pour le professeur PN1.

PN1 travaille avec des éléves de grade 9 danstle’imtroduire le théoreme de

Thalés. Il s’appuie pour cela sur l'enseignemergéc@dent sur les triangles
semblables. Les taches mathématiques reposent asutétermination d’une

longueur inconnue par un passage dans l'algebee, @ve équation. L'équation est
obtenue par les théoremes sur les triangles selebldbénoncé n’est pas donné
en une seule fois, il est explicité au fil du temps I'enseignant.

| = X,

. X = 9 |

2a : présentation du 2b: (rappel) deux raisol 2c : travail algébrique
probleme géomeétrique sont proportionnelles

Figure 2 : Trois phases de PN1, d'un ETM & un ETMa.

La présentation commence par un exemple s’appwganthistoire, non validée

historiguement, de Thales calculant la hauteur e’ypyramide avec une
représentation en 2D (figure 2a) : le Soleil, ugeamide (hauteur et ombre) et un
baton (hauteur et ombre).

La premiére question, posée oralement par I'enaeigpropose de revenir sur les
triangles semblables en proposant les coupleg (@ la pyramide et (4, 1) pour
le baton. L'enseignant (figure 2b) montre que llégades rapports n'est pas
satisfaite en utilisant un produit en croix (3&#4x2). La deuxiéme question,
toujours orale, demande de calculer la hauteungsdamide a partir des couples
(x, 2) et (4, 1). L’égalité des rapports fournit Kedion qui est transformée par un

® Une recherche sur des professeurs débutantst pidj6988 du gouvernement chilien.
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produit en croix, puis résolue pour trouver 8 (feyu2c). L'utilisation de la
similitude de triangles fait apparaitre ici deuxplitites : les triangles sont
rectangles ce qui permet d’avoir un méme angle demgleux triangléset le
rapport est écrit avec les cbtés jouxtant I'angleitdsans préciser les choix ni
I'ordre des cotés.

Ainsi, I'énoncé est-il proposé dans Ds, domaine l@legéométrie, aprés un
changement de la dimension 3 a la dimension 2. dl®sts de la géométrie,
toujours avec les grandeurs, sont: pyramide, leagutriangles, angles. Le
changement de domaine vers Dr, domaine du nombrepéot se limiter aux
rationnels et de fait aux entiers avec les varglolemériques retenues), pour le
calcul, semble passer inapercu pour I'enseignagd. unités ne sont pas indiquées
dans les longueurs et 'usage du théoreme suridegtes semblables non justifié :
PNL1 écrit directement les deux couples de nomhriedajvent étre proportionnels.
Le méme phénomeéne apparait avec le changemenlkeddmmaine de 'algébre.

Par ailleurs, non seulement les changements de idensont implicites et
entierement a la charge de I'enseignant, mais @ ild sont inutiles avec le choix
des variables didactiquesjue ce soit vers le domaine du nombre ou dedlaky
car la solution est immédiate avec les grandeurs'yl a pas de traitement
spécifigue au domaine du nombre ou de l'algébresilévident que les couples
(3u, 2u) et (44, 1u) ne sont pas proportionnels a cause de l'unitéemt& (nous
plagons volontairement I'unité de longuelr Il n’est donc pas nécessaire de poser
une égalité dans le domaine numérique, les reltionltiplicatives entre
grandeurs suffisent. Il en est de méme de la rebbede la longueur inconnue :
comme 21 = 2x(1u) alors la longueur proportionnelle cherchée e @x= 8u.

D’allleurs, a la question guelle devrait étre la hauteur de la pyramide pque ce
soit proportionnel %, les étudiants répondent « 8 » mais PN1 pouwstenient
vers un travail algébriqgue. On peut constater ghé Phange de domaine, de la
géométrie vers l'algebre, sans promouvoir un ttadans I'ETMs. L'ETM idoine
élaboré par ce professeur est clairement orientéupa méthode systématique :
quand on a une longueur inconnue, on utilise ltadgéet une équation ce qui
entraine le changement de domaine.

2.3. Influence d’'un indice de changement de domaine

Dans cette section, nous étudions un exerciceesuaites dans un rectangle. Il est
accessible dés le début de I'enseignement secendauvent pour une application

® Cela n'est pas dit. Oralement, PN1 mentionne ieacommun par les rayons du soleil,
mais ce n'est pas un angle dans les triangles.

" Cependant, des situations plus complexes, notammet des variables numériques
mieux ajustées, pourraient permettre de justiieetours a l'algebre.
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de l'algebre avec inconnue et mise en équation.sN@vons posé dans deux
situations : d’'une part en formation des enseignduatpremier degré, en France et
en Grece avec un indice du changement de domaiom@&rie>Algebre, en 2009
avec 26 étudiants francais et 100 grecs (Nikolakisn& Vivier, 2014), puis sans
indice pour les mémes populations, en 2013, av&cét@diants francais et 166
grecs (Beck et al., 2014). Il s'agit d'un travaitividuel écrit.

Soit le rectangle ABCle 5 m sur 18 m de la figure ci-contre. Trouvepdaition
du point Esur [BC], tel que I'aire dADCE soit le double de I'aire d&BE.

B E C

Figure 3 (donnée avec I'énoncé)

La visualisation dw sur la figure devrait orienter les procédures Vatgebre et
plus spécifiquement vers une mise en équitidnindique un changement de
domaine de travail par contrat didactique. Noustydoss quex est un indice
(Peirce, 1978) qui active un registre algébriqupuiela genese sémiotique, qui
aura pour conséquence un travail dans un ETM duwaitande l'algebre. 1l s'agit
ici d'un élément fort de 'ETM idoine : celui quiope le probleme attend une
utilisation de l'algébre, c’est-a-dire un changemee la géométrie, Ds, vers
I'algebre, Dr.

La procédure majoritaire attendue (ABE) = 5¢2 ; (ADCE) = 18x5-%2 d'ou
I'équation 90-%/2 = 5¢ que l'on résout pour trouvex=12 m. Il s’agit d’'une
procédure avec un changement de domaine Géom#tAdgebre. Il n'y a de fait
pas de travail géométrique a proprement parlepéut éventuellement considérer
I'application des formules d'aire). Il est a menter toutefois qu'une
décomposition méréologigtfede la figure est nécessaire afin de pouvoir mettre

8 On peut se demander si I'équation est un artefastmatériel dans le sens de Rabardel
(1995) ou bien s'il s’agit d’un élément activé fmgeneése sémiotique.

° Nous utilisons la notation grecque pour les aites figures planes comme (ABE) pour

I'aire d'un triangle et (ADCE) pour I'aire d’un qdelatére.

19 | a décomposition méréologique (Duval, 2005) impéiqun découpage de la figure de

départ en sous-figures de méme dimension. Elle aagppun raisonnement basé

principalement sur la perception a travers des wgamges de la figure et une superposition :
le pble “espace réel et local” de I'ETG est le pddeninant.
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équation, mais cette décomposition est indiquée ariante de cette procédure
consiste a utiliser la formule de I'aire d’un trap@our exprimer l'aire de ADCE :
(ADCE) = 5%(18 + 18 x)/2. Il n'y a plus de décomposition méréologiquelae
figure de départ (il y a une décomposition méréigiag en 1D de [BC]).

Toutefois, d’autres procédures sont envisageahletessentiel du travail reste
dans un ETN, sans algebre. En complétant le rectangle ABERyeart découper

le rectangle initial ABCD en trois aires égales end une décomposition
méréologique. Le tiers de I'aire de ABCD est 1/3x¥G= 30 nf et donc ABEF est

un rectangle d’aire 60mavec un codté de 5m, donc lautre co6té mesure
60 nf/5 m =12 m. Cette procédure est a rapprocher dle emvisagée dans
(Kuzniak, Parzysz & Vivier, 2013 ; voir aussi Kuakj 2014) pour un probléme
d’aire dans un carré. On peut aussi arriver au mé&swdtat sur les grandeurs avec
(ABE) + 2x(ABE) = (ABCD). Des adaptations de egprocédure sont possibles,
notamment avec une équation du typexz B0 », plus facile a résoudre.

Ainsi, pour ce probleme, si un travail dans Ds hjgss nécessaire, sa réalisation
peut néanmoins influencer le travail dans Dr, ades équations différentes,
pouvant aller jusqu’a se dispenser du changemedbhaine.

Dans la deuxiéme version, sans mention aw«la tache s’exprime entiérement
dans le domaine de la géométrie, et le travait@me peut rester uniguement en
géométrie. C'est évident dans le paradigme Gl peiskpn se contente d’'une
solution approchée que I'on peut obtenir, par exemavec un LGD du type
Geogebra, ou bien par essai-erreur en papier-crayofait que la valeur trouvée
par un logiciel soit exacte, par choix des varigld@lactiques, rend possible une
résolution en géomeétrie dans un paradigme Glli(isiagit d'un jeu GI-GlI). Bien
entendu, un changement de domaine vers l'algébretoegours possible, ce
changement étant alors a la charge de I'étudiant.

Les résultats des deux expérimentations sont dodaés la table 1 ci-aprés. Il
n’est évidemment pas surprenant de voir que lagotiom d’étudiants utilisant une
mise en équation, par un changement de domairesebtes sensiblement entre les
deux expérimentations (avec ou sans indice). Eanghe, on s’apercoit que cette
proportion reste toujours forte (presque les déersX dans I'énoncé sans indice.
Cette ressemblance des ETM personnels, que cerséitance comme en Gréce,
nous indique un effet fort de I'ETM idoine, ident® dans les deux pays pour ce
type de taches (les pourcentages sont tres proaipgisjavorise I'utilisation de
I'algébre. A ce propos, il est a noter que les exes de géométrie résolus de cette
maniere par I'algébre sont fréquents dans I'ensgigamt secondaire. On peut aussi
y voir un effet d'un positionnement dans un paradigsll avec une procédure qui
marchea tous les coupgavec d’autres valeurs de la solution, et aussintgrét
pour justifier la non existence de solution).



86 ELizABETH MONTOYA DELGADILLO ET LAURENT VIVIER

Non Réponse Mise en| Procédure | Décomposition
réponse| correcte| équation| arithmétique| méréologique en
2 ou 3 aires

PRLI gy 81% | 81% 11% 8%

(26)
GR-1 0 0 0 0 0
(100) 14% 70% 85% 1% 15%
FR21 1606 | 54% | 64% 20% 23%
(103)
GR-2 0 0 0 0 0
(166) 10% 44% 62% 28% 17%

Table 1

Cela étant, cet ETM idoine semble permettre unenexion des ETM de la
géométrie et de l'algebre, au moins dans des witgatle ce type. Mais on peut
toutefois penser que ce soit au dépend d’'une getiésaersive de 'ETM de la
géométrie. D’allleurs, on se rend compte de ladeaite réussite qui s'Taccompagne
de la baisse d'utilisation d’'une mise en équatl@s étudiants sont-ils « perdus »
si on ne leur indique pas le changement de donaiae un indice ? Ne peuvent-
ils pas résoudre le probléme sans changer de derfain

3. Trois exemples de changement liés aux trois gees

Dans cette section, nous proposons trois exemgehadngement de domaine en
focalisant notre attention sur une des trois geneBien entendu, dans chacun des
cas, les trois genéses sont toujours présentessar@aécessairement étre activées
ou privilégiées. Leur importance relative varid'aalyse permet d’identifier celle
qui est au centre du changement de domaine.

3.1. La genese sémiotique

On s'intéresse ici a un changement de registretrasmaille avec les mémes objets,
mais on change de représentations et de signgaglt d’'une étude de (Montoya-
Delgadillo, Mena-Lorca et Mena-Lorca, 2014) qui tpdr sur I'ETM-idoine
élaboré par un professeur novice, PN2, lors d'wperl en deuxiéme classe du
lycée au Chili (grade 10) sur les systemes d’équnatiinéaires a deux inconnues.

La classe commence par une explication sur ce igndis résoudre un systéme
d’équations linéaires : écriture symbolique, substin de valeurs numériques
dans les équations et vérification de I'égalité atique (déja travaillé dans la
classe). Mais I'objet de la séance est de déternsiette solution par une méthode
graphique, c’'est-a-dire par des traitements gédguéts : tracer les droites
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associées aux équations en jeu — une conversibanrakyser s'il existe ou non des
solutions, ce qui dépend de la position relative disux droites — leur intersection.

Le professeur commence par présenter les pasrdétteode graphique de maniere
théorique pour que les éléves appliquent ensutte ogéthode. Il y a un travail a
effectuer avant le changement de domaine commaldéelcde coordonnées pour
tracer les droites, méme si on peut penser a ésuptrocédures de tracé (un point
et la pente par exemple). Le changement de domdmd,algébre Ds vers la
géométrie analytique Dr, est indiqué de maniérdiate par le professeur qui
donne les pas a suivre graficar las ecuaciones.>Les éleves ont en charge le
tracé des droites sur du papier millimétré. La gen@iscursive est peu activée,
uniquement pour le calcul des coordonnées desspeinte fait que deux points
distincts déterminent une droite. La connexionestgs domaines est assurée par la
connaissanceine équation du premier degré a deux inconnuesrrdéte une
droite (avec la condition usuelle). De fait, le professprivilégie 'usage du plan
sem-inst de 'ETM avec l'usage du papier millimévaur la production de signes
dans Dr.

Mais avant les applications, I'enseignant fait digression en présentant, comme
dans les manuels scolaires, les trois cas possibles

4a : Solutions possibles pour un 4b : Extrait d’'un manuel scolaire sur
systeme. ce théme.

Figure 4

Il est a noter que cette insertion, propre a I'Eiidine, n’est pas du tout requise
pour la méthode graphique. Nous y voyons ici lliétéotentiel du changement de
domaine de travail : la géométrie, par la visusiisa permet d’objectiver une
propriété sur le nombre de solutions aux system@s Qela ne peut se voir qu’en
acte dans la résolution algébrique. En effet, sakegénéral est possible en algebre,
avec un appui, plus ou moins explicite, sur lagrotie déterminant, les traitements
sont trop complexes pour ce niveau d'étude avew@nnues, 6 parameétres et des
conditions sur les paramétres afin de détermiesisEmble des solutions.

Ce qui semble étre visé ici, c’est la visualisaimmnique (cf. figure 4). Ici, on peut
sans doute exploiter plus en profondeur la visa@dia, ce qui nécessite une
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visualisation non iconique : trouver les coordorsnda point d’intersection pour
avoir les solutions du systéeme et ainsi faire dedfact graphique un instrument.
Finalement, si I'enseignant privilégie le plan smst- dans le travail proposeé, il
semble que ce soit la genese sémiotique qui se#evion pourrait ici plus
spécifiguement parler ddomaine de visualisation

L'ETM idoine préparé par le professeur est en ad#éign avec les manuels
scolaires et les demandes officielles : la méthgrdphique ne peut pas donner de
maniére générale les solutions exactes et essédilpour justifier la méthode
algébrique. Le professeur ne mentionne jamaisdaindtion valeur exacte/valeur
approchée, centrale ici. Cela est renforcé paaitegtie les 5 systemes linéaires de
Cramet! proposés ont leur solution dansZ. Ainsi, la méthode graphique semble
donner les valeurs exactes alors gu’elle ne donreadgs solutions approchées.

Contrairement a ce qui est annoncé dans la métiiadg,a pas de vérification. Il
n'y a donc pas de retour au domaine Ds méme siseeédt possible a partir d’'une
approximation des solutions par une méthode graghigpour voir si les solutions
sont exactes ou non et aussi pour controler legtatles valeurs sont bien proches
des solutions exactes (pour des raisons de cotdjridéigalité doit faire apparaitre
des valeurs relativement proches).

Il 'y a bien une genése sémiotique dans EE¥Wdans ETN, mais la question ici
concerne le lien entre ces deux geneses, et aaissldtion avec la genése
instrumental. La méthode graphique reste a un nitkéorique pour justifier le
nombre de solutions d’'un systeme et constitue tefaat non instrumentalisé car
uniquement basé sur une visualisation iconiquelidreentre les deux méthodes,
dans les deux domaines, ne peut se réaliser qu@ditmm de faire la distinction
valeur exacte/valeur approchée. Or, PN2 ne lepfst sans doute a cause de ses
choix de systéme qui ménent toujours a des soktatieres. Ce travail ne semble
pouvoir développer, pour aucun des deux domaiti€BM personnel des éléves.

3.2. La genese instrumentale

L'exercice suivant a fait I'objet d'une séance dasse de troisiéme, grade 9 en
France, filmée, et les éleves sont pour la premfiere confrontés a ce type
d’exercices.

Exercice : En remarquant que 37%+6l, construire un segment de longueur
V37 cm.

! Les 4 systémes & résoudre par les éléves sontatee€; le professeur a aussi présenté
un autre systeme de Cramer, un systéme sans soéitin systeme de degré 2 avec (-1, 6)
comme couple solution.
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Le domaine source est le domaine du nombre, Obyet une indication forte du

changement de domaine vers la géométrie, Dr, avelemande de construire un
segment. La tache est explicitement une conversoontrairement au cas
précédent, il ne s'agit pas d'une recherche dealisation mais plutét d'un lien

théorique avec la géométrie d’Euclide et les nombomstructibles.

Rapidement, les éléves sortent leurs calculatpoes calculen/37 afin de pouvoir
tracer le segment a la regle graduée. C’est demséignante qui doit interdire cet
instrument (7 min) et demande de « construire sne« vraie construction ».
L'enseignante est en effet obligée de réoriente€éleves vers Ibon ETMg local,
alors que le changement de domaine n’était erp&atproblématique en soi. Cette
réorientation est comprise par les éléves, maigdlsavent pas vers quel EEM
local se porter. L'enseignante doit alors donnarstdées indices (a partir de
10 min) : «triangle », « 37 26 1*», «somme entre deux carrés? » pour
finalement demander «un seul mot» (17 min) etloues éléves répondent
« Pythagore ». A la suite, puisque I'EENbcal est clairement exposé, les éléves
réussissent sans trop de difficulté I'exercice.

Le changement de domaine est explicite, Dr esetargtrie, mais c'est lETM
local visé qui n'est pas explicite. En effet, paet exercice on peut penser soit a
un ETMg autour de la longueur de segment soit un gButour du théoreme de
Pythagore. C’est ce dernier qui est attendu, nhaiy & pas suffisamment d’indice
pour les éléves. L'enseignante explicite d’abordirbevail a effectuer avant le
changement de domaing37y = 6 + 12, ce qui n'a rien d'évident sauf si I'on
anticipe une utilisation du théoréme de Pythag@et indice, une égalité de
Pythagore, n’est finalement pas suffisant et, pargliestions de I'enseignante, tout
revient a ajouter dans I'énoncé « en utilisanhé&otéeme de Pythagore » qui précise
'ETM¢ local. Les exercices suivants, du méme type, rse mius de probléme,
'ETM ¢ attendu est bien identifié par les éléves.

Il est & noter que le travail préalable a effecha@rr un changement vers un EgM
local autour de la longueur des segments, un calpptoché de/37 avec une
calculatrice, ne pose pas de probleme aux éléviesi,Aes éleves activent bien
dans leurs ETM personnels une genese instrumemtede, la calculatrice puis la
regle graduée, mais qui n'est pas celle de 'ETbIrid voulue par I'enseignante,
avec le théoréme de Pythagore comme instrumentgdreese sémiotique est
également activée par les éléves et I'on ne rgbagece probleme d’ETMIocal,
sans doute parce que les signes sont ceux du deahaila géométrie, Dr, et que le
fait que l'on considére tel ou tel ETMlocal n'est pas sensible. La genese
discursive est, malgré I'utilisation du théoremeRJghagore, en retrait et c’est le
plan sem-inst qui est ici privilégié.

Les genéses sémiotiques et instrumentales sontddamxsETM; locaux différents
qui ne semblent pas connectés, mais le malenteagdparait que pour les geneses
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instrumentales. Méme si on peut voir a travers eogdrcice une tentative de
cohésion entre les domaines du nombre et de laédéemle travail proposé ne
permet pas une connexion de ces Eldtaux. Ce choix par I'enseignante est sans
doute lié & une tradition concernant les nombrestcactibles, mais il n’y a pas de
retour a Ds sur la nature des nombres en jeu.

3.3. La genese discursive

L'exercice suivant a été donné en travail maisorerare, en classe de Premiéere
Scientifique, grade 11, en France. Ici, comme Heusgerrons, c’est le choix du
travail initial dans le domaine source, la géometqui détermine le domaine
potentiel pour le changement qui est laissé aiéemresponsabilité de I'éléve.

Soit un triangle ABC de hauteur [AH], ou H est wint du segment [BC], tel que
AH =4, CH = 3 et BH = 4. Soit M un point du segmpkC]. On notex la distance
AM. On cherche a déterminer pour quelle positionpdint M sur [AC], la distance
BM est minimale.

D

Quelle est dans ce cas la nature du triangle ABM ?

Calculer la valeur exacte de la distance AM lorsgleest minimale.

Figure 5

Cet exercice est trés riche et on peut le résodeinreombreuses maniéres, mais il
n'est pas question ici d'en faire une analyse peegiour des questions de place.
Nous voulons mettre essentiellement en avant le j6ué par le travall
préliminaire dans Ds, la géométrie, qui conditioforéement le choix du domaine
Dr. Nous exposons les productions, écrites hoisselaans utravail maison de
trois éléves :

- L’éléve E1 remarque d’abord que ABM est rectangieMe sans le justifier
précisément. Il calcule ensuite AC=5 et AB32 par le théoréme de
Pythagore en précisant I'angle droit en H. Puigaicule de deux manieres
différentes I'aire de ABC avec les hauteurs AH @ig ce qui lui permet de
calculer BM = 5,6 en résolvant une équation en BIM'(itilise pas «x »).
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Enfin, le théoréme de Pythagore dans BMA dont iiradt AB et BM lui
permet de calculer AM = 0,8.

L'ETM personnel de E1 reste essentiellement dadsteaine de la géométrie
avec un travail sur les grandeurs. Il utilise bies équations, mais le fait de
conserver les longueurs laisse penser que, pour sid, travail reste
géométrique, sans changement de domaine.

- Léléeve E2 commence par émettre une conjecturaidd’du LGD Geogebra :
la distance BM est minimale lorsque ABM est rectaran M. Puis, il calcule
AC=5 et AB=V32 et exprime BM /(32 — X)) par le théoréme de
Pythagore. Exprimant I'égalité de Pythagore danMC8 I'aide de CM =5 —
x, il trouve une autre expression de Bt& qui lui permet de poser I'équation
32 —x*=-¢+ 1+ 24. 1l résout cette équation pour trouver 8/10
(cohérent avec la valeur approchée 0,81 obtenu&@agebra).

E2 s’appuie sur la méme propriété géométrique que (§ans doute
redécouverte avec le logiciel) mais il ne proposes pin travail sur les
grandeurs, en restant en apparence dans Ds, dtigffeine mise en équation
avec un changement clair de domaine ou Dr eselaky

- L’éléve E3, apres avoir calculé AC =5 par le tiédoe de Pythagore, introduit
le projeté orthogonal, N, de M sur [BC] ce quiparmet, avec le théoreme de
Thalés, d’exprimer BN et MN en fonction dea 'aide de CM = 5% Puis,
par le théoréme de Pythagore dans BMN il calcule BM — 8/5 + 32 et il
étudie cette fonction dequ’il nommef(x). Il utilise ensuite ses connaissances
sur les fonctions du second degré (sommet de labpbr qui donne le
minimum car le coefficient de degré 2 est positiur trouver BM = 5,6
obtenu poux = 0,8 qui est AM.

Contrairement & E1 et E2, E3 ne s’appuie pas supuwpriété caractéristique
de M. Il percoit la variation et cherche une foootgu'il s’agit de minimiser.
Ici, le travail préalable dans Ds méne a un totiteachangement de domaine
ou Dr est le domaine de l'analyse (plus spécifigeieimie sous-domaine des
fonctions).

Il'y a un travail préalable a effectuer avant largfement de domaine car il est
nécessaire d'appliquer le théoréme de Pythagorem@ins deux fois) mais ce
travail est tres variable : E1 par un travail g grandeurs et une caractérisation
géomeétrique de M reste dans Ds, la géométrie (ngrde fait la résolution est
algébrique, E1 ne le percoit sans doute pas gid)s’appuie explicitement sur la
caractérisation géométrique de M et propose ur@utésn dans le domaine de
I'algébre en calculant de deux maniére la longugMr; E3 percoit la variation et
calcule en toute généralité BM pour proposer useluéion dans le sous-domaine
des fonctions.
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Le changement de domaine est en partie indiqué lavesence du x», indice
d’'un changement de domaine mais sans savoir, &veaund’'étude, s'il s'agit de
I'algebre ou des fonctions. Néanmoins, il est gmesde ne pas utiliser lexo
comme |'éléve E1 (cf. aussi la section 2.3). Unartdice apparait dans I'énoncé :
il s’agit d’'une question d'optimisation qui orientlonc plutdt vers un traitement
avec des fonctions, mais cela est sans doute péevpour les éléves. Mis a part
ces deux indices, les éléves ont la totale respditéadu changement de domaine
et, surtout, du choix du domaine Dr : algébre calys® (fonction).

La résolution de I'éleve E1 n'utilisant que des dsagl'algébre, connaissances
anciennes de 3 ans, qui reste contextualisées ramdeyurs montre que I'on peut
rester, au moins en apparence, dans Ds. Sa résoési toutefois incompléte car il
faudrait prouver que M[AC]. Pour cela on peut calculer de la méme marn@ve

et justifier que M est sur le segment en vérifigue CM + MA = CA. Néanmoins,
I'attendu, en lien avec I'ETM idoine, est sans @oplus proche de la résolution de
I'éléeve E2, et plus encore de 'éléeve E3. A ce aival’'étude, les fonctions sont
travaillées depuis 2 ans et la dérivation est thiii@ ce qui permet un traitement
efficace des problemes d’optimisation (ce chapitawait pas encore été abordé au
moment ol le probleme a été donné). En outre, “€nSlles éléves pouvaient
utiliser leurs connaissances en cours d’appregessar les fonctions quadratiques.

La distinction essentielle que nous voulons mettrévidence est le fait que :

- Léleve E2 oriente son travail dans Ds, a partiund conjecture, sur la
caractérisation de la position de M. A partir délecei, il peut utiliser le
théoreme de Pythagore qui lui donne une équatithrgsout pour trouver la
solution. Son travail initial conditionne le chode Dr qui est l'algebre,
puisque M est fixe.

- L’éléve E3 oriente son travail dans Ds en exprimpar les théoremes de
Pythagore et de Thales, la distance BM a minimésefonction de, en toute
généralité. Cela lui permet d’avoir une fonctioriilgeninimise. Son travail
initial dans Ds conditionne le choix de Dr qui Bshalyse (ou le domaine des
fonctions), puisque M est variable.

Dans les deux cas, c’est la genése discursivel@sna géométrie, qui oriente vers
tel ou tel domaine Dr et notamment la disponibitigéla propriété sur la distance
d’'un point & une droite. On peut aussi penser e ropriété est seconde, le
point de vue adopté étant premier : un point de dymamique M varie et on
cherche a minimiser une quantité, et un point destatique la position de M est
caractérisée par une propriété géométrique.

D’autres résolutions sont possibles comme la géoené&ipérée (le repere d’origine
H et d’axes (HC) et (HA) est particulierement bihapté) ou encore en restant
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totalement en géométrie, sans équation, mais lavprest longue et peu accessible
a ce niveau d’étude.

Chacun de ces trois éléeves conclut en donnantstargie AM =0,8. Il y a donc
bien un retour au domaine source pour la conclufiéanmoins :

— Pour E1 il est nécessaire de justifier que la distaAM calculée est relative a
un point de [AC]. Sinon, on ne peut savoir si laimium est atteint dans [AC]
ou non.

— Pour E2 et E3, le fait que MAC] est implicitement contenu dans les
procédures utilisées puisqu’ils calculent CM x5pour I'éleve E3 cela
impliqgue quef est définie sur [0,5] et il faudrait vérifier qliabscisse du
sommet de la parabole est bien dans cet interyafiails ces deux éléves ne
I'explicitent pas.

La genése sémiotique est activée presque de la mamiere pour les trois éleves

avec le registre graphique de la géométrie, leadgnars mesurees, les registres
numériques usuels, décimal et fractionnaire, léstegalgébrique, ainsi que, pour

E3, le registre fonctionnel. On voit également pontance de la genése

instrumentale avec le LGD : redécouverte de la ¢t caractérisant M pour E2

et calcul approché pour E3 permettant un contrél&adolution ainsi qu’'une prise

en compte de la variation.

Cet énoncé est I'occasion de travailler un ETM glalvec la géométrie, I'algébre
et I'analyse (que I'on peut restreindre ici auxdons). Il est & noter que I'éléve
E3 présente un ETM personnel global avec ces ttoimaines (son travail est
explicitement sur les trois domaines) alors ques&Zlement avec la géométrie et
I'algebre, et E1 seulement avec la géométrie @laig reste implicite).

4. Une grille pour analyser un changement de domaén

Lors d'un changement de domaine de travail, nowsations spécifiquement a
comprendre pourquoi il y a un tel changement dangdvail mathématique et
comment il s’effectue. Comme nous l'avons vu a dravles 6 exemples
précédents, plusieurs raisons peuvent en étre @secilous pouvons y voir un
manque de connaissance, interne aux mathématiqudsea I'enseignement et
aux connaissances mobilisables, un manque maggaekxemple si 'on a ou non
un ordinateur muni d’'un Logiciel de Géométrie Dyngue), une volonté de
I'enseignant de proposer un certain ETM idoinegaaore parce que I'enseignant
n'a pas conscience du changement de dorffaindans ce dernier cas, I'usage de
signes spécifiques a Dr favorise gissementsi’'un domaine a un autre.

12 Ce dernier point est notamment visible dans fdmprofesseurs novices ou, souvent,
de nombreuses composantes du travail mathématipeaturalisées (cf. la section 2.2).
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Afin de mieux cerner ces caractéristiques du chaiege d’'ETM, nous cherchons a
répondre a trois types de questions dont I'impadaa été pointée au fil des six
exemples proposés. Cela nous permet d’avancerrilleeddanalyse.

Tout d’abord, la question de 'ETM idoine, le chgar le professeur des valeurs
des variables didactiques, I'appui sur le contidactique, les paradigmes en jeu. Il
s'agit de I'organisation par I'enseignant du changet de domaine :

Y

1. Y a-t-il un travail préalable a effectuer dans D&ard le changement de
domaine ? Ce travail est-il nécessaire ? Quelleleestature de ce travall
préalable ?

Nous postulons que plus le travail dans Ds estémprent plus il est difficile de

penser a effectuer un changement de domaine. Ef eff travail dans Ds, doublé
d’'un énoncé dans Ds risque de renforcer la ditigcabgnitive du changement de
domaine — on pourrait prendre I'image d’enfermementians le domaine Ds. De
méme, y-a-t-il un ou plusieurs registres dans Dg pe travail préalable ? Doit-on
faire un changement de registre interne a Ds 2mai la responsabilité ?

2. Le changement de domaine est-il indiqué (de man#us ou moins
explicite) ? Quelle est la responsabilité laissda eharge de I'éléve (ou du
groupe d’éléves) par le professeur ? quelle estllénce de I'ETM-idoine
développé par le professeur selon le contrat ameviget les paradigmes ?

L’indication du changement de domaine est impoetaiu point de vue cognitif.
C’est en effet bien différent de passer de la géaené I'algébre avec un x»
présent dans I'’énoncé (y compris sur un dessinhau Si le changement de
domaine n’est pas explicite, quels sont les indipessents dans I'énoncé (y
compris le discours de I'enseignant) ? Cet indieet @tre n'importe quel signe qui
active une certaine forme de travail comme uneelettes nombres, une figure, un
dessin prototypique, un schéma, un mot, un typgudstionnement (une demande
d’optimisation en géométrie par exemple), une ptaog etc. Quelle est la nature
de cet indice ? Des types de probleme standar@ ahdngement de domaine en
jeu a été travaillé de maniére systématique eglément important a prendre en
compte (cf. la section 2.3). Nous pensons que déepseur est un agent-clé qui
conditionne, ou au moins influence, le changementia@maine sous le contrat en
vigueur.

3. Apreés la résolution dans Dr, y a-t-il un retourdmumaine source ?

On peut penser a un travail supplémentaire a effectans Ds avant de conclure
I'exercice, le travail effectué dans Dr ne pernmt{aas de conclure ; ou bien, plus
fréquemment dans I'enseignement, ce retour dangeDuettrait de valider ou de
contréler la solution trouvée dans Dr. On rejoimtsale point de vue de Polya
(1965) ou le fait de revenir & Ds peut étre int&gicomme la derniére phase dans
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une résolution de probléme, celle ou on examirsolation. Cependant, le fait de
prendre appui sur le modéle des ETM permet de déresi I'articulation des

composantes des plans épistémologique et coghitii, la question devient-elle
plus générale : avec le retour a Ds, le travainetiil de développer 'ETM dans le
domaine initial Ds ?

Notons que le fait de ne pas revenir au domaineceols risque d’entrainer un
non développement du domaine inifiaCela a une grande importance car revenir
a Ds signifie exploiter et développer ce domaingain- c’est-a-dire, articuler les
geneses qui interviennent et construire les cosaat®s dans I'espace de travalil
mathématique initial. Ce retour devrait favorises tonnexions entre 'ETM et
'ETM p, en jeu dans une perspective de constituer un Hobhg

Nous ne formulons pas de question sur le travaitifigue dans Dr organisé par
I'enseignant car cela n’est pas notre objectif.r&manche, nous nous intéressons
aux spécificités mathématiques du travail dans &rsdes questions qui suivent,
plus épistémologiques (des mathématiques ou desématiques enseignées). Il
s'agit ici de questions cruciales pour la compréi@ndu changement de domaine.

4. Pourquoi la résolution n'est-elle pas effectuéesdBs ? Que manque-t-il ?
Quelles sont les caractéristiques du travail effectans Dr qui n’est pas, ou
ne peut pas étre, effectué dans Ds? D'autres demaisont-ils
envisageables ?

L’enseignant peut contréler certaines variablesadtidues, ou s’appuyer sur des
éléments de contrat didactique — par exemple lié muradigmes —, pour d’'une
certaine maniére forcer le changement de domaféecsections 2.2, 2.3 et 3.2).
Mais ce n’est pas toujours le cas car le changepwuritétre nécessaire du point de
vue des mathématiques ou des connaissances digzodéds eleves (cela nécessite
une prise en compte des connaissances ancientesieeau d'étude).

Quels sont les domaines qui permettraient de cantbdlmanque (s’il est effectif)
repéré de Ds ? Notons qu'il se peut que la résmlupiuisse effectivement étre
effectuée dans Ds. La question des possibilitésrte dans chaque domaine de
travail est une question essentielle et délicasseftielle car c'est cette question
qui conditionne le travail possible ou non dansdamaine et délicate car elle
dépend des connaissances disponibles, pour un @aujglus généralement des
connaissances disponibles mathématiquement (etadt du niveau scolaire).

5. Quelles sont legenese®u plansdes ETM qui sont au centre du changement
de domaine ? qui permettent de comprendre la néceks changement de
domaine et d’en identifier les enjeux ?

13 Ce phénoméne a été pointé par Nikolantonakis &el{2010) pour des opérations sur
les entiers dans deux registres différents (systé&taebase dix et dans une autre base).
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Il nous semble que l'identification d’une genesedun plan sur lequel se fonde le
changement de domaine est un élément clé de larébemsion du changement de
domaine. L'importance d'une genése pour un changerde domaine peut
provenir, comme nous l'avons vu, d’'un indice séigige, du contrat en vigueur,
d’un artéfact, matériel ou non.

5. La visualisation dans un changement de domainess la géométrie

Les changements de domaine s’accompagnent de mgmiésque inévitable de
changement de registre et donc des conversionsnggessaires. On peut méme
ajouter que l'intervention de plusieurs registres mécessaire car il s'agit d’'une
caractéristique de l'activité mathématique (Dut@85).

Lorsque le domaine Dr est la géométrie et que lengbment de domaine
s'accompagne spécifiguement d’'une conversion ddgiistre de Ds vers le registre
graphique de Dr, on dispose alors de la visuatisagn géomeétrie qui a un role tres
particulier (Duval, 2005). De fait, La visualisati@n géométrie est utilisée dans
beaucoup de domaines mathématiques. Une questigortamte concerne
I'objectif de cette visualisation.

L’objectif peut étre, par exemple en algebre, dtrer, d’expliquer, ou de justifier
certaines relations du typep)>=a’+b* — 2ab. Mais comme Tall (2006) le
signale, cette visualisation est partielle carrpauelation précédente, elle suppose
que I'on aita > b > 0.

La visualisation géométrique peut également étrguise pour résoudre un
probleme que I'on ne peut résoudre dans Ds. Ba(B€rhl), propose en classe de
quatriéme en France, grade 8, de visualiser la sBd + 1/4+ ... + 1/4 pour
déterminer la somme de la série qui est 1/3. Aivean d’étude, le calcul de limite
n'est pas disponible, mais le probléme a du sens lps éleves et la visualisation
géométrique, avec une décomposition méréologigeiemet de pallier le manque
théoriqgue du domaine numérique avec une versiantive et visuelle de la
méthode d’exhaustion.

Si dans le cas précédent le résultat obtenu esit,exauvent la visualisation
confére uniqguement un résultat approché, notamnierst d'une résolution
graphique. Il est & noter que ce type de résoluéipprochée a l'aide d'un
graphique ne semble pas étre un objectif de I'gnsenent secondaire en France,
et ce malgré les recommandations de la commissiahake (2002) sur la
dialectique entre le calcul approché et le calowdce Prenons I'exemple des
systemes d’équation en France en classe de tra@signade 9. Les aspects
graphiques ne semblent étre utilisés que poutrifutes systemes d’équation et la
résolution algébrique ce qui donne une indicatamtefsur 'ETM idoine. Dans le
manuelPhare si une résolution graphique est demandée, isysttmatiquement
requis de vérifier la solution numériquement dassdquations. Normalement il ne
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s’agit que d’'une solution approchée, mais les e des exercices sont telles
gu'en fait la solution approchée est exacte, urieentt finalement c'est la

vérification numérique qui fait foi, la résolutiographique est trés largement
dépréciée. L'ETM idoine utilise, dans ce contexte,géométrie dans le but

essentiel de visualiser — peut-étre pour donnesahs — en tout cas, pas pour
résoudre « en vrai » (cf. aussi la section 3.1).

Conclusion

Un des points qui ressort de nos exemples, quigoatdes études de cas, est sans
doute le point de vue, trés différent, selon qus@me domaine est un domaine
source ou un domaine de résolution. En effet, p@wgéométrie, I'utilisation de
théoreme mettant en jeu des grandeurs (les thésréen€hales et de Pythagore, le
calcul d'aire) aboutit souvent, par la nécessité meser des calculs, a un
changement vers le domaine de l'algebre ou du nemblors que, lorsque la
géomeétrie est le domaine de résolution, méme &’'8’agit pas d'une recherche de
visualisation, on dispose de cette visualisaties spécifique a la géométrie. Ces
réles différents selon qu’'un domaine est Ds ou ®rbéen entendu a rapprocher
des dimensions objet et outil (Douady, 1986). Damshangement de la géométrie
vers l'algébre, I'algebre est un outil pour le géshe posé en géométrie alors que
dans un changement de l'algebre a la géométrigébae est vue dans une
dimension objet et I'on se sert de la géométrie mmemun outil. Comme en
dialectique outil-objet ou les réles ne sont pgedi(un objet peut devenir un outil
et réciproquement), il est important de changetbtieentre les domaines source et
de résolution et ce notamment pour la connexioredes ETM.

Le domaine Dr n’a toutefois pas nécessairemendimension outil. Comme nous
'avons vu dans le cas de la résolution des systdinéaires (cf. section 3.1),
'usage de la géométrie comme domaine de résoluépond a un probléeme du
domaine source qui ne peut, au niveau d’enseignememsidéré, acceéder a
certains résultats théoriques. Mais, dans le traeala classe étudiée, le domaine
de résolution ne sert finalement pas d’outil posirprobléme posé. Or, nous
pensons que c’est seulement lorsque l'outil esinpleent développé pour
répondre au probleme initial que les connexionsee®TM, entre domaines,
peuvent s’opérer. Il est a noter toutefois quejté des domaines de I'algébre et de
la géométrie, le domaine du nhombre est aussi prédarmue le lien puisse se faire
entre les deux domaines. Considérer le domaineodtbre, avec notamment les
notions de valeur exacte et de valeur approchéet permettre d’établir un
« pont » entre l'algébre et la géométrie (ce raleddmaine du nombre est aussi
visible en géométrie avec les paradigmes Gl et @llsection 2.1). Il s’agit donc
d’'une relation entre trois domaines et c’'est samgalparce que 'ETM-idoine du
nombre, ou personnel de I'enseignant, ne peut jogedle que le changement de
domaine Algébre> Géométrie ne peut participer pleinement a une &don des
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domaines, avec la partie visible d'un artefact euacquiere pas le statut
d’instrument.

Pour ce qui est du travail initial dans Ds, il agiacomme un élément important
du travail mathématique pouvant aller jusqu’a ctadner le choix de Dr (cf.
section 3.3). S'il est trop faible, et selon laiatton, il se peut que le changement
s'accomplissetrop rapidement alors qu’'un travail dans le domainercmplus
conséquent pourrait permettre de simplifier lediiadans Dr (cf. section 2.3). Il est
d’ailleurs possible que le changement de domainsoitepas nécessaire et I'on a
vu l'importance du choix des valeurs des variadidactiques.

Nous ne disons certainement pas qu'il faille & tox rester dans le domaine
initial lorsque cela est possible, mais plutét lpy’'a un équilibre a trouver entre le
développement de 'ETM du domaine initial, qui pétre atteint sans changement
de domaine, et la connexion entre ETM, nécessitanthangement de domaine.
Mais si I'on fait le choix d’un changement de doneadans la perspective d’'une
connexion entre ETM, il nous semble nécessaireiele fjuster les valeurs des
variables didactiques ainsi que de laisser unedearesponsabilité aux éleves dans
ce changement. Par ailleurs, le développement BIEM’ initial peut aussi étre
atteint par un retour a Ds aprés un travail dand.[Btaboration par le professeur
de 'ETM idoine est crucial sur ces points et néitesque ce professeur ait un
ETM personnel que nous avons qualifiégtiabal relatifs aux domaines en jeu.

Nous avons pointé une autre question centrale lddaboration de 'ETM idoine
par le professeur. Quelles sont les geneses glébahgement de domaine ? Avec
trois exemples, nous avons esquissé la pluralité diéuations possibles.
Comprendre le role de chacune des trois genésasutiachangement de domaine
nous semble important pour comprendre ce changethest également important
de faire cette identification afin de pouvoir varies geneses activées. Nous
faisons en effet 'hypothése que ce type de vanatavorise les connexions entre
ETM.

Nous pensons qu'il est nécessaire pour I'apprexgessles éléves que I'enseignant
prenne en compte, et soit conscient, de 'ETM diyat et des paradigmes en jeu
afin de pouvoir les contréler. Nous ne postulons @@riori que le changement de
domaine soit une difficulté lors de la résoluticardprobleme mais plutdt qu’il
s'agit d’une richesse des mathématiques.

Dans certains cas, nous avons utilisé la vidéogc@nplément, pour préciser le
travail des éléves et relever la part du travaihtdits sont responsables. En
particulier, ont-ils la responsabilité de penserchangement de domaine, ou bien
est-ce annoncé plus ou moins explicitement ? Grigilresponsabilité d’effectuer
ce changement de domaine ? ou bien est-ce I'erssgigni 'effectue ? L'usage de
vidéo est essentiel pour répondre a ces questiand’dnoncé seul ne peut
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permettre d'y répondre (Robert, 2008). L'usage idéas apparait comme un point
méthodologique important que nous n'avons pas @bdads cet article.

Enfin, nous n'avons traité ici que des changemeletsdomaine impliquant la
géométrie. Mais des changements impliqguant d’autoesaines sont envisageables
ce qui ouvre de nouvelles perspectives de rechete&hpoint de vue adopté dans
cet article pourrait en effet permettre de renceivids questions sur la transition
arithmétique/algébre en I'étudiant sous I'anglendalhangement de domaine entre
le domaine du nombre et de I'algebre. On peut gossser a une étude sur les
connexions entre les domaines des probabilitée Eadalyse qui est une question
d’actualité en France.
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CLAIRE GUILLE-BIEL WINDER

ETUDE D’UNE SITUATION DE REPRODUCTION DE FIGURES PAR
PLIAGE EN CYCLE 2 : LE PLIOX

Abstract. Situation of reproduction of figure by folding: PLIOX . This work presents the
study of a situation of reproduction of figure liding which is called a PLIOX (Guille-
Biel Winder, 2013). We put this situation as a gdgtroblem into the 3D micro-space
(Berthelot & Salin, 1992). If we consider it aseometrical problem, we identify that G1 is
the corresponding geometric paradigm (Houdementu&ritak, 2000 & 2006), we analyze
the function of this situation for the developmeifitthe geometrical thought (Van Hiele,
1986), we use a cognitive and semiotic point ofw{Buval, 1995) to see that the situation
uses shape modifications (decompositions and rapoations), as well as positional
modifications. We finally identify various didacti@riables and mathematical knowledges
at stake. This work leads us to the presentatichaamalysis of different phases of PLIOX
situation.

Résumé.Ce travail, issu d’'un mémoire de recherche, préséétude d’une situation de
reproduction de figure par pliage a l'aide d’'un émal que nous appelons un PLIOX
(Guille-Biel Winder, 2013). En tant que probléemetsal nous placons cette situation dans
le micro-espace 3D (Berthelot & Salin, 1992). Enttque probléme géométrique, nous
identifions G1 comme paradigme correspondant (Howhe & Kuzniak, 2000 & 2006),
précisons la place et le role de la situation dam®veloppement de la pensée géométrique
(Van Hiele, 1986) puis selon un point de vue cafyeit sémiotique (Duval, 1995) nous
mettons en évidence des modifications méréologipesompositions et reconfigurations),
ainsi que des modifications positionnelles convegudNous identifions enfin différentes
variables didactiques, ainsi que les connaissamaesjeu. Ceci nous conduit a la
présentation et a I'analyse des différentes phdsds situation.

Mots-clés Géométrie, paradigme géométrique, pensée géguétrieproduction, pliage,
rapport aux figures, théorie des situations didaets, variable didactique, école primaire.

Introduction

Dans cet article, nous nous intéressons a undtéddiestinée a de jeunes éléves de
primaire (cycle 2) qui concerne des reproductiors figures planes hors de
'environnement papier-crayon, et qui est présenté@mme «suscitant
immédiatement I'adhésion des éléwedavrat & al, 2006). L'adaptation qui en a
été réalisée pour en faire une situation de fongpiour les maitres nous conduit
au méme constat : cette situation semble avoirotengiel attractif certain ! Or une

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 103 - 128.
© 2014, IREM de STRASBOURG.
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activité «réussie » du point de vue de l'engagendes €éleves n’est pas
obligatoirement une activité dans laquelle les&déapprenneht..

La méthodologie d’analyse et de construction d’sitigation didactique retenue se
situe dans le cadre de la Théorie des Situatiomadiigues, qui €onsiste a
modéliser non seulement les connaissances quedionenseigner ou celles qu’un
sujet apprend, mais aussi les conditions dans kel elles se manifestent
(Brousseau, 2000). Le premier paragraphe est atorsacré a la définition d'une
situation didactique générique au sens de Brousseaunous appelons la situation
PLIOX et que nous cherchons a analyser.

Une telle situation peut-elle faire partie du chaags problémes géométriques ?
De quelle « géométrie » parle-t-on ? Quelle esplace de la situation PLIOX
dans le développement de la pensée géométrigeedeuxiéeme paragraphe est
consacré a I'étude du champ de problemes dansllequs placons la situation
PLIOX en référence, pour l'aspect spatial, aux duev de (Brousseau, 1983),
(Galvez, 1985) et (Berthelot & Salin, 1992). Comeatt I'aspect géométrique,
nous précisons la notion de figure en accord aRerifi-Glorian & al, 2004, 2005,
2013), et identifions le paradigme géométrique espondant (Houdement &
Kuzniak, 2000, 2006). Puis ce dernier cadre théerigous permet de préciser le
lien qui existe entre les modes de pensée quel'sanition, I'expérience et la
déduction et l'activité proposée par la situationl®X. Ceci nous conduit a
identifier la place et le rble de la situation PXI@ans I'articulation des niveaux de
la pensée géomeétrique (Van Hiele, 1986) en nousyamp sur une adaptation de
ses travaux réalisée par (Kuzniak & Rauscher, 2003)

Quelle est la potentialité mathématique de la gsitwa PLIOX ? Puisque les
activités de reproduction de figures nécessiteatamalyse préalable de ces figures
qui demande « un changement de regald sitfuation du PLIOX est-elle I'une des
étapes possibles permettant de faire évoluer I@aepaux figures des éleves ?
Dans le troisieme paragraphe, nous explorons latgin mathématique afin d’en
dégager les caractéristigues du probleme géométrigglion un point de vue
cognitif et sémiotique portant sur le rapport aigxifes (Duval, 1988, 1995, 2003).
Nous sommes alors en mesure d’identifier, dansquagrieme partie, les variables
didactiques.

Quelles sont les connaissances mathématiquessatyires a la situation, c’est-a-
dire indépendantes de I'enseignantanalyse de différents modéles présentée
dans la cinquieme partie, nous conduit a la misé&wdence des connaissances
mathématiques en jeu dans la situation (sixiemegpaphe). Enfin le dernier
paragraphe porte sur I'analyse priori des différentes phases de la situation

! Un exemple de cas emblématique est étudié dang@iteas & Laparra, 2008).
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PLIOX, dans [lobjectif d'identifier des conditions1écessaires permettant
I'émergence et le développement de ces connaissance

1. Définition de la situation PLIOX
1.1. Présentation du matériel

Un PLIOX est un carré de papier présentant surface quatre zones également
carrées et colorées en rouge, bleu, vert et jaaames comme ci-dessous.

Jaune

Bleu

Figure 1. Le PLIOX recto et verso

Nous avons choisi la dénomination particuliere deL«OX » pour dissocier la
forme géométrique de l'artefact au sens de (Rahat885) : un artefact est en
effet défini comme une ehose ayant subi une transformation d’origine humaai
visant une finalité> (Houdement & Kuzniak, 2006, p.186).

A partir d’'un PLIOX il est possible de réaliserfdientes formes planes colorées
selon un ensemble de pliages autorisés. Ainsi I®RIlest un artefact qui prend le
statut d’'instrument dés lors qu’il est demandéegeaduire un modéle en le pliant.

1.2. Définition de la situation générique

On considére alors la situation générique suivante
Reproduire une figure modéle obtenue par pliage efttif d’'un PLIOX.

Les directions de plis autorisées sur le PLIOX espondent aux axes de symétrie
du carré (ses diagonales et ses médianes), ailasixgqaxes de symétrie des carrés
que nous appellerons « carrés secondaires », &@ise des quatre carrés de
couleur (leurs diagonales et leurs médianes). Ebas présentées dans la figure 2.

Figure 2. Directions de plis autorisées

Pour décrire les pliages, on dénommera « diagasalendaire » (respectivement «
médiane secondaire ») toute diagonale (respectivietnate médiane) d’'un carré

secondaire qui n'est pas confondue avec une didgoftaspectivement une

médiane) du PLIOX.
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2. Type de probléme proposé par la situation PLIOX

La situation PLIOX correspond a un « origami » jgalter, et se déroule donc sur
le mode concret selon la terminologie employée (Parval & Godin & Perrin-
Glorian, 2005, p.16), c'est-a-dire dans le mondesibde. Mais le PLIOX — objet
3D — évoque également un objet 2D dont la formaespond a une figure
géométrique et sur lequel apparaissent d’'autresdiggéométriques. Ainsi, nous
pouvons considérer la situation PLIOX selon deuxnfgode vue: spatial et
géomeétrique.

2.1. Un probleme spatial

Comme toute situation de reproduction par pliagend’ feuille de papier, la
situation PLIOX est uprobléme spatiadu sens de (Salin, 2008) :

— il se réalise dans I'espace sensible par une aetionou plusieurs pliages ;

— la validation est faite par le sujet qui comparecgptivement le résultat de
son pliage avec le modéle ;

- le langage permet de communiquer des informatioms pguvent se
substituer a la perception.

En reprenant les caractéristiques des différeatlsst d’espace sensible (Berthelot
& Salin, 1992, p. 102-103), nous identifions celelatives a la situation PLIOX :

— le PLIOX est accessible a la manipulation et ertiqdier aux actions
suivantes : tourner, retourner, plier, déplier ;ABIOX est également
accessible a la vision ;

— tous les déplacements du PLIOX par rapport a |&léwnsi que ceux de
I'éléve sont possibles ;

— [I'éleve est extérieur a I'espace considéré ;

— l'espace est autour du PLIOX.

L'espace considéré correspond en outre a l'espaseimteractions liées a la
manipulation du PLIOX. De plus, le PLIOX est un ipetbjet 3D trés plat et

I'action de plier est un geste 3D, la coordinaté&ant tactile et visuelle. Ainsi la
situation du PLIOX se situe dans le micro-espace BDs généralement, une
analyse similaire conduirait a situer toute sitatile reproduction par pliage d’'une
feuille de papier (comme les origamis) dans le m&space 3D.

2.2. Un probleme géométrique

La forme 2D évoquée par le PLIOX correspond a ugeré géométriqgue sur
laquelle apparaissent d’autres figures géométriqiRer « figure » a I'école
élémentaire, nous sous-entendondessin qui a des propriétés qu’on pourrait
préciser dans le cadre de la géométrie théoriqgudeenonsidérant comme une
représentation d’'une figure géométrique ; ces piggs se traduisent par des
propriétés visuelles contrdlables avec des instntsie (Duval & Godin & Perrin-
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Glorian, 2004, p. 13). Ainsi kne figure ne se limitg..) pas a un tracé avec les
instruments de géométrie usuels sur papier ou sueécran d’ordinateur ; elle
[peut] étre obtenue aussi par un assemblage de formesjyxdéaposition ou
superposition» (Perrin-Glorian & Mathé & Leclerc, 2013, p. 1Par conséquent,
reproduire des figures par assemblage ou par pli@geieces de papier ou de
carton — ce qui correspond a la situation PLIOXst-pour nous une pratique de
géométrie.

2.2.1. Paradigme correspondant a la situation PLIOX

La situation PLIOX conduit ainsi a un ensemble debfgmes géométriques de
reproductions de figures. Or les pliages, au métre que les découpages et les
constructions & la régle et au compas, constitonémbe« la base d¢l'l approche
expérimentale, qui peut étre déja développée alkee (Houdement & Kuzniak,
2006, p.180). De plus, dans cette situation, ladstibn est perceptive par
comparaison visuelle entre le modéle a reproduite eésultat du pliage effectué.
En faisant référence au cadre théorique défini handement & Kuzniak]e
paradigme correspondant a la situation du PLIOX @&sts la géométrie Glgar
elle est principalement caractérisée comme nerafathissant pas de la réalité.
Plus précisément, il est possible de spécifierele ¢ui existe entre les modes de
pensée que sont l'intuition, I'expérience et law#bn et I'activité proposée dans
la situation PLIOX.

2.2.2. Intuition, expérience et déduction dans l&uation PLIOX

On constate que la situation PLIOX propose esdkamtient des activités liées a
'expérience et a lintuition. En effet, la situati PLIOX nécessite kexécution
d'un certain mouvement, la mise en ceuvre d'actiapgcifigues (sans
enchainement déductif) pour répondre a la consigngloudement & Kuzniak,
2000, p.102) : I'action principale correspond a diéasges dans lesquels intervient
la notion de symétrie axiale. Par conséquent, faatbn PLIOX est liée a
I'expérience. Mais a I'école élémentairecette expérience est souvent liée a une
action », bien que 4es actions effectives ne soient pas toujours das c
d’'expérience» (ibid). Ainsi le pliage d’'un carré en deux selam de ses axes de
symétrie est une expérience qui conduit & un rgt#aou a un triangle (et les
diverses expériences liées a la répétition de @attion nourrissent l'intuition),
mais cette action ne conduit pas forcément a lapssage du fait qu'un carré
partagé en deux par symétrie peut donner un rdetanagun triangle. Nous faisons
I'hypothése que la verbalisation de cette actiant fepermettre (voir partie 7).

Par ailleurs, I'analyse du modéle a reproduire s&itee a la fois :
- la reconnaissance des figures élémentaires quirfgpasent, ce qui peut
étre immeédiat ou pas selon la disposition des diffées figures ;
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- la prise en compte des positions des différentesds élémentaires dans le
modéle, qui peut étre implicite notamment lorsqaeréproduction de
celui-ci n’exige gqu’un seul pliage.

D’autre part, l'anticipation du pliage pour pouvaiproduire se référe a une
connaissanca priori de I'effet du pliage, construite a I'issue de péxience. Ainsi
on identifie dans la situation PLIOX les deux céssd’activités liées a l'intuition :

- le groupe «des activités reposant sur la perception immédigte’'est-a-
dire « tout ce qui place du cété d'une certaine évidencasnqui
simultanément donne du sems(ibid), par exemple lorsque certaines
figures élémentaires sont dans des positions rmtotgpiques ;

- le groupe «des activités qui reposent sur une connaissancériante
forte de la forme, de l'objet et ou une construttimentale n'est pas
nécessaire pour répondre a la consigndibid), par exemple lorsque la
reconnaissance des figures est immédiate.

2.2.3. Place et rble de la situation PLIOX dans ffi@gulation des niveaux de
pensée géomeétrique

Il a été précédemment remarqué que la situatioRLd@X proposait des activités
essentiellement liées a I'expérience et I'intuiti&fie fait appel a la reconnaissance
visuelle de formes ce qui correspond au niveau Q\M#n Hiele, 1986). Par
ailleurs, les figures proposées, plus ou moins d¢exes, le sont selon diverses
orientations, et la manipulation du matériel perrd&n jouer. De plus, une
incitation a une analyse des modeles ainsi qu’'djustéication de l'identification
des formes peut conduire, par répétition de l'acti@ des connaissances
notamment portant sur certaines propriétés du ceer@ui se situe au niveau 1.
Cette analyse est en cohérence avec le fait ggédaétrie G1 proposée a I'école
primaire s'étend sur les trois premiers niveauxZidak & Rauscher, 2003). En
revanche, aucune déduction n’entre a priori en jewniveau 2 n’est pas visé. Par
conséquent, cette situation reste essentiellememiveeau 0 et il se peut qu'elle
aide les éléves a passer au niveau 1 en partisilienseignant agit en ce sens.

3. Exploration mathématique et didactique

En reprenant I'hypothése selon laquelle la manikreegarder ce que les figures
donnent a voir est un point clé dans le rapport des éléeves a targdrie» (Duval

& Godin & Perrin-Glorian, 2004, p. 9), nous noutiessons a la potentialité de la
situation PLIOX de faire évoluer le rapport auxufigs des éleves. Pour cela, nous
nous appuyons sur les travaux de Duval, notammariasotion d'unité figurale
(Duval, 1995 & 2003), sur les niveaux dans l'apprédion des figures
géomeétriques — appréhension perceptive, appréhemgeératoire, appréhension
discursive — (Duval, 1995), et plus particulieretsur I'appréhension opératoire
des modifications possibles d’une figure — modtfmas méréologiques, optiques,
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positionnelles (Duval, 1988 & 1995). Dans ce quit,sanous identifions les
éléments figuraux en jeu, puis les modificationgivomuéesa priori dans la
situation PLIOX.

3.1. Eléments figuraux potentiels

Les différentes descriptions nécessitent la défimit’'un vocabulaire didactique
spécifique :

- le PLIOX plié (ou pas) est un objet matériel qusg@de un contour : on
appellerafigure externece qui correspond au contour de l'objet ; la fegur
externe du PLIOX est un carré ;

— le PLIOX plié (ou pas) est également un objet deqsel il y a une ou
plusieurs zones de couleur qui attirent le regards: différentes surfaces
sont monochromes ; on les appellégares internes les figures internes
sont indépendantes des marques de plis présentes”UOX ; le PLIOX
est colorié en quatre zones de différentes couleiliygossede donc quatre
figures internes qui sont quatre carrés et que nousmerondes carrés
secondaires

— la prise en compte des plis fait apparaitre delases monochromes plus
petites que les figures internes qui forment desuaigositions figurales de
celles-ci : on parlera alors deus-figures monochromes

- enfin, certaines sous-figures sont polychromedeseont composées de
sous-figures monochromes et/ou de figures internes.

Par exemple, en considérant le PLIOX plié comme lauFigure 3 : la figure
externe est un pentagone ; il y a trois figuresritgs — un carré secondaire vert et
deux triangles (un rouge et un bleu); parmi legsdures monochromes on
identifie deux petits triangles bleus (qui décongmdsla figure interne bleue),
quatre carrés verts, deux triangles verts ou quatre petits; la composition de
deux de ces sous-figures monochromes (triangldsetaouge) forme une sous-
figure polychrome qui est un carré.

Figure 3. Un pliage de PLIOX
Nous présentons maintenant les objets mathématiiofo@sents a la situation.
3.1.1. Figures externes

Les différents pliages du PLIOX selon les directigmivilégiées conduisent & une
multitude de figures externes qui sont des polygaamvexes, parmi lesquelles :
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- des carrés de différentes tailles ;

- des rectangles non carrés de différentes tailles ;

- des triangles isocéles rectangles de différentissta

- des parallélogrammes quelconques de différentéestai

- des trapézes isoceles (non rectangles), des tsapeéxsangles (non
isoceles) ainsi que des quadrilateres quelconques ;

— mais également des pentagones (non réguliers) ...

3.1.2. Figures internes

Le jeu des couleurs fait apparaitre une décompasithéréologique dont les
éléments figuraux 2D correspondent aux figuregmete Il existe exactement sept
types de figures internes possibles dans chaquewrayui peuvent apparaitre dans
des PLIOX pliés :

deux carrés : un carré secondaire et un petit carré

un rectangle ;

trois triangles isoceles rectangles ;

un trapéze rectangle.

3.1.3. Figures polychromes

Le jeu des couleurs conduit a des PLIOX pliés diffiés mais ayant la méme
figure externe, composés du méme type de figuresnias et obtenus par les
mémes principes de pliage :

— soit par un choix différent de direction de plisi(vexemple ci-dessous) ;

J J A

“
' ¢ B

Figure 4. Deux pliages possibles selon une médiane

— soit selon les mémes directions de pli mais avemios sens de rotation
différents (voir exemple ci-dessous).

J/cB A

Figure 5. Deux résultats possibles pour un méme pliage

Par conséquent les directions de plis suivantxes de symétrie du grand carré et
des carrés « secondaires » ainsi que les diffésemts de rotation éventuellement
possibles conduisent a de nombreuses figures polyas ou monochromes.
Quelques-unes d’entre elles sont présentées damgiicsuit, selon le nombre
minimum de pliages nécessaires pour les réaliser :
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- Sans pliage, la figure externe visible est le graadé lui-méme, les
figures internes visibles sont les quatre carrésragaires.

— Avec un pliage, les différentes possibilités enyésbles dépendent du
choix du pli (il y en a donc quatre) : elles sordégentées Figure 6.

Un pliage selon...

Figures externes

Figures internes

...une meédiane 3

J
H M
B

4 rectangles

2 carrés secondaires

... une médiane secondaire

Jl J. JIJI
8 B V B B

4 rectangles

2 carrés secondaj
2 rectangles

[es

... une diagonale

s J ‘
J
B BB

4 triangles rectangl
isoceles

1 carré secondairg
2 triangles

D

... une diagonale secondaire

J d J J)
B B B B

4 pentagones

3 carrés secondaires
1 triangle

Figure 6. Figures pouvant étre obtenues avec un seul pliage
— Avec deux pliages, il existe 10 possibilités paichoix des deux plis parmi :
médiane, médiane secondaire, diagonale, diagoeat:daire ; chaque choix
conduit lui-méme a différentes figures.

|

Figure 7. Deux exemples de figures pouvant étre obtenuesdeawex pliages (au
moins) : selon une diagonale et une diagonale ska@n

11X

1
B

F
W

Figure 8. Carrés obtenus par pliage selon les quatre didgg@aacondaires, puis
selon les quatre médianes secondaires
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De plus, de nouveaux carrés apparaissent commeesigexternes pouvant étre
obtenues par au moins quatre pliages. Des exemmésionnés Figure 8.

3.1.4. Mise en évidence d’'éléments figuraux 1D peutiers

Les éléments figuraux 1D apparaissent en fonctesnpliages que I'on est amené a
faire, sous forme de plis, mais ne sont pas margagsles traits ; seules les deux
meédianes du PLIOX sont matérialisées comme fra@giéles zones colorées. Les
éléments 1D progressivement mis en évidence pgrégsiers pliages de l'activité
correspondent aux directions de plis privilégiéles médianes du PLIOX, puis ses
diagonales, c'est-a-dire ses axes de symétrie. dliegies suivants selon de
nouveaux axes de symétrie, font apparaitre leodalgs et médianes secondaires,
ce qui conduit a un réseau de droites plus impbrtan

Ce nouveau réseau permet alors dans un deuxiémps grmettre en avant sur le
PLIOX de nouvelles figures dont certaines possadeégalement des axes de
symétrie. Cette évolution est présentée FigurenQuire,ce réseau apparait sans
interférence avec les couleurs sur le verso du RLIO

Figure 9. Un réseau de droites qui évolue

3.2. Modifications convoquées priori

Par suite de la partie 3.1, nous constatons que guaque figure externe des
modifications de type méréologique sont convoqueasla présence des figures
internes colorées. De plus, les quatre axes detdgnié PLIOX (ses diagonales et
ses meédianes) permettent des pliages en partiespaigables. Cette spécificité du
matériel a une incidence au niveau de l'appréhendies figures. En effet, la

situation PLIOX met en lumiere des décompositioadipulieres du carré en unité
figurales 2D, donc du méme nombre de dimensionsladigure de départ, qui

dépendent de la maniére de plier : ces décompasitigeréologiques peuvent étre
strictement homogenes, homogénes ou hétérogénesFigares 10 et 11 en
présentent quelques-unes.

Par conséquent, il est possible de « voir » sBLIOX et sur les modeles proposés
d’autres décompositions méréologiques que cellessrén évidence par le jeu des
couleurs et qui mettent en jeu des reconfiguratittnsous-figures.

Par ailleurs, le coloriage en quatre zones coldréist une orientation du PLIOX
et des figures obtenues par son pliage, ce quiquewoquer des modifications
positionnelles.
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. > .
Figure 10.Les deux décompositions méréologiques strictefmemogenes du
carré induites par pliage selon les médianes (ehggyuis les deux

décompositions méréologiques hétérogénes induitepliage selon les diagonales
secondaires (a droite)

Figure 11.Les cing décompositions méréologiques homogenesudé induites
par pliage selon les diagonales

4. Variables didactiques
Dans cette partie sont présentées différenteshlasiaidactiques de la situation.

4.1. Différentes modalités de présentation du modeh reproduire

Les modalités de présentation du modéle envisagéss classées selon deux
grandes familles notées P (pour « PLIOX ») et RI(poReprésentation »).

4.1.1. Modalité P

Le modele est présenté par le maitre sous formepldge d'un PLIOX
préalablement effectué hors de la vue des élévesupport du maitre est donc
identique a celui des éléves : il s’agit d’'une oeluction a échelle 1, ce qui donne
des informations aux €léves en ce qui concernailta La présence des plis, voire
I'épaisseur du modele, constituent également ddicda non négligeables. Le
modele reste disponible aux yeux des éléves.

Plusieurs variations peuvent étre envisagées, aotifm de la possibilité de
manipulation plus ou moins grande du modéle :

- le modéle reste éloigné et non manipulable (pamele affiché au
tableau) ;

- le modéle reste éloigné (par exemple affiché alegal), mais il est
possible pour les éléves de venir tourner et raursans le déplier, un
deuxieme modele identique placé par exemple swirleau du maitre ;

- le modéle reste éloigné (par exemple affiché aledad), mais il est
possible pour les éléves de venir tourner et ratryursans le déplier, un
deuxiéme modéle identique placé par exemple sweau du maitre ;
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- le modéle est affiché au tableau mais chaque @l@éssede un modele qu'il
peut manipuler a sa guise.

Une plus grande liberté dans la manipulation canéluine prise d’indice moins
importante concernant notamment le nombre et lar@ates pliages nécessaires, ce
qui nécessite alors une part moins importanteideition.

Lorsque le modéle n'est pas manipulable mais afwlr le plan fronto-paralléle,
I'appréhension opératoire de celui-ci convoquerdedifications positionnelles en
plus des modifications méréologiques induites el des couleurs.

4.1.2. Modalité R

Le modéle est présenté par le maitre sous forme a@gsin ou d’'une photo d'un
pliage de PLIOX. Il existe plusieurs maniéres decpder, le modele peut étre
dessiné au tableau ou sur une affiche, rétroprojetédéoprojeté, et dans ce cas, il
reste éloigné des éléves. Il peut également éssirdesur une feuille distribuée a
chaque éleve. Cette modalité nécessite une intyios forte que la modalité P.
Dans ce cas, l'appréhension opératoire du modélevocue modifications
méréologiques et positionnelles.

La modalité R permet également la présentation diodéle impossible a réaliser
avec le PLIOX, conduisant a I'explicitation des ifioss relatives de différentes
zones de couleur.

Figure 12.Un exemple de modéle impossible.

Plusieurs sous-modalités peuvent étre envisagées :

- modalité R : le dessin (ou la photo) est a la méme échekdg&LIOX, et
dans ce cas, la reproduction s’effectue a échell&a Jprésentation d’'une
photographie peut donner des informations concerlenplis (tout en
empéchant la manipulation du modele), alors ques®iit d'un dessin,
ces informations ne sont plus accessibles aux ®ledans le cas ou le
dessin (ou la photo) du modeéle est distribué awhaipve, la comparaison
par superposition directe entre le pliage du PLiabtenu par I'éleve et le
modéle est alors possible ;

— modalité Rchere: e dessin (ou la photo) se présente a une éctiiéiérente
de celle du PLIOX, et dans ce cas l'information cevnant la taille n’est
plus accessible (de méme que celle concernantliess’p s’agit d’'un
dessin, voir ci-dessus) ; la reproduction est urardjssement ou une
réduction ; I'appréhension opératoire du modéle voqoe des
modifications optiques en plus des modifications déees.
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4.2. Position du modéle présenté

La position du modele lors de sa présentation familiter ou non l'identification
des figures présentes dans le modéle. Elle peotite@ nécessiter une modification
positionnelle.

4.3. Modele a reproduire

Selon le modéle que I'on choisit, I'activité eshdee plus ou moins complexe.
Plusieurs facteurs rentrent en ligne de compte.

Le nombre de pliages nécessaires a la reprodusionétre un premier facteur de
difficultés. On parlera de type,Tpour un modeéle nécessitant au minimum n
pliages. Mais le nombre de figures internes, lgastions relatives, ainsi que la
position gu’elles occupent, interviennent égalemamtouant sur l'identification
perceptive et sur I'appréhension opératoire (medifons méréologiques et/ou
positionnelles). De plus, I'utilisation des partid§ja pliées peut rendre I'activité
plus difficile selon qu’on travaille uniguement arfir du « recto » du PLIOX ou
qu’on doive prendre en compte également le « verscomme par exemple le
modéle de la Figure 13 qui nécessite un pliager<eaant » le PLIOX.

A

Figure 13.Un modele de typesMifficile & réaliser !

Le marquage préalable sur le PLIOX des plis négessa la reproduction du
modéle est également & prendre en compte. En kffetue les plis nécessaires
n'apparaissent pas sur le PLIOX, I'éleve doit idfett le pliage a réaliser ; ceci
rend également l'activité plus difficile. Pourtats, résolution des problemes de
reproduction correspondants ne nécessite pas emifidation de «tracés »
organisateurs au sens de Déyaluisque ces « tracés » n’apparaisspriaprés
réalisation du pliage : il n’y a donc pas décordtom dimensionnelle.

On peut enfin remarquer qu'il existe des modéles pu moins ambigus en termes
de choix de plis. On dira d’'un modele qu'il estbigulorsque le choix de plis
différents mais paralléles aux directions de phisil@giées conduit a une figure
« ressemblante » au modele et qui ne lui est paréisiquement équivalente,
c’est-a-dire qui respecte l'alignement, le miliéai,parallélisme, les positions des
objets les uns par rapport aux autres, leur otiemtamais pas les rapports de
longueur. L’ambiguité d'un modele est d’autant pingportante lorsque les

? Les «tracés organisateurs sont «ous les tracés permettant de réorganiser une égur
donnée en vue d'y faire apparaitre des formes eaomnaissables dans cette figure
donnéex» (Duval, 2005) p.18
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directions de plis nécessaires n’apparaissent yrate $LIOX. Le modéle 1.3 en
est un exemple (voir la partie suivante ainsi guEitjure 15).

5. Analyse de quelques modeles

L’analyse de quelques modeéles est présentée daageetie. Ce travail permettra
de mettre en évidence dans le paragraphe suivagblmaissances en jeu dans la
situation PLIOX.

5.1. Analyse de quelques modeles de type T

11 12 153
q B
1 B

Figure 14.Des modéles de typa T

Y

Analyse du modeéle 1.Le premier modele est assez simple a réalisezstll
composé de deux carrés secondaires mis en évidescecoloriage ; le pli
nécessaire a sa reproduction correspond a une meédia outre, ce modéle met en
évidence une premiere relation entre le carré etdeangle : le partage en deux
parties du carré conduit a un rectangle.

Analyse du modele 1.Re pli nécessaire s’effectue sur la diagonal®dlOX, qui
apparait comme une nouvelle droite partageant -celen deux parties
superposables. Cette droite correspond donc a endaxsymeétrie de la figure
externe du PLIOX, mais également a un axe de signdér deux figures internes
du PLIOX (le carré secondaire vert et le carré sdae jaune). La présentation de
ce modéle comme sur la Figure 14 implique un chaegé d’orientationa priori
relativement aisé a dépasser pour les éleves granechangement d’orientation de
leur PLIOX. Sa réalisation correspond a la consimncd’'un triangle a partir du
partage d’'un carré. Ce modéle met en évidence elation entre le carré et le
triangle : le partage en deux parties du carré genher deux triangles rectangles
isocéles.

Analyse du modéle 1.3a figure externe est un rectangle, de méme @se |
différentes sous-figures polychromes formées parélanion de deux figures
internes. De plus, ce modele met en évidence latiams qui existent entre les
dimensions des rectangles rouge et jaune et desscggcondaires correspondants.
Cependant, parmi les différents rectangles qui rgsent dans ce modele,
certains ne sont pas des moitiés de carrés. Sunockele, le pli nécessaire ne
correspond pas a un axe de symétrie du carré, @naislui de deux carrés
secondaires (jaune et rouge), autrement dit & thamé du rectangle formé par ces
deux carrés secondaires. Enfin le modéle est amik@w sens défini
précédemment). On constate alors certaines prascti approximatives » (dont
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'une est présentée en Figure 15), c’est-a-dire pwotant bien quatre figures
internes, dont les deux carrés secondaires bletertt mais aussi : soit deux
rectangles jaune et rouge de taille différentealle @ttendue, le pli correspondant
étant paralléle & la médiane secondaire ; soit deapézes rectangles rouge et
jaune, le pli correspondant n’étant pas paralléeraédiane secondaire.

| 1
B B

Figure 15.Le modéle 1.3 (& gauche) avec un exemple de regtiod incorrecte
(a droite).

5.2. Analyse de quelques modeles de type T

2-2_5- -
B ]
B ' "
B
24

22%
Figure 16.Quelques modéles de type T

Analyse du modele 2.Ce modele est constitué par le carré secondaseem
évidence par sa couleur, il n'est donc pas ambigis deux plis nécessaires
correspondent aux deux médiane du PLIOX : sa eilis est alors a rapprocher
de celle du modele 1.1 puisqu’elle conduit a pliercarré (le PLIOX) pour obtenir
un rectangle, puis de plier celui-ci pour obtemrnouveau carré. De plus, 'ordre
des deux pliages est indifférent, comme l'illuserechéma Figure 17.

1

B
T—a E!’H 21

Figure 17.Deux procédures pour reproduire le modéle 2.1.

Analyse des modeles 2.2-a et 2.2®es modeles ne sont pas ambigus. Leurs
figures externes correspondent a des trapezesjia@ogne I'occasion aux éleves
de rencontrer des quadrilatéres autres que degéscau des rectangles. Ces
modéles sont symétriques I'un de I'autre (donc sageables, mais non identiques)
et peuvent étre proposés simultanément. Avec esxgleves se rendent compte
gue des figures peuvent étre trés ressemblanest;a&'dire avoir la méme figure
externe (ici, un trapeze), les mémes figures ieter(un triangle et un carré
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secondaire) sans étre identiques : le réle deshbgition des figures internes est ici
mis en évidence. Deux procédures sont envisagepblasobtenir chacun de ces
modéles : réaliser un premier pliage selon une atéck, puis un deuxiéme selon
I'une des diagonales du carré secondaire bleuplieuselon I'une des diagonales
du PLIOX puis réaliser un pliage selon une médi&@es différentes procédures
sont illustrées par le schéma Figure 18. On canspae le seul choix différent de
diagonale conduit a une production différente. @esléles mettent en évidence
des relations entre le carré et le rectangle :auré@artagé en deux peut donner un
rectangle ; un rectangle partagé en deux peut damearré.

Figure 18.Procédures pour obtenir les modéles 2.2-a et.2.2-b

Analyse du modele 2.3a réalisation de ce modele ambigu peut s'appsyer

celle du modele 1.3. Elle fait jouer les relatiargtre le carré et le rectangle.
L'inversion des deux pliages n'a pas d'incidencelsuésultat : deux procédures
sont ainsi possibles. De plus, en retournant Ipatipon obtient un autre rectangle
quadricolore. Les deux figures obtenues sont t@ssemblantes mais pas
identiques (voir Figure 19) : la figure externe @strectangle de méme dimension
que pour le modele 2.3 ; les quatre figures exsegue composent le modele sont
identiques ; en revanche leur disposition est wiffte (le verso est comme

« inverseé).
I
W

Figure 19.Verso dU modéle 2.3.

Analyse du modele 2.4a figure externe du modeéle est un hexagone égulier :
I'existence de polygones convexes a plus de 4 &#éslors soulignée. Lorsque ce
modéle est présenté, les deux carrés sont enisituabn prototypique, ce qui
risque de générer des difficultés dans leur ideatibn. Les éléeves peuvent
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justifier la reconnaissance du carré secondairesigm@tion non protoypique en
faisant référence a I'action qu'il faudrait réatigmur « retrouver » le carré (une
rotation). La réalisation du modéle nécessite tanghment d’orientation. L'ordre
de pliage n'a pas d’incidence sur le résultat : xdguocédures sont alors
envisageables.

6. Analyse des connaissances en jeu

Y N

La situation PLIOX est propice a travailler a laisfodes connaissances
géomeétriques et des connaissances spatiales @de&erthelot & Salin).

6.1. Connaissances spatiales

« Par connaissances spatiales, nous désignons lasagssances qui permettent a
un sujet un contréle convenable de ses relatioksspace sensible. Ce contrble se
traduit par la possibilité pour lui de :

- reconnaitre, décrire, fabriquer des objets ;

- déplacer, trouver, communiquer la position detsj;

- reconnaitre, décrire, construire ou transformer espace de vie ou de
déplacement> (Berthelot & Salin, 1999-2000, p.38).

Ainsi des connaissances spatiales sont en jeu ldasguation PLIOX, liées a
I'orientation et a la position des différentes figsi dans les modéles. Elles sont
mises en ceuvre a différents moments de la situBlidOX :
- lors de l'analyse des modéles en vue de leur reptamh, puisqu’il s'agit
d’identifier des positions relatives de figuresemies par exemple ;
- lors de moments de recherche se déroulant dapafesensible.

6.2. Connaissances géométriques

Cette situation offre tout d’abord l'occasion deoie le carré et de parler de
diagonale. Elle permet également de (re)voir desutquadrilateres particuliers
comme notamment le rectangle, le triangle rectaisgeéle. Mais elle permet
également de rencontrer d’autres polygones conveaetla dénomination n’est
pas exigible a I'école primaire : trapezes et autpeadrilatéres « quelconques »,
ainsi que des polygones a plus de quatre cotésagmmes, hexagones) qui ne sont
pas réguliers.

Les figures (carrés, rectangles, triangles) somsddifférentes positions et
notamment dans des positions non prototypiquesadgit de les reconnaitre.

Dans cette situation, deux points de vue sur umaerfégure coexistent :
— l'un correspond a ce qui est immédiatement visdil@ercu : les figures
internes (selon la Gestalt Theory car ce sont deesz de couleur), ainsi
que la figure externe (le PLIOX fait partie de pese sensible : ainsi le
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modéle a reproduire lorsqu’il est présenté se tétda fond du tableau car
apparaissant comme un objet en soi, comme uf) tout

— lautre correspond aux sous-figures monochromesawt sous-figures
polychromes (recomposition de sous-figures monaukg) ; dans ce cas,
il'y a prise en compte des marques des plis et eféaigs points
particuliers.

Le passage d'un point de vue a l'autre conduit @ association entre parties et
tout, c’est-a-dire a la fois la possibilité de dépwmser une figure 2D en d’autres
éléments figuraux 2D (décompositions méréologigee$d possibilité de voir une
surface comme une réunion de surfaces (reconfignjatEn particulier des
relations entre différentes formes connues sonesnen évidence spontanément
par les éléves :

— un demi-carré peut étre un rectangle ou un triangle

— un assemblage de deux triangles rectangles isaadesposables peut étre

un carré ou un triangle ;

— un assemblage de deux carrés superposables esitangle, ...
Ainsi il est possible que I'éleve acquiere une esate flexibilité quant a la
reconnaissance des formes géomeétrigues dans nienpgquelle position et
détachées ou intégrées dans d'autres figures.

Les pliages selon les directions autorisées coaduisu marquage d'un réseau de
plis qui constitue un réseau de droites visiblelswerso du PLIOX. La prise de
conscience de celui-ci releve d’'une déconstrudaiorensionnelle.

Les modalités de pliage mettent également en éviddrs cotés et des sommets
de différents polygones.

7. Les différentes phases de la situation PLIOX

La situation PLIOX est une situation d’action (Bsseau, 1998) au sein de laquelle
sont ménageées différentes phases présentées lisé@@s dans un deuxiéme
temps. Il s’agit pour nous de préciser les conagimécessaires pour que la
situation PLIOX puisse déboucher sur le développerdes connaissances mises
au jour dans le paragraphe précétient

% Alors que, selon Duval, dans le cas d’'une actiditgs le micro-espace de la feuille de
papier, il semble qu'il soit difficile de voir uott, particulierement lorsque ce tout est
formé de zones de différentes couleurs accoléasles aux autres.

“* Nous ne nous préoccupons pas ici de l'introdudlio®LIOX dans la classe.
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7.1. Présentation des différentes phases
7.1.1 Phase 1: analyse du modéle

Un modéle est affiché au tableaans que les éleves ne voient comment il a été
réalisé (pour la modalité P) Collectivement ou individuellement des élévestson
sollicités pour dire ce qu'ils voient, les formasily reconnaissent aussi bien sur le
contour, qu'a lintérieur de la figure, ainsi qu&ntuellement leurs positions
relatives. L'identification des formes fait I'objefune demande systématique de
justification. Proposée en préalable a la rechedehka solution, cette analyse offre
un temps de réflexioavantl’action.

7.1.2 Phase 2 : recherche individuelle de la sabuti

Les éléves doivent réaliser par pliage de leur RLIihe figure identique au
modéle présenté. Ainsi aucun travail papier/crag@st exigé, aucun instrument
classique de géométrie n’est utilisé, seuls legpk sont convoqués. L'activité est
alors centrée sur I'analyse de la figure pour gpaoduction et non pas sur le tracé.
Dans la modalité P, le modeéle reste visible maikstance des éléves pendant la
durée de l'activité.

7.1.3 Phase 3 : mise en commun

Des éleves sont sollicités pour expliquer leur @dare, ou dans un premier temps
la montrer & la classe s'ils ne parviennent paxiqeier, aidés si besoin par
I'enseignant pour la formulation ou le vocabulai@ertaines productions erronées
sont invalidées.

La validation de I'explication est double : suféed par la réalisation effective du
pliage en parallele au discours, et sur la forme lmseignant qui veille a
employer le vocabulaire géométrique et spatialnedout au long de la situation.
La mise en commun est aussi I'occasion de revenilastechnique de pliage bord
sur bord (qui peut étre illustrée en pliant et @éplle PLIOX).

7.1.4 Phase 4 : synthése

Cette phase correspond a la mise en évidence deeaumu objets géomeétriques
ainsi que leurs relations mis a jour lors des phasécédentes : a l'intérieur du
PLIOX des sous-figures monochromes et des sousefgypolychromes, des
relations entre figures, des droites, des pointscpders, ...

® En effet, pour qu'il y aiprobléme géométriquda préparation du modéle (c’est-a-dire la
réalisation du pliage du PLIOX par I'enseignantrévea présentation a la classe), doit étre
cachée aux éléves : la réalisation du modéle delesn€léves réduirait I'activité a la
reproduction d’un geste.
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7.2. Nature et réle des différentes phases

La situation PLIOX est ainsi composée d'une alteceaentre phase d’action
(phase 3) et phases de formulation (phases 1 @uB),se conclut par une phase
d’institutionnalisation (phase 4). Nous précisonsoatre dans ce qui suit le role
ainsi que le statut des connaissances au seirsda#ffé&gentes phases.

7.2.1 La phase d’'action : phase 2

L’action convoque tout d’abord des compétencesiapat(voir paragraphe 6.1)
qui restent implicites. De plus, la prise en conthtgéseau de plis dans la tache de
reproduction utilise en situation des connaissanses la symétrie axiale
(notamment dans le carré). La symétrie est alorsoutil implicite dans la
résolution des différents problemes de reprodugbi@mposés (et notamment dans
les activités de pliage « bord sur bord »).

Dans cette phase, le milieu fournit une rétroactionmédiate. En effet, la
validation est essentiellement perceptive par coaipan visuelle entre le modéle
et le résultat du pliage du PLIOX effectué. Maigst également possible pour les
éléves, et nous I'avons constaté lors de la misesewre, de venir juxtaposer leur
production et le modéle, par exemple pour compiasetongueurs des cbtés. La
rétroaction du milieu améne une plus grande auttnoles éleves face a la tache
et peut-étre également une plus grande implicatéos la résolution du probléme :
nous avons en effet pu noter une sollicitation fedsle de I'enseignant par les
éléves, ainsi qu’une mise au travail de tous, méewx qui habituellement ont du
mal a rentrer dans le rythme de la classe.

7.2.2 Les phases de formulation : phases 1 et 3

La situation PLIOX ne se résume pas a des moméstsiah, mais incorpore des
moments d’analyse des modeéles et d’explicitatiorpaeédures, car se limiter a
l'action n'est pas «raiment faire ddla] géométrie avec les élevegHoudement
& Kuzniak, 2000). Cependant, il ne s’agit pas deadions de formulation au sens
de (Brousseau, 1998), puisqu’aucune contraint&asttion n'améne la «écessité
de formulation» (Bosch & Perrin-Glorian, 2013, p. 278).

BN

Lors de la phase 1 les éleves sont incités a aralgsfigure. Cette analyse
implique la prise en compte a la fois de la forrmembdéle (figure externe) et de
ses figures internes, c’est-a-dire de la décomiposihéréologique induite par son
découpage en éléments figuraux 2D monochromesiu@iEment en jouant avec
le changement d’orientation. Ceci conduit les &evéentifier :

- la figure externe du modéle ;

— ses figures internes ;

- l'organisation spatiale relative de ces élémermggréux.
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Lors de la mise en ceuvre dans une classe de GBdgér), nous avons ainsi pu
constater des décompositions et reconfiguratiogsirdles de plus en plus
nombreuses et immédiates de la part des éleveantaipparaitre des sous-figures
monochromes et polychromes. La reconnaissancerdé @a@galement fait I'objet
de discussions. Ainsi, I'analyse du modéle, préalabsa reproduction, est une
étape importante de I'activité.

En outre, la demande de justification concernaaétitification des formes conduit
progressivement les éléves a la prise de conscemaertaines propriétés de ces
formes, a commencer par le nombre de c6tés etrdmets, ainsi qu'a la mise en
évidence de certains points communs. Par exemple :
- Le carré posséde quatre cOtés et quatre sommetss ;ses cotés ont la
méme longueur ;
— Le rectangle posséde lui aussi quatre c6tés erggsammets mais les
c6tés n'ont pas tous la méme longueur ;
— De méme, le trapéze possede quatre cotés et goatraets, mais certains
cbtés opposés ne sont pas paralleles ;
- Le triangle ne possede que trois cbtés et troisrszm
Ainsi peut s'amorcer le passage de la reconnaissamnédiate de formes (niveau
0 de Van Hiele) a I'analyse (niveau 1).

Dans la phase 3, les formulations attendues (...) sont celles qui igdéat les
stratégies» (Bosch & Perrin-Glorian, 2013, p.280). La « mise mots » des
procédures peut aider certains éléves a effectusgproduction attendue et porte
sur lesgestesa accomplir dans le micro-espace 3D. Elle permdbst de rendre
explicite les compétences spatiales en jeu, restéplcites dans l'action. En
outre, dans le cas particulier du modele imposginledalité R), la formulation des
raisons d’'impossibilité permet de faire émergerndEniere explicite les prises
d’'indices concernant les positions relatives défémintes zones colorées.

Cette phase d’explicitation des procédures peukeggmt conduire & mettre en
évidence des relations entre les différentes fgyumasi que les éléments figuraux
1D que sont les droites du réseau, notament lg®iddes et les médianes. Enfin
les modalités de pliage permettent d’aborder lesom® de cbté et de sommet.
L'analyse du langage lors de la mise en ceuvre a@i dmt ressortir la
reconnaissance de certains points :
— Les premiers points évoqués sont les sommets dOXEt des différents
modéles qui apparaissent « au bord » d’'un objéedpace sensible ;
- Les sommets des carrés secondaires sont mis eenégidtar nécessaires
lors de la formulation des procédures ;
— La mise en évidence du centre du PLIOX se réalisgjlie les éléves sont
amenés a retourner leur PLIOX pour plier selon diagonale secondaire
(modéle 2.4) : ils doivent « placer un sommet sutte ». Or sur le verso
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du PLIOX n’apparaissent que les marques des pliectees, et en
particulier ceux des deux médianes du PLIOX. Lecrdisnation du
centre du PLIOX «ésulte de la relation d’'incidence de deux autragas
figurales (intersection de 2 traits)(Duval, 1995, p.180).

Les deux phases de formulation induisent par agll€utilisation du vocabulaire
spatial (a droite de, a gauche de, au-dessus, soale en haut, en bas, derriere,
devant...) ou géométrique (carré, rectangle, trigngl@é, diagonale, droite,
sommet, point...), qui apparait comme un outil pcammuniquer procédures ou
analyses. Une évolution de ce vocabulaire d’'unacga l'autre a été pointée lors
de la mise en ceuvre.

7.2.3 La phase de synthese et d’institutionnalisati

Lors de la phase 4, certaines connaissances pepreatre le statut de savoir. En
effet, si «certaines formulations des éleves (et du maitreferd (et doivent rester)
du domaine des connaissances attachées a la sityati’autres sont des
formulations, souvent maladroites, du savoir quiaut enseignes (Bosch &
Perrin-Glorian, 2003, p.278). La phase de syntip&smet alors de kes gérer et
[de] les situer par rapport aux formulations attendwe@bid).

La phase 4 doit & terme déboucher sur une institodilisation locale reprenant les
différents points abordés tout au long de I'acfiibbjets géométriques, propriétés
et relations mises en évidence). En effet, lordtpreseignant ne dégage pas les
connaissances qui circulent, alors cette connaissame devient pas objet
d’apprentissage : lersque le sujet reconnait le role actif d’'une carmsance sur
la situation, pour lui, le lien inducteur de la &ttion sur cette connaissance
devient inversible : il sait. Une connaissance nidentifiée est un savoir, c’'est
une connaissance utile, utilisable, dans ce serslgupermet au sujet d’agir sur
la représentation> (Connes, 1992).

Ainsi, concernant les éléments figuraux 1D, la phae synthése peut étre
I'occasion de faire prendre conscience aux éleuagskeau de droites visible sur le
verso du PLIOX. Mais mettre en évidence les droitesréseau ne suffit pas a
priori pour conduire les éleves a une déconstructibmensionnelle : une
exploitation de ce réseau dans de nouvelles agiyét donc de nouvelles phases
d’action) devra étre envisagée.

Concernant les éléments figuraux 2D, on pourraggample, selon les modéles
proposeés, institutionnaliser certains faits suisant

- la réunion de deux triangles isoceles rectangles genner un carré ou
bien un triangle ;

- un triangle partagé en deux peut donner deux teang
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la réunion de deux rectangles peut donner un cart#en un rectangle ;
la réunion de deux carrés donne un rectangle ;

la réunion de quatre triangles peut donner un mgtga

la réunion de quatre rectangles peut former undgractangle.

Le vocabulaire peut également faire I'objet d’unstitutionnalisation locale.

Enfin, dans le cas du modéle impossible, la fortirmdades raisons d'impossibilité
peut conduire a une activité liée a la déductiooprdition qu’un questionnement
spécifique balise le passage de I'expérience a&thdtion. C’est au cours de la
phase 4 gu'un r€el travail de distanciation et d'institutionnadison» peut étre
mené permettant e passagéqui] ne va pas de soi et dans lequel le réle du
maitre est essentiel(Houdement & Kuzniak, 2000, p.103).

Conclusion

Ainsi définie, la situation générique PLIOX condaitproposer des problémes
pouvant étre identifiés a la fois comme probléenmetiaux dans le micro-espace
3D, mais aussi comme problémes géométriques dedegtion de figures planes
dans le paradigme géométrique G1. Nous avons mauoiéda situation PLIOX
était essentiellement liée a I'expérience et atditiron, mais qu’elle pouvait
permettre une activité liée a la déduction en fionctiu choix de la modalité de
présentation. Enfin, la situation PLIOX, qui saisiessentiellement au niveau 0 de
Van Hiele, peut contribuer a développer la penggsmgtrique des éleves en les
aidant & passer au niveau 1. Elle répond en dfffepaincipes de développement
énoncés par (Marchand, 2009), a savoir :

— varier I'orientation des figures proposées aing pur complexité ;

— favoriser le travail sur les propriétés et leurkatiens, en incitant par
exemple les éleves a expliciter les conditions maés d’identification
d’une figure ;

— présenter des cas extrémes de figures ou des -@@naples ;

- et plus généralement varier les taches géométrigimss que les supports
et les instruments.

En outre, ces problemes mettent en jeu des coamaiss spatiales et des
connaissances géomeétriques. Plus particulierensenttavail a mis en évidence
gue la potentialité mathématique de la situationlOXL porte sur la

connaissance/reconnaissance d'éléments figuraueéldires. Celle-ci nécessite
une appréhension perceptive ainsi qu’'une apprébrertgiératoire des figures 2D
de type méréologique (décomposition et reconfigomyt de type positionnel,
voire de type optiqgue (selon la modalité de prégemt du modeéle retenue).
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L’'analyse des différentes phases permet de prét@sedle et le statut de ces
connaissances au cours du déroulement de la eityatinsi que les conditions
nécessaires a leur développement.

La mise en évidence des variables didactiqueshflexau modéle, son orientation,
la modalité de sa présentation, les plis nécessaiga reproduction), a conduit a
une premiére mise en ceuvre, mais nous n'avonsngasesexploité la modalité R

ni ses variantes, en particulier lorsque le modstempossible.

De plus, le réseau de droites qui apparait suedeovdu PLIOX n’est pas vraiment
mis a profit dans la mise en ceuvre évoquée. litsameeffet possible de s’appuyer
sur l'identification des sous-figures monochromespolychromes du recto pour
les faire apparaitre au verdbest donc envisageable que le jeu sur le rectsfre
du PLIOX permette de développer la capacité a iflentoutes les formes gu'il
est possible de reconnaitre dans ce réseau deedr@elon Houdement, cette
capacité doit étre travaillée en parallele de leodétruction dimensionnelle des
formes 2D perceptivement prégnantes. Ce nouveagiajipement de la situation
PLIOX pourrait alors s’intégrer dans le travail@eval & Godin & Perrin-Glorian
qui cherchent & produire des situations pour «eappe a regarder les figures ».
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ZAHID ELM'HAMEDI

EFFETS D’UN APPRENTISSAGE EMPIRIQUE SUR LA
COMPREHENSION DU CONCEPT DE MOYENNE ARITHMETIQUE

Abstract. Effects of empirical learning on the undestanding of the concept of
arithmetic mean. The goalof this research is to evaluate the effects of englilearning
on understanding of the concept of arithmetic meathe Moroccaistudents in 8 year of
college (14-17 years old). This empirical learnirsy materialized by some practical
activities allowing the apprehension of usual prépe of this concept. These practical
activities are established before traditional affitial courses introducing this statistical

%

= +..+
notion, usually focused on application of the folanuX =X1—
n

random sample constituted of 144 students (74 baogs70 girls) under above school level.
We have applied randomization principle in ordefaion two equal groups: Experimental
group and Control group. The experimental desigopsetl is formed by four steps
composed with tasks to be achieved by the studdrits. first task, addressed to the
Experimental group only, involves implementationtbé above practical activities. The
results of this research, deducted by applicatioRagtorial Analysis, show that empirical
learning have positive effect on understandingrithenetic mean at students iff gear of
college. Thus, this study suggests not only that dhithmetic average concept is more
complex than the direct application of the abovegotational algorithm, but also implies
that the average concept should be taught beyasdatinous rule.

. We chose a

Résumé.L’'objectif de cette recherche est d'évaluer lestsfti’'un apprentissage empirique
sur la compréhension du concept de moyenne aritneétdes éléves de IS année du
college (4gés entre 14 et 17 ans). Cet apprenéiseampirique est concrétisé par un
ensemble d'activités pratiques permettant 'appnéloen de propriétés usuelles relatives a
ce concept. Ces activités pratiques sont miseslare mvant tout cours traditionnel et
officiel introduisant cette notion statistique, habllement axé sur I'application de la

X+t X,
n

garcons et 70 filles), dans lequel nous avons @agstun Groupe expérimental et un
Groupe de contrble, d’effectifs égaux. Notre plapé&imental a comporté quatre étapes
composées de taches a réaliser par les sujets,lalgremiére, qui a été proposée au
Groupe expérimental seul, implique la mise en cedeeeactivités pratiques. Les résultats,
qui ont été étudiés a 'aide de I'analyse factteides correspondances multiples, montrent
que cet apprentissage empirique a impliqué un @ibsitif sur la compréhension de la
moyenne arithmétique. Nous annoncgons ainsi quengrcéhension de ce concept est plus
compliquée que l'application directe et aveugle I'd&gorithme de calcul présenté ci-
dessus, mais qu'il devrait-étre enseigné au-delZette fameuse regle.

formuleX = . Nous avons choisi un échantillon aléatoire de 4diéts (74

Mots clés:Moyenne arithmétique Apprentissage empirique Apprentissage coopératif
Compréhension conceptueeCompréhension instrumentaleConceptions erronées.
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© 2014, IREM de STRASBOURG.
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1. Introduction

La statistique est une partie des mathématiqudiséati dans de nombreux
domaines tels que I'économie, les sciences nadgrelhistoire et la géographie.
Dées l'école primaire, on enseigne aux éléves deivites de recueil et
d’organisation des données liées a des phénomeéxtasls (quantité de pluie,
température, ...). Coutanson a abordé cette quedgoléducation statistique a
I'école primaire en France (Coutanson, 2010). Aueau de I'enseignement
secondaire, ce n'est qu'a partir de 1983, annédéthwt des réformes coincidant
avec I'arabisation des matieres scientifiques,|lguatistique est intégrée dans les
programmes des mathématiques du systéme éducati¢ana

A I'ere de la communication et de la technologes, $ociétés ont besoin d’analyser
des données pour prendre des décisions d’ordrengtiqune. Cela suggere qu'il
soit important que les éleves développent la cohgirgion des concepts et des
processus utilisés dans ce domaine (Zaki et Elmgun2009). La moyenne
arithmétique est I'un des concepts de base lesiplpartants dans cette entreprise.
Les données rapportées et utilisées dans la vididiggrmne, les journaux
scientifiques et les médias publics, utilisent fréagpment la notion de moyenne. Il
ne faudrait donc pas nous étonner si dans un sgséelucatif donné, on a choisi
d’'introduire une notion telle que la moyenne. Erreucette notion est la plus
présente dans la plupart des curricula de I'édoagénérale a travers le monde
(Goodchild, 1988; Waston et Moritz, 1999). Elle emissi usuelle dans le
vocabulaire de la plupart des enfants, méme avamecdevoir des connaissances
statistiques formelles a I'école. En effet, lesntes comme « taille moyenne »,
« &ge moyen », « score moyen », sont frequemmaéiséstpar les enseignants et
par les ouvrages méme avant que les éléves puss@prendre les significations
sous-jacentes.

Malheureusement, bien que I'enseignement de lsistae soit souvent justifié en
se référant a la nécessité de préparer les élavesd@mandes d'une société
d’'information, plusieurs enseignants ne fournisgess beaucoup d’effort pour
satisfaire a de telles demandes (Elm’hamedi, 20i0)ntroduisent souvent dans
leurs instructions des taches obligeant les élaveffectuer seulement des calculs
sur la moyenne. Ceci peut ne pas étre suffisant gévelopper les habiletés de
savoir-faire statistique des éléves. De méme, goen pas étre sdr qu'ils peuvent
interpréter, d’'une facon raisonnable, les argumstatistiques rencontrés dans des
articles de journaux, dans des informations al&vigion, dans des annonces ou
dans le milieu de travail.

L'importance du concept «moyenne arithmétique» tvidun fait qu’il prend en

considération toutes les valeurs de la distribuébentre dans le calcul des autres
caractéristiques telles que les indices de dispersi de corrélation. La moyenne
arithmétique est le parametre le plus généralentdige pour mesurer la tendance
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centrale. De méme, c’est un parametre fréquemnigisewdans la vie de tous les
jours, et il fournit une information essentiellg@dpos de la valeur typique d’'une
série de données.

En statistique inférentielle, on compare souverst meyennes ou des différences
de moyennes de plusieurs séries de données. Par&ilt, des théories dans
plusieurs disciplines incluent des concepts exmimeé termes de moyennes ou
sommes de moyennes. Dans plusieurs contextes, dgenmes sont seulement
calculées aprés pondération des quantités; en matlgeies et en physique, par
exemple, I'intégrale est une somme pondérée, taquiisle centre de gravité est
une moyenne pondérée. La notion de moyenne pew guser un rble en
politique: I'idée d’intervalles de confiance estiblase des outils statistiques sous-
jacents aux opinions concernant un scrutin donné.

Bien que le concept «moyenne» semble étre simpbkutel'algorithme de calcul
le suggére, des recherches antérieures (Polldtsak, et Well, 1981; Mevarech,
1983; Strauss et Bichler, 1988) indiquent que leges ont plusieurs conceptions
erronées concernant cette notion. Elles ne sont gqagss au manque de
connaissances procédurales de calcul de la moyenas, au manque de la
compréhension conceptuelle du concept. Ce qunéstprété par I'absence d’'une
pensée statistique chez les éléves (Pfannkuch &t, \BD03; Chatzivasileiou,
Michalis et Tsaliki, 2010).

La moyenne arithmétique est définie par additios @@eurs puis division de la
somme trouvée par le nombre de valeurs qui ontadtitionnées. Strauss et
Bichler (1988) ont argumenté que la simplicité dspects de calcul du concept
«moyenne» pourrait le faire apparaitre plus fadile.méme, Mokros et Russell
(1995) ont annoncé que ce concept est un objetémettique d’'une complexité
inappréciée. En fait, plusieurs compréhensionsétiages relatives au concept ne
sont que l'algorithme : «Ajouter Puis Diviser». Audes études ont-elles examiné
les conceptions des éléves a propos de cette nGt@latsek, Lima et Well, 1981;
Mevarech, 1983; Strauss et Bichler, 1988; Chatidrias, Michalis et Tsaliki,
2010) et ont exploré les approches instructionaghiessibles (Mevarech, 1983;
Hardiman, Well et Pollatsek, 1984) pour promouvsér compréhension. Plus
récemment, les travaux de Vladimir Andrade (Andra2l&l3) ont porté sur les
concepts de mesures de tendance centrale et dergilisp en portant, dans un
premier temps, I'attention sur leurs places daasrlanuels scolaires en France et
au Brésil.

Quant aux stratégies adoptées par les éléeves fdaeréalisation d’'une tache
impliquant le concept de la moyenne arithmétiquai 995) a pu remarquer
gu’elles sont au nombre de trois, et sont les siés:
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* Mise A Niveau (MAN) dans laquelle I'éléve utilise une suite de
«retranchement puis ajout» afin d'arriver & la sotu adéquate du
probleme.

e Ajouter Puis Diviser (APDQ)se basant sur I'application de la formule
algorithmique: X “Xate¥Xn .

n

e Tatonnement Puis Erreur (TPHJans laquelle [I'éleve choisit
premierement une valeur donnée pour la solutiois, ipaontrole si elle est
en concordance avec les données du probleme. Sieskpas le cas, il
choisit une autre valeur, et ainsi de suite jusqeéaqu’il tombe sur la
valeur adéquate.

Par ailleurs, malgré la place prépondérante quipeaette notion en statistique, en
feuilletant, brievement, les manuels scolaires daensysteme éducatif, nous
sommes décus de voir d’une part qu’ils se sontliiEsseulement sur la fameuse

S +...t+ . . s
regle X SR T et d’autre part qu’une large quantité de situat@i$é prise
n

avec des exemples numériques, basés sur des esaleicalcul seulement.

De ce fait, on pourrait attendre, par exemple, Eégance de confusions quand les
problémes rencontrés sont tels que les nombresl@juent étre inclus dans la
somme relative au calcul de la moyenne arithmétigqgiesont pas complétement
clairs. L’éléve, quant a lui, pouvant facilemergaédre les exercices proposes et
pouvant équilibrer & premiére vue n'importe queldie de données, sans tenir
compte de leur origine ou de leur nature, se tempcroyant qu'’il a bien compris
ce concept, qu'il ne rencontrera jamais de diffiésilen résolvant des problemes
impliquant cette notion et que réussir le calcuffel constitue une compréhension
complete de ce concept.

Par exemple, Carpenter et al. (1981) ont rapparégles éleves ont des difficultés
avec des problemes qui vont au-dela de I'applioatie I'algorithme calculatoire
de la moyenne. La majorité des éléves ne peut gtesndiner la valeur d’'une
donnée manquante connaissant la moyenne et lagvales autres données. Ceci
illustre que les connaissances conceptuelles dmagenne sont limitées. Ces
éléves sont incapables de modifier I'algorithmeifi@ende calcul de la moyenne
d’'une facon qui leur permette de I'adapter poulisation dans des situations non
standard. Cependant, la moyenne arithmétique estomeept fondamental en
statistique. Elle est largement utilisée dans denbreux contextes scolaires.
Jusqu’a présent, il est rare que nous rencontruoesdiscussion approfondie des
buts éducatifs concernant I'enseignement de ceepdn€ela implique, sans doute,
un manque de clarté a propos de la méthode d'é&i@iudes connaissances des
éléves relatives a la moyenne arithmétique.
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Par ailleurs, des recherches ont suggéré que reerémipects de connaissances
conceptuelles a propos de la moyenne sont abggats.nous a conduit a une
recherche qui commence par le processus d'idestiific des aspects spécifiques
de la connaissance conceptuelle (e.g. propriétda deoyenne et interprétations
variées de la moyenne), et de détermination dut judque auquel on a besoin de
connaissances relatives a ces différents aspeutegtuels. Evaluer la nature de la
compréhension conceptuelle des éléves relative raolgenne peut amener non
seulement & informer les éducateurs sur les caaraiss des éléves relatives a la
moyenne, mais aussi a suggérer des directionsaligyees de classe qui peuvent
incorporer tout a la fois les aspects calculatagtesonceptuels de la moyenne.

Y

Par conséquent, une investigation a propos de Uisitpn d'un niveau de
compréhension satisfaisant de la moyenne aritho@tgt, sans doute, le meilleur
point de départ pour explorer les structures cogrst dont les éléves de
'enseignement au college ont besoin pour manipués autres concepts
statistiques, afin de pouvoir poursuivre leurs éfusiecondaires et supérieures avec
succes.

Ainsi, le travail que nous exposons dans cet arihscrit dans la continuité des
réflexions et recherches menées sur la questiomide en place d’ingénieries
didactiques permettant d'atteindre un niveau de préhension satisfaisant du
concept de la moyenne arithmétique. Plus parti@ri@nt, nous essayons de
traiter et de mettre a I'épreuve I'hypothése déieeche suivante:

«Des activités pratiques, basées sur les stratédil®sN et TPE, et visant
'appréhension expérimentale de propriétés de lgenoe arithmétique, mises en

X+t X
n
avant la mise en place de toute activité théoriqaeée sur la stratégie APD et
visant l'appréhension théorique de ces mémes pétgsj permettent une
compréhension conceptuelle de ce concept, cheélégss de la “3° année du

collége».

place avant tout cours axé sur la formde= , introduisant ce concept

L’idée de primauté de ces activités pratiques inélés dans notre hypothése de
recherche avant que les éleves recoivent de cofficieb sur la moyenne
arithmétique, est basée sur le fait que nous sonmrésesconscients que des son
enfance, I'éléve se trouve déja familiarisé avexilisation de ce concept ainsi
gu'avec ses propriétés caractéristiques; il I'séilifrféiquemment dans sa vie
quotidienne, comme nous l'avons déja signalé. De ge telles activités pratiques
seront instaurées de maniére assez simple et eisatlh’exigeant pas des éléeves
gu’ils recoivent un tel cours, ou qulils maitrisenies connaissances tres
particulieres relatives a ce concept.
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Il est aussi intéressant d’insister sur le fait ,gqeelon notre estimation la
compréhension conceptuelle du concept de la moyarithenétique n’est satisfaite
par un éleve, que si, se trouvant face a la rd@isal’'une tache impliquant ce
concept, il peut préférer utiliser 'une des detratégies MAN ou TPE plutét que
la stratégie usuelle APD. Toute propriété caragtiérie de la notion de moyenne
lui apparait aussi évidente et allant de poir pouvoir la vérifier, la démontrer ou
la mettre en exergue, sans qu'il pense a recodarstratégie APD, qui est basée

X

+ot X
———— 1 En revanche, une
n

telle application de cette fameuse formule constiselon notre estimatignce
qu'on appelle la compréhension instrumentale ducepn de la moyenne
arithmétique.

(rappelons-le) sur I'application de la formule =

Mais avant de procéder ainsi, nous allons tout afédbpasser en revue les
principales recherches déja menées sur les diffis@t modéeles de compréhension
relatives a cette notion statistique la plus haliéunent utilisée.

2. Revue de la littérature

Les différentes recherches, déja établies, que aonrss pu consulter et qui sont en
relation directe avec notre problématique sont tremmbreuses et sont,
malheureusement, toutes réalisées dans des cantxtiees que celui relatif au
systéme éducatif marocain. Leur dénominateur comestiquda connaissance de

S +...t+ . S gy -
la formule X :u, seule, ne suffit pas a I'éleve pour acquérir une
n

compréhension satisfaisante du concept de la meyanthmétique

Nous nous sommes limités ici a la présentatioraali$cussion des résultats de
quelques recherches seulement, sachant que lanlesepas exhaustive et que la
plupart d’entre elles sont déja signalées dansatiepintroductive de cet article.

Ainsi, nous avons divisé ces recherches en delégaodes principales. Chaque
catégorie est identifiée par les articles ou oussagui ont fait I'objet de traitement

de ce concept. La premiére est relativejuielques éléments d’exploration sur
I'appréhension de ce concept par les élevesdeuxieme présents ensemble de

modeéles préconisés de compréhensianprendre en considération lors d’'un
enseignement sur ce concept. L’adoption de ces lemg&rmet, sans doute, aux
éleves d’'acquérir une compréhension conceptualiéquate de ce concept
statistique.
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2.1. Quelques éléments d’exploration
oPollatsek, Lima et Well (1981):

Deux résultats essentiels sont tirés de I'étudeémelans Pollatsek, Lima et Well
(1981). Le premier est qu'une forte majorité d'&gwsont incapables de pondérer
et combiner correctement deux moyennes en une.deolg eux, la méthode de
non-pondération est la seule qu’ils connaissent paiter les problemes relatifs a
la moyenne. Ainsi, les difficultés rencontrées @pms du concept « moyenne », ne
sont pas restreintes aux habiletés de pondérendtiner deux moyennes. Mais, la
difficulté de base imprévue est comment manipuwendtion de moyenne dans un
probléme donné. Les réactions des sujets ont idige les difficultés qu’ils ont
trouvées ne sont pas dues a la non-connaissante fdemule algorithmique :

S +...+ , " .

X :u. Une fagon de résumer le manque d’habiletés, ghezieurs
n

éléves, a résoudre des probléemes relatifs a la mey@ondérée est qu'ils se

comportent comme si la moyenne était un conceperpent formel, défini

seulement en termes de calculs basés sur des r®atiztaits.

Le deuxieme résultat est que le degré d'abstradfies données du probleme
nécessitant la détermination de la moyenne aritlqoiéta un effet sur la capacité
de sa résolution par les éleves. Trés précisémkrstles xsont abstraits, plus les
éleves trouvent des difficultés pour résoudre deblpmes impliquant le concept
de moyenne arithmétique.

o0Cai (1995):

A partir d’'une tache ouverte, impliquant une sit@tconcréte, nécessitant la
determination d’'une donnée inconnyg, étant donneé : la moyenne arithmetique,

X, la taille des données, n, et les autres donnges.), Cai (1995) a pu identifier
trois stratégies de solution chez les éléves, cormoue I'avons déja signalé dans la
partie introduction de cet article, a savoir : MAARD et TPE. De plus, les cing
différents types d’erreurs, présentés dans le aabseiivant, sont commis par ces
éléves en traitant ladite tache:
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Type de l'erreur Description de I'erreur
L'éléve a appliqué le processus correctement
Erreur minime pour trouver la solution juste, mais il a commjis

une petite erreur de calcul
Violation de « I'interruption L’éléve a utilisé une stratégie de tatonnement

de laregle » erronée
L'éléve a essayé d’'appliquer directement
Utilisation incorrecte du I'algorithme de calcul de la moyenne pour
concept « Moyenne » résoudre le probleme, mais cette application

était incorrecte

L'éléve a choisi plusieurs données indiquégs
dans la tache et il les a manipulées d’une fa¢on
sans rapport avec le contexte du probleme
Le travail de I'éleve ou son explication ont été
Erreur impossible a identifier, non clairs ou incomplets de telle sorte qu’on ne
peut pas identifier le type d’erreur

Manipulation injustifiée des
symboles

Tableau 1. Erreurs des éléves relatives a la taicherte

En ce qui concerne les représentations de laisolitouvée par les éléves,
Cai(1995) a pu distinguer quatre catégoriegrbaledans laquelle I'éléve a
principalement utilisé une expression écriiegstréeou I'éléve a principalement
utilisé une photo ou un graphajthmétiquedans laquelle I'éleve a principalement
utilisé des expressions arithmétiques, et endilgébrique ou I'éleve a
principalement utilisé des expressions algébriquéaissi, des analyses
gquantitatives ont montré :

» quil y a des différences statistiquement signties entre les éléves qui ont
utilisé les différentes représentations,

* que les éleves avec une représentation algébriggeegent la meilleure
performance significative, suivis de ceux qui omliagé une représentation
symbolique arithmétique,

e qu'il N’y a pas de différence significative entes|éleves qui ont utilisé une
représentation visuelle et ceux qui ont utilisé eprésentation verbale.

2.2. Modeles préconisés de compréhension
oPollatsek, Lima et Well (1981):

En se basant sur le modele de compréhension d'noepb mathématique établi
par Skemp en 1979, Pollatsek, Lima et Well (1981) ont canistrune

1 Skemp (1979) a éclairci la distinction entaecompréhension instrumentale et la compréhension
relationnelle d'un conceptLa compréhension instrumentale d’'un concept qtadifticonsiste a
acquérir seulement une collection de regles isolgesisemblablement apprises par coeur) pour
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compréhension complete du concept « moyenne atiiues>, dont nous
présentons I'essentiel dans les deux paragraphesial

Le niveau de compréhension instrumentale le plgspleat consister @gomprendre
seulement la regle de calcul de la moyenne simpieedsérie de nombre#iais,

de plus, on pense qu’il y a plusieurs genres deaiseances supplémentaires qui
doivent étre représentées dans un scheme de n@yEnroutretrois genres de
connaissancepeuvent étre distinguésanctionne] calculatoireetanalogique

Par connaissance fonctionnellen se réfere a la compréhension de la moyenne
comme un concept signifiant, véritable et univer&lla compréhension de la
moyenne se réduit au calcul qu’on peut effectuecaes nombres abstraits et si la
moyenne est alors vue comme une référence unilerselitant le choix des
scores gu’'on peut entrer dans la formule de calsoih acquisition compléte
réclame une connaissance supplémentdine.connaissance calculatoiegléquate
vise & impliquer I'une ou l'autre des formules @écal de la moyenne pondérée ou
la formule de calcul de la moyenne non pondérémparée avec une information
a propos de la maniére d’'obtenir la somme apprepiiéest particulierement
important, en résolvant des problemes relatifs enégenne pondérée, de savoir
que I'on peut aller de la somme d’une série deescarla moyenne en divisant par
le nombre de scores, tout aussi bien qu’'on pewtnibta somme relative a la
moyenne en la multipliant par le nombre de scoEasin, une connaissance
analogique pourrait impliqguer des images visuelles de la moge comme le
milieu ou le point d’équilibre. La moyenne doit&treprésentée analogiqguement
par une valeur du score autour de laquelle la sodwsedéviations des points de
données doit étre nulle; une telle représentatmnélre suffisante pour empécher
les éleves de commettre des erreurs graves ewvaésales problémes relatifs a la
pondération de la moyenne, a condition qu'ils aldeh assimilé la connaissance
fonctionnelle qui indique quels éléments ils ontiiser comme poids.

Bien qu’il puisse sembler raisonnable que les perémces des éléves varient en
termes de connaissances analogiques ou de caddlatsek, Lima et Well (1981)
ont abouti au fait que la plupart des éleves nagiit pas la connaissance
analogique de la moyenne en traitant un probléeme g®ndération. La
connaissance de la regle de calcul senlen seulement n’implique aucune
compréhension réelle du concept de base sous-jageais peut empécher
I'acquisition d’'une compréhension relationnelle gdéte Les éléves peuvent
penser quela compréhension instrumentale d'un concept camstitune
compréhension complete

arriver a des réponses limitées d'une classe deblproes Par contre, la compréhension
relationnelleconsiste a formuler un schéma approprié ou uneesée structures conceptuelles
suffisantes pour résoudre diverses classes de gmois
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oGall (1995):

Quant a lui, Gall (1995) a proposé un modele compmstrois éléments pouvant
jouer un role tres important dans le développerdena pensée statistique chez les
éleves et qui sont des éléments de base pour éValdegré d’appréhension de ce
concept par les éléves. Le premier élément edtgjatiit de former des éleves qui
doivent comprendre :

* A quoi la moyenne est-elle utile? (par exemple rpoeprésenter
'emplacement du centre d'une série de données,y der aux
prédictions et aux comparaisons),

* Sous quelles conditions y a-t-il un sens d’utiliseme moyenne, et
pourquoi ?

* Que peut-il arriver si une moyenne est utilisé®laelle ne devrait pas
effectivement I'étre, ou vice versa ?

* Quel est le role de I'outil d’équilibrage dans ntexte des autres outils de
la boite a outils statistigues ? Les éléves doivaatoir dans quelles
situations la moyenne est différente des autrespat reconnaitre que la
moyenne peut ne pas nécessairement étre le preuiikea utiliser, le seul
outil dont on a besoin, ou le plus approprié.

Le deuxiéme élément est gufaut tester les aptitudes des éleves a mobilze
notion de moyenne non seulement dans un contetitmoduction) s’occupant
de la production des recherches basées sur desedsnstatistiques, mais aussi
dans un contexte passif qui permet d’interprétedelconsommer ces recherches
Le consommateur des données statistiques peutsrevpa nécessairement besoin
de savoir en profondeur comment effectuer une rebleeou comment utiliser des
techniques statistiques, mais il a besoin de saiment interpréter, au moins
informellement, les déclarations élaborées autaurcahcept « moyenne ». Une
activité utile pour développer le savoir-faire sti#ue concernant la « moyenne »
peut débuter par la demande que éléves cherchentrgtarent les définitions de
cette notion dans différents dictionnaires. Emsués éleves peuvent étre invités a
écrire, discuter et comparer leurs interprétatimms formulant des phrases
comportant le mot « moyenne », et qu'ils pourrammendre en tant qu’auditeurs
passifs.

Finalement, le troisieme élément concetlimportance de la signalisation du
contexte pour évaluer les connaissances des éléetgjves a la notion de
moyenne arithmétiqueLes évaluations doivent surtout étre focalisées les
aptitudes des éléves a utiliser la moyenne et apuilan le concept « moyenne » en
discutant ses utilités et ses interprétations diess contextes différents. Il est
difficile de juger entierement qu’une personne @htes outils, sans lui fournir le
contexte (par exemple des problemes concrets)equimotiver 'utilisation.
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Pour évaluer les niveaux de la compréhension dagglrelative & la notion de
moyenne, les enseignants doivent élaborer des gaphésentant un besoin
pertinent d’utiliser cette notion. Demander auxvéede décrire une série simple
de données avec l'espoir qu’ils choisissent dsaili la moyenne est moins
bénéfique. Les techniques graphiques (par exertpktdgramme) les mesures
ordinales (par exemple la médiane) peuvent sowdteatpréférables. Pourtant, les
connaissances des éléves relatives a la moyenmentaussi étre examinées a
travers des taches d’interprétation, parce que tange quotidienne, il y a peu
d’'instances ou les citoyens ont a calculer les mogs. De telles évaluations sont
de grande utilité si les éleves ont préalablememirni des efforts en
communication écrite et orale, relative aux proldenstatistiques (Zaki et
Elm’hamedi, 2013).

oMarnich (2008):

La plupart des modéeles de compréhension du cortEphoyenne arithmétique
séparent les éléments arithmétiques de ceux &fatstrelatifs a ce concept. Deux
conceptualisations reliées a la moyenne arithmétispnt mises en évidence, a
savoir: « Partage équitable » et « Milieu de |labe¢ ». Elles sont connectées soit
a leurs places en aspects mathématiques soit sipéages en aspects statistiques
de ce concept. La conceptualisation « Milieu dbdnce » concoit le concept de
la moyenne arithmétigue commegeint d’équilibre des donnégtandis que celle
de « Partage équitable » voit ce concept conume distribution uniforme des
données

Une étude menée dans Marnich (2008) a signaléegueonnaissances des éléves
se développent en matiére de conceptualisation Hartage équitable » aprés
gu’ils ont travaillé sur des activités focalisées & « Milieu de la balance ». La
réciproque est aussi vraie : les connaissanceséléess se développent en matiere
de conceptualisation du « Milieu de la balance segmu’ils travaillent sur des
activités focalisées sur le « Partage équitab@eplus, des activités focalisées sur
'une de ces deux conceptualisations permettent @élaxes d’améliorer leurs
connaissances relatives aux concepts mathématidiges a la moyenne
arithmétique. Ensuite, cette étude a fait remaraquer la propriété usuelle de la
moyenne arithmétique : «<Somme des déviations auteda moyenne est égale a
zéro», est un moyen viable et efficace servantastérer les connaissances des
éléves d’'une conceptualisation a l'autre: «Partégaitable» et «Milieu de la
balance».

A la lumiére de cette revue de littérature que renemns présentée tout au long de
cette partie, deux points que nous voyons essemdigitiment notre problématique.
La premiere raison est que notre recherche s’i@sdans un contexte purement
marocain, différent de ceux ou se sont dérouléatesoles études évoquées par
cette revue. La deuxieéme raison est que nous poogase ingénierie didactique,
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inspirée de ces recherches, susceptible de peematti’éleve du collége
I'acquisition d’'une compréhension conceptuelletre¢aa la moyenne arithmétique
qui est un concept tres enraciné dans I'histoisesflie et Gattuso, 1998 ; Plackett,
1970).

3. Expérimentation aupres des éleves
3.1. Objectifs de I'étude et expérimentation
Nous rappelons que I'hypothese que nous défendorsakt article est la suivante.

«Des activités pratiques, basées sur les stratéd/sN et TPE, et visant
'appréhension expérimentale de propriétés de lgenoe arithmétique, mises en

X+t X
n
avant la mise en place de toute activité théoriasée sur la stratégie APD et
visant l'appréhension théorique de ces mémes pétgsj permettent une
compréhension conceptuelle de ce concept, chegléess de la “8° année du

collége».

place avant tout cours axé sur la formde= , introduisant ce concept

Tres précisément, nous voulons savoir si la miselaoe d’activités pratiques
avant tout cours théorique favorise une comprébansinceptuelle du concept de
la moyenne arithmétique chez les éleves‘déahinée du collége.

Les propriétés que nous avons prises en considératbur pouvoir mettre en
exergue notre étude sont les suivantes :

 (Py) : «<APD» n’est pas la seule stratégie possible pggoudre un probléme
impliqguant le concept de la moyenne arithmétiquaismla stratégie:
«MAN», basée sur une application successive defaipn mathématique:
«retrancher puis ajouter», et la stratégie: «TR¥Bnt aussi possibles pour
réaliser un tel objectif;

* (P, :La valeur prise par la moyenne arithmétique esjours comprise
entre la donnée minimale et la donnée maximale;

* (P3) : Une donnée nulle est toujours a prendre en dération et ne doit
pas étre négligée lors du calcul de la valeur dedgenne arithmétique;

* (Py): Une donnée égale a la valeur de la moyennenadtiue n’'a pas
d’effet sur la valeur de cette derniere;

e (Ps): La somme des déviations des données autour dmolgenne
arithmétique est toujours égale a zéro;

* (Pg): La valeur prise par la moyenne arithmétique tes¢ sensible aux
données extrémes.
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3.2. Echantillons

Les sujets sur lesquels nous avons testé notrettsgm de recherche sont les
éleves de la“8° année du college. lls sont en nombre de 144 (Ydoga et 70

filles), &gés entre 14 et 17 ans. lls sont chaldisie maniére aléatoire. Dans un
premier temps nous avons aléatoirement divisé 4éssdjets en deux groupes G1
et G2 d'effectifs 72 chacun. Puis dans un deuxitangs nous avons fait un tirage
au sort pour savoir parmi G1 et G2 ce qui va repnes le groupe expérimental
(G.E) et le groupe de controle (G.C). Les roleshigque groupe dans la mise en
place de notre hypothése de recherche seront #'dbjgparagraphe suivant dans
lequel nous allons présenter le plan expérimentakesjuel nous allons nous baser.

3.3. Plan expérimental

Afin de mettre a I'épreuve I'expérience notre hy@se de recherche, nous allons
adopter le plan expérimental détaillé dans le tbkuivant. Ce plan expérimental
est composé de quatre étapes. Pour chaque étaeavans présenté les éléments
essentiels, les stratégies adoptées (MAN, TPE oD)ARS groupes concernés
ainsi que la durée estimative de réalisation :

1°" étape 2°™ étape 3™ étape 4°™ étape
* Questionnaire

Activité . A X
L o formé de taches
3 activites Cours theorique (Items) a
pratiques visant traditionnel visant o
réaliser.

I'appréhension| et officiel sur| I'appréhension
Eléments| des propriétés| la statistique| des mémes
de I'étape P;jusqu’a R du| contenantle| propriétés R

* La réalisation
de chaque tach

(9%

concept de la | concept de la jusqu'a R du rr;e(k;ﬁss,sz;i?of
moyenne moyenne | concept de la do’ i dl
arithmeétique. | arithmétique moyenne une des
propriétés de P

arithmétique.

jusqu’a R.
Strategies ,\ et/ou TPE APD APD
adoptées
crangeEs | G.E GEetG.C| GEetG.C G.EetG.C
concernés
IZI)U(ee _de 2 heures 4 heures 2 heures 1 heure
réalisation

Tableau 2. Eléments du plan expérimental

3.3.1. £ étape

Cette étape est composée de trois activités pestiqiestinées aux sujets
appartenant au groupe expérimental G.E seul. Besient permettre a ces sujets
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de mieux conceptualiser le concept de la moyenittevatique par I'appréhension
a base empirique des propriétés citées, et ceiksant les stratégies: «MAN»
et/ou « TPE » seulement. Leur rble est tres impgrtdans la mesure ou la
stratégie: «APD», usuellement utilisée, se dérdales un laps de temps ne laissant
pas de vraies chances a I'éleve pour pouvoir agquére compréhension
conceptuelle de cette notion. Ainsi, nous présenteen annexe 1 un ensemble de
directives et d’instructions & prendre en consitigmdors de 'accomplissement de
ces activités. Nous décrirons ensuite en détadwiade ces activités (voir annexe
2) tout en spécifiant le matériel didactique néamesainsi que la procédure a
suivre pour pouvoir la réaliser correctement.

3.3.2. 2™ étape

Cette étape est composée du cours traditionnelffigtieb sur la statistique,
programmé pour les éléves de f8°année du college. Il est dispensé a la fois au
groupe expérimental et a celui de contrdle, pendaet durée de quatre heures.
Dans ce cours le concept de la moyenne arithméégumtroduit sur la base de la

= +...t+ . . Lo
stratégie APD qui utilise la formulX :u. La partie exercice relative a
n

ce concept est axée sur une application directeertgle d’'une telle formule.
3.3.3. 3™ étape

Cette étape est constituée d’une activite théorapant pour objet la réalisation
des taches impliquées dans les activités pratideids £ étape en se basant sur la

L ] I o _Xt..tX .
stratégie « APD », axée sur I'application de larfole: X =———— . Il est a
n

signaler que cette activité n'est pas présentéedaux groupes G.E et G.C de la
méme maniére du fait que les sujets du groupe @@ pas profité des 3 activités
de la £ étape. lls ne savent méme pas de quoi il s'agis d&s activités. En
revanche elle vise les mémes objectifs pour ces geupes.

3.3.4. ™ étape

Cette étape concerne un questionnaire composéatsh8s (Items) a réaliser par
chacun des deux groupes, G.E et G.C pendant urée dliune heure. Nous
présentons dans le tableau ci-apres les objedgsddférentes taches impliquées
dans ce questionnaire. lls sont numérotés da Q, visant I'évaluation du niveau
de compréhension conceptuelle du concept de la mneyarithmétique chez nos
sujets. La realisation de chaque tache nécessiiishtion d’'une des propriétés
développées dans les activités de’laet de la 3™ étape :
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(Gy)
Savoir que : «<APD» n’est pas la seule stratégiesids pour résoudre un probleme
impliquant le concept de moyenne arithmétique,uet Iq stratégie: «MAN», basée sur
une application successive de I'opération mathémoati: «retrancher puis ajouter», et
la stratégie: «TPE», sont aussi possibles pouriséalun tel objectif.
(G)
Pouvoir mettre en ceuvre I'une des stratégies «Middiveau» ou «Tatonnement Puis
Erreur» pour réaliser une tache impliquant le copcde la Moyenne Arithmétique.
(Gy)
Savoir que la moyenne arithmétique de données septées dans un registre numérique
a toujours une valeur comprise entre la donnée mmaté et la donnée maximale.
(O4)
Pour des données représentées par un diagrammei@msy pouvoir situer entre la
donnée minimale et la donnée maximale le point’od peut lire la valeur de leur
moyenne arithmétique.

(Gs)

Savoir qu'une donnée nulle est toujours a prendrecensidération et ne doit pas étre
négligée lors du calcul de la valeur de la moyeanthmétique.
_ (Ge) . .
Savoir qu’une donnée égale a la valeur de la mogenithmétique n'a pas d’effet sur |a
valeur de cette derniére.

(Gy)
Savoir que la somme des déviations des donnéesralgda moyenne arithmétique est
toujours égale a zéro.

(Og)
Savoir que la valeur de la moyenne arithmétiqudréstsensible aux données extrémes.

Tableau 3. Objectifs des différents items du qaestire

Avant de procéder a l'analyse proprement dite deslyctions des sujets, nous
allons consacrer la prochaine section a I'analgspriori du questionnaire en
présentant les réponses impliquant seulement umaprébension de type
conceptuel de chaque question, sachant que celtesaatére compréhension de
type instrumental sont plus simples et ne nécesgiges plus que l'utilisation de la

S +...t+ s e . .
formule X:u. Nous avons procédé ainsi afin de mieux cerner
n

l'interprétation — statistique — des réponses fimgrpar les sujets:

Item n°1.

Laquelle (ou bien lesquelles) des opérations madki§oes suivantes voyez-vous
possibles pour résoudre un probléeme nécessitastlul de la valeur d'une
moyenne arithmétique :

1 Retrancher puis ajouter. []Diviser puis ajouter.  [] Diviser seulement.
] Ajouter puis diviser. ] Ajouter seulement. ] Multiplier seulement.
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Analyse a priori de I'item1

Il est vrai que : « Ajouter puis diviser », estgé@ration mathématique usuelle pour
déterminer la valeur d’'une moyenne arithmétiqueisM&pération « Retrancher

puis ajouter » (ou d’'une maniére globale, une appbn successive d'une telle
opération) peut aussi étre utilisée pour réalisetell objectif, et ce en diminuant

les données de valeurs élevées et en augmentkest delvaleurs faibles.

De ce fait, ces deux opérations mathématiqueslesmilus faciles pour résoudre
un probleme de calcul de la valeur d’'une moyeniteraétique.

ltem n°2:

A. La taille moyenne de quatre personnes est égalé0acéntimeétres (cm).
Parmi les données suivantes, que vous pouvez traniee parenthéses et
qui sont exprimées en cm, quelle (quelles) estt)soelle(s) qui peut
(peuvent) étre considérée(s) comingpossible(s)pour correspondre aux
tailles de ces quatre personnes ?

] (175, 170, 155, x), ou x est un nombre inconngsepr & 155.
] (145, 155, 169, x), ou x est un hombre inconreriedr a 169.
] (180, 160, 150, x), ou x est un nombre inconnésepr & 150.
] (185, 175, 180, x), ou x est un nombre inconnésepr & 175.

Analyse a priori de I'item 2A

La valeur de la moyenne arithmetique est toujowsmise entre la donnée
minimale et la donnée maximale. Donc, seulesTa& la 4™ modalité sont en
concordance avec I'’énoncé de cette question.

B. Le tableau ci-aprés représente le nombre de peimtdessus (ou bien en
dessous) de la moyenne, obtenus par I'éléve Ahnwts des matiéres
fondamentales suivantes: arabe, francgais, mathguesti sciences physiques
et sciences de la vie et de la terre. Le terme mmyelans ce texte désigne :
la note moyenne obtenue par Ahmed dans ces cingremiseulement, et
non la moyenne générale correspondant a toutesdséres.

sciences | sciences de la vig

Matiére arabe francais| mathématiques :
physiques | et de la terre
Nombre de |hex points e Quatre points | Un pointen|  Cing points
points audessul jessousdela  ? | au-dessus de laessous de| au-dessus de Id

ou en dessous

moyenne moyenne moyenne moyenne
la moyenne

Combien de points au-dessus ou en dessous de kEnn®w obtenu 'éleve
Ahmed en francais ?
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Analyse a priori de 'item 2B

La somme des points en dessous de la moyenneadstad. Celle au-dessus de la
moyenne est égale a 9. Donc, Ahmed a obtenu egdisaf points au-dessus de la
moyenne (9 — 3).

ltem n°3:

Un commercant a commenceé I'expérience de venteva®ss dans un marché de
fleurs. Le tableau ci-dessous montre le nombreades/qu’il a vendus pendant les
trois premiers jours:

4™ jour "

A. Combien de vases ce commercant a-t-il vendu penel@ft®jour, sachant que
le nombre moyen de vases vendus pendant les goatseest égal a 7 vases ?

Analyse a priori de I'item 3A
Le commercant a vendu 11 vases pendarftf§abr. En effet :
« 1°® méthode(Stratégie : « Tatonnement Puis Erreur »):

Supposons par exemple que le commercant a venadises pendant 1€ jour.
Voyons alors si l'équation de la moyenne arithmgdiqest vérifiee :
9+3+5+6
4 \
Supposons a présent que le commergant a vendwed pasdant le*Z°jour (c’est-
a-dire une valeur supérieure a 6). Voyons si I'éiguade la moyenne arithmétique
e, 9+3+5+9 el R
est vérifiée :T =6.5. On remarque que 6.5 est inférieure a 7.
Supposons une troisiéme fois que le commercanhdw@l vases pendant [&"2
jour (c’est-a-dire : une valeur supérieure a 9)yMw si I'équation de la moyenne

=575. On remarque que 5.75 est inférieure & 7.
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I e, 9+3+5+11
arithmeétique est verlflee#

vraie. Donc, le commercant a vendu 11 vases petelditjour.

=7. On remarque que cette égalité est

« 2°™ méthode(Stratégie: « Mise A Niveau »):

On retranche 2 vases di jour et on les ajoute au nombre de vases vendus
pendant le Z*jour. On ajoute aussi 2 vases a ce nombre de veselus pendant

ce 2™ jour pour qu'il soit égal a 7. On ajoute aussia®es au nombre de vases
vendus pendant 1€ jour pour qu'il devienne égal & 7. Enfin, on aiitvases
complétes au nombre de vases vendus pendanit’edr.

Le nombre de vases vendus pendant®l& jur est égal au nombre de vases
ajoutés sans qu'ils soient retranchés de n'impguid jour. Ce nombre est égal a
2+2+7, soit 11.

B. Au 5™ jour, le commercant n'a vendu aucun vase. Cheisipsrmi les trois
propositions ci-aprés, celle que vous voyez coallnpour correspondre au
nombre moyen de vases vendus par le commercanampeles cing premiers
jours:

[(Jlavaleur 7 [June valeur supérieure a 7 [June valeur inférieure a 7

Analyse a priori de l'item 3B

Bien que le nombre de vases vendus pendarif'f¢obir soit nul, le dénominateur
de I'équation de la moyenne arithmétique doit atrgmenté de 1 (c’est-a-dire le
5°™ jour). De ce fait, la valeur nouvellement pris& da moyenne arithmétique
doit étre inférieure a I'ancienne (c’est-a-direngant les 4 premiers jours). Par
conséquent, la°3°* modalité est celle qui est vraie.

C.Au 6™ jour, le commercant a vendu un nombre de vaselsaégaombre
moyen de vases qu'il a vendus pendant les cingiprerfours. Parmi les trois
propositions ci-apres, choisissez celle qui cowrdpau nombre moyen de
vases vendus par le commercant pendant les sixgnejours :

] Le nombre moyen de vases qu'il a vendus pendartirig premiers
jours.

] Une valeur supérieure au nombre moyen de vase$ gwiendus
pendant les cing premiers jours.

] Une valeur inférieure au nombre moyen de vasesl guvendus
pendant les cing premiers jours.
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Analyse a priori de l'item 3C

L'ajout d'une donnée égale a la moyenne arithmétige modifie en rien la
valeur de cette derniére. Donc, f& inodalité est celle qui est vraie.

Iltem n°4:

Le diagramme en batons ci-dessous représente battitgis de pluies (en mm)
tombées au Maroc durant I& gemestre de I'année 2000. Parmi les petits anpeaux
numérotés de 1 a 6, que vous pouvez trouver sdiaggamme, cochez celui qui
indique la valeur moyenne des quantités de ploiebées durant c€1semestre.

(O

B O

o O 51 l 6y
4y Janvier Février Mars Avril Mai Juin

Analyse a priori de l'item 4

On ne peut pas lire la valeur de la moyenne aritiggué sur 'axe des abscisses.
Donc les anneaux (4), (5) et (6) ne conviennent pes plus, la valeur de la
moyenne arithmétique est toujours comprise entddtaée minimale et la donnée
maximale. Par conséquent, les anneaux (1) et (ongiennent pas non plus.
L’anneau (2) est le seul qui puisse indiquer l@wabe la moyenne arithmétique.

ltem n°5:

On désigne par la lettre A, la valeur du nombre enoge matchs de football suivis
par neuf amis pendant la semaine derniere. Onrigsigssi par les lettres B et C
respectivement, le nombre minimal et le nombre makide matchs de football
suivis par ces amis pendant la semaine derniergixigme ami a rejoint ces neuf
amis, et pour lui le nombre de matchs qu’il a upendant la semaine derniere est
égal & un nombre inconnu, naté Enfin, on désigne par la lettsele nombre
moyen de matchs de football suivis par les dix geisdant la semaine derniere.
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Les quatre graphiques ci-dessous, numérotés dg tantiennent quelques points
représentant la valeur geen fonction dex.

Cochez la case située sous celui des quatre gragshigui vous parait le mieux
représenter la situation.

o _T_F'T"_I'_f' _I_'r_

Analyse a priori de l'item 5

On sait que :
* y(A) doit étre égale a A. Donc, le graphique (1)xoavient pas.
* y(x) n'est pas constante. Donc, le graphique (X)arient pas non plus.

* Plus x s’écarte de A en direction de B, plus y dimi, et plus x s’écarte de A
en direction de C, plus y augmente. Donc le graphi@ft) ne convient pas
non plus.

C’est finalement le graphique (3) qui représentmileux la situation.
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3.4. Analysea posterioriet interprétation des réponses des sujets

3.4.1 Codage et outils d'analyse retenus pour le traiteent des réponses
des sujets

Pour le traitement des réponses des sujets, I'smalyactorielle des
correspondances multiples (AFCM), nous a sembk @troutil efficace puisqu’il
va permettre d’'analyser et d’interpréter les répsrmdes sujets en termes de liens
qui existent entre les modalités des différentesstions du questionnaire.

Par ailleurs, pour ne pas biaiser I'analyse, adwaombre important de modalités
(24) pour I'ensemble des 8 questions (items) dustiprenaire, face au nombre
«limité» des sujets interrogés (144), nous avowrglééle retenir un codage en tri-
modalité: «€ompréhension Conceptuelle «Compréhension Instrumentaleet
«Absence de CompréhensionNous rappelons que nous avons défini ces
modalités de la fagon ci-aprés, comme il a été di§j@galé dans l'introduction de
cet article. Ce codage adopté, représente en @elgortes des niveaux
hiérarchisés de compréhension du concept de lanmeyarithmétique :

« Compréhension Conceptuell&lle sera mise en valeur lorsqu’en traitant une
question donnée, le sujet préfere utiliser 'une deux stratégies MAN ou
TPE plutét que la stratégie APD. Toute propriétéacigristique de la
moyenne lui parait utilisable, sans qu'il se setéau de recourir a

S +...+ . i
I'application de la formuleX :u, pour pouvoir la vérifier, la
n

démontrer ou la mettre en évidence.

» Compréhension InstrumentaleElle sera prise en considération lorsque le
sujet traite une question donnée par simple agpmitade la formule :

S +...+
X=2T"%
n
» Absence de CompréhensioBlle sera prise en considération en I'absence de

compréhension conceptuelle et de compréhensiomumshtale, ou lorsque le
sujet ne donne aucune réponse a une question donnée

Dans le tableau 4 suivant, nous résumons lesapefagxistant entre ces questions,
leurs objectifs, les propriétés visées du conceptadnoyenne arithmétique et les
activités pratiques correspondantes, ainsi quedage des questions et modalités
adoptées.
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Questior Objectif | Propriété | Activités Libellé question qggsdt(ieor Codes modalité3
Opérations de
ltemn°l O, = Aret A Calcul de la OC |0OCQ OCI |OCA

Moyenne
Position de la

ltem n°2 P, Ay Ao Moyenne entre les | PD |PDC| PDI |PDA
(A) et Ay(C, D et H) . N
Données extrémes
Item n°2 Déviations Autour
®) o, Ps Aq(E et F) de Ia Moyenne DA |DAC| DAI |DAA
A, A .-
ltem n°3 b2 Stratégies de Calcu
A 0, P, et Agg:,H)E, G| 4ol Moyenne SC |SCag SCl |SCA
Item n°3 Effet d’'une Donnée
®) O P, A; et A(G)) Nulle DN |DNC| DNI [DNA
Item n°3 Effet d’'une Donnée
©) Os Py As(G; et H) Egale  la Moyenne DE |DEC DEI |DEA|
Localisation de la
o Moyenne a partir
ltemn®4 O, P, A d’un Diagramme en LD |LDC| LDI (LDA
Batons
Sensibilité de la
Iltem n°5 Og Pe As(G) Moyenne aux SD |SDQ SDI | SDA

Données extrémes

Tableau 4. Tableau de bord et codages
3.4.2. Valeurs propres, inertie totale et nombre @xes retenus

L'analyse factorielle des correspondances multipleppliquée au tableau
disjonctif completissu du codage des réponses des sujets, a candest valeurs
propres non nulles de moyenne 0,125 (I'inverse dimbre de questions qui est
égal a 8). Ces valeurs propres soht=0,645, 1,=0,214,25;=0,165 et),=0,147.
L'inertie totale est égale a 1 (nombre de valeupres non nulles, divisé par le
nombre de questions). Par ailleurs, le calcul des d'inertie liés a ces quatre
valeurs propres conduit aux pourcentages décrassdiant de 34,4% a 7,84%.
Ces valeurs indiquent que l'essentiel de l'inforimmatest li€ aux quatre premiers

2 A, désigne : Activité n° i. Pareillement; X et Y) désigne : les questions X et Y de l'aitéwn° i.

% La derniére lettre du code d’'une modalité désigneype de compréhension considérée, comme
suit : C : Conceptuelle, | : Instrumentale et A :s@hce de compréhension.

4 Cette analyse a été conduite & l'aide du logidifiSica (Version 6).

® Vu l'effectif trés faible des sujets ayant chdsimodalité OCA de la question OC, nous avons
fusionné cette modalité avec la modalité OCI deé&ane question pour créer une nouvelle modalité
gue nous avons nommée OCI/A d'effectifs la somme eféctifs des deux modalités qui les
constituent. OCI/A remplacera donc dans notre aral€1 et OCA. On a adopté ce fusionnement
en raison du fait que dans I'AFCM, plus une modaiitéun effectif faible, plus elle a des
contributions relatives élevées dans la constroadies axes factoriels, ce qui pourrait biaiserenotr
analyse.
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axes factoriels qui représentent ensemble 62,51%irdermation totald. Ces
valeurs propres sont différentes; cela signifie goas sommes pratiguement en
présence de deux valeurs propres simple®t(),), et une valeur propre double
(A=A3=L4). Par conséquent, il va falloir étudier les axe2 $éparément, et le plan
(3,4).

3.4.3. Interprétation du 1I*" axe factoriel Axe d’appréhension du concept
de moyenne arithmétigye

L’analyse factorielle des correspondances multiptesduit & une inertie de 34,4%
pour l'axe 1. En outre, toutes les modalités indiuune compréhension
conceptuelle ont une coordonnée négative sur egtpax opposition aux modalités
indiquant une compréhension instrumentale ou userate de compréhension, qui
y ont toutes une coordonnée positive (voir graphidy Par conséquent, I'axe 1
s’'interprete comme évaluant I'appréhension du cginde moyenne arithmétique.

15

05 s¢l

ogc DNA
00

-0,5

Dimension 2: Valeur propre: ,21440 (11,43% de l'ine  rtie)

Centre de gravité
du groupe expérimental

O Centre de gravité
du groupe de contrdle

-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 10 15
Dimension 1: Valeur propre: ,64506 (34,40% de line rtie)

Graphique 1. Plan factoriel (1, 2)

® Le pourcentage de 62.51% de l'information totale ansidéré comme trés important du fait que
nous avons appliqué 'AFCM sur un tableau disjonctifnplet au lieu d'un tableau de Burt. Pour
en savoir plus, consulter Benzécri (1979).
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Les modalités qui contribuent le plus & la consitoncde cet axe sont celles
entourées dans le graphique 1 ci-desdEiges ont une contribution comprise entre
2.1% et 8.4%. La qualité de représentation de aaalités par rapport a un tel axe
est comprise entre 0,13 et 0,8. Nous pouvons domsi@érer que toutes les
questions posées dans notre questionnaire sordésmpatives de ce dernier et
jouent toutes un role dans l'évaluation de la cdhpnsion du concept de
moyenne arithmétique chez les éleves délaahnée du collége.

Par ailleurs, a partir des coordonnées factoriales individus, nous avons pu
déterminer les localisations dans le graphiqueslcgatres de gravité des groupes
expérimental (G.E) et de contr6le (G.C). Nous posvainsi remarquer que le
centre de gravité du G.E se trouve proche des mtéslaimpliguant une
compréhension conceptuelle du concept de la moyarittemétique, tandis que
celui du G.C se situe entre les modalités indiquaet absence de compréhension
de ce concept.

Cette analyse nous permet donc de confirmer ngpethése de recherche :

«Des activités pratiques, basées sur les stratédi®sN et TPE, et visant
I'appréhension expérimentale de propriétés de lyenoe arithmétique, mises en

X

— +...+
place avant tout cours axé sur la formubéle—
n

concept; et avant la mise en place de toute aétiiéorique basée sur la stratégie
APD et visant I'appréhension théorique de ces méprepriétés, permettent
effectivement une compréhension conceptuelle derueept, chez les éléves de la
3*Mannée du collége

, introduisant ce

3.4.4. Interprétation du Z™ axe factoriel (Axe opposant I'absence de
compréhension a la compréhension instrumentale da moyenne
arithmétique
L'analyse factorielle des correspondances multiptesduit & une inertie de
11,43% pour l'axe 2. En outre, les modalités quintdbuent le plus a la
construction de cet axe sont celles entourées ldayraphique 2 ci-dessduglles
ont une contribution comprise entre 5.5% et 14.0&wxqualité de représentation de

ces modalités par rapport a un tel axe est comprige 0,15 et 0,37. En outre, cet

" Notons au passage que ces modalités occupenbsiti®ms correspondant aux modalités ayant les
plus grandes coordonnées en valeur absolue paortaqp £ axe factoriel. Les modalités restantes
occupent des positions intermédiaires, avec ere aldifaibles contributions relatives.

8 Notons au passage que ces modalités occupenbdigi®ms correspondant aux modalités ayant les
plus grandes coordonnées en valeur absolue paortapp £ axe factoriel. Sinon, le reste des
modalités occupent quasiment des positions inteaiméd, avec en outre de faibles contributions
relatives.
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axe oppose des modalités indiquant une absencerébemsion a des modalités
indiqguant une compréhension instrumentale. Par émpent, nous pouvons
interpréter cet axe comme étantiraxe opposant I'absence de compréhension a
la compréhension instrumentale de la moyenne aétiryue »

15

1,0

DAC
.

05
spc PO

Dga

DNC ogl/A
DEC

0,0 =

scc ose
DEA™S e

-1,0

Dimension 3: Valeur propre: ,16556 (8,830% de I'in  ertie)

-1,5

15 -1,0 0,5 0,0 05 1,0 15
Dimension 2: Valeur propre: ,21440 (11,43% de I'in  ertie)

Graphique 2. Plan factoriel (2, 3)

D’un autre c6té, parmi les items dont les modalit@gespondent a I'absence de
compréhension du concept de la moyenne arithméétgai ont des contributions
relatives élevées pour la construction de 'axadjs nous sommes focalisés sur
l'item 4, codé LD, relatif a la localisation dedaoyenne a partir d'un diagramme
en batons. Nous avons choisi cet item du fait ques rsommes trés conscients de
ce que ce genre d'items révele des difficultés oreg chez nos sujets et suscite
des réponses étonnantes de la part de ces derAiess, en se référant aux
réponses erronées (modalité LDA) des sujets, ngassapu identifier les cing
principaux types de conceptions erronées présedétesle tableau suivant.
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Description de la
conception erronée

Réponses types des sujets

Conception ambigue,
nécessitant une
discussion approfondie

avec les sujets.

¢« Puisque§ =1 alors I'anneau (3) est la bonne
6

réponse ».
» « J'ai choisi I'anneau (6) du fait que la pluie
commence a tomber en mois de juin ».
* « J'ai choisi I'anneau (4) parce qu’en mois de
janvier et février on est en plein saison de I'hixe

Confusion entre
moyenne arithmétique
et donnée maximale.

* « Jai choisi 'anneau (1) parce que c’est a partj

de cet anneau qu’on peut lire la moyenne de
guantités de pluie tombée, et on sait que cett
moyenne est toujours égale au baton le plus lon

g ».

Lecture de la moyenne
arithmétique a partir de
I'axe des abscisses.

* « Jai choisi I'anneau (5) parce qu’il est au neili
des six mois ».

* « J'ai choisi 'anneau (5) parce que peut étre |z

pluie tombe beaucoup en mois de mars, et la sg

de I'hiver se termine en ce Mois ».

Toute valeur sur I'axe
des ordonnées est une
moyenne arithmétique

D

* « Jai choisi les anneaux (1), (2) et (3) parceq
c’est sur I'axe des ordonnées qu’on lit les quast
de pluie alors que I'axe des abscisses est redatif

MOis ».

L’impossibilité de
conjecturer une valeur
approximative de la
moyenne arithmétique
sans connaitre les
valeurs de toutes les
données.

* « Jai choisi les anneaux (1) et (6) parce qu’of
peut calculer la moyenne arithmétique a partir d

]
ison

—am

N
es

anneaux extrémes de chaque axe. Et du fait que ces

deux anneaux contiennent la quantité de plui¢

globale ainsi que les quantités de pluie de chag

mois, I'opération de calcul de la moyenne sera

devenue facile ».

* « Jai choisi 'anneau (1) parce que c’est le point

le plus élevé a partir duquel on peut observer |
donnée maximale et les données inférieures

* « J'ai choisi I'anneau (3) parce qu'il est une uif

de mesure relatif & I'axe des quantités de pluie
partir de cet anneau, on peut connaitre les
graduations. Ce qui va permettre de lire le

graphique et par conséquent déterminer la quar

ue

v

tité

de pluie de chaque mois ».

Tableau 5. Conceptions erronées des sujets vesadil'item LD
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Il apparait donc trés évident, a partir des répemss sujets, qu'il soit nécessaire
de prendre en considération toutes ces conceioosées lors d'un enseignement
sur le concept de la moyenne arithmétique a nos&gléCes conceptions révelent
sans doute un probleme trés général et trés impoeta mathématique, celui de
linfluence du changement de registres sémiotiqees I'appréhension des
concepts de cette discipline. Par conséquentt fbadamental de s'intéresser a cet
aspect de la compréhension en introduisant la mateola moyenne arithmétique
aupres des éleves, et ce en la présentant a ewsx s&su différents registres
sémiotiques possiblegdrbal, graphique, tabulaire, ).et surtout en les formant et
les habituant a passer d’un registre a l'autre gas de facilité et de fluidité
(Duval, 1993).

3.4.5. Interprétation du plan factoriel (3,4) Plan d’opposition de niveaux
successifs de compréhension

L’analyse factorielle des correspondances multiptexiuit a des inerties de 8,83%
pour l'axe 3 et de 7.84% pour 'axe 4 Le graphidliesuivant représente la
projection de I'ensemble des modalités par rapgoglan (3,4) :

08
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0,0

Lxe DiNC
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occ Q&sci/RAA

/)/b

&
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04
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Dimension 4: Valeur propre: ,14709 (7,845% de I'in ertie)

Lp

LDA

spc
SPA oo

-1,0

-0,5

0,0

0,5

10

15

Dimension 3: Valeur propre: ,16556 (8,830% de I'in ertie)

Graphique 3. Plan factoriel (3, 4)

Les modalités correspondant aux plus fortes cantdbs relatives (comprises
entre 11.4% et 32.9%) dans la construction des axes4, et ayant une bonne
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représentation (comprises entre 0.19 et 0.54), gllgs qui sont entourées dans le
graphique 3.

En cherchant parmi ces modalités les groupementprgaentent les plus fortes
oppositions, nous constatons qu’il y a quatre gesute modalités: (DAC et DEI),
(DAI et PDA), (DNI et SCA) et (DNA). Ainsi, nous pgons déclarer que :

« Les individus qui manifestent une compréhensiorceptuelle relative au
fait que la somme des déviations autour de la muoyesst nulle, se
caractérisent plutdét par une compréhension instntae traduisant le fait
gu’une donnée égale a la moyenne a un effet sualéur prise par cette
derniére.

» Aussi, les individus qui acquiérent une comprétmnsinstrumentale
concernant le fait que la somme des déviationsuaute la moyenne est
nulle sont probablement incapables de connaitre lguenoyenne est
toujours comprise entre la donnée minimale et lande maximale, ce
lorsque les données sont exprimées par un regsimgotique de type
numerique.

* De plus, les individus qui témoignent d’une compr@&ion instrumentale
relative au fait qu’'une donnée nulle a un effet lsuvaleur prise par la
moyenne arithmétique, se caractérisent plutot padéficit relativement
aux stratégies de calcul de la valeur prise pandgenne, étant donné que
la seule stratégie adoptée est: APD.

De plus, ces quatre groupes de modalités s’oppakant & deuk(Cadran | vs
Cadran Il et Cadran lll vs Cadran Y. Ainsi, & partir des types de modalités
composant ces groupes, nous pouvons proposer gptane(3,4) est un plan
«d’opposition de deux niveaux successifs de compsatre d’'une méme propriété;
et que chaque niveau est accompagné d'un niveacpohgréhension qui lui est
inférieur et qui est relatif a une propriété difééte».

4. Conclusion et perspectives de recherches

En premier lieu, il apparait clairement que le aptade la moyenne arithmétique

n'est pas aussi simple que pourrait le laisser gretes formule conduisant a
: =Xt X
l'algorithme de calcuX = —m,
n

Ainsi, nous concluons a partir des résultats deéecetcherche que, méme en

modulant du fait que le groupe expérimental a hégepar rapport au groupe de

% Voir Cadran I, Cadran Il, Cadran Il et Cadran IV daghique 3.
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contr6le d’'une durée supplémentaire d’'activitésddax heures consacrées a des
activités expérimentales préalables, il est tdaitavraisemblable que :

«Des activités pratiques, basées sur les stratédisN et TPE, et visant
I'appréhension expérimentale de propriétés de lyenoe arithmétique, mises en

%

= +...+ . .
place avant tout cours axé sur la formubéle—, introduisant ce
n

concept; et avant la mise en place de toute aétiti€orique basée sur la stratégie
APD et visant I'appréhension théorique de ces méprepriétés, permettent
effectivement une compréhension conceptuelle derweept, chez les éleves de la
3*Mannée du college

Il apparait aussi qu’a partir des réponses dedssaje questionnaire posé, qu'il
reste nécessaire d’introduire, en classe, le camEefa moyenne arithmétique en le
présentant aux éléves sous ses différents regs#rastiques possiblevefbal,
graphique, tabulaire, .).et surtout en les formant & passer d’un regssmiotique

a l'autre de maniere fluide en toute facilite.

En second lieu, nous faisons remarquer que noosswassuré les conditions pour
gue les sujets du groupe expérimental n'utiliseast [a stratégie « Ajouter Puis
Diviser » dans I'accomplissement des différentebdd impliquées dans les trois
activités pratiques. Pour cela, nous avons essayémdttre l'accent sur la

construction de ces taches de telle fagon queugdssne soient pas enclin a
utiliser une telle stratégie opératoire, en lestreignant a adopter les deux
stratégies : « Mise A niveau » et « Tatonnemens Buieurs » visant a développer
chez eux la dimension de la compréhension condéptilieconcept de la moyenne

arithmétique.

Il ressort que la recherche doit se poursuivre pours’il ne serait pas préférable
de programmer les trois activités pratiques quesramons présentées ici au niveau
de la 3™ année du primaire (age de 8 ans) du fait que est mju'a partir de ce
niveau scolaire qu’est introduit le concept de Rivision» ? Ne serait-il pas
recommande d’introduire le concept de la moyeniteraétique en se basant sur la
stratégie « APD » au niveau de fd4année du primaire (au lieu de [d3année
du collége) du fait que ce n'est qu'a partir denbeau que les éleves commencent
a construire le concept de nombres décimaux ? M#-depas utile de programmer
I'activité théorique que nous avons présentée datre recherche, aux éleves de la
4°™ année du primaire et ce apres avoir regu de cauirsette notion basé, comme
nous l'avons déja dit, sur la stratégie « APD »Gudpensons qu’en procédant
ainsi, nous pourrions mieux garantir non seulemente compréhension
conceptuelle de la moyenne arithmétique chez |e&vesl mais aussi une
compréhension satisfaisante de ce concept. Ceperdiande s’assurer d'une telle
conjecture, il est nécessaire que ceci soit obgudes approfondies, que nous
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allons mener dans nos prochains travaux relatif€&laboration d’ingénieries
didactiques permettant une compréhension globate dencept statistique, le plus
habituellement utilisé.
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Annexe 1. Directives pour la réalisation des troiactivités pratiques

161

1. Les 3 activités sont numérotées et intitulées dadan suivante:
« Activité n°1: «Egalisation des tours»,
« Activité n°2: «Partage des pourboires»,
« Activité n°3: «Action d’équilibrage»;

2. Les trois activités sont relativement indépendaetdee elles;

3. Au cours d’'une séance de travaux pratiques, letsssgjorganisent entre eux pou

former des groupes de quatre personnes;

4. On peut admettre que deux ou trois groupes travaifiur un méme type d’activitg

en méme temps;
5. L'ordre de réalisation des activités 1, 2 et 3sasts importance;

6. Chaque activité est éventuellement identifiée panatériel didactique nécessairg

pour son accomplissement, et par la procédurevaespour pouvoir la réaliser;
7. Chaque groupe est prié d’accomplir les trois atetsyi

8. Les quatre sujets de chaque groupe doivent coopEserconcerter entre eux au

cours de la mise en ceuvre de ces trois activités;

9. Les sujets sont priés de ne pas utiliser 'opénatiathématiqueAjouter Puis
Diviser» pour la mise en ceuvre de ces trois activités;

10.Une durée de 40 minutes est trés suffisante paamaglir une activité donnée;

11. L'enseignant accompagne tous les groupes jus@utpuiils accomplissent
adéquatement les trois activités.

Annexe 2. Les trois activités expérimentales
ACTIVITE N °1: « EGALISATION DES TOURS»

* MATERIEL DIDACTIQUE : Quarante-deux (42) cubes, tous de mémes dimensions

* PROCEDURE:

Sept de vos amis participent a un programme dedgminoids qui nécessite que
chacun d’eux gagne un (1) kilogramme par semailseddévront essayer de

gagner ce kilogramme en mangeant des tablettelsadelat spécial.

En faisant des tests médicaux variés, ces amisatorgt capables de déterminer
le nombre de tablettes de chocolat que chacun ddeitkmanger par semaine
pour gagner ce kilogramme. Les résultats de cés dest illustrés par la figure 1

suivante, composée de sept tounse(tour correspond a un et un seul ami
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A.

B.

“‘--I
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g

: |
| —

Touwr n*1 Towr n2  Tour n”

Towr n*4  Tour n°5

|

o

Figure 1

A l'aide des cubes que vous avez devant vous, essdiélaborer une
modélisation de la figure 1.

Dans cette question, vous étes priés de déplasaulees d’'une tour a l'autre
jusqu'a ce qu’elles soient toutes de hauteurs égadms utiliser I'opération
mathématique: «Ajouter Puis Diviserxa hauteur commune a toutes ces tours,
que vous obtiendrez, s’appelleombre moyen (expérimentalg tablettes de
chocolat & consommer. Décrivez ci-dessous les £@yp@rocessus adopté pour
réaliser cette opération de mouvement des cubespr@messus commence
évidemment par I'étape initial€&igure 1) et se termine par I'étape final€aurs
de hauteurs égal@sLa description d’'une étape donnée consiste sirtars dans
la figure correspondante, les cubes actuels deuehsmur au cours de cette
étape, et de remplir le tableau en dessous de eHhagure. La hauteur d'une
tour donnée ne doit changer qu’une seule fois auman dans chaque étape.

Etape initiale (Figure 1)

Tourn®l  Tourn? Tourn3 Towrnd Tourn®  Tourn®6

-
““—I
““-I
“““—I
““““—I

—

2

: l

T | N —

Notation du
nombre de cubes

Valeurs 2 4 5

i |

X1 Xo X

&
X

IS
x

&

X6 X7

10

(6]
~
©
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Etape 1
Tourn®l  Touwrn2? Towrn®d Tournd Touwrn™ Tourn®é Tourn®?
Notation du nombre
de cubes Y1 Y2 Y3 Ya Ys Yo y7
y; en fonction de x
Valeurs
Etape finale
(Tours de hauteurs égalgs
Touwr n®l Touwr n°2 Tour n"3 I Tour n°4 I Tour n®y  Tourn®é  Tourn°7
Notation du
7 Z Z3 Zy Zs5 Zs Z7

nombre de cubes

z en fonction de y

Valeurs
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Ce nombre moyen (expérimenta$t égal, selon vous, a........ Tablettes de chocolat.

C. A l'aide des cubes que vous avez devant vous,sfaibastruire a tour de réle
par chacun d’entre vous un modéle de la figureuls géplacer ces cubes d’'une
tour a l'autre jusqu'a ce qu’elles soient touteslalenéme hauteur, et ce sans
utiliser I'opération mathématique Ajouter puis divises.

ACTIVITE N °2: « PARTAGE DES POURBOIRES»

* MATERIEL DIDACTIQUE : Trois caisses numérotées de 1 a 3, contenant des
sommes d’argents réparties et composées commeniiane tableau suivant:

Piéces composant le montant

Montant (enDh)] 5Dh | 1Dh| 20Ct | 10Ct | 5Ct
Caisse 1 3,5 0 3 2 1 0
Caisse 2 9,25 1 4 1 0 1
Caisse 3 12,45 2 2 1 2 1

* PROCEDURE:

A. Les trois caisses numeérotées de 1 a 3, que vousdaw@nt vous, contiennent
respectivement des sommes d’argents de : 3,5Dhig@&$ d'un dirham, 2
pieces de 20 centimes et une piece de 10 centi®2HDh (une piece de 5
dirhams, 4 pieces d’'un dirham, une piece de 20iroestet une piece de 5
centimes) et 12,45Dh (2 piéces de 5 dirhams, 2epidtun dirham, une piéce
de 20 centimes, 2 piéces de 10 centimes et une piec5 centimes). Elles
représentent des pourboires en faveur de troisgléeulement, parmi vous.
Faites alors un tirage au sort pour affecter cesses et aussi savoir I'éleve qui
ne recevra pas de caisse. Ces caisses appartiGaloenta trois éleves parmi
vous: Eléve 1, Eléve 2 et Eleve 3. L'éleve 4 n'a fm chance de bénéficier
d’'une caisse.

B. Dans un premier temps, vous, les éléves 1, 2 &e¥, décidé de partager ces
montants de pourboires entre vous trois seulement,adoptant un jeu
d’échange de pieces de monnaisans utiliser I'opération mathématique:
«Ajouter Puis Diviserses montants inclus dans les caisses. Combien oldeu
vous trois devrait recevoir alors? Ce montant comnhgyue vous obtiendrez,
s'appelle: montant moyen (expérimentalpécrivez ci-dessous les étapes du
processus adopté pour réaliser cette opérationadege des pourboires. Ce
processus commence par |'étape initidlakeau ) et se termine par I'étape
finale Méme montant de pourboire pour les trois élgvea description d’'une
étape donnée consiste a remplir le tableau quirsespond. Le montant de
pourboire d’'un éléve donné ne devrait changer qu'sgule fois au maximum
dans chaque étape.



UN APPRENTISSAGE DU CONCEPT DE MOYENNE ARITHMETIQUE 165

Etape initiale (Tableau 1)

Eléves Notation du montant Montant (en Dh)
Eléve 1 X1 3,5
Eléve 2 X2 9,25
Eléve 3 X3 12,45
. Etape 1
R Notation du y; en fonction de
Eléeve montant % Montant (en Dh)
Eleve 1 Y1
Eleve 2 Yo
Eleve 3 Y3

Etape finale
(Méme montant de pourboire pour les trois éléves)

Elove Notation du v; en fonction de Montant (en Dh)
montant U
Eleve 1 Vi
Eléeve 2 Vo
Eléve 3 V3
Ce montant moyen (expérimentast égal, selon vous, a: ............... Dh.

C.Etant donné que vous étes des amis intimes, et décislez de faire profiter
I'éléve 4 des pourboires en les partageant de fé&gabte entre vous quatre
remettez les montants dans leurs caissespautagez les montants inclus dans
les caisses entre vous quatre en adoptant seulemgat d'échange de pieces
de monnaiessans utiliser I'opération mathématique: «AjouterifDivisers»
Combien chacun de vous quatre devrait-il alorsu@c® Ce montant commun
que vous obtiendrez, s'appellmontant moyen (expérimentalpécrivez ci-
dessous, comme en B, les étapes du processus apoptéréaliser cette
opération de partage des pourboires. Ce processusi@nce par I'étape initiale
(Tableau 2 et se termine par I'étape finalMi€me montant de pourboire pour
les quatre élév@sLa description d'une étape donnée consiste aussinplir le
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tableau qui y correspond. Le montant de pourbdina dléve donné ne devrait
changer qu’une seule fois au maximum dans chagie ét
Etape initiale (Tableau 2)

Eléves Notation du montant Montant (en Dh)
Eléve 1 X1 3,5
Eléve 2 X2 9,25
Eléve 3 X3 12,45
Eléeve 4 X4 0
Etape 1
Elove Notation du yi en fonction Montant (en Dh)
montant dex;
Eleve 1 Vi
Eléve 2 Yo
Eléve 3 Y3
Eléeve 4 Vs
Etape finale
(Méme montant de pourboire pour les quatre éléves)
Elove Notation du v; en fonction Montant (en Dh)
montant de u;
Eleve 1 A
Eléve 2 Vs
Eleve 3 V3
Eleve 4 A
Ce nouveau montant moyen (expérimergsi)égal, selon vous, a: ......... Dh.

D. Le nouveau montant moyen trouvé en C est égaln selos, a celui trouvé en
B: []Vrai [] Faux



UN APPRENTISSAGE DU CONCEPT DE MOYENNE ARITHMETIQUE 167

ACTIVITE N °3: « ACTION D' EQUILIBRAGE »
* MATERIEL DIDACTIQUE

» Un baton homogéne de longueur un (1) metre, gratiuéoué aux valeurs des
dizaines, en 0 et en 100:

0 10 20 30 40 50 60 780 90 10(]

= Une barre sur pieds a laquelle on pourra suspéedéon :

I
T NN

» Sept (7) crochets (de poids négligeables) permet@asuspendre les poids sur le
béaton:

» Sept (7) poids égaux:

§ 8§ 8§, 8§ 8§ §, 8§
* PROCEDURE :

A. A l'aide du matériel que vous avez devant vouspendez un baton homogéne
de longueur un (1) metre en son milieu (50 cm), menke montre la figure 1 :

80 9010C

Figure 1

B. Accrochez quatre poids égaux sur le baton aux §102@ cm, 40 cm, 70 cm et
90 cm.
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C. Essayez d’accrocher un cinquiéme poids de tellee sque le baton soit en
position d’équilibre au point 50 cm e point d'accrochage esta: ......... cm.

D. Décrochez un poids parmi ces cing, puis essayaiegdmcer les quatre autres
sur le baton de telle sorte que ce dernier sopamition d'équilibre. Inscrivez
dans le tableau ci-dessous les points d’accrochage

Poids Points d’accrochage
1¥ poids | ... cm
2*Mpoids | cm
FMpoids | cm
4" poids | cm

E. Comparez alors la somme des distances au milicaéthn des poids a gauche
du point 50 cm a celle des distances au milieu&tarbdes poids a droite de 50
cm. Ces deux sommes de distances sont: ] Egales []Différentes

F. Raccrochez de nouveau quatre poids égaux surd@ baitx points: 20 cm, 40
cm, 70 cm et 90 cm comme dans la questiohd3. deux sommes de distances
correspondantes sont cette fois-ci: [JEgales []Différentes

G. Accrochez quatre poids égaux aux points: 30 cngrd060 cm et 70 cm. Vous
pouvez ainsi remarquer que le baton est en pogiténjuilibre au point 50 cm.
Vous procédez ensuite a déplacer le cinquiéme mhidgoint 0 cm jusqu’au
point 100 cm, tout en passant par: 10 cm, 20 cn;b080 cm et 90 cm. En
faisant ce déplacement croissant du cinquiéme pels remarquez que:

G.1. Plus on s’écarte du point 0 cm vers le point 50 glus le baton tend
vers sa position d’équilibre: ] Vrai ] Faux

G.2. Le baton garde sa position d’équilibre si le ciegqe poids est
accroché au point 50 cm: []Vrai ] Faux

G.3. Plus on s’écarte du point 50 cm vers le point ¢6Q plus le baton
s’écarte de sa position d’équilibre: ] Vrai ] Faux

H. Décrochez tous les poids suspendus sur le batenrpacrochez de nouveau
quatre poids et ce aux points suivants : 30 cmgm060 cm et 70 cm. Vous
pouvez ainsi remarquer que le baton est en posifiéquilibre une fois
suspendu au point 50 cm. En accrochant successivemeinquiéme poids, un
sixieme poids puis un septieme poids dans le mépiat (50 cm, vous
remarquerez que :

] Le béaton conserve sa position d’équilibre.

] Plus vous accrochez les trois poids (le cinquidmsixiéme puis le septiéme) un
apres l'autre, plus le baton s’écarte de sa positiéquilibre..
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EVALUER PAR QCM EN FIN D'ECOLE : STRATEGIES ET DEGRES
DE CERTITUDE

Abstract. Multiple Choice Testing at the End of Primary School: Strategies and
Levels of Confidence.The use of multiple choice items, especially ingéascale
assessments, increasingly grows without questiothiegtrategies used by pupils to answer
these types of questions, particularly in mathersaflhe research presented in this paper
aims to investigate how students in their finalryefprimary school proceed to answer
multiple choice questions in the number domain #radlevel of confidence they give to
their answer. Comparisons with students’ levelkrafwledge and used response strategies
complement broader concerns.

Résumé.L'utilisation des QCM, en particulier dans les éwadions a grande échelle, se
développe de plus en plus sans que soient intersolgs stratégies utilisées par les éléves
pour répondre a ce type de questions, notammemiagmematiques. La recherche que nous
présentons dans cet article vise a étudier la fdpon des éleves de fin de CM2 procédent
pour répondre a des QCM dans le domaine numérigiue degré de certitude qu'ils
accordent a leur réponse. Des comparaisons selpivdau de connaissance de I'éleve et
selon les stratégies de réponse qu'il emploie wahmompléter des considérations plus
globales.

Mots-clés QCM, évaluation, degré de certitude, stratégies.

Introduction

La culture scolaire francgaise intégre progressivenies QCM (Questionnaire a
choix multiple) comme mode d’'évaluation alors dg® anglo-saxons en ont une
pratique beaucoup plus courante et ancienne. Erhématiques, dans le
secondaire, ce type de support est désormais eégient utilisé pour évaluer les
connaissances des éleves : par exemple, de nomimauxels de mathématiques
de college intégrent les QCM comme modalités diéatidn avec une visée
diagnostique (en début de chapitre) ou comme awghsgtion en fin de séquence.
Parallelement, si on considere les énoncés deellgpr de mathématiques du
Dipléme National Brevet en 2012, sur les douzetsujecensés sur le site de
TAPMEP, 7 comptaient des QCM. De plus, pour l'déation PISA 2003
(dominante mathématique), 20 % des questions étamrs la forme de QCM
simple (choisir une réponse parmi 4 propositiong)2e9 % sous la forme de QCM
complexe (succession de questions auxquellestirégondre par oui ou par non),
c'est a dire, environ un tiers des questions de ésaluation était sous forme de
QCM (Bourny et al., 2003).

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 169 - 197.
© 2014, IREM de STRASBOURG.
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Ces premiers constats témoignent de lintégraties @CM dans les activités
mathématiques proposées aux éléeves, au collegeoRte, les éléves de I'école
primaire ne sont que trés rarement soumis a cedgppiestions ou seulement lors
d’activités exceptionnelles (rallyes, tests). Néams, il convient de noter que
pendant de nombreuses années le format QCM agitkerément employé dans
les évaluations nationales qui avaient lieu a t&mten CE2 ou en®® et plus
réecemment, en fin de CE1 ou en fin de CM2).

Ce format de questions est également largemenindépdans les évaluations
menées a grande échelle par la DEPP (Directiorédalliation, de la prospective
et de la performance), notamment dans le cadreédakiations bilans de fin
d’école et de college relevant du CEDRE (Cycle éesluations disciplinaires
réalisées sur échantillon).

Alors que les résultats de ces évaluations natgnsdnt utilisés pour le pilotage
pédagogique au niveau national et donnent lieu guhblication de notes
d’'informations rendant compte du niveau de conaaisss et de compétences des
éléves francais dans les disciplines classiques,deetravaux de recherche en
France questionnent le dispositif d’évaluation Q&M pour ce qu’il est et pour
ses spécificités, méme si Adda (1976), Duval eviRhge (1977) et Pluvinage
(1979), avaient commenceé a s'intéresser a cesigunestDu cbté anglo-saxon,
Bloom, Hastings et Madaus (1971) ont été les ps&uus des questions posées par
I'évaluation des apprentissages et ont été suimisdp nombreux chercheurs qui
ont continué d’explorer ce champ. Néanmoins, gtix de recherche qui portent
sur les QCM concernent majoritairement des étuslidnt supérieur (notamment
Leclercq (1975, 1986), De Landsheere (1979), Hu@a63), Gilles (1996)) alors
que notre recherche porte sur des éléves d'un uigealaire trés inférieur et
d’ages beaucoup moins élevés (10-11 ans).

Ayant toutes deux participé a la conception etaadlyse des évaluations bilans
CEDRE 2008, nous nous sommes interrogées suwvitaatie I'éleve de fin d’école
lorsqu'il est confronté a des QCM. En effet, il a@isemblé pertinent de mener
une recherche portant sur cette question a lap@iscuriosité scientifique, mais
aussi pour interpréter, avec plus de précisioreetglieur les résultats produits par
ce type d’enquéte. Dans cet article nous présenmeéthodologie que nous
avons mise en ceuvre et proposons, a titre expéainene utilisation de degrés de
certitude dans le cadre d'une évaluation exterseramative en fin de CM2 ; nous
conclurons par quelques constats en termes deidoneiment cognitif des éléves
et de pratique d’évaluation par QCM a I'école.

1. Problématique et hypotheses

L'utilisation de QCM dans des évaluations a graécleelle est largement répandue
puisqu’elle permet une correction automatique (sa$ recours a des personnes)
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et fiable (pas dinterprétation des productions ldepart de correcteurs par
exemple).

En analysant I'ensemble des items proposés daduation bilan CEDRE 2008,
il s’est avéré que certains parmi ceux qui étapoposés sous forme de QCM
avaient des résultats trés différents de ceux pégpsous forme de question
ouverte, alors que d'un point de vue mathématidaetache a réaliser était
équivalente. Il semblerait que, dans le cas d'uiMMQIEvalué est moins réticent &
fournir une réponse que lorsque la question eséga®us forme ouverte : par
exemple, pour I'évaluation PISA 2003, en Franes, $cores moyens de non-
réponses étaient de 3,5% pour un QCM alors qudit autour de 25,5 % pour
une réponse ouverte construite (Bourny & al., 2008)us nous sommes donc
demandé quelles pouvaient en étre les raisongjig®qs a amenées a investiguer
la facon dont les éléves appréhendaient ce digpgécifigue d’évaluation. Nous
avons souhaité observer les stratégies utiliséedegaéléves de ce niveau de
scolarité face a un QCM.

1.1 Stratégies de réponse

Tout d’abord, nous avons cherché a savoir si legéglies que développent les
éléves pour répondre aux QCM étaient toujours &es et si elles étaient en lien
avec leur niveau de connaissances en mathématifistse que les éleves
performants ou en difficultés adoptent une straté@tg réponse particuliere aux
QCM ? On trouve dans les travaux relatifs aux QQhappin 1975, Leclercq
1987), différentes stratégies, mais toutes pens@@sdes etudiants adultes. Voici,
par exemple, les 3 modéles retenus par Choppifbj19

Modele 1 : quand I'étudiant « sait », il choisitrigponse correcte et quand il ne
« sait pas », il choisit au hasard parmi les répspsoposées.

Modéle 2 : commence comme le Modéle 1, mais audiewépondre au hasard
guand il « ne sait pas », I'étudiant commence fiarirger les solutions qu'il sait
étre fausses et choisit au hasard parmi cellesegtent.

Modéele 3 : I'étudiant commence par ranger les gwlgtpossibles par ordre de
plausibilité décroissante et, si la consigne I'gbla ne fournir qu'une d’entre elles,
alors il choisit celle dont la probabilité (subjee) est la plus élevée (a ses yeux).

En complément de ces modéles, d’autres catégorisagixistent, comme celle de
Katz & al. (2000), qui distinguent des stratégiedraditional » et « non
traditional ».Les premiéres reposent sur des procédures quessatgnées et que
I'éléve utiliserait pour répondre si la questionigposée sous forme ouverte ; les
autres, spécifiqguement associées a des QCM, sied cé I'éléve s'appuie sur les
réponses proposées pour faire un choix.
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1.1.1 Liste des stratégies retenues

Nous avons donc commencé par lister les stratggissibles pour des éléves de
dix - onze ans car il nous a semblé indéniableligs'@e pouvaient étre identiques
a celles d’étudiants adultes. Cette liste s'estpbétde au fur et & mesure de notre
expérimentation, au plus prés des stratégies séidle éleves, pour arriver a la liste
des stratégies suivante :

S1: I'éléve effectue la tAche demandée mentalemeeiplicitement puis trouve,
parmi les propositions, celle qui correspond &fgonse trouvée ;

S2 : I'éleve reconnait d'emblée la « bonne » répoparmi celles proposées
(connaissance intériorisée) ;

S3 : I'éléeve commence par s'engager dans une precédd résolution, mais sans
aller jusqu'au bout (a la difféerence de S1); illisgi ensuite les différentes
propositions de réponses pour conclure (en chaisisslle qui lui parait la plus
vraisemblable) ;

S4 : I'éleve élimine les propositions qui paraisdensses, puis déduit de celle(s)
qui reste(nt), la bonne réponse ;

S5 : I'éléve répond au hasard ;

S6 : I'éleve passe en revue superficiellement tolgs propositions, puis choisit
celle qui lui parait la plus vraisemblable ;

S7 : I'éléve ne sait pas expliquer sa procédure ;

S8 : I'éléve combine les nombres en présence dénead trouver, parmi les choix
possibles, une solution ;

S9 : I'éleve applique une régle simple intérioriséarrecte ou non (théoréme en
actes) ;

S10 : I'éleve teste les propositions de réponseaunee jusqu’a trouver celle qui
convient.

1.1.2 Groupes de stratégies

Afin d'analyser plus efficacement le lien entre thérentes stratégies des éleves
en fonction de leur niveau de connaissance, noossagffectué des groupements
de stratégies par type :

Stratégies A (S1, S2, S9, S10) : stratégies deirsavh’éleve active des
connaissances ou des savoir-faire (techniques sermagément) pour choisir la
réponse qu'il pense étre la bonne : soit il résmmpletement la tache (par la
procédure de son choix, juste ou fausse), satstetles propositions de réponse et
choisit celle qui peut convenir. Les stratégiesSet S9 peuvent s’apparenter aux
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« traditional » stratégies définies par Katz & al (2000), alors tp stratégie S10
est spécifique au format QCM.

Stratégies B (S5, S6, S7, S8) : stratégies deituthst ou de repli. L'éléve n'utilise
pas ses connaissances mathématiques de faconitexpdiar faire un choix : son
choix ne repose pas de facon assurée sur ses SEamees.

Stratégies C (S3, S4) : stratégies mixtes. L'ékvaitié un raisonnement pour
répondre a la question posée, mais il se sertitfésetites propositions de réponse
pour finaliser son choix.

1.2 Degrés de certitude et de réalisme

En complément des stratégies utilisées, des proegduises en ceuvre et de la
réponse choisie, il nous a semblé complémentairngodeoir demander a I'éléve
d’estimer la qualité de sa réponse (bonne ou nondiedemandant quel degré de
certitude il lui attribuait. Définis par Leclerct|lBoumay (2004, p. 3), les degrés de
certitude sont «l'ensemble des jugements, desyseml des régulations,
conscientes ou non, (mais qu’il importe de rendxelieites, observables et
conscientes) effectués par I'apprenant sur seggsqerformances ».

En nous inspirant des travaux de Leclercq (19806P0nous avons proposé une
échelle de quatre degrés de certitude, adaptdes éléves de fin d'école et variant
de «pas sOr du tout » & « sdr et certain » : pagls tout (1), pas tres sOr (2),
sar (3), sOr et certain (4). En effet, méme sitd@gaux de recherche antérieurs ont
stipulé que la consigne ne devait pas étre verbaés devait plutdt étre présentée
sous forme de pourcentage (0%, 20 %...) car laestibité li€e aux expressions
verbales était problématique (Gilles, 1996 et Legjalés 1983), nous n’avons pas
suivi cette préconisation. Nous avons en effetid@né que, pour des éléeves de cet
age qui ne maitrisent pas les pourcentages, tl @tas opportun de leur présenter
une consigne verbale a quatre degrés de certinmmmpagnée d'une échelle
numérique (de 1 a 4), en leur laissant la postbde positionner leur degré de
certitude entre deux degrés « entiers » (c'esteaetioisir un degré de certitude de
3,5 par exemple). La présentation de I'échelle sibdjvoir Annexe 1) permettait
ainsi de doubler la consigne verbale d’'une consigmaérique, tout en évitant le
recours aux pourcentages. Méme s'il est «illuseird’avoir une précision
supérieure a 20 %, (Leclercq, 2006), c'est a direespondant a six degrés de
certitude entre 0 et 100 %, I'échelle que nous avoonstruite conduit a sept
degrés possibles, si 'on permet de faire des ceoixe deux des quatre degrés
indiqués. L’éléve, aprés avoir choisi une réponser ghaque item, devait donc
estimer la qualité de celle-ci a I'aide de ces dsgéaménagés.

! Les degrés de certitude proposés par Leclercegnade 0% & 100%, par tranches de
20%.
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Ainsi, en mettant en perspective la réponse ch@sste ou fausse) et le degré de
certitude que I'éleve lui confere, nous pouvon®isasi I'éleve est réaliste ou non
quant a la qualité de sa réponse. Boulé & LavdaQltl) qui utilisent les degrés de
certitude et de réalisme dans une évaluation dsgne expliquent que
« I'étudiant réaliste tend a anticiper une bonpemée lorsque celle-ci est bonne et
une réponse incorrecte lorsque celle-ci est inctere. Les recherches menées par
Leclercqg (1993) et citées par Boulé & Laveault (P0laissent penser que
I'utilisation de degrés de certitude et de réaliswvec des étudiants peut avoir une
fonction formative : « l'indice de réalisme obtdaurnit un feedback a I'étudiant et
lui permet d'améliorer son estimation de ses coemgés ». Nous n’avons pas
utilisé les degrés de certitude a cette fin puidgjl@ccompagnaient une évaluation
externe, mais plutdt pour estimer I'indice de ¥ak dont les éléves de fin d’école
pouvaient faire preuve.

Nous avons également estimé que I'adjonction deeddg certitude a une réponse
pouvait nous donner des informations sur la cosaaise (ou la méconnaissance)
d'un éleve sur un savoir donné. En effet, pour geagem la nature de la question
posée et des distracteliesst didactiquement intéressante pour repérer cesju
vraiment en jeu du point de vue des connaissaiasexemple, relativement au
domaine des nombres décimaux, les éleves ayantepmésentation erronée des
décimaux et qui associent 62/10 a 62,10 avec ureddg certitude supérieur a 3
auront plus de difficulté a déconstruire cette @oahaissance que les éleves qui
choisissent 62,10 en étant peu sirs (degré déuckericompris entre 1 et 2).

A la différence des travaux menés dans le cadfa decimologie sur les degrés de
certitude et de réalisme, comme la recherche éeopréeédemment, nous n'avons
pas questionné globalement la cohérence du telst foabilité de nos items, mais,
de facon complémentaire, sur un nombre restreitgnts, nous avons cherché a
observer comment s'articulaient les degrés detwaetiexprimés par les éleves et
leur niveau de connaissances en mathématiquessostrigégies qu'ils adoptent
pour répondre a un QCM. En France, a ce niveataiseoffin d'école primaire,
éléves agés de 10-11 ans), peu d'études, a nonaissance, ont été menées pour
savoir comment les éléves traitent ce type de punrest

Cette recherche permet également d’'étudier lesques » (Pluvinage, 1979) liés a
ce type de format de question, ce qui n’est pas sdé@rét. En effet, dans le cadre
d’'une évaluation institutionnelle de fin de nivesaolaire, il est indispensable de
minimiser les risques d’attribuer un résultat négatun éléve qui a acquis la
connaissance ou les compétences en jeu et récgmeau car les résultats des

2 Dans un QCM, un distracteur est une des répomsgegées qui n'est pas la bonne.
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bilans tels que ceux produits dans CEBREuvent contribuer aux décisions qui
orientent les politiques éducatives.

Apres avoir décrit la méthodologie employée, nouss@ntons en premier des
résultats globaux portant sur les stratégies endgloyar les éleves pour répondre
aux différents items, selon leur niveau de conaaiss et en lien avec le degré de
certitude qu’ils accordent a leurs réponses. Unaxidene partie porte sur les

stratégies employées, les degrés de certituded&zaux réponses selon la qualité
de la réponse fournie (degré de réalisme) et leanivde connaissance de I'éléve.
Logiguement, nous faisons I'hypothése que les &ii@s de savoir sont plus

employées par les éléeves «forts », qu'elles caaohti davantage a la bonne
réponse que les autres stratégies et qu’elles amcumpagnées de degrés de
certitude élevés. Cette hypothése est-elle vaRbi¢ensemble des items choisis ?
Quelles sont les stratégies mises en ceuvre pétdess moyens » ou « faibles » ?
Avec quel degré de certitude fournissent-ils lé&ponse ?

Enfin, ces résultats généraux seront complétés daedroisiéme partie par une
analyse plus locale sur les écritures décimalés neus permettra d’interroger les
apprentissages qui peuvent étre (ou non) évalué@@k et montrera l'intérét de
I'utilisation des degrés de certitude et de réadistans ce type de résultats.

2. Expérimentation

2.1 Principe

L’expérimentation que nous avons menée s’est déeoah juin 2012, dans six
classes de CM2 de Paris et de Montreuil. Elle dieau apres les évaluations
nationales en mathématiques (début juin) afin devpio bénéficier des résultats
des éléves et ainsi déterminer leur niveau de ésseraces de maniére objective et
permettant des comparaisons. Nous avons convetabdiér un test comportant

un nombre limité ditems afin que chaque éléve smiisious expliciter son

raisonnement individuellement lors de la passat&inainsi étre en capacité de
déterminer au plus juste la stratégie employéd'dlave pour choisir sa réponse.

2.2 Classes

Nous avons souhaité réaliser notre expérimentatenms des classes variées en
termes de population et de niveau scolaire afinpdavoir tester toutes nos
hypotheses. Ainsi, nous avons retenu 2 classesg tlesux » quartiers parisiens,

3_a direction de I'évaluation, de la prospectiveletla performance qui concoit les bilans
CEDRE exerce une fonction de suivi statistique xpbetise et d'assistance pour le
Ministere de I'éducation nationale et le ministélee I'enseignement supérieur et de la
recherche.
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deux classes « banales » (1 a Paris, 1 a Montréulasses ZEP ou « éclair » (1 &
Paris, 1 a Montreuil), soit 155 éléves au total.

2.3 Test

Le test a été congu a partir de sept items (énoiigésant en Annexe 1) ; trois
d'entre eux (items 1, 4 et 6) sont extraits dealiéation bilan CEDRE 2008 pour
lesquels les scores de réussite se distinguaieat rdsultats habituels en
mathématiques. Pour la formulation des questiofes @toix des distractedfraous
nous sommes appuyées sur les « régles » déterndaasdifférents ouvrages, en
particulier ceux de Leclercqg (1986) et Grégoire &veault (1997) ; nous avons
donc principalement retenu des distracteurs «emaables » afin qu’ils ne soient
pas éliminés immédiatement et qu’ils correspondentles erreurs fréquentes
d’éleves. En effet, si les distracteurs ne corredpat pas a des erreurs classiques,
le format QCM sera plus simple que la question daeyealors que dans le cas
contraire, les deux formats pourraient étre éqeivial du point de vue de la
difficulté (Katz, et al., 2000), sous certainesditions. Pour les items relevant des
fractions-décimaux, les différents choix de répsnsat été effectués a partir
d'erreurs reconnues comme fréquentes par difféteatsux en didactique des
mathématiques (Douady & Perrin-Glorian (1986), Qoeti Neyert (1979), Roditi
(2007)).

En choisissant des distracteurs correspondant emlears fréquentes d’éléves,
nous souhaitions également savoir s'’ils étaiera@tfs pour certains éléves (selon
leur niveau de connaissances) ou au contraire étiééent d’emblée rejetés.
L'utilisation des degrés de certitude, notammenir p&s réponses correspondant a
des conceptions erronées sur les fractions-décimauws permettra, au-dela du
score de réussite, de préciser si I'éléve eststéadu non du point de vue de ses
connaissances. En Annexe 2 figure une analyse tijdac du choix des
distracteurs proposés

Il convient de noter que nous avons opté pour desl@vec 4 choix de réponses
possibles pour rester dans le format du bilan CEDRE

Observer des éleves pendant gu'ils résolvaientpoddemes spécifiques devait
ainsi nous permettre de mieux comprendre les sadeestussite. Nous avons
choisi les sept items pour qu'ils soient de niveaarsiés du point de vue de la
difficulté (I'item 7 étant particulierement diffle) et pour qu'ils relevent de deux
catégories : ceux pour lesquels I'éleve doit medrilides connaissances relatives

“Nous précisons que dans les items que nous proposomme dans ceux figurant dans
I'évaluation CEDRE, chaque question posséde ure beane réponse.

® Cette analyse est menéeposterioripour les items 1, 4 et 6 que nous avons extraits d
I'évaluation ; nous n'avons pas choisi les distuarsg priori.
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aux fractions et aux nombres décimaux et ceux fEaquels I'éleve doit résoudre
un probleme dans le cadre des grandeurs et me§oraisiémes additifs, de
proportionnalité et de calcul de périmetre).

Un espace libre a été prévu pour chaque item afie lgs éleves puissent
éventuellement faire des calculs.

2.4 Passation

Une présentation a la classe entiére a été proosée la passation individuelle
pour expliquer la nature du test et le déroulentent'entretien, en précisant les
consignes : « pour chaque exercice, il faut trodadsonne réponse parmi celles
proposées et indiquer son degré de certitude »sNoons choisi de faire des
entretiens individuels pour que les éléves puissents expliquer précisément
comment ils avaient choisi leurs réponses et ldaggés de certitude. Nous avons
fait passer le test aux éléves un pdretmoté toutes les explications ou remarques
gu’ils avaient formulées.

A la fin du test, nous avons demandé aux élévesanient déja fait des QCM et
ce gu'ils pensaient de ce type d’évaluation.

2.5 Niveaux de connaissance des éléves

Enfin, pour déterminer les niveaux de connaissaleseéléves, nous avons utilisé
leurs résultats aux évaluations nationales de matti@ues qu’ils venaient tous de

passer quelgues jours avant notre test. Nous amsste classé les éleves suivant
trois groupes en fonction de leurs résultats &eabiations :

- Eléves « faibles » : ceux qui ont moins de 40%¢édissite (32 éléves),

- Eléves « moyens » : entre 40% et 75% de réugshéléeves),

- Eléves « forts » : ceux qui ont plus de 75% dissiée (59 éléves).

3. Résultats

3. 1 Résultats globaux

Les scores de réussite par item figurent dansbleaa 1, ci-dessous. Le premier
constat que nous pouvons faire concerne l'aspeatifigue du fonctionnement

cognitif des éleves en situation. Il s'avere ereteffu’il est parfois extrémement
difficile d’appréhender leur fonctionnement cogndtar il ne s'inscrit pas dans la
méme logique que celui d’'un adulte. Il na d’'aileyas toujours été facile de
comprendre comment un éléve était arrivé a falreudel choix car il n'était pas

capable de I'expliciter lui-méme.

® Nous nous sommes placées dans un espace prodaecldsse (couloir ou salle & coté)
afin que les éleves effectuent leur test, sansifEnt le déroulement prévu de la classe.
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Pour formaliser les résultats de I'évaluation-bil@EDRE 2008, la DEPP a

construit une échelle de performahéesix niveaux selon la méthodologie décrite
dans la Note d'information n°10-18 : « La partieplas basse de I'échelle est
constituée des scores obtenus par les 15% d'él@yast les résultats les plus
faibles. A l'opposé, la partie supérieure, conétitides scores les plus élevés,
rassemble 10% des éléves. Entre ces deux nivéaakelle a été scindée en trois
parties d’amplitude de scores égale correspondénaisagroupes intermédiaires».

Les éleves sont donc répartis en 6 groupes : dupgr® (les plus faibles) au

groupe 5 (les plus performants).

Les items 1, 4 et 6 extraits de I'évaluation CEDREB8 permettent de caractériser
certaines connaissances des éléves d'un groupeé doles items let 4
correspondent a celles du groupe 3 et l'item dlascéu groupe 4. Ce qui signifie,
d'aprés les résultats de I'évaluation-bilan CEDRE 58% des éleves de fin de
CM2 ont une probabilité supérieure & 50% de rédssiitems 1 et 4, alors que
seulement 28% des éléves ont la méme probabilitéudssir I'item 6. Les résultats
que nous obtenons dans ce test pour les itemset,64sont ainsi globalement
cohérents avec ceux de I'évaluation-bilan. En coamdes items 2, 3 et 5 a des
itemsa priori équivalents du point de vue de la tache et deraptexité et figurant
dans l'évaluation bilan, on peut aussi constaterlgs scores de réussite obtenus
dans ce test sont également cohérents avec cdéxaeation bilan.

teml1l| ltem?2| ltem3 Item4 Itemb Item|6 Item?7

Score de

L 58,7% | 51,6%| 54,8% 71,6% 50,3% 46,3% 27,1%
reussite

Tableau 1 - Score de réussite moyen pour chacuitetes.

Les difficultés relevées sur les connaissances riesbres décimaux par de
nombreuses recherches en didactique des mathéemtsgmt aussi confirmées a
nouveau par les scores de réussite aux itemst3.4 e

La plupart des éléves n’avaient jamais été condo@t des QCM, si ce n’est en
francais ou en anglais comme certains nous I'adigiré. Dans I'ensemble, ce type
de dispositif d’évaluation leur a plu. Certains estimé qu'il était plus facile que

ce qu’ils avaient I'habitude de faire, d’autresstlifficile, mais ces considérations
se rapportaient essentiellement aux questions poséenon a la modalité

d’évaluation, nous a t-il semblé.

" Des précisions sur cette évaluation et sur leerantde I'échelle figurent dans la Note
d'information n°10-18 (éditée par le Ministére @ellication nationale) ou dans la brochure
"Mathématiques en fin d'école primaire : le bilas dompétences", éditée par le Sceren.
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3.2 Stratégies employées par les éleves
3.2.1 Choisir « au hasard »

Précisons qu'il est important de distinguer, ce rgléve effectivement du hasard
(random-guessingu blind-guessinyde stratégies permettant de deviner la bonne
réponse duessiny: « si un choix aléatoire est aveugle, un chaxidé ne I'est
pas » (Leclercq, 1987, p. 13). Par ailleurs, leixkoau hasard » n’est retenu que
par les éléves qui ne savent pas répondre, doréradément par les plus faibles.
Or, il sS'avere, pour les éléves les plus faibles g'ils répondaient au hasard (c’est
a dire dans un QCM a quatre choix, avec une prbtéabe 1/4 de trouver la bonne
réponse), ils auraient de meilleurs résultats que gu’ils obtiennent (Grégoire &
Laveault, 1997). Les résultats que nous proposorgans le tableau 2 s’appuient
sur le déclaratif des éléves quant a leur procédwue hasard », et ne permettent
pas de discerner véritablement ce qui releve dwarbast ce qui reléve du
«guessing.

teml1l | Item?2| Item3 Item4 Itempb Item|6 Item|7

Réponse "au

N 1,9 % 1.3%| 84% 97% 3,9% 9% 12,9|%
hasard

Tableau 2 - Pourcentage d'éléves ayant déclar@dépdau hasard" pour chacun des items.

Environ 2% des éléves déclarent choisir une répandeasard pour répondre aux
items 1, 2 et 3, c'est a dire ceux correspondamt @robleme peu complexe. Si on
considéere les autres items, environ 10% des élseeblent répondre au hasard
principalement dans deux cas : face a un probléanglexe (item 7) pour lequel
ils n'arrivent pas a mener a terme une procédur@stdution ou pour répondre a
une question dont ils ignorent totalement quelleurot étre la réponse
(notamment items 3 et 4 portant sur les fractidésimaux).

La recherche que nous avons menée tend a monteefirlement peu d'éléves
déclarent répondre «au hasard» dans ce type desdispDe facon globale, les
éléves ne semblent pas avoir pergu les avantageseuispositif pouvait leur
procurer lorsqu’ils ne connaissaient pas la répatsent été peu nombreux a
utiliser la stratégie S5 (au hasard) ; ils ont atikrs expliqué qu'ils utilisaient
d’autres stratégies de repli, correspondant daganéadu «uessing> qu'a du
hasard. Il semblerait de plus qu’un effet de cardidactique empéche les éléves
de fin d’école primaire a considérer que «répondee hasard » puisse étre
envisageable pour répondre, méme dans les raresicasus leur avons suggéré
face a leur désarroi.
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3.2.2 Stratégies utilisées par item et scores dessée

Globalement, comme l'indique le tableau 3, pourongve aux QCM, les éléves
utilisent majoritairement des stratégies de saftgppe A). Dans le cas particulier
de litem 7 (résolution d'un probléeme complexe)s Iéleves procedent
differemment. Une analyse plus fine des stratégidisées pour cet item montre
que 12% des éleves combinent les nombres en peégeng obtenir une des
réponses proposees, ce qui n'est pas le cas fage @robléeme de moindre
complexité (item 5) ou seulement 1,3 % des élévesaplent ainsi.

lteml| tem2]| Item 3| ltem4| ltem5| ltem 6| Item 7
Stratégies A | 73,5%89,0%| 68,4%| 79,4%| 63,9% | 60,6% | 41,9%
Stratégies B | 16,1% 7,7%/| 26,5%| 18,1%| 8,4% | 25,2%| 43,9%
Stratégies C | 10,3% 3,2%| 5,2%| 2,6%| 27,7%| 14,2%| 14,2%

Tableau 3 - Répartition des stratégies utiliséedgsaeleves selon les items.

Pour les items mettant en jeu des connaissancésssuombres décimaux (items 3,
4 et 6), les éleves appliquent majoritairement régge simple intériorisée qui les
meéne ou non a la bonne réponse (stratégie S9k:aemncas, les éléves appliquent
plus ou moins justement une technique (décaladae degule ou ajout de zéros...)
afin de trouver une réponse. Par exemple, pouvérle quotient de 872 par 100
(item 4), 58,7% des éleves utilisent une strat&fie mais parmi eux, seulement
77% trouvent la bonne réponse.

La spécificité du dispositif QCM influence partiérement les stratégies des
éléves lorsquils sont face a un probleme difficlerésoudre pour eux : la
possibilité de choisir une réponse parmi d'autrexdifie apparemment les
procédures de résolutiorguessingou combinaison des nombres en jeu pour
obtenir un des choix proposés) : ce qui a déjaegpdicité pour des étudiants,
notamment dans Katz & al (2000), et dans des étudast a comparer les effets
du format de question (ouvert ou QCM) sur la rdasselles que celles recensées

dans Simkin & Kuechler (2005).
3.2.3 Changement de stratégie au cours du test

La nature des questions posées et des distragimpesés n'est évidemment pas
sans incidence sur les stratégies que déploienéliages pour y répondre ; le
tableau 4 nous permet d’étudier la variété desésfies adoptées par des éleves de
fin d’école confrontés a des QCM.
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Stratégies A Stratégies B Stratégies C
7 fois 13,5% 0,0% 0,0%
6 fois 21,3% 0,0% 0,0%
1 fois 0,0% 27,7% 32,9%
0 fois 0,0% 29,7% 49,0%

Tableau 4 - Répartition des éleves selon le noméffeis ou ils ont utilisé
une stratégie donnée sur I'ensemble du test.

Globalement, les éléves utilisent des stratégidrdntes suivant les items
auxquels ils sont confrontés, notamment selon lueau de connaissances
(comme nous le verrons dans le paragraphe suinamtgffet, on peut relever que
seulement 13,5% des éleves ne changent pas deld¢ygeatégies sur I'ensemble
des items et que ces éleves n'utilisent que datggies de type A. Par ailleurs, on
peut également noter que 30% des éléves n'utiljaemis de stratégies de type B,
c’est a dire que pour répondre, ils utilisent foneét des connaissances ou a
minima, initient un raisonnement.

Nous en concluons que les éléves de fin d’écolergatirer avantage du format
QCM, méme s’ils ne sont pas habitués a ce typegpmsitif : ils n’hésitent pas a
utiliser des stratégies de repli ou de substituem utilisant éventuellement les
ordres de grandeurs) lorsgqu’ils ne connaissentgesponse ou encore a se servir
des réponses proposées pour les tester commeosslpitentielles (stratégie S10
utilisée par exemple dans I'item 2 pour trouvelolagueur du rectangle en testant
les différentes valeurs proposées).

3.2.4 Stratégies utilisées et niveaux de connaigsan

Afin de considérer dans quelle mesure les stratagiésées par les éléves étaient
conditionnées par leur niveau de connaissances aoons répertorié le type de
stratégies utilisé par les éléves suivant leur geod'appartenance pour chaque
item (Annexe 3) et pour 'ensemble du test (tab®aidessous).

Stratégies A Stratégies B Stratégies C
Eléves « faibles » 64,9% 25,4% 9,7%
Eléves « moyens » 63,5% 24.7% 11,8%
Eléves « forts » 76,1% 12,8% 11,1%

Tableau 5 — Répatrtition des stratégies utiliséesgsaeleves selon leur
groupe d’appartenance pour I'ensemble du test

En moyenne, les éléves les plus faibles et ceugrdupe intermédiaire utilisent
des types de stratégies assez similaires ; les€lés plus forts utilisent deux fois
moins de stratégies de repli ou de substitution pee autres éléves. C'est
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seulement a partir d’'un niveau de connaissanceé gléléves « forts ») que les
éléves utilisent prioritairement des stratégiesrglévent de la connaissance, alors
que les éleves « moyens » ou « faibles » empladavantage de stratégies mixtes
ou de repli.

En observant plus finement item par item (Annexe @) peut constater que,

logiqguement, les stratégies de type A sont daventitjsées par les éléves ayant
un plus haut niveau de connaissances (jusqu’a 82a),pour les items 3 et 6 (lien

fraction/décimaux) ou les éléves les plus faiblast $es plus nombreux a utiliser

ce type de stratégies, méme si les techniques@gjpliquent sont erronées.

De la méme maniere, les éleves qui utilisent dagentdes stratégies de
substitution ou de repli se trouvent parmi les é@les plus faibles (jusqu'a 61%
pour l'item 7, le plus complexe du test), mémeairpes items 3 et 6, ce sont les
éléves de niveau « moyen » qui y ont le plus rec¢86% et 33% contre 13% et
16% pour les plus faibles).

3.3 Degrés de certitude

Les éleves se sont tres bien appropriés les delgréertitude (de 1 a 4 suivant
gu’ils étaient peu ou tres sars d’eux) et n'ont pésité a faire une croix entre deux
degrés quand cela leur semblait plus proche deuiils gessentaient. Il n’y a eu
aucun refus a renseigner ces degrés et les hés#tatiaient peu nombreuses.

3.3.1 Degrés de certitude et réussite

Le nuage de points ci-dessous représente le degrértitude en fonction du score
de réussite au test (nombre de réponses justelessemble du test) ; le score
varie entre 1 et 7.

Degré de 4.5

certitude 4 $ :
3.5
2.5
o -
? 3

2
1.5
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Score au test

Sur I'ensemble des sept items, la réussite glabaleest est corrélée avec le degré
de certitude (r= 0,393), ce qui signifie que pli&dée a un score de réussite
important, plus il est sir de ses réponses. Cdtaéqous parait assez logique,
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mais nous avons souhaité I'affiner, notamment ediétt plus spécifiquement les
degrés de certitude selon les différents groupéewks (forts, moyens et faibles)
et les différents items.

3.3.2 Degrés de certitude et niveaux de connaissales éleves

Pour chaque item, nous avons souhaité étudier comle® éléves répondaient et
avec quel degré de certitude, en les distinguantasu leur niveau de
connaissances. Le tableau 6 ci-dessous indiquectaes de réussite par items et
les degrés de certitude attribués a chacun des pamles trois groupes d’'éléves :

lteml | Item2 | ltem3| Iltem4 Item5 Item6 Item|7 ydane

Eldves SR | 258% | 355% | 323% | 41,9% | 194% | 194% | 194% | 27,7%

fables | pe | 274 | 313 | 306| 274| 311 304 235 2,887

Eléves SR | 54% 46% | 58,7% | 73% | 39,7% | 444 % | 19% | 47,8%

MOYEeNS | pc | 292 | 352 | 267| 310 354 279 235 2974

Eldves SR | 81% | 67,2%| 655% | 86,2% | 793% | 63,8% | 39,7 % | 68,9%

forts DC| 330 | 370 | 303 361| 365 304 29p 3,319

Tableau 6 - Scores de réussite (SR) et degrégtikeide (DC) par item et par
groupe d’éléves

Logiguement, les éleves les plus performants slust §irs de leurs réponses que
les éleves qui le sont moins (en moyenne, 2,88T [@suplus « faibles », 2,974
pour les « moyens », 3,319 pour les plus « fortsl»jonvient de noter que le
degré moyen de certitude est relativement élevé lesutrois groupes d’éléves, et
que celui du groupe « forts » se démarque de faigmificativeé’ de ceux des deux
autres groupes qui sont eux, assez proches.

Pour les deux items 3 et 6 relatifs au lien fracdidécimaux : les éléves du groupe
le plus faible ont le degré de certitude le ples/éldes trois groupes (3,06) alors
gue leur score moyen de réussite pour ces deus itéest respectivement que de
32,3% et 19,4%. Ces éléves utilisent des théoréaneactes faux dont ils sont
certains de leur validité (ils associent génératdma fraction a/b au nombre

8 La comparaison des moyennes des DC entre lesrafiffé groupes a été réalisée en
calculant le z de la loi normale. Pour la différermtre DC (éléves forts - éleves moyens),
z = 3,734 : ce qui est significatif ; alors que ptaudifférence entre DC (éléves moyens -
éleves faibles), z = 1,438 : ce qui n'est pas Sicatif.
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décimal a,b), ce qui est préoccupant. Nous revargdplus spécifiquement sur les
items 3, 4 et 6 dans le paragraphe 3.4 portariesufcritures décimales.

On peut étre étonné aussi de relever que chezldgssédu groupe « faible »,
l'item 5 peu réussi (moins de 20%) soit aussi &¥fetun degré de certitude
supérieur a 3. Comme pour les deux items précédemitifs aux liens

fractions/décimaux, cela signifie que ces éléves réalisent pas que leurs
connaissances mathématiques ne sont pas suffispotes réussir les taches
proposées. Pour ces trois items, les éléves agtomte degré de certitude
important & leur réponse parce qu'elle correspamtddes choix proposés parmi les
distracteurs : ici, pour litem 5, les éleves quit choisi 3,60 € (résultat
intermédiaire de la résolution du probléme) étagnts de leur choix puisque le
résultat trouvé figurait parmi la liste des répangmposeées.

Enfin, litem 7, qui est le plus difficile, a logigment des degrés de certitude les
plus bas, pour les trois groupes.

Les recherches sur le sentiment d’efficacité persthe (Bandura (2003), Rondier,
(2004)) peuvent nous amener a penser que les émvedifficulté n'ont pas
confiance en eux et que cela impacte leur réuadiéeole, mais nous constatons a
travers cette enquéte, que ce n’est pas forcénsesgrtiment qui est a I'origine de
I'échec de ces éléves et qu'il faudrait relativisette croyance. L'utilisation des
degrés de réalisme obtenus en croisant le degréeditude a la qualité de la
réponse de I'éleve peut permettre de questionfiérefnment les difficultés des
éléves pour mieux les prendre en compte dans ikgresaeent (ce que nous ferons
localement dans le paragraphe 3.4 pour les itente dest portant sur les fractions
et les nombres décimaux).

3.3.3 Stratégies et degrés de certitude

Mettre en perspective le degré de certitude accardiée réponse avec la stratégie
employée pour la trouver nous semble intéressamt g@airer le rapport au savoir
mathématique que les éleves de fin de primaire greuavoir : est-ce qu’ils sont
plus slrs de leur réponse lorsqu’ils emploient atratégie de savoir (A) que
lorsqu’ils emploient une stratégie d’évitement {Bst-ce toujours le cas ?

Nous avons synthétisé dans le tableau 7, relatineenex stratégies employées, les
degrés de certitude qui étaient accordés a la s&pdkinsi, pour les éleves qui ont
employé une stratégie A pour répondre a lI'item3. %4 d’entre eux accordent un
DC inférieur & 2 et 77 % accordent un DC supérée8r(le reste accordant un DC
égal a 2,5).
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Stratégie A Stratégie B Stratégie C

0<DC<2|3<DC<4|0<DC<2|3<DC<4|0<DC<2|3<DC<4
Item 1 13,2% 77,2% 76,0% 4,0% 43,89 18,8%
Item 2 5,8% 89,1% 25,0% 58,3% 20,09 60,0%
Item 3 20,7% 74,5% 58,5% 17,1% 62,5% 25,0%
Item 4 8,1% 86,9% 71,4% 14,3% 100,0% 0,09
Item 5 6,1% 90,9% 69,2% 30,8% 13,99 83,7%
Item 6 18,1% 72,3% 64,1% 30,8% 40,9% 50,0%
Item 7 27,7% 58,5% 58,8% 26,5% 54,5% 31,8%

Tableau 7 — Degrés de certitude (DC) relativemenrtsaratégies
employées.

De fagon globale, pour tous les items, les éléwesemploient une stratégie A
accordent un degré de certitude €élevé a leur ré&nis & part pour l'item 7) ; en
revanche, les éléves qui emploient des stratégéesegdli (B) ou mixtes (C)
n'accordent pas de fagon aussi systématique uiefdiégré de certitude a leur
réponse. En effet, principalement pour l'item 5 goirespond a la résolution d’'un
probleme, les éléves qui emploient une stratégigeniC) sont 83,7 % a étre slrs
de leur réponse.

Au vu de ces quelques résultats, et avec toutepréEsautions qu'il faut prendre

relativement a la taille a notre échantillon, indderait, notamment en situation de
résolution de problémes sous forme QCM, que legeslée fin d'école sont en

capacité de trouver dans d'autres stratégies gllescde savoir une certaine
efficacité pour répondre. Ce type de stratégieéciipuement lié aux QCM, ne

peut certainement pas fonctionner dans le cas ajuastion ouverte.

3.4 Evaluation des connaissances des éléves sunlesibres décimaux

Au-dela des résultats globaux que nous avons pEserécédemment, nous
souhaitons détailler dans ce paragraphe ce queoiestems relatifs aux nombres
décimaux nous ont permis de mettre en évidencdesarésultats attachés a ces
items sont a la fois surprenants et instructifh@ts permettent d'étudier plus
finement le comportement des éleves de fin d’écoldrontés a des QCM.

3.4.2 Passage d’une écriture fractionnaire a uneriéure a virgule et
réciproguement : réussite et échec

Les items 3 et 6 du test permettent de révéleapgsentissages des éléves sur
I'écriture d’'un nombre décimal et les difficultés’'ds peuvent rencontrer dans
deux taches différentes : transformer une écrores forme de fraction décimale
en une écriture a virgule (item 3) et réciproqueniiéem 6).
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Un tableau croisé des réponses a chacun de cedtdmsx(Annexe 4, tableau 1)

nous conduit & un premier constat: seuls 38 % dléges réussissent cette
transformation dans les deux sens, ce qui powdtagtconsidéré comme un indice
de connaissance maitrisée (alors que les item$ ®wet respectivement un score de
réussite de 54,8 % et 46,5 %). Ce constat met @eree que d'une part, la

connaissance des décimaux n’est pas achevée diédimie, et que d’autre part les

scores de réussite a ces deux items sont a iniarpréec prudence et réserve.

Par ailleurs, dans chacun de ces deux items, undidéscteurs correspond a
'erreur signalée précédemment consistant a comeidé trait de fraction et la
virgule comme deux séparateurs similaires (c'afitéta concevoir 237/8 comme
237,8 et 62,10 comme 62/10) : nous constatons uéoldes éleves ont cette
conception sur les deux items, soit presqu’un égwecing ! Méme si a la fin du
cycle 3, les apprentissages relatifs a I'écrituge dombres décimaux sont encore
en cours de construction et que I'utilisation d€3MRa ce stade de I'apprentissage
peut surévaluer les connaissances de I'éleve (Betdgb Laveault, 1997), il
n'empéche que ces résultats sont révélateurs difficulté qui perdure.

Nous voyons ici I'intérét de croiser les réponsegsi deux items pour préciser les
connaissances acquises par I'éleve sur ces changeme représentation, mais
Nous nous interrogeons aussi sur la comparaisgesideux items : les deux items
sont-ils indépendants (c'est-a-dire, est-ce qumlecentage de réussite a I'item 6
est le méme a l'item 3 pour tous les participantsest, qu’ils aient ou non réussi
ou échoué l'item 3) ?

Pour répondre a cette question, nous avons cheistgrouper nos données dans
un tableau croisé des réussites et des échecsanctias deux items (Annexe 4,
tableau 2). Les éléves qui réussissent a transfoume écriture fractionnaire en
une écriture décimale (item 3) et qui échouenttéalasformation d’écriture inverse
(item 6) sont plus nombreux que ceux qui réalisentectement la transformation
d’'un nombre d’une écriture décimale a une écriftaetionnaire en (item 6) et qui
échouent a l'inverse (item 3). Plusieurs élémemtigvpnt expliquer ce résultat :
I'un d’eux se rapporte & I'ordre habitliefenseignement des nombres décimaux a
partir des fractions, I'autre au fait qu’il y aaupluralité d’écritures fractionnaires
correspondant a une écriture décimale (3,2 peutrigeé32/10 ou 320/100 ou
3+2/10), alors que, pour une écriture fractionnalmmnée, une seule écriture
décimale lui correspond.

° Dans la majorité des manuels de cycle 3 consuééspgression d’enseignement adoptée
pour les fractions et les nombres décimaux est dtandre pour le CM 1 : Fractions
(fraction partage dans le cas général) — Fractésmales — Nombres décimaux —
Opérations avec les nombres décimaux.
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3.4.3 Ecritures décimales : degrés de certitudgulité de la réponse

Adjoindre un degré de certitude a la réponse dorpérnet d'apporter des
éléments d'évaluation plus précis et de distingdes états de connaissance
spécifiés, tels que «lignorance reconnue (répanserrecte et peu sdre), la
connaissance incompléte (réponse correcte mais{pe), la connaissance assurée
(réponse correcte et tres sdre), lignorance igndréponse incorrecte et trés
sre) » (Gilles, 1996). Pour les trois items (8t 8) évaluant des connaissances sur
les nombres décimaux, nous avons mis en relatemms t& tableau 8, la qualité de
la réponse avec le degré de certitude qui lui aétérdé.

Item 3 Item 4 Item 6
Reponse juste et9DC <2 15,48% 9.68% 10,32%
connailssance ighoree
Reponse juste et8DC <4 : 36,77% 58,71% 32,26%
connailssance assuree
Reponse fausse etODC < 2:: 17,42% 12,26% 22,58%
Ignorance reconnue
Reéponse fausse et3DC <4 20,00% 12.90% 26,45%
|gn0rance |gn0ree

Tableau 8 — Répartition des éléves selon les itraslon les degrés de certitude
accordés a leur réponse

Ce tableau permet de révéler que les éleves seimtile incertains concernant
leur aptitude a répondre & I'item 6 (passage d&oréure a virgule a une écriture
sous forme de fraction décimale) qu’a I'item 3 G d'une écriture sous forme
de fraction décimale a une écriture a virgule) quiits sont a la fois moins assurés
quand ils répondent correctement et a la fois plalistes concernant leur
ignorance. Globalement, nous constatons qu’'un élgwe cing ignore son

ignorance ; ce constat rejoint ce que nous avidmsereé sur I' « ignorance

ignorée » des éléves «faibles » et sur le faitemuiron 20% des élévent

concoivent [|'écriture a virgule a,b comme celldaléaction a/b.
Conclusion

Indubitablement, il existe des différences de &giats de réponse aux QCM selon
gue I'on soit un adulte, étudiant au lycée ou aiVarsité, et un enfant, éléve de
I'école primaire. Ces différences sont, en patdeconséquence d’'une approche
différenciée de I'évaluation dans les différentestitutions scolaires. Les adultes
chercheraient davantage « la bonne réponse »g quittonvoquer le hasard en
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dernier recours, alors que les enfants cherchérdi@vantage a trouver « une
réponse ».

Nous avons constaté que les éléves de I'école pemaadoptaient pas un type de
stratégies uniforme pour résoudre les taches allgguls étaient confrontés, mais
gu’ils en changeaient suivant la nature de cestdtes stratégies qu'ils utilisent
dépendent également de leur niveau de connaissangaathématiques. Ainsi, les
éléves les plus faibles sont plus enclins a utildes stratégies de repli ou de
substitution, méme s’ils rechignent a choisir legponse totalement au hasard. Il
semblerait qu’'un contrat didactique s’opére dansaldre de ce type d’évaluation,
ne permettant pas aux éléves d’envisager cettéegieacomme scolairement
acceptable, & moins qu'’ils n’aient pas suffisamnaentecul pour utiliser le hasard
comme recours possible ; la notion de « contratadi&@tion » développée par Van
den Heuvel Panhuizen (2005) en perspective de dell& contrat didactique »
(Brousseau, 1998) mériterait, au vu des résultasceltte recherche, d’étre
approfondie dans le cas spécifique des questions frme de QCM a I'école

primaire lorsqu’elles sont effectivement présengesituation d’évaluation.

Les items relatifs au lien entre écriture décinal&action ont produit des résultats
assez inquiétants car, au-dela des scores detecassez faibles témoignant d’une
mauvaise compréhension des décimaux, ils nouslerté aur le fait que certains

éléves utilisent des régles erronées qu'ils apphtjiavec un degré de certitude
élevé (ignorance ignorée). Ainsi, l'intégrationakgré de certitude au choix d'une
réponse nous a permis, a I'échelle de notre tede éa taille de I'échantillon, de

mieux mesurer le degré de connaissance des éldvdwmnerage de leurs

conceptions erronées, surtout pour les fractiaécimaux.

Les travaux menés en docimologie sur l'utilisatites degrés de certitude et de
réalisme avec des étudiants offrent des perspectpaur faire évoluer les
évaluations diagnostiques et formatives pour déseél de primaire. Méme si
I'utilisation de QCM en cours d’apprentissage n’pat préconisée (Grégoire &
Laveault, 1997), on mesure a travers ce travaieaype de dispositif, I'intérét que
présentent de telles informations pour I'enseigrdrgour I'éleve. L'utilisation en
classe, par I'enseignant de tels indicateurs, seom# voie intéressante pour mieux
appréhender le niveau de ses éléves et pour régmeenseignement. Pour les
erreurs fréquentes repérées par les didacticiengs aonvenons avec Pluvinage,
(1979) que « pointer cette erreur et faire remarcgon caractére attractif a un
éléve qui 'a commise est un service a lui rendr&m ce sens, les degrés de
réalisme peuvent étre un levier intéressant poure fantrer I'éléeve dans
I'évaluation de ses propres apprentissages et dxmesi I'erreur comme faisant
partie du processus d’apprentissage.

Enfin, méme si cette recherche ne I'a pas priscgnpte, nous avons pu constater
I'aspect potentiellement formateur du QCM, notammemsituation de résolution
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de problémes, puisque la forme méme de la quesfiom a I'éleve de possibles
rétroactions sur la qualité de son résultat et [@ecbnduire a reprendre ses calculs.
Au-deld d’'un apprentissage possible de stratégiesrgs aux QCM (écarter les
réponses invraisemblables, utiliser les ordres madgpur, tester les différentes
propositions, etc.), apprendre avec les QCM paunparmettre d’aider a la
résolution de problémes et développer chez I'éléne certaine autonomie : d’'une
part les différents choix de réponse « sécurisdiédleve, mais d'autre part les
choix de réponses lui permettent d’exercer un aatdardle sur ses résultats.

Ces questions nous semblent importantes a traiterles représentations des
enseignants sur leurs éléeves, qu'ils soient pedatsnou en difficulté, ont une
incidence non négligeable sur leurs pratiques.ftem, si un enseignant estime que
certains éléves échouent par manque de confianeexeiils peuvent étre amenés a
leur proposer des situations mathématiquement naghges qui produisent plus
facilement des réussites (logique de réussite inatedButlen, Peltier, Pézard,
2002), mais qui au final réduisent les apprentissagffectifs des éléves. Les
travaux du groupe RESEIDA ont montré que les diffées des éleves pouvaient
étre, en partie, due a une différenciation pédagmginadaptée congue par des
enseignants ayant pourtant une réelle volonté efaldurs éléves (Rochex &
Crinon, 2011). Les questions d’'évaluations sont @ueur des pratiques
enseignantes, et peuvent donc aider a mieux appéhela réalité des
connaissances des éléves. Nous espérons que toekteaditour des stratégies de
réponses aux QCM et des degrés de certitude yilooata.
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Annexe 1 : Enoncé des sept QCM pour les éléves

ltem 1:

Dans une heure, combien y a-t-il de secondes ?
o 360 secondes

o 3 060 secondes

o 3 600 secondes 1 2 3 4
o 6 300 secondes pas sar du tout pas tres sar sar sOr et certain
ltem 2 B

ABCD est un rectangle dont la largeur est 5 cm.

Quelle doit &tre la longueur de ce rectangle pour A

que son périmétre soit égal a 30 cm ? 5 c
cm

6cm

1 2 3 4
pas s0r du tout pas treés sar sar sdr et certain

25cm
14 cm

O
o 10cm
O
O

Item 3
.62
A quel nombre correspond la fractl% ?

06,2
o 0,62 1 2 3 4

062,10 pas sdr du tout | pas trés sQr sar s(r et certain

0620

Item 4
Lorsqu'on divise 872 par 100, on obtient:
o 0,872
8,72 1 2 3 4

|
o 87,20 pas sdr du tout pas trés sar sar sUr et certain
|

87 200
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ltem 5

Sophia va a la boulangerie et achéte 3 croissah®0s€ |'un.

Elle paie avec un billet de 10 €. Combien lui rémdaissiére ?

o 7,20 €

o 3,60 € 1 2 3 4

o 8,80 € ‘ pas sOr du tout| pas trés sir ‘ sOr | s(r et certain

o 6,40 €

Item 6
Quelle est la fraction égale & 237,8 ?
237
D_
8
2378
D—
10C
2378
D—
10
237
D_
10

4
pas sir du tout pas treés sar sar s(r et certain

Item 7

Pour faire une bonne confiture, il faut mettre g0fe sucre pour 400 g de
fruits. Combien faut-il mettre de sucre pour 1degfruits ?

o 600 g
o 700 9 1 2 3 4
o 750 g | pas sdr du tout ‘ pas trés sir | sar ‘ s(r et certain

o 80049
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Annexe 2 : Explicitation des distracteurs pour chage item

Item 1 (Item extrait de I'évaluation Cedre 2008)
Dans une heure, combien y a-t-il de secondes ?
o 360 secondes 3 060 secondes 3 600 secondes 6 300 secondes

Les distracteurs choisis correspondent a des régoesronées proches, en termes
d’écriture, de la bonne réponse. 360 peut corregperaussi a une erreur de

calcul du produit de 6& 60 si un éléve ne connait pas de fagcon automataue
réponse.

Iltem 2

ABCD est un rectangle dont la largeur est 5 cm.ll@woit étre la longueur de ce
rectangle pour que son périmetre soit égal a 30 cm
o 6 cm :correspond a la confusion de la formule du périmeétvec celle de l'aire.

o 10 cm :bonne réponse.
o 25cm:30cm-5cm

o 14 cm :double confusion : utilisation de la formule deif&ad’'un rectangle

pour déterminer la longueur (30 : 5= 6) puis utdi®on du résultat avec la formule
du périmétre d'un rectangle pour calculer (a nouveda longueur: 30 cm —
2x5cm-6cm=14 cm.

Notons que la question était accompagnée d’'unedigu’échelle (cf annexe 1) ;
certains éleves ont trouvé 10 cm en constatantlguigure que la longueur
mesurait le double de la largeur.

Item 3
62
A quel nombre correspond la fractr:el}g ?

0 6,2 :bonne réponse.

o 0,62: confusion dixieme — centiéeme ou technique desidivipar 100 non
maitrisée.

o 62,10: le trait de fraction est pergu comme un sépargtau méme titre que la
virgule.

o 620: confusion dixiemes / dizaines ou confusion diviie 10 / multiplier par
10.
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Item 4 (Item extrait de I'évaluation Cedre 2008)
Lorsqu'on divise 872 par 100, on obtient:
o 0,872 o 8,72 o 87,20 o 87 200

Les mauvaises réponses correspondent a des réspltavenant d'un usage non
maitrisé d’une technique de la division par 10 caldge de la virgule de 3 rangs
pour 0,872 ; décalage de 1 rang pour 87,20 et p®200 confusion entre une
division par 100 et une multiplication par 100.

Item 5

Sophia va a la boulangerie et achéte 3 croissah0e€ I'un.

Elle paie avec un billet de 10 €. Combien lui rémdaissiere ?

o 7,20 €: double erreur de calcul : 8 1,20€ = 3,20 € et 10€ — 3,20€ = 7,20€.
o 3,60 €: correspond au prix des croissants (résultat @&@tape intermédiaire)
o 8,80 € 10€ - 1,20€ (I'éleve a pris en compte le prixmdseul croissant)

o 6,40 € bonne réponse

Item 6 (Item extrait de I'évaluation Cedre 2008)
Quelle est la fraction égale a4 237,8 ?

237 : . . . .
m ? . le trait de fraction est percu comme un sépargtau méme titre que la

virgule.
2378

10C
la virgule).
2378

m : technigue non maitrisée de la division par 100 ¢arde 3 chiffres avant

O : bonne réponse

237 , . . . .
uﬁ : la virgule, percue comme un séparateur et la enég d’'un chiffre apres

la virgule conduit I'éleve a penser a une divisjar 10.
Item 7

Pour faire une bonne confiture, il faut mettre 808e sucre pour 400 g de fruits.
Combien faut-il mettre de sucre pour 1 kg de $r@it

o 600 g: 2x 300g ou 1 000g — 4009

o 700 g: 300g + 400g

o 750 g: bonne réponse

o 800 g: écart de 100g entre 300g et 400g qui s'appliquel®00g ou X 400g.
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Tableaux récapitulatifs des stratégies utiliséagasti le groupe d'éleves (faibles,
moyens, forts) et selon l'item.

Faibles tem1 | Item2 | ltem 3| Item4 | ltem5| Item6| Item?7
Stratégies A| 64,5% | 83,9%| 87,1% 61,39 548% 77,4% 25,8%
Stratégies B| 16,1% | 16,1%| 12,9% 35,59 19,4% 16,1% 61,83%
Stratégies C| 19,4% | 0,0% 0,0% 3,2% 258% 6,5% 12,9%

Moyens tem1 | Item2 | ltem3 | ltem4| ltem5| Iltem6| Item7
Stratégies A| 73,0% | 84,1%| 54,09 77,89 65,1% 55,6% 34,9%
StratégiesB| 17,5% | 7,9% | 36,594 20,69 48% 33,30 52,4%
Stratégies C| 9,5% 7,9% 9,5% 1,6% 30,2@(0 11,1% 12,7%

Forts tem1 | Item2 | Item3 | Item4 | Item5| Item6| Item7
Stratégies A| 81,0% | 98,3%| 74,1% 93,19 69,0% 58,8% 58,6%
Stratégies B| 12,1% | 1,7% | 22,4% 3,4% 52% 19,006  25,9%
Stratégies C| 6,9% 0,0% 3,4% 3,4% 25,9@(0 22,4% 15,5%
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Tableau croisé des réponses aux items 3 et 6 :

197

tem ?:tem ° 1:237/8 2:2378/100 3:2378/10 4 :237/10
1:6,2 13,5% 5,2% 34,8% 1,3%
2:0,62 9,7% 0,6% 5,8% 0,0%
3:62,10 18,1% 0,6% 1,9% 1,3%
4:620 1,3% 1,9% 3,9% 0,0%

Tableau croisé des réussites et des échecs awsc3tetr6 (en nombre d’éléves et
en pourcentage) :

Item 6 Echecs Réussites Total
Item 3
Réussites 31 (20%) 54 (35 %) 85 (55 %)
Echecs 52 (33 %) 18 (12 %) 70 (45 %)
Total 83 (53 %) 72 (47 %) 155
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HOwW CAN STUDY AND RESEARCH PATHS CONTRIBUTE TO THE TEACHING OF
MATHEMATICS IN AN INTERDISCIPLINARY SETTING?

Abstract. This study investigates the perspectives of usindysand research paths (SRP)
as a design tool for bidisciplinary work at uppecandary level. This study is using a
special kind of diagrams both as tool for SRP deaigd as a tool to analyse the actual SRP
realised with students. Specifically | presentdksign and realisation of a SRP combining
mathematics and biology. The results point to athgas of the SRP approach in terms of
the way bidisciplinary work is organised, but at$mllenges in relation to the design
process. As for the last point, the test of thegiesraises the question to what degree of
detail is it necessary to know the practice andrhef both disciplines in order to

formulate questions that help students to devéiepritended praxeologies, and also for the
weak students to discover the need of mathematricsolving problems in other

disciplines.

Key words. Upper secondary level; bidisciplinary work; StuchdeResearch Paths.

Résumé. Comment les Parcours d’Etude et de Recheeltpeuvent-ils contribuer a
I'enseignement des mathématiques dans un contexteterdisciplinaire ? Cette étude
examine les perspectives d'utilisation des Parcdiside et de Recherche (PER) comme
outil de conception pour du travail bidisciplinaia® niveau secondaire supérieur. Cette
étude utilise un type spécial de schémas commealaifois pour la conception de PER et
pour analyser le PER réellement réalisé avec geél Plus précisément, je présente la
conception et la réalisation d'un PER combinanthémagtiques et biologie. Les résultats
montrent les avantages de lapproche PER en terdesgjanisation du travail
bidisciplinaire, mais signalent aussi les condgi@remplir pour la conception. En ce qui
concerne le dernier point, le test des réalisatmgéve la question du niveau de détalil
auquel il est nécessaire de connaitre la pratitle théorie des deux disciplines, afin de
formuler des questions qui aident les éléves aldgper les praxéologies voulues, et aussi
permettent aux éléves faibles de découvrir le Ibedei mathématiques pour résoudre des
problemes d'autres disciplines.

Introduction

This study presents the results of testing thegdesiol calledStudy and Research
Paths (SRP) at upper secondary level. The basic idea 8RP is to organise
students’ approach to a field of knowledge throwmgganingful and challenging
guestions. | describe this tool in more detailhe theory section. SRP has been
tested in both monodisciplinary settings (e.g.\8&eslgw, Matheron & Mercier, in
press) and in bidisciplinary settings (Barqueros®o& Gascén, 2007; Thrane,

ANNALES de DIDACTIQUE et de SCIENCES COGNITIVES , volume 19, p. 199 - 224.
© 2014, IREM de STRASBOURG.
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2009). The SRP developed by Barquero, Bosch andd@g®2007) concerned the
growth of a population of geese on an isolatechdl@ does not require students to
develop substantial knowledge on population bioldgyt the motivating problem
is clearly extra-mathematical. Thrane (2009) experted a series of SRP
concerning analysis of curves in different spotivéttes actually, which involve
students knowledge of how to perform different s@mtivities, and the students
were supposed to use the mathematical analysiouimgr their own performance
in these activities. In this sense the latter seteni®e integrating the two concrete
school disciplines more than the first one. Thiglgtexplores the use of SRP in a
bidisciplinary setting combining mathematics andoldgy where the two
disciplines are given equal importance. | am paldidy interested in how the
bidisciplinary setting can help developing matheocshtknowledge — and more
concretely, in how a SRP combining mathematics wittliscipline like biology
could support the learning of mathematics. Thisasa new idea and similar ones
are presented in (Davison, Miller & Metheny, 199d (Czemiak, Weber,
Sandmann & Ahern, 1999WWhat this study offers is a thorough analysis @& th
students detailed outcomes in terms of presentedplogies, which illustrates the
disciplines and their possible connections regdlat®y the potentials and
limitations of ATD and study and research paths.

This paper is a natural continuation of previouskMgiansen & Winslgw, 2011
and Hansen, 2009), which presented a method to SRE for analysing
bidisciplinary written assignments combining math#ios and history. The study
revealed severe challenges for creating bidis@pjinprojects, that are well
functioning both from the viewpoint of students amdchers. The reason for the
identified shortcomings were not just caused by rinifest distance between
mathematics and history as disciplines, but alsothay fact that the teachers’
formulation of the assignments were often leadimgatparallel structure in the
students’ work where the two disciplines were mb¢riacting at all. This was clear
already from ara priori analysis of the assignments. How the a priori\aisilis
carried out will be elaborated in the section orthodology.

Context of the study

The institutional frame for the experiments withFSBresented in this paper, was
general high school (upper secondary level) in Dakimin this context, a certain
amount of time and lessons are devoted to bidiseipgt work. There are many
formal regulations of the bidisciplinary work, whicacted as constraints and
conditions for the testing of the SRP. The mostdrtgnt condition for our
experiment was that the SRP should combine mathesratd biology and that the
students should write a bidisciplinary report a ttonclusion of their work. The
report described in this experiment should preghee students for writing an
autonomous report combining to disciplines (cattesl“study line project”), which
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represents a high stake exam at the end of highokchnd so it is heavily
regulated. Similar the report and this experimeas Wighly regulated; | give some
details in order to allow the reader to grasp #térsy of our design. After handing
in the report, the students get feedback on theting from the teachers and they
rewrote their report as a 3 pages synopsis to fended in an oral exam months
later. The students must do all work on the fimstsion of the report along with
their mandatory classes; after six weeks theywetdays off for the final writing.
They are allowed to write the report in groupswed students. Each student must
hand in at most 10 pages.

After handing in the reports, students should Frsoree kind of evaluation of their
work. The rules require that students get a gradetHeir reports along with
comments. These comments must reflect what is ¢egheaf the student in their
“study line project”. Therefore a sheet of comments created for each student.
The comments were formulated with explicit refeeetw the ministerial guidelines
for grading study line projects. This means that students would get comments
from both teachers on the following sentences:
“To what extent are the questions answered? To wkent does the report
fulfil the ministerial aims of the biology teachihgilo what extent does the
report fulfil the ministerial aims of the matheneatiteaching? To what extent
are the sections of the assignment mutually cotersnthe use of notes and
citations in the text appropriate? Is the list@flerences satisfying? What is the
overall impression of the assignment?”

Based on the comments, they rewrote their reporthéo synopsis — a paper
containing introduction, research questions, ansvierthese, conclusion and a
section putting the problematique in a broaderpgetve — used at the oral exam.

On the side of the teachers, none of them havecadeaic background in both
mathematics and biology. The biology teacher isxperienced teacher of biology
and geography. He is involved with didactic deveiepts in Danish high school,
but not a researcher and without any experienaehitegt SRP. The mathematics
teacher has some years experience in teaching maties and physics in Danish
High school. She is also a researcher in the fiéldidactics of mathematics and
the author of this paper. Both teachers are theydag teachers of the class in
biology and mathematics respectively. The resepachwas only conducted by the
mathematics teacher, which is reflected in theymmal The choice of disciplines
depends on the disciplines the class specialiseBhiarefore it is not likely both

disciplines are in the academic background of om&cher. The experiment
included the entire class of 25 students.
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Theory

The theoretical framework of this study is the aopiological theory (ATD). The
key notion isstudy and research pativhich is used as a design tool as well as for
analysing the outcomes of the student reports, wnidh we now proceed to
explain in more detalil.

The notion of SRP was presented by Chevallard ar@d94 and he describes it
as based on what he callgenerating questignwhich will be denoted § This
question must be so strdntihat students can derive new questiorisfi@m it —
here, each index represent a branch of inquiry. The answers to degved
questions add up to an answer for the original ttpre<), (Chevallard, 2006, p.
28). Another requirement for the generating ques@pformulated by Barquero,
Bosch & Gascén, is that it must be “of real intétesthe students (“alive”) [...]”
(2007, p. 3). The research and study process teatlee diagram of pairs (Q\)
of question and answers (Barquero, Bosch et Gas26@7 and Hansen &
Winslgw, 2010), such as the example shown in figBire for simplicity the
answers to each question (arising from praxeolodge®loped by the students) are
left out of the diagram.

The notion of inquiry can be interpreted as in ingibased mathematics education
(IBME), which has been conceptualized by Artiquel &lomhgj (2013). As they
argue “ATD is also a theoretical frame whose degigrspective seems especially
adapted to IBME” (Artigue & Blomhgj, 2013, p. 80@nd further discusses the
potentials and limitations regarding the inquirfleeting the choice of study and
research activity or programme as they call it. $treng link between study and
research paths and inquiry-based learning is aseldes (Winslgw, Matheron &
Mercier, 2013), although they stress the importamicéhe study process, which
cannot be discarded from the inquiry process.

We now return to our context to explain how SRPwiith the conditions for the
bidisciplinary work leading to a synopsis for themloexam. The students are
supposed to get training in applying existing krexge. In terms of ATD this
means activating existingraxeologiesa term which indicates a complex system
of practical and theoretical knowledge (Chevallafl99). The students knew a
little on first order differential equations andrhan physiology, including the
nervous system. They are supposed to apply thewleadge in new contexts and
hopefully get a wider picture of both fields. Imrtes of ATD this is to develop new

! However there has been made different suggestmmthé translation oparcours d’étude et de
recherchéln this paper | have chose to w&ady and research paths.

ZA strong question means that students are ablenderstand it but unable to deliver a complete
answer before studying works of others and usesthaswers in the formulation of an answer to the
generating question
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(mathematical, biological or bidisciplinary) pra‘egies from the existing ones
(Barquero, Bosch & Gascon, 2007, pp. 9; Hansen,92@0 53). Another
requirement for the assignment is that the studshtsild gain experience with
searching for information and resources for angwgetihe assignment questions —
and also, where possible, develop answers on tiair This is consistent with
what Chevallard calls the dialectic of media andiemi (2006, p. 9) where the
student on the one hand is studying existing “wbrksid at the same time is
exploring a problem (in this case, mathematical efiody of the distribution of a
drug). It is important to point out the necessitydadelicacy of this dialectics
(Winslgw, 2011, p. 129): a SRP must incluxteh study (of works) andesearch
(on problems). The students are supposed to dosthi® the answers were not
directly available in the textbooks. On the contrétrte students must study the
works of others (the textbooks, new materials ftirary, internet and likewise),
and they have to deconstruct this knowledge, coenbilnis with existing
praxeologies in order to develop new praxeologiesaaswers to questions —
formulated by themselves or the assignment question

The teaching design

The starting point for testing SRP in the bidisciaty setting was to formulate a
generating question fulfilling the conditions sgtthe school regulations.

The design was created on the basis of a teachabgrial for mathematics at upper
secondary level, published by Technical Universitipenmark. The material deals
with the function of painkillers in the body and’itmodelling by differential
equations (Jénsdottir et al., 2009). The reason cfuwosing this material as
inspiration for the generating question is that ynahthe students involved in the
experiment were interested in biology and wanteddtk in the health care system
later on. Hence the teachers assumed that thedenssuwould find a problem on
the dosing of medicine relevant and interestings Thight not give students a
better mastery of their immediately lived world hiucould help them relate their
school knowledge to real uses which, in the end|dcéulfil the higher goal of a
better mastery of their lived worlds.

Based on the material, the generating question feasulated. It starts by
questioning how one of the most common drugs uselbuseholds can relieve
patients from their pain, how the functioning candescribed from a mathematical
perspective and how that description can be usetksgyn a correct dosing. The
full formulation is shown below:
Qo: How can a patient be relieved from his pain binkiflers like paracetamol
— how does deposit medication work and how can s modelled
mathematically? @ Explain the biological functioning and consequeEnof
taking paracetamol orally versus taking it intramesly. Q: Create a
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mathematical model using differential equationst thitustrates the two
processes and solve the equations in the genesal € Give a concrete
example, where the patient is relieved from paid astimate from your own
model how often paracetamol has to be dosed — wiacameters (absorption,
elimination factor, bioavailability) are importatd be aware of? £: Does it
make any difference whether the dose is given arabtravenously? Use your
models while giving your answer. (translated froanizh)

Notice that some of the derived questions are djregiven along with the
generating question in order to guide the inquirthe students (Chevallard, 2012,
p. 11). It is crucial for the SRP to be successhat the students gets some
guidance and are not left alone with a too openavadwhelming question. In this
setting, the regulation of students’ and teachemstk further necessitates that
some of the “guiding” is provided from the outsktshould be possible for the
students to see, from the outset, that their plagezal equipment in biology and
mathematics can help them answer the generatirgtigngeand the given derived
questions serve this purpose, asking for more peazses to guide and delimit
the student inquiry.

The formulation of the questions was followed by arpriori analysis before
handing out the assignment. This a priori analysikbe presented in section on
results.

Methodology

To carry out ama priori analysis means to explore what derived questios a
answers could occur from the particular formulatwdre),, i.e. what possible paths
the students could follow based on their expectekgwlogical equipment and
available media; concretely, a complete “tree” efided questions and answers is
produced. Figure 1 and 2 show the diagrams of thaoai analysis for the SRP
considered in this study. In this case, #ghpriori analysis led to minor corrections
of the design before it was tried out with students

The school does not allow the use of lessons fatagice or classroom debate on
the progress of the students work. Therefore, ot@ys to keep track of the
students’ work with the SRP were developed. Tonetme students’ first thoughts
on the generating question, they were asked tagedteir spontaneous answer to
the question in writing immediately after readingTiwo and four weeks later the
students were asked to answer the following questio

What is your answer to the generating questiort mghv? What have you done

to answer the question? What are you planning toed in order to come up

with more fulfilled answers?
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The teachers were only allowed to answer quesfimms the students after class.
These conditions for guidance made it hard to tthek exact progress of each
student. Therefore the students were told onlystocuestions if they gave them in
writing by e-mail before meeting the teachers. dtually turned out that most
questions could also be answered by e-mail. Examgflguestions are given in the
section on results.

Because of the little data available from the stislevorking process, it is the
outcome of the students’ writings which is the maindence of their study and
research process. The reports were analysed asuUSRB,the method developed
earlier (cf. Hansen, 2009, pp. 60) and which | misscribe. While reading the
reports every small section was identified with ¢(derived) question it treats. An
example could be “how to model a one-compartmestesy when knowing the
diffusion of the drug from the vein alone reliesthe elimination factor?” This can
be answered by the praxeology of “setting up & firsler differential equation
from given conditions”. This is a praxeology on hehatical modelling using
differential equations. In this way the entire ngpmas split up in small pieces of
guestions and answers;(®;). The organisation and relation between praxeekgi
can be depicted by tree diagrams (see figure 3.rékations were identified from
the way the student referred to or drew on preWopgesented praxeologies ie.
sections or part of sections. When it comes tgptés of the reports consisting of
pure biology, the praxeologies were only identifeesia question and the answer
given by the student — that is, | did not modehoalyse biological praxeologies in
detail, due to lack of knowledge in the field obloigy.

The analysis of the students’ reports was comptoetie a priori analysis. The

comparison of the diagrams showed to what extensthdents had developed the
intended praxeologies and maybe some unexpectesl dtehe same time the

diagrams show to what extent the two disciplineseviecorporated and combined
in the report and solutions. This helps to answer drucial question: Does the
formulation of the generating question functionadsidisciplinary task and do the

student use and combine both disciplines while angg the assignment?

For the last part of the project the students wackto continue to ask questions by
e-mail while rewriting their reports. The synopsesre handed in electronically
and during the oral exam written notes were takeom this the new praxeologies
were identified even though the synopsis formahas$ suitable for a thorough
praxeological tree diagram analysi$irough these steps of analysis the results of
the design and the students activities can be piese

Results

As expected, there was a great diversity in theestts’ reports. Some students
worked thoroughly with the questions and were #bli®rmulate derived questions
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themselves — even explicitly. Others were not éblgee the use of mathematics in
the assignments and tried to answer the exactignedibrmally, without further
inquiry. This was expected as the class was notticplarly “strong”
(mathematically and academically) — but many ofrttveere hard working and for
them the study phase seemed very enriching. Thewrlgl developed new
mathematical praxeologies during their work with 8RP, as will be explained in
detail in this section

The analysis of the formulation of the assignmemiss the tree diagram figure 1
which shows the connections between the genergtiagtion and derived ones.

Figure 1: Tree diagram showing the formulation of he assignment

The dotted line indicates that question numbegr dpaws on the knowledge
worked out as answers to questionsa@d Q. The solid lines indicates that the
questions are derived questions in the sense Heddny Chevallard (2006); in
short, derived questions are natural prolongindphefformer in order to achieve a
more detailed inquiryThe tree diagram in figure 1 is part of th@riori analysis
of the assignment. To get a more complete pictiitleeopotentials of the SRP
design, a full priori analysis was made. This analysis is presentdtkitrée
diagram of figure 2. Question numbers refer tosdime as those in figure 1. The
rest of the questions are derived questions, wduietthe questions students are
intended to work with in this particular SRP. Theswaers to those questions are
the praxeologies the students are supposed toagewethe field of differential
equations and nerve physiology in relation to tifiesion of a drug in the body.
The lines connecting the questions have the sat@gnetation as in figure 1.
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Figure 2: Tree diagram of the a priori analysis ofthe assignment. See the text
below for the contents of each question.

The questions formulated by the aufhonly having an academic background in
mathematics, during the a priori analysis is tHi¥dang where question numbers
corresponds to those of figure 2. The questionessmting the expected
praxeologies are written in italic (these are ramided out to the students):

Qo: How can a patient be relieved from pain, usindrag like paracetamol?

How does deposit medication work and how can thies fmodelled

mathematically?

Q1 Explain the biological functioning and consequesnof taking paracetamol

orally versus intravenously.

Q1.1 What is the biological mechanism underlying tbaaept of pain?

Q12 What kind of drug is paracetamol?

Q.12 How does paracetamol function in the body?

3As mentioned earlier, this research was conducggettidauthor, who is the mathematics teacher and
a didactic researcher. This means that the peigpeat the questions is considered only from the
standpoint of the mathematician. Tariori analysis would look differently, if it was carriedit by
others, with a different academic background.
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Qi.1.1.# How does paracetamol function when it is doseadlg?

Qi111i How is paracetamol transported from the stomach the vein
biochemically seen?

person is relieved from his pain?

Q111,32 How does paracetamol function when it is doséchuenously?
Q11123 What is the biochemical functioning of paracethmdhe vein?

Q.: Set up a mathematical model using differentialagipns that illustrates the
two processes and solve them in the general case.

Q.1 What is a differential equation?

Q21,2 What can the differential equation y’ = ky modeld what is the general
solution?

Q.11+ How do we model a one compartment system modelk#ty the
elimination factor?

Q.12 What can the differential equation y’(t) 3 2(t) — ¢ y(t) model and what
is the general solution?

Q.12: How can we model the effects of the absorptiomguglifferential
equations?

Q2122 How can we model the effects of the bioavailgbilising differential
equations?

Qs: Give a concrete example, where the patient ieved from pain and
estimate from your own model how often paracetamaasl to be dosed — which
parameters (absorptivity, elimination factor, biaiability) are important to
notice?

Qs0.+ What numbers can be put on the relevant notiorsvehat do they tell?
Q3,02 How can we model multiple dosing using the existhodels?

Q302+ How often must the doses be given in order ferghtient not to feel
any pain?

Qs Does it make any difference whether the dose iieeng oral or
intravenously? Use your models to support your @answ

Qs;11: What does the model of multiple dosing look likethe case of
intravenous dosing?

Qs12 What does the model of multiple dosing look likehe case of oral
dosing?

Q511 What differences appear while comparing the gregiresentation of
the two functions of multiple dosing?

The diagram of figure 2 is satisfactory in termdlwd requirements for the design,
as it shows several paths for the students to puraith possibilities for the
students to work interdisciplinarily, to activatdeir initial praxeological
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equipment, and potentially to develop new praxee®@ the field of differential
equations and nervous physiology.

Results of the students writings

I will now present the outcomes of this teachingige. | will do so by presenting a
well written report richly unfolding the intendedageologies. After this | present a
report written by a weak student only poorly unfotdthe potentials of the design
and finally | give some of the outcomes of the $8i® and oral exam.

As mentioned some of the students were able ttsestiiese potentials and wrote
mathematically rich and substantially bi-disciplynaeports. Figure 3 shows a tree
diagram of the analysis of one of these reporissifinal state. We can say a little
about the process of the author of this report framat she wrote as spontaneous
and intermediate responses to the generating quesfiust after seeing the
question, she noted that she needed to know samge#tiiout the dosing of the
drug in relation to the weight of a given persohe ®alls it the “strength” of the
drug. And she needs to know something about hog tba drug stays in the body,
and refers to what she calls “the half-life of threg™. This she planned to use to
find out how to relieve a patient from pain foromder time period. This indicates
that she believed from the start that the modeblires an exponential function,
without knowing anything else about this question.

Two weeks later (when again asked for her ideathergenerating question), this
student also wants to know more about how paraadtais functioning
biologically, and she indicates that she needs rkamvledge on mathematical
modelling. This is what she is planning to study tiext weeks. This indicates that
she is narrowing down to more specific questiond& to answer.

The notion model or modeling in the students wgsiprobably refer to the one the
student encounters in her textbook and officialutheents for Danish high school,
which is somehow close to the notion in mathembéiompetence theory (see Niss
et al., 2002 and Blum & Fermi, 2009, p 46). Howeter approach to modeling in
ATD is that it is the development of praxeologiestivo domains answering a
generating question.

In the text below several technical terms are u3dénby are translations of the
notions the student used. Many of them comes frioenhiological field being
modelled and therefore will not be explained furthAs to differ questions
formulated by the student from those she has addpben the assignment handed
out, the students’ questions and formulations ateno squared brackets.

* She knows this notion from previous work on expuiat function and from radio activity
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Figure 3: Tree diagram of the analysis of a handedn report. Question
contents are detailed in the text.

This student actually formulated a nhumber of detigeiestions in her report and
used them as headings, e.g.:;*(How is pain registered? ,QHow does
paracetamol relieve pain (pharmaco dynamic)? Kow can the dosing be
modelled mathematically based on the biologicalWwedge?” (Appendix A)
Other headings were not phrased as questions bt wienply a word as
“Absorption”. Derived questions not phrased as abawe identified through
further discourse analysis of the text. Examples @r,: How does paracetamol
relieve pain relative to the amount of dose? Ang: How does paracetamol
relieve diffuse pain. The student relates her answthis question to Q: How are
diffuse pains registered and what are diffuse airtss is indicated in figure 3 by
a dotted line. | will now give a short review ofghreport, for an extensive list of
the questions the student treats see Appendix A.

The student starts by posing and answering the tiqnes “How is pain
registered?” (@ and divides this into the treatment of what afeuse pains and
how they are registered as well as what are diffoamms and how they are
registered (@, and Q). Then she poses the question: How does paracktamo
relieve pain (pharmacodynamic)?,JQrhis is dealt with through questioning how
paracetamol relieves pain relative to the amoundaxfe, how it relieves diffuse
pain, what effect the drug has on the nervous systed what is known about the

drug in general (&, Q2 Q1and Q119).

After this the student poses the question: Howaispetamol transported through
the body (pharmacokinetics)? QThis is investigated through the study of how
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drug is transported in the case of orally dosimayy ldrug is transported in the case
of intravenous dosing. The former is further exptbby showing how the drug is
absorbed in the body, how this process runs istial intestine and how the drug
is distributed in the body, which leads to a dedmn of the biochemical
conditions and mechanisms that are relevant fos foblem, hence how
substances are transported through cell membr&hes @z, Q113 Q1.2 Q121
and Qi.:9. Finally the metabolism of paracetamol includitite chemical
reactions occurring and the elimination with th&erof the kidneys and timescale
of the process is presentets(@ Q131 Q1.4 @ 1418nd Q149. These questions
and answers all represent pure biological praxeedogvhich are found relevant in
order to model the processes of dosing paracetantaig with the discussion of
how should be used....

Next the student poses question numbgr “Qow can the dosing be modelled
mathematically based on the biological knowledgestie finds the answer by
looking at the form of the model in the case ofrdaaenous dosing, how the
proportionality between added amount of paracetaamul elimination can be

modelled, what can be described by the equa%é?n:—K.A, the biological

interpretation of —K with respect to the formeratesd questions (Q, Q1.1 Q111
and Q1119- These are all bidisciplinary praxeologies whihee student alternates
between using the established biological praxeekdn the construction and
justification of a first order differential equatic- a mathematical object. She ends
this section by finding the complete solution usam@AS tool and showing by

two questions are identified as pure mathematical.

After treating the more simple case she looks atdtal case and performs the
same praxeologies though taking into account that rseeds to treat the two
compartments separately and combine these reauttsei equation describing the
entire system (€, Qu21 Q211 Qa2112and Q). She further argues how the
added amount of paracetamol can be described bgdinéon to the differential

equation of the stomach compartment and how theemattorporates the

bioavailability (Q2.: and Q..). Again, this is denoted bidisciplinary
praxeologies. The student investigates what camdseribed by the equation:

gA =A.K_A™"K A | finds the solution and argues that the modelesolv

dt

The student uses the two models to form functi@scidbing the concentration of
paracetamol in the blood, she gives all parametenserical values and discusses
both the mathematical and the biological intergi@aof K>K (Q43, Qa31, Qu32
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Qs321and Q321.9). Finally she discusses the knowledge of the niowersions of

the functions and its graphical representation.nFribhese representations she
discusses the long term effects, high amount doaimgdy how patients can be
relieved from their pain through multiple dosingdamow this can be carried out

mathematical but constantly links to her knowledgéhe biological field and she
concludes on the biological issues from the mathiealamodels. Hence These
praxeologies are regarded bidisciplinary. The studerther notes that multiple
dosing leads to a concentration alternating araungean called steady state. She
uses the mathematical models to determine steadg Bvel and whereas the
patient feel a constant relieve of pain when maximmrecommended dose is given

Q4,3,2,1,2,1,1,_1,2,1;_1 Q4,3,2,1,2,_1,1,1,2,1,1:1 (24,3,2,1,2,1,1,1,2,1,1,2a_-n(?I Q,3,2,1,2,1,1,1,2,1,1)3 As the
praxeologies just mentioned these are regardedipiagry for the same reasons.

In the end the student compares the two ways dhddbe drug with respect the
type of pain it is supposed to relieve. This iselby a comparing the concentration
profiles, discussing similarities and differenc€s, (Qs1, Qs11, Qs12and Q1.19.
These praxeologies are likewise bidsciplinary sinicdogical results are based on
mathematical models treated by mathematical tddie. treatment of Qends in a
further investigation of intravenous dosing, astwat kind of situations and what
kind of lack in health condition among patientds#&br this kind of dosing (€,
Q5211 X212 and Q,12). These praxeologies are mainly biological. They
discusses some of the results showed in the gr@phépresentations of the
concentration function, but it is only treated irbialogical context. The last two
biological praxeologies performed are examining thelation between
concentration functions and the recommendationsherpainkiller packages and
further discusses whether the functions implieeange of recommendationss(§)

and Q3.

After this the students returns to the models amdctions she has created
discussing the limitations of these 40Q- the choice of numbering reflects
praxeologies relation the rest of the SRP andhwthronology of the report). She
starts by discussing in general terms the mearfimgodelling the real world, then
she turns to biological conditions effecting absiorp bioavailability and the
pharmacokinetics in general due to the patientdppiregnant, a child or elderly.
This is supported by listing the consequences kinga other drugs, eating,
vomiting or having diarrhea while taking paracetb@@ 41, Qs a2 Q1425 Q1422
Qaas Quazy Quaza Quas Quass Quaao and Qaad. These praxeologies are
mainly biological though they are all used in digtie of the models created by the
student.
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As indicated, the path starting from, @ mainly treating the mathematical
organisation. The answers are constantly refetdrthe biologically field which is
being modelled. Still the student uses pure mathieally praxeologies such as

praxeologies which the student has developed wonkith this specific SRP.

Comparing figure 2 and 3 it is obvious that thedefit has followed most of the
intended path and even added necessary detailden t answer the question in a
where she treats the notion of steady state comtimt both mathemati’c’aylly and
biologically.

The student asks three questions during the wrgiogess and they concerns her
critigue of the mathematical models — she listsatts and asks if they are
reasonable — the notion of deposit medication awd ihis interpreted and finally
she asks if she can put her mathematical calcaktio appendix due to many
pages of text. This means that her study of thecesus done without help from
the teachers and the tree diagram is showing hekingpprocess with the SRP.
This diagram and others like it (based on othedestti reports) show that it is
possible to create bidisciplinary assignments enbisis of SRP that function well
for some students.

Rich outcomes were found in other reports as w&tiidents normally having
difficulties working on the theoretical level engagthemselves in the SRP and
managed to develop arguments on how to model amspiortation of a drug in the
vein. One student explains that when you are miodethe change of the amount
of drug in the vein, differential equations aretabpie since they model how fast
something changes. In a particular case she nedda®tw how much drug is added
and how fast it eliminates from the vekrom this she presents the model, with the
factors representing added and eliminated amoudtugf. This student is normally
quick at solving simple standard tasks, but shelyaargues precisely at the
theoretical level. The reason for the change inseténg of the SRP could be that
the student consulted classmates and was inspjredelr work. Another reason
could be that the entire assignment makes it olsvioun her that she needs to
justify her model explicitly — it is not possibleo tanswer the questions
“mechanically”.

The students having difficulties to engage seripusth the SRP were those who
generally find mathematics and biology hard. Somthase students did not find
the topic interesting. They were able to solve $&mguestions involving simple
praxeologies. Some of them did not succeed to aoenhathematical and
biological praxeologies, these students mainlyrrefg the source (Jonsdottir et
al., 2009) and some textbooks on the biologicaktdfyhen they were supposed to
interpret the models, they would invent two persémsorder to compare the
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amount of drug in the bodies — comparing a child an adult, and, ignoring that
the biological factors are different from childrém adults. This shows that they
were merely able to study the handouts based ocaraeppraxeologies already
developed during mathematics and biology classégy Tdid not develop the
intended new praxeologies and so they were only ebkolve simple tasks in the
field of differential equations and human physiglogn example of a tree diagram
of a report handed in by one of the weak studesmggown in Figure 4.

///,// Qs \i\:\ .
e / f_"Q'f.‘;‘}- \Q \\k";'Q’.,i}_
/L\\ | N\ A AN N
} (Qs113{Qs2 i Q,. Q u’_(_):r!‘j-u_g,.{j :’_Qrgﬁ_j‘t,g;ﬁ)fgf';:_L\z“)‘;
/ s v w v m\\, ,./«\....\.\.,,.\_.

Figure 4: Tree diagram of the analysis of a reporthanded in by a weak
student. An outline of the questions is presented ithe text

The diagram of Figure 4 shows that the studentaspiger attention on many

different directions (subquestions) but none ofdhestions are treated thoroughly
or connected to others. The path starting frogristhe only one which involves

mathematics. The student presents some equatiorealitulating the amount of

drug in the vein of an “average person”, the maxmwoncentration of drug in the

case of intravenous dosing, the time it takes &ohrenaximum concentration and
finally an equation of the steady state conceminatiShe does not mention
differential equations at all or how to deduce tiedels from them. This implies

that the student has not developed the intendetemmtical praxeologies. The
same goes for biology. The presentation of theolgiobl answers is very

superficial and the text only cites sources in ganéerms. The praxeologies
coloured grey in figure 4 actually short versiofigjeestion number QQ, Q,, Qi 3,
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Q.4 — nothing new is added to the text book presemtatf the notions of

absorption, distribution, metabolism and eliminaticOnly once the student
combines two answers (@, and Q411 0n how the kidneys contribute to the
elimination of the drug). The rest of the repordha parallel structure, which
indicates that the student was not able to comlvivee different answers to
subquestions. The teacher proposed, as an exglanttiat this student is often
doing her work in last minute, and so she did m& sow much effort she had to
invest to properly answer the questions. This ssiggéhat working with SRP
requires adaptation through more than one expearjetdeast for some students.

Other students simply were not able to see thevaatee of mathematics in the
response to the generating question. An exampke student who answer the
question on modelling by citing the handout with@atmmenting or using the
model. This indicates that the student only seé&s dbestion as a way to add
mathematics to the report or project, but not ametbing necessary from the
theoretical point of view. She spends several pagesirug developmehtand
obviously finds this interesting. Maybe she did matve enough time for the
mathematical part because she spent her time ohshkafound most interesting.
This student usually was able to combine simplexgwbpgies but was not
theoretically strong. This supports the hypothéisé the student did not see the
need of mathematics to answer the generating guedtiow to deal with this
concern will be discussed later.

Outcomes of the synopses and oral exam

To begin with, the focus was put on the reports,ibieresting findings occurred
during the students’ work with synopses and atdte exam. The students who
did well on the reports were still performing weill the synopsis and at the oral
exam. Some students who made acceptable reporsalvler to improve their work

after the written feedback. As mentioned earliedidl not get equivalently

systematic evidence from this part of the studewtsrk. The findings presented
below are therefore simple and tentative descrgtiof student work in this phase.

One of the most interesting observations occurritd avstudent who had made a
nice report using differential equations and expfag them using knowledge from
biology. When asked to place the case of usingcetamol in a broader context
she did an Internet search and found articlesexritty Danish researchers on the
use of the drug during pregnancy. The article dised whether there was a
significant amount of degeneration of the genitdl®aby boys when the mothers

® As part of the teaching the class visited Facultfliarmaceutical Sciences at University of
Copenhagen to learn about drug development resaacchow drugs are distributed and functioning
in the body.
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had taken paracetamol during pregnancy. The resdtnot clear and in fact there
is no recommendation against the drug during pmegnaoday. The article gave
the numbers of women tested, the expected peraemtiagegenerations and the
actual number of boys born with these problems. rEsearchers used a statistical
test with level of significance at 5 %. The studdiat not know the particular type
test therefor she performedyd-test instead, which gave a p-value just above the
level of significance. She used this in a discussib the recommendations on
whether the drug should be available outside phaiesaShe further referred to
articles found in journals and on the Internet.sTétudy was very surprising for
both teachers. They did not know the relation tegpancy nor hag?-test been
part of the intended mathematical praxeologiesttier SRP, but it was a tool the
student knew from classes and put to use in a r@ext. This is a nice example
of a potential of SRP: “that the contents learnt] [have not been planned in
advance” (Chevallard, 2012, p. 7).

The student who did the report represented in Eigucontinued her work on the
effect of paracetamol in the brain and the nensystem. She was able to explain
how new ideas could be modelled and tested, afoshised on the problematique
of mentally ill people whose abuse of paracetamaoise long-term damages. She
discussed this in relation to question of the dheing sold legally outside
pharmacies.

The results mentioned above from the oral exam examples of students

combining the study of works of others combinechveib autonomous treatment of
results. In this sense a more general aim for RRE @as reached. On the other
hand, the students who handed in poorer reports netr able to improve for the

synopsis and did not perform well at the oral exather. There remains, thus, a
considerable challenge in making this SRP succkfsfall students.

Discussion

Many students engaged in a real study processdahswers on their own rather
than just citing the works of others, which on thieer hand seems to be the pitfall
for other students. The real world problem seemsativate the students for an
inquiry where they can use and combine their pressiknowledge and experience
from both mathematics and biology.

The SRP enables most students to make the twlites interact. As already
said it is crucial to choose a strong generatirgstian that engages the students to
develop the intended praxeologies, and the quafithis choice could secure the
possibility of actual interdisciplinary work. Thimeans that a thorough priori
analysis must be the starting point of all bidiogry SRP designs since the
interaction between disciplines is clearly not @oa or automatic.
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But there are still issues to deal with if SRP dtidae successful for all students.
The interplay between the two disciplines was waalibsent in the work of some
students. These students fail to see the need ef digcipline (primarily
mathematics) or were not able to realise it ingiven setting. Probably it requires
more directions, by way of concise questions irhbdisciplines, to secure that
students develop new intended praxeologies. Thissgan in the report written by
the student focusing on drug development as wethaseport depicted in Figure
4. The big question is how to detect and treatettmsstacles while creating the
design. This relates to the priori analysis of the SRP designs and to a more
theoretical study of the possible interplays of meatatics and biology. Is it
sufficient that two teachers (representing eacbiglise) formulate the design? or
is it necessary for the teachers to do an anabfsige didactic transposition (e.qg.
see Bosch & Gascon, 2006, pp. 55) of the intergiighe involved scientific
disciplines in order to identify interdisciplinapraxeologies combining the school
disciplines? What are the scientific interactioe$ween biology and mathematics
and how can they be transposed to interactions degtwhe secondary school
subjects? To identify bidisciplinary praxeologiesdavhat questions they answer
we need to know more about what a biological prepgois (and more generally,
what are praxeologies in the natural sciences)s Tiformulated by Mortensen
(2011) and Madsen & Winslgw (2009) but in otherteats.

Another approach to bidisciplinarity is found by riden (2009, p. 35) who
suggests that what constitutes a discipline (asl vea interdisciplinary
praxeologies) is the methods of the disciplinesdugethe particular praxeology
together with the objects of knowledge. This mehas in order to formulate more
concise questions, it is needed to identify thehmds of mathematics and biology
respectively as well as the relevant objects oflkadge. From this one can form
the didactic transposition of the bidisciplinaryokviedge, which can be used in a
reference model for the SRP while carrying outdhgriori analysis. In this way
one might be able to create the more concise lydiisary questions which seem
to be needed by some students.

The general hypothesis is that after identifying@ thossible interdisciplinary
praxeologies, one will be able to formulate moraatxquestions which allow
students to see the need of combining the two plisels, and to develop more
precise and complete answers. Also, by focusingheninterplay between the
disciplines we might be able to make the studest®ldp new monodisciplinary
(e.g. mathematical) praxeologies.

Another concern regarding the students who wrote ghor reports is if the
generating question hinders their engagement.dbigous it is almost impossible
to find generating questions which everybody fimdgially exiting. Maybe the
question seemed too vague compared to what thaysarkto. This obstacle can be
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handled using SRP in every day teaching so theestacknow the concept and
what is required of them.

Knowing how students generate these new or dequedtions would certainly be
another way to overcome this challenge formulagngd generating questions. It
is an open problem in ATD. It is assumed that gguba generating question within
reach of the students existing praxeological eqeitnthey are able to consult
relevant medias — or in this study they know, ttiey need to study more
advanced differential equations or exponential nwd&herefor they consult
medias on these topics and from the media posemme concrete questions. It is
assumed if the generating question is more guidearder to secure the student
develop certain praxeologies, some of the potentidlthe design and inquiry
process disappear. This is also discussed in gelat inquiry in (Artigue &
Blomhgj, 2013, 806). Further study in this matteuld be interesting to pursue.

Some of the difficulties among the weak studentghinhave been avoided, if the
external conditions and constraints had been éiffterin the study of Barquero,
Bosch and Gascon (2007) and Thrane (2009) the gwoe®f carrying out the SRP
is that students share their findings. They pregbetr findings and discuss
academically what path tends to be the most pragisne, and then everybody
follows it. These sequences secure that no oneimeratuck, with no ideas of how
to progress. There are several reasons for orggnteie SRP process this way.
When the student argues that one praxeology isterlm more general solution to
a certain task they learn the scope and limitatafresach praxeology, which helps
them developing the intended knowledge.

The reason for not creating these sessions dunmgesting of the teaching design
was that the requirements set by the institutidreathe prescribed that the project
should not use mathematics or biology lessonsHerwork. The students were
supposed to work autonomously or in groups of twmot as a whole class
together. This condition makes sense since theysapposed to get training for
their final autonomous project. But the student$ alitually meet after classes to
discuss their findings. This process seemed fiuigtill some of the students who
needed it the most did not attend. Because ofatscould argue for a loosening
of the constraints so that it is allowed for thacteer to organise such sessions and
to guide the debate. If the students engaged theessia this process one could
argue that they still work autonomously — just imare collective manner.

A final point: for the bidisciplinary assignments function, the teachers must
engage themselves in what could be called a bjlisary SRP for themselves as
well. It is not evident that both teachers know Kmowledge field of the other
discipline. Therefore, in order to form questiomsicerning the interplay between
the disciplines, the teachers must study a ceat@ount of the other discipline. For
an academically trained person, this task is ressdenand crucial for the SRP to
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function as bidisciplinary assignment. The gainedvidedge should be used to
perform the a priori analysis and reveal the pdlitiis and limitations of the two
disciplines in treating a given problematique aneyating question.

Conclusion

The experiment and open issues with the SRP dekignved clear evidence for the
advantages of using SRP as a model for designtigdiplinary assignments. The
a priori analysis secures that the possible paths of maane connected in the
sense that the disciplines are interacting — rgitijutheory but also in reality. The
reports the students handed in substantiated th@nfj since most students
actually pursued the intended paths and even fd=htinew directions,
corresponding to substantial new derived questidhs. students even succeeded
in giving more detailed arguments and rich matheaabsections of their reports.
Still the format of an academic-like autonomousten report is a difficult task for
the students, therefor it is suggested that stgsdemtounter these types of reports
more often in order to deliver rich and detaileccutoentation for their inquiry
process, which these SRP’s represents.

The experiment also showed that the teachers mesprbpared to engage
themselves in a SRP as well. For the teacher ty cart thea priori analysis she
must cross disciplinary boundaries in order to pessibilities and pitfalls in the
SRP design. The teachers must do the inquiry ofbttesciplinary field before
formulating the assignment. Though it should beeddhat boundaries between
mathematics and biology are historical and evoldagstructions that do not have
to be taken from granted outside school institiiennor in the praxeological
analysis done here in the case of mathematicaltiqnesextended to biological
phenomena treated in the SRP.

Moreover the tree diagrams shows to be a strondg foo depicting the
praxeologies presented in the reports as the refutie discourse analysis. This
diagram compared with the one from the a prioriysis gives a more clear view
to what extend the intended praxeologies are présestudents work. Concretely
the two presented tree diagrams show two very reifiereports. It could be a
question for further study to what extend the ttiegrams can be direct indicators
for the richness of students writings.

The experiment suggests that some of the condif@mnsarrying out this particular

design were not to the advantage of all studeriis. fact that almost all work on

the SRP was placed outside school, and the lacdelbate on particular paths to
take during the inquiry, were problematic to somdsnts. On the other hand
many students were successful in engaging thensselik the SRP.
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The experiment finally revealed questions for farthinquiry. It is still an
unresolved task to formulate bidisciplinary queassiovhich all students see as
such. Moreover the notion of bidisciplinary praxap needs further exploration in
terms of how to define and identify them, and inm® of their role for students’
success with monodisciplinary praxeologies. Furthier suggested that in order to
carry out a sufficient a priori analysis it woule kenriching to formulate an
reference epistemological model as described inditactic transposition. It is
supposed that this could enlighten some discororeategarding the students
inability to see the full need of mathematics imithanswer to the generating
question.
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Appendix A

The entire report treats the questions listed dilomically in Appendix A. The
question numbers refer to those of figure 3:
Qq: How is pain registered?
Q.1 “What are diffuse pains and how are they regestet
Q.2 What are acute pains and how are they registered?
Q.: How does paracetamol relieve pain (pharmacodyci@mi
Q.,1: How does paracetamol relieve pain relative toatmeunt of dose?
Q. How does paracetamol relieve diffuse pain?
Q2,1 What is known about the effect of paracetamolhenrtervous system?
Q2.1.1.¢ What is known about paracetamol in general?
Qs: How is paracetamol transported through the bpthaimacokinetics)?
Qs How is the drug transported in the case of orddiging?
Qs 2 How is the drug transported in the case of irgreus dosing?
Qs1,1 How is the drug absorbed in the body?
Q11,1 How does this process function in the small inmest
Q312 How is the drug distributed in the body?
Qs12: What biochemical conditions and mechanisms alevaat for this
process?
Q312,11 How are substances transported through cell mameisf?
Q313 How is paracetamol metabolized?
Q31,3 Which chemical reactions occur during the metsbobf paracetamol?
Qs.14 How is paracetamol eliminated in the body?
Q3141 What is the role of the kidneys, with respecti® metabolites?
Q3143 What is the timescale or half-life of paracetamnahe body?
Qs How can the dosing be modelled mathematicallyetasn the biological
knowledge? @:: What does the model look like in the case ofaw#nous
dosing?
Q41,2 How can the proportionality between added amairgaracetamol and
the elimination be modeled?
Qs1.1.¢ What is described in by the equat%rfn= —k-A?
Q1113 What is the biological interpretation of —k?
Q41,113 What is the complete solution to the differenégliation?
Qs11.12i How can one check the validity of a given soln#o
Q.22 What does the model look like in the case of awasing with a two-
compartment system?
Q421 How can the stomach compartment be modeled?

Qs2.1.: What is described by the equatdre}‘qlﬁc\in:E = —k, - AMave?

Qs21.1i What is described byk,?
Qs2.1.12 What is the solution to the differential equafon
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Q22 How can the dosing be modeled from the perspectf the vein
compartment?

Qs22: How can it be argued that the added amount ochgedamol can be
described by the solution to the differential eguat of the stomach
compartment?

Q4222 How is the bioavailability incorporated in the ded?

Q42221 What is described by the equatié;if\:z F -k, -Am%¢ —k-A?

Q1222111 How can one check the validity of a given solofio

Q.3 How can the concentration of paracetamol in tbedbbe modeled?
Qa3 How does this look in the case of intravenousrdys

Q432 How does this look in the case of oral dosing?

Qs32,: What numbers are reasonable for the constants; K,and V?

Q432,11 What is the biological interpretation ofKK?

Qs32.123 What function describes the concentration?

Qs321211 How can the concentration be interpreted in i@tato long time
effect and high amount of paracetamol?

yyyyy

yyyyyyy

paracetamol?
Q4,3,2,1,2,1,1,1,:2What is Steady state?

yyyyyyyy
yyyyyyyyy
yyyyyyyyyy

yyyyyyyyyy

Qs32.121.1.1.2113Which function is modeling multiple dosing?

Qs: When and why is orally and intravenous dosinglusspectively?

Qs,1: How can the two concentration profiles be comgare

Qs.1.2 When do the two profiles reach their maximum @mmations?

Q512 When does the effect of paracetamol die out?

Qs.1.1.¢ When is there an effective difference betweenwteforms of dosing?
Qs When is intravenous dosing preferable?

Qs21: In which cases will time be the determining facfor choosing
intravenous dosing?

Qs.2.1.3 Under what health conditions are the intraverdnsng preferable?
Q52123 What kind of conditions of the stomach makesittievenous dosing
preferable?

Qs What is the dosing profiles telling about the idgsof paracetamol
compared to the recommendations on the painkidek@ges?

Qs 3.2 How should paracetamol be dosed according tprtbides?
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Q.4 What biological factors are disregarded in thehmeatic models?
Qs4: What is the relation between a (mathematical) ehadd the real world?
Q.42 What other biological factors affect the absanptk,?

Q421 What effect causes other drugs taken a long patcetamol?
Qs.422 What effects are caused by eating while takimggetamol?
Q.43 What factors can effect the bioavailability?

Q421 What are the consequences of vomiting?

Q424 What are the consequences of diarrhea?

Q.44 What other factors affect the pharmacokinetics?

Q441 What effects are caused by pregnancy?

Q443 What effects are due to the person being a child?

Qs.4.43 What effects are due to the person being elderly?
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COORDINACION DE REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA
EN EL USO DE TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL PLANO

Abstract. Coordinating semiotic registers in the us of linear map in the plane.This
paper presents an analysis of interviews with gellstudents, which includes various
situations involving the concept of linear map. @oal is to analyze the coordination of
registers by students and their relationship tostiecess and efficiency to solve the given
situations. To clarify the concept of coordinatwiregisters, we describe successful cases
of coordination and various ways in which this aboation is not achieved, with analysis
of possible sources causing non-coordination, f@mgle the confusion of registers. To
achieve meaningful analysis, we study the reprasiens used by students, as well their
verbal explanations, segmented into interpretabies.uWe include a discussion through
examples about the notion wiixing registers

Résumé. Coordination des registres de représentaticcémiotique des transformations
linéaires du plan. Ce document présente les résultats d'une analgs&radien avec les
étudiants de premier cycle en mathématiques a prdpaliverses situations impliquant la
notion de transformation linéaire. Le but est dsex la coordination des registres par les
étudiants et sa relation a la réussite et I'effiéapour la résolution. Afin de clarifier la
notion de coordination des registres, sont préssnties descriptions de cas réussis de
coordination ainsi que de diverses fagons non ecmées de succes, avec l'analyse des
causes possibles de non-coordination, tel le mélalegregistres. Pour réaliser une analyse
significative, nous étudions les représentationiiséés par les étudiants ainsi que leurs
explications orales, segmentées en unités intelpes. Est incluse une discussion sur la
notion demélange de registreappuyée par des exemples.

Mots-clés.Algeébre linéaire, transformation linéaire, regstde représentation sémiotique,
coordination de registres, mélange de registres.

Resumen El presente articulo muestra resultados de ulisende una entrevista realizada
a estudiantes de Licenciatura en Matematicas qokiym diversas situaciones que
involucran el concepto de Transformacion Linealn @ste andlisis se pretende analizar la
coordinacion de registros por parte de los estteay su relacién con el éxito y eficiencia
al resolver las situaciones planteadas. Para adhc@ncepto de coordinacion de registros
se presentan descripciones de casos exitosos ddiramon y de diversas formas en que
no se logra ésta, analizando posibles fuentes mqegan la no coordinacion como es el
caso de la mezcla de registros. Para lograr unisendignificativo, se estudian las
representaciones utilizadas por los estudiantels,casio sus explicaciones verbales,
segmentadas en unidades interpretables. Se indligediscusion a través de ejemplos,
sobre la nocidn dmezcla de registros
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1. Objetivos de Investigacion y Antecedentes

Como Dorier y Sierpinska (2001) sefialan "[el] AlgebLineal es un tema
cognitivamente y conceptualmente dificil' (p. 256)ay varios factores que
influyen en esta dificultad, entre ellos la divdesl de registros empleados y sus
interpretaciones.

La presente investigacion toma como marco de mdexer la teoria de registros de
representacion semioética elaborada por Duval (19989, 2008) y centra su
atencién en el concepto de Transformacion Lineai, & objetivo de explicar la
relacién que guarda la coordinacion de registroset@xito al resolver situaciones
matematicas que involucran a dicho concepto, paitiele la identificacion de los
registros que usaron los estudiantes y las cormversique lograron. Por otro lado,
se pretende contribuir al debate sobre los registte representacion que se
emplean en Algebra Lineal, sefialando discrepaneise las interpretaciones
existentes y ofreciendo nuestro punto de vista.gdenno fue un objetivo
propuesto al iniciar la investigacion, se ofreca discusion respecto a la nocion de
mezcla de registros, como resultado de la inteapi@ de las producciones de los
estudiantes.

Existen investigaciones sobre el concepto Transfoidm Lineal bajo diversos

enfoques. Roa-Fuentes y Oktac (2010) describepakibles maneras de construir
el concepto; Soto, Romero e Ibarra (2012) anallaaeficacia de una propuesta
que parte de un acercamiento grafico al conceptoadsformacion lineal, mismo

que puede ser Util para crear una base de signditanas concreta, antes de
presentar su versidbn mas abstracta; Ramirez y QR@L2) reportan que las

concepciones de varios estudiantes pueden reduairsensiderar sélo a las
transformaciones lineales prototipo; Dreyfus, HilfeSierpinska (1999) analizan

las concepciones que pueden desarrollar los entadide la transformacién en un
ambiente de geometria dinamica.

El enfoque del presente trabajo esta en la coardinale los diversos sistemas de
representacion que emplean los estudiantes parasafiacion a problemas de

matematicas que involucran el concepto de Transfcidn Lineal, sin negar que la

complejidad intrinseca del concepto juega un papebrtante en su aprendizaje.
Segun Duval (1999) “la ausencia de coordinaciomeelts diferentes registros

produce con mucha frecuencia un handicap pargplendizajes conceptuales” (p.

30). Esta coordinacién implica realizar conversgorentre registros, lo cual

generalmente no es trivial ni espontaneo porqueesesitan de diversos recursos
como: la identificacion de las unidades signifieandel registro de partida y

llegada, la diferenciacion entre representado yesgmtante, y la identificacion de
los registros. De no llevarse a cabo la coordimacéitre los registros, la

comprension conceptual de este tépico podria cgavdarde o temprano a un
fracaso.
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El articulo se divide en seis apartados, iniciando esta introduccion para dar
paso a los aspectos metodoldgicos en el apartadddsteriormente en la seccidn
tres se proporciona informacién sobre los actoneslicrados en el curso de
algebra lineal que se observo y del cual se seleamn a los estudiantes
participantes en la entrevista, continuando conamdrtado cuatro donde se
muestran los elementos telricos que sustentan déseme investigacion;

incluyendo nuestra interpretacion del conceptoatgdinacion de registros, que es
empleada en el andlisis de la entrevista presemtad® seccion cinco. Finalmente
se reportan las conclusiones de la investigaciGopgmiendo una serie de
reflexiones que invitan al debate y a realizarragunvestigaciones.

2. Aspectos Metodoldgicos

La presente investigacion se apoya en las considess metodologicas hechas
por Duval (2008), para investigaciones con un amfaggmidtico, partiendo de que
no es suficiente analizar solo las producciondsslestudiantes:

En primer lugar, lo principal es no confundir dagestiones. Una se
refiere a la identificacion de las variables quideinan el desarrollo
de la comprensién en mateméaticas. La otra se eefieranalisis e
interpretacion de las producciones de los alumnaes s adquieren
sea en las aulas, sea a través de la observadimdual, o bien a
través de experimentos. La primera es con muclkadreia ignorada
o reducida a la segunda, y, sin embargo, es crporgjue se trata de
un modelo del funcionamiento del pensamiento matiemp. 56)

Apelando a estas consideraciones, en la preserdstigacion se identificaron las
variables que denotan la comprensién y uso del emiocde Transformacion

Lineal. Para ello se realiz6 una descripcion deplmsibles registros a emplear por
los estudiantes, abarcando sus reglas de formadiéracteristicas de los

tratamientos y conversiones, y relaciones entrenalg de estos registros (ver
seccion 4.2).

Duval (2008) comenta que una aproximacion semidi@aite describir al menos
un procedimiento de analisis, el cual se comporteedectapas:

(1) Las observaciones se realizan en el contexto derablema; es
esencial empezar por hacer el mapa representacienatio el campo
de trabajo de representaciones... en el que la bdaglela solucion
puede ser gestionada por los estudiantes. Estepende de lo que
los estudiantes han hecho, sino de lo que se ¢gomiona o lo que
se espera de ellos.

(2) Este campo de trabajo es una herramienta parard@igroduccion
de cada estudiante en segmentos o unidades ingdagseen funcion
de:
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O los pasajes que él / ella hace o no hace ... eograiferentes
registros de representacion
O el registro elegido por el alumno para realizatratamiento.

(3) Por dltimo, sobre esta base, una comparacion ca&bit puede
llevarse a cabo entre las distintas produccioneaseguidas.
Naturalmente, esta comparacién puede estar cdoedmta con el
nivel de habilidades matematicas, sin confundise &llas. Y, esta
comparacion se puede extender también a las priotiesc
conseguidas durante largos periodos de tiempoelciim de observar
si la comprension evoluciona en profundidad o mo.57)

Para los fines de la presente investigacion, estapas se interpretan de la
siguiente manera: En la primera se realizé la ¢es6n de los registros y sus
relaciones, asi como un analisis a priori de cati@idad. El segundo momento
corresponde a segmentar la produccion de los estiedi en situaciones de
coordinacién y no coordinacién. En la etapa fimahsalizaron las producciones de
los estudiantes buscando relaciones entre la ¢ca@midn y el éxito al resolver las
situaciones.

3. Tratamiento Didactico

Con base en los sefialamientos metodolégicos se him revision del
acercamiento de los libros de texto empleados earsb, se identifico el perfil del
profesor y se realizo la observacion en clasesntieian semestre. Al final de éste
se realiz6 un estudio piloto, aplicando una sedaere actividades que
involucraba el concepto de Transformacion Lineall@hn registros algebraico,
matricial y grafico, propiciando conversiones engkos. De los resultados
obtenidos de esta aplicacion, de los productoegadios durante el curso y del
desempefio de los estudiantes en el curso, se isel@ca cinco estudiantes,
cuidando que se tuviera una muestra heterogéniea deegrantes del grupo, para
realizarles posteriormente una entrevista indiviidua

La investigacion se apoyd en un curso de Algebreedli que se ofrecié en una
universidad publica en México. Los estudiantesahaa el segundo semestre en
una carrera de Licenciatura en Matematicas. Cortdacion de observar el tipo de
ejemplos, ejercicios y registros que se emplearnoal €urso, nos apoyamos en la
filmacion y toma de notas en las sesiones.

El curso tomé como base la nocion de sistema decemes; se avanzaba
explorando las caracteristicas de otros conceptwBo:C matrices, espacios
vectoriales, subespacios, bases y dimension, eitos, para posteriormente
redefinirlos de manera formal, demostrando algueosemas y aplicandolos a
ejemplos vistos e integrandoles nuevos elementatrds conceptos. Los libros de
texto en el curso fueron los siguientes: Hoffmakunze (1973) que presenta un
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enfoque tedrico; Poole (2007) y Grossman (2008) afuecen una perspectiva
orientada a las aplicaciones. Lejos de que estxdiilad fuese un inconveniente,
ofrece una oportunidad de ver diferentes ejercigies el profesor previamente
seleccionaba para su concatenacion. El profesorimpartié el curso, tiene el

grado de Doctor en Matematicas, cuenta con una&draga de catorce afios de
docencia, y ha impartido durante este periodo deenaaintermitente el curso de
Algebra Lineal.

4. La Teoria de Registros de Representacion Semiotica

En este apartado sefialamos brevemente algunos dketoentos que componen la
teoria de registros de representacion semioticdp®emue nos apoyamos en la
investigacion presentada en este articulo.

4.1. Registro de Representacion Semibtica

Duval (1993) manifiesta que las representacionesiésieas son producciones
constituidas por el empleo de signos que pertenegemun sistema de
representacion, el cual tiene sus propios constiefitos de significancia y de
funcionamiento. Para ello, resumiendo la definidéDuval (1993), un sistema de
signos puede ser urgistro de representacion si permite las tres actividades
cognitivas relacionadas con la semiosis:

1. La formacion de una representacién identificable
2. El tratamiento de una representacion.
3. La conversion de una representacion a otra.

Acerca de la tercera actividad, Duval (2006) comepte “es mas compleja que el
tratamiento porque cualquier cambio de registro uisrq primero del
reconocimiento del mismo objeto entre dos repres@ries cuyos contenidos
tienen muy seguido nada en comun” (p. 112). Masigamente, es comun que dos
representaciones de un mismo objeto en distinggistres no sean congruentes. La
congruencia de representaciones esta determinadalago siguientes “tres
condiciones: correspondencia semantica entre latades significantes que las
constituyen, igual orden posible de aprehensionestas unidades en las dos
representaciones, y convertir una unidad signifecan la representacion de salida
en una sola unidad significante en la representatgdlegada” (Duval 1999, p. 6),
siendo las unidades significantes las partes ensgupuede descomponer una
representacion.

Es importante sefalar que cuando se tiene congauentre dos representaciones
en un sentido, no necesariamente se va a teneruemaip en el otro sentido de la
conversién. Asimismo se pueden cumplir parcialmeetediferente medida, los

tres criterios de congruencia lo cual nos permitegarar la congruencia entre
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distintas representaciones y hablar de represen&gimas o menos congruentes.
Por otro lado, cuando dos representaciones sorrgamgs se facilita la actividad

de conversion, logrando en algunos casos que éstareslizada de manera
instantdnea como una traduccion o sustitucion, cpgano es posible para la
mayoria de las representaciones.

Sin embargo, Duval (1993) advierte que no se deh&ndir a la conversion con
dos actividades que le son préximas: la codificacyo la interpretacion. La
importancia de estas distinciones es que la coidveren general, no puede ser
reducida a una codificacidn o interpretacion, aenfaya casos particulares de
conversiones triviales.

Lo que uno llama generalmente «interpretacion» ieegqude un
cambio de marco tedrico, o de un cambio de cont&de cambio no
implica un cambio de registro, sino que con frecigrmoviliza
analogias.

El «codigo» es la «transcripcion» de una repres&nmtaen otro
sistema semidtico distinto de aquél donde esta dpda79)

Diversos conceptos en Algebra Lineal como por ejersjstemas de ecuaciones,
dependencia e independencia lineal, transformasibineales al trabajarlos &t

0 R3, pueden representarse en por lo menos tres mgisino de los objetivos de
la presente investigacion es identificar los queplearon los estudiantes
entrevistados y las conversiones que realizaroe efibs.

4.2. Coordinacion de Registros de Representacion Semicai

Se ha hecho énfasis en que un concepto matemétipuesle representar bajo
diferentes formas semioticas, sin embargo se repo la complejidad de utilizar
varios registros genera obstaculos para el aprajedidel Algebra Lineal
(Pavlopoulou, 1993; Soto et al., 2012) y “...que sdlccoordinacion de varios
registros de formas semioticas ayuda a remontaflisval, 1993, p. 173).

La coordinacion de registros de representacionnascondicion esencial para la
aprehension conceptual e implica ineludiblementedaversion entre registros;
pero esta Ultima suele ser la menos espontaneanadadificil de realizar de las
tres actividades cognitivas propias de los registi®representacion.

La coordinacion consiste en la movilizacion y ltcatacion cuasi-inmediatas de
los registros de representacion semidtica. Estardgswxrion supone como
condicién principal la discriminacion de las unidadsignificantes a poner en
correspondencia en cada registro.

Una persona con una buena coordinacion de registada resolver situaciones
matematicas trabajando en un solo registro, noygong pueda emplear otros, sino
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porque decidié que la manera mas eficiente derllada solucién es trabajar en

ese unico registro, considerando los datos que,ties tratamientos que podria

realizar en los diferentes registros y la solu@da que desea llegar. Incluso no se
requiere el sefialamiento hacia el exterior, enlpaperbalmente por ejemplo, de

representaciones de los registros coordinados @itulion que se esté tratando.

4.3. Registros de representacion en Algebra Lineal

Existen investigaciones (Pavlopoulou, 1993; Sof)32 Soto et al., 2012) que
describen caracteristicas de los registros de septacion usados o recomendados
para el estudio del Algebra Lineal; para los pripés de este articulo
consideramos necesario precisarlas aiun mas. Ensestidn presentamos una
descripcion que, aunque no es exhaustiva, propwcinayor detalle sobre las
caracteristicas de los cuatro registros que puenigrhearse para dar solucion a las
situaciones que aparecen en las entrevistas.

Algunas de las situaciones que necesitan ser disydicorresponden a las
definiciones de registros especificos. Distintogoras identifican diferentes

registros utilizados en Algebra Lineal; por ejempviopoulou (1993) habla de un
registro gréfico y uno algebraico, mientras queo8003) analiza dos registros
graficos y dos algebraicos distintos (p.14). Nosoaetramos ante una falta de
consenso sobre las definiciones de registros d&msciaunque no parece haber
confusiones con la definicion general dada por Davencionada en la seccion
anterior.

En nuestro caso, coincidimos con Soto (2003) adagr dos registros graficos,
mientras que Pavlopoulou (1993), maneja solo uistregalgebraico, aunque no
exactamente el mismo; pero diferimos de ambos stdserepresentaciones
matriciales. Mientras que Pavlopoulou y Soto parem@ncidir con lo que ambos
llaman “registro tabular”, nosotros apreciamos inlist reglas de formacion y
tratamiento aplicadas a arreglos rectangularesg@s con las que definimos el
“registro matricial” que analizamos en las prodones de los estudiantes.
Resaltamos entonces la necesidad de tener en reetds diferencias entre
nombres y definiciones de los registros mientrasa@esulta algun trabajo sobre
representaciones en Algebra Lineal.

Cabe aclarar que los conceptos de Algebra Lineabgarecen en las preguntas de
la entrevista tales como espacio vectorial, vegctoansformacion lineal pueden ser
representados en los cuatro registros que destribg en este apartado. En la
descripcion nos enfocamos en la manera particuier cpda registro permite
representar a estos objetos, en algunos tratarsiefgmentales y en caracteristicas
de algunas conversiones, coincidiendo en generallaalescripcion hecha por
Pavlopoulou (1993).
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4.3.1.Reqistro grafico sintético

Como menciona Soto (2003), en el sistema educatixicano es comun que el

primer encuentro de estudiantes con el concepteed®r sea en cursos de fisica
en donde los vectores (principalmente magnitudesoriales) se representan con
“flechas” definidas ya sea por un punto inicialrypunto final, o por su magnitud,

direccion y sentido. En ambos casos las represenggcse aprecian como en la
Figura 1.

Figura 1. Representacion grafica sintética de vectores

Este registro tiene reglas de formacion particslange lo distinguen de otros, por
ejemplo, para representar a un vector fijo se pudiiear cualquier flecha de una

familia infinita con la misma magnitud, direccionsgntido (Figura 2) ya que

comparten caracteristicas definitorias en el ragigtsto implica que la traslacion

de las flechas es un tratamiento neutro, en eldgede que las representaciones
conservan la misma informacion después de realishtfatamiento. El hecho de

gue la traslacion sea neutra permite que se utiboeo método para comprobar si
dos flechas representan al mismo vector: se traslad flecha hacia la otra y si

coinciden los puntos iniciales y finales se coneluye estan representando al
mismo vector.

Figura 2. Familia de flechas que representan al mismo vecto
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Sobre los tratamientos esenciales en este registmmamos de Soto (2003) que
existen dos tratamientos para la suma de vecterglst del paralelogramo y regla

del triAngulo. Para sumar dos vectores, diganﬁsy CD, con la regla del
paralelogramo se traslada uno hasta que coinoidgpuntos iniciales de ambos de
manera que forman los lados adyacentes de un lograleno; los otros dos lados
se construyen dibujando copias de los dos vecioi@ales, cada uno iniciando en
el punto final del otro (ver Figura 3). El vectamsa se representa entonces como
la flecha que coincide con la diagonal del pargielmo. Con la regla del
triangulo, se traslada una flecha de modo que mtiopmicial de ésta coincida con
el punto final de la segunda flecha y el vector @@ representa con la flecha
formada con el punto inicial del segundo vectol guato final del primero (Figura

3).
D Regla del paralelogramo Regla del triangulo
CcD - ’ .
/ . ~ oA y

C

AB
——————
A B

Figura 3. Tratamientos de suma en el registro grafico saat¢tomada de Soto,
2003, p. 16)

Es comin encontrar dificultades al utilizar estgisteo en Algebra Lineal por la
multitud de representaciones validas para la misilo@acion (sea para vectores o
para sumas) o por las muy distintas interpretasigue se les puede atribuir a una
misma representacion, como la que trata con ladatenla letra “M” en el plano
(Figura 4).

Figura 4. Interpretaciones posibles de una figura con faimév” en el plano
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La ambigledad del registro puede implicar compimaes para sSu uso en
determinadas situaciones al poder significar casassiderablemente distintas,
como podremos ver mas adelante.

4.3.2.Registro grafico cartesiano

Comuanmente en los cursos de Algebra Lineal sediejilizar el registro sintético
para representar a los vectores pasando a un megigiro grafico que tiene
inicialmente distintas reglas de formacién pararéggesentaciones. En este otro
registro gréafico, los vectores también son reptesirs por flechas pero ahora
todas las flechas comparten el punto inicial; pstgo inicial comun es llamads
origeny generalmente es definido por la intersecciodakerectas perpendiculares
llamadasejes Los ejes pueden estar graduados y de tal maaefiethas pueden
estar acompafiadas de etiquetas como en el otsircegréafico (Figura 1) o con
etiquetas de coordenadas cof@@), como se observa en la Figura 5.

&)

(&)
~nd

Figura 5. Representacion cartesiana de vectores

En este segundo registro, dos flechas represehtaismo vector sélo si tienen el
mismo punto final (0 coordenadas), por lo que d@y una flecha para cada
vector, y el vector cero es representado por geariLa suma de vectores puede
realizarse sélo con la regla del paralelogramo y& mp es valido desplazar una
flecha de modo que su punto inicial sea distintorigien. El registro cartesiano no
comparte la ambiguedad del registro sintético eilifar una Unica interpretacion
de representaciones como la de la letra M (y emrrgémle cualquier regién del
plano) que podia ser vista en el registro sintédeodos formas distintas; la
interpretacion en el registro cartesiano correspantas flechas que van del origen
a cada punto de la region indicada.

4.3.3.Registro algebraico y registro matricial

Presentamos estos dos registros en la misma sibsgurque, a diferencia del
par de registros gréficos, estos pueden ser uwldgaimultaneamente sin mayores
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complicaciones y sin generar ambigiiedad de lagseptaciones involucradas en
las situaciones analizadas en la entrevista.

El registro algebraico es quiza el mas usado cuaeddefinen conceptos o se
redactan teoremas por las ventajas que su estauserduaje formal le
proporciona. En este registro se utilizan letragmeros y simbolos para
representar diversos tipos de objetos como vegt@esalares y operaciones,
formando expresiones discursivas separadas enoregylcomo por ejemplo: la
combinacion lineal de tres vectoressV+c-W+d-Z; o la definicibn de
vectores propios para una transformadiéR “ - R *

WEeR’—{(0,0)}AIkERTWU) =k-U

En este registro dos letras representan al misctovei se declara explicitamente,
es decir, el vector V es igual al vector W si smei la expresion V=W, o si se
puede inferir a partir de tratamientos algebraicmsno la sustitucion de

expresiones equivalentes. En general el registrgebshico permite una
organizaciéon mas eficiente del conocimiento matmmatya que facilita la

representacion de situaciones complejas de unarenan@s precisa y compacta
aunque con las desventajas propias del formaliseoQuval, 1999 y Soto et al.,
2012).

El registro matricial permite representar una giiarrsidad de objetos del Algebra
Lineal. Por un lado las matrices son arreglos negtlares de otros objetos
(numeros, polinomios, otras matrices, etc.) vistomo un elemento de algun
espacio vectorial, por ejemplo los elementosvilg..,,(R). Por otro lado mediante
el mismo tipo de arreglos rectangulares se pueeresentar conceptos de otra
naturaleza como cambios de base, transformacioneslds y sistemas de
ecuaciones. En el caso de una transformacion Jiget se puede representar con
una matriz que al multiplicarla por cualquier vecte obtenga la imagen de tal
vector bajo la transformacion lineal. De antemarreconocemos como
desafortunada la seleccion de la palabra “matredapdesignar tanto al objeto
matematico como a una de sus representacioneseyasjo puede llevar a una
confusién entre ambos entes, y aparentemente tarpbide provocar la paradoja
cognitiva del pensamiento matemético (Duval, 2006).

La naturaleza de las matrices como arreglos de obpetos provoca que en cierta
forma se “hereden” algunas caracteristicas de gstizssus representaciones. De
tal manera, es importante tener en cuenta querdbantientos matriciales son

generalmente derivados o influenciados por loatngntos de las componentes de
éstas. Si se tiene una matriz con entradas raemulal la forma a/b el tratamiento
de suma es significativamente distinto a si la indtiviera entradas enteras o
entradas algebraicas. Esta caracteristica dedtantientos matriciales nos puede
llevar a interpretar partes de éstos, por ejemplsuma de componentes, como
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tratamientos de otros registros, pero la informadada por la ubicacion de cada
componente en el arreglo matricial, el orden dettatkamientos asi como las
relaciones entre las componentes de la matriztegkuly las componentes de las
matrices iniciales, excede la informacion obtemidalos tratamientos aislados de
las componentes. Entonces, una suma de dos matdodleva mas informacion
que la sola suma de sus componentes, por lo tamtesenpuede reducir por
completo el tratamiento matricial a un tratamiegigebraico. Esto es similar a las
relaciones entre los tratamientos de los numerdsrales y los numeros
racionales; los tratamientos racionales se defamral partir de los naturales pero
no pueden reducirse a estos.

En las situaciones relevantes para este articdgodemos encontrar con arreglos
de numeros, comé(z) i) elemento deM,,,(R); o de arreglos de polinomios,

2-x

COI’I’]O(
x —_—

3+_ i) elemento dév,,1 (P[x, y]).

El uso simultaneo de estos dos registros puedeltsarvado en expresiones del
tipo a-U+pB-V=a-(;)+p-(}). Es comln encontrar en libros o en
producciones de los estudiantes expresiones nmixtasen el mejor de los casos,
implican que se ha desarrollado la coordinaciorestes registros a tal grado de
poder realizar conversiones de manera espontdnamammisma expresion. A
pesar de que se pueden encontrar abundantes ejedgpkxpresiones mixtas, no
significa que los registros matricial y algebraggan en su totalidad congruentes,
como muestra Paviopoulou (1993) en casos de cadmeds matrices a sistemas
de ecuaciones.

Atribuimos la abundante utilizacion de estas expres algebraico-matriciales al
nivel de congruencia entre algunas representacienesstos dos registros. Las
reglas de formacion en ambos registros tienen sat@ncidencias, como se
aprecia en la representacion de una combinaciéallide vectores. Las unidades
significantes en las expresiones de combinaci@alimantienen el mismo orden
para la suma y para el producto por escalar. Dmaalera, una simple sustitucion
puede ser suficiente para la conversion de una ioacibn lineal entre los
registros matricial y algebraico.

El uso simultaneo de registros se menciona como aaracteristica de la
coordinacién de registros (Duval, 1999) aunqueraotio que no son equivalentes,
incluso hay usos simultdneos que provocan confasignobstruyen la actividad
matematica; sobre esto hablaremos mas en lasdigsiigecciones.

5. Analisis de la entrevista

En la entrevista se usG una secuencia deo ciactividades. Las tres
primeras pretenden situar el concepto de Transfoidn Lineal mediante



COORDINACION DE REGISTROS AL EMPLEAR TRANSFORMACIONES LINEALES 237

preguntas abiertas; las dos restantes son cisings que cominmente no se
encuentran en los libros de texto. El entrevistatlavo el papel de conducir,
plantear y explicar las situaciones que ssegtaban durante el desarrollo de la
entrevista; uno de sus principales tareas codssti obtener informacion extra
en los argumentos aportados por los estudiaptincipalmente cuando se
detectaba la no coordinacién de registros parte de los estudiantes, dado
que estas situaciones sugerian un analisis rmasgo.

A continuacion presentamos el andlisis de algumbaacsones realizadas durante la
entrevista, poniendo especial énfasis en los admiode las situaciones guardaban
estrecha relacion con la coordinacion de registas$, como en algunos usos
inapropiados de representaciones.

5.1. Definicién de Transformacién Lineal, segun los estliantes

La primera pregunta que se presentd a los esteditenia el propdsito en situar su
concepcion de Transformacion Lineal, al cuesti@sarf,Qué entiendes por
Transformacion Lineal?

La mayoria de los estudiantes hicieron alusiondefeicion que se muestra en sus
libros de texto, especialmente la definicion quea# Grossman (2008, p. 460):

SeanV, W dos espacios vectoriales reales. Una transformadiciéal
T deV enW es una funcion que asigna a cada vegter/ un vector
unicoTv € W y que satisface, para cadg v enV y cada escalar,

Tu+v)=Tu+Tv

y
T(av) =x Tv

Por ejemplo durante la entrevista Nat]alinesenté su propia “definicién” de la
siguiente manera:

Natalia: Me basaria en lo que es la definicibnpeces: Se supone
que una transformacion lineal, es tal que paseeatorad V, lo pasa
a ser otro vector y el cual pertenece a un espacimrial diferente de
V 0 puede ser el mismo. Esa es la definicion, quelagria por asi
decirlo.

! Todos los nombres de los estudiantes son pseudénim
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ot o eN X, e W
7 (=) = (&)

Figura 6. Definicién de Natalia de Transformacion Lineal

Natalia aporta una “definicién”, que no incluyeisigintes condiciones para definir
a una Transformacion Lineal, aunque el siguientemeto muestra que ella conoce
la definicion formal al explicarla de la siguiem@nera:

Natalia: ...claro, si ya nos lo explican en los Ifrbueno nos dice
que la definicion, dado dos vectores, su transfordmacada uno;
bueno, que la transformacion lineal de la sumaodalbs vectores es
igual a que si fuera la transformacion por sepasadae si dado un
escalarB, entonces est@ al multiplicarlo por el vector, es como si
tuviéramos al escala multiplicando a la transformacion lineal,
bueno ésta es la definicion que he visto en losdib

Del

~(tvw) =T1CUV) + TV relk
TC?(U» -R (v

Figura 7. Definicién formal representada por Natalia

Sin embargo ella insiste en usar su propia definigi nuevamente la explica,
empleando el siguiente diagrama:

U (‘ STor
“""—-..A_\ m\'ﬂ

i _
—~XJ

~

Figura 8. Diagrama de Transformacion Lineal de Natalia

Esta figura, evoca a la presentacion elementaludeidn que emplean algunos
libros de calculo al verla como una “caja negraie drasforma los valores u
objetos de entrada en los valores u objetos ddasdlatalia muestra confusion
entre el concepto de funcion y el concepto de Toammcion Lineal, ya que
emplea algunos elementos distintivos de un curs@aleulo. La concepcion de
Natalia consiste en el cambio de un vector en gliio a uno del contradominio,
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sin considerar condiciones de linealidad. Comomeremas adelante esto afectara
su desempefio en el resto de la entrevista.

Por otro lado, el estudiante Luis al abordar lanmaisictividad, explica de manera
mas detallada lo que entiende por transformaci@ali

[Luis] (Escribe): Por transformacion lineal, entlenuna funcion que
va de un subespacio dado a otro subespacio o éefscto al cuerpo
de los escalares en el cuél se esté trabajandocuple con la
siguiente propiedad: Dados 2 elementos del subesgaw) y un

escalar ¢) del cuerpo correspondiente, se tiene que

aT(u) + T(v) = T(au + v)

Al parecer, Luis se apega a la definicion presentaduno de sus libros de texto,
donde se define la Transformacion Lineal de laisige manera (Hoffman y
Kunze, 1973):

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuérpdJna
transformacion lineal de V en W es una funcién Vdm W tal que

T(ca+ B) = c(Ta) + T(B)
para todos los vectoresy (3 de V y todos los escalares c de F. (p. 67)
La definicién personal de Luis corresponde a landgbn formal, y esto influye
positivamente en su desempefio durante la entrevista
5.2. Ejemplos de Coordinacion de Registros

La eleccién del registro adecuado para iniciardaicon de un problema y la
articulacion de los demas registros que se dedilizat contribuyen al éxito de la
solucion del problema matematico. Situaciones quevggan este tipo de
decisiones se presentaron en diversos momentas @@revista, por ejemplo, se
pidi6 a los estudiantes wjemplo de una Transformacion Linebklis presenté el

siguiente ejempilo:
T(;() i /lej-)%
z 54

= 4+X

Figura 10. Transformacion Lineal propuesta por Luis

El estudiante ademas de proporcionar un ejemplol@@sformacion Lineal,

decidi6 demostrar por qué lo es y en el transcdese@sta actividad, revel6 la
coordinacion de los registros algebraico y matrieila emplear acertadamente
conversiones en diferentes momentos para obteneresuitado de manera
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eficiente. Luis podria haber intentado hacer la algracion en el registro
algebraico, planteando y resolviendo un sistemacd@ciones; podemos apreciar
que ese camino seria menos eficiente que el natyiduponemos que él mismo
observé esto, por lo que decidié utilizar tratademmatriciales. Luis escribe los
vectores que va a utilizar de manera algebraicatyicral, pero cada uno para un
fin distinto. Las expresiones algebraicas son zaiilas para presentar
combinaciones lineales pero los tratamientos salizaglos en las representaciones
matriciales, pues necesita operar con las coor@sndel cada vector para realizar
la demostracion. De esta manera, al inicio de snod&acion pasa del registro
algebraico al matricial sin presentar dificultades.
,( 4o\ , ¢ €n®

X,
(%)
Z, Z;

)V
R ('.{J » OY1+{L \
()b" 2;?> ) Anty = (’\‘j“‘jz /

Oz 1, /

X2

Figura 11. Coordinacion de los registros algebraico y mitrigor Luis

Posteriormente aplicd su transformacion lineal esultado de la suma de los
vectores; esto incluye una serie de tratamientgebahicos englobados en el
tratamiento matricial de evaluacion de la transémion. La evaluacion de cada
componente, o coordenada, puede ser vista por askpazomo tratamiento
algebraico pero el conjunto de la evaluacion ded#iz, conservando el orden de
las componentes es un tratamiento matricial.

T [ K fomxl]u[‘ewﬁ,] -2(ez,43]
CYsth | = -¢
(,1 ong*jtj
3'\va -
C2,42.] + Coni+19)

Figura 12. Aplicacion de la transformacion lineal de Luis

Con tratamientos adecuados, acomodo¢ la expresital d@nera que presentara un
alto nivel de congruencia con la expresion algebral'(u) + T(v); esto le

permitié realizar la conversion del registro maaldical algebraico de manera
instantdnea, como se muestra en la Figura 13. @ghctu demostracion al
comprobar la condicion de linealidad con la igudldae propuso en su definicion.
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Xi {1y, ~J2 X2 +lus ~/22 -
0( -34, >+< , -2 ): (LT()‘" TV

&\ X, .
¢ 2—2"'{(.

Figura 13. Conversion del registro matricial al algebraico

La conversion mostrada en la figura anterior see@parcomo un ejemplo en
Algebra Lineal de la afirmacién general de Duv&9Q) de que “el paso de una
representacion a otra se hace espontdneanceatrsdo ellas son congruentes”

(p. 35).

Una situacion de coordinacion semejante a la amtee aprecia cuando se solicita
al mismo estudiante quproporcione un ejemplo de una Transformacion No

Lineal
(1)-(57)
T 33

Figura 14. Transformacién no lineal propuesto por Luis

Luis proporciona un ejemplo en el registro matti¢iigura 14) y haciendo un
analisis similar a su ejemplo de transformacidoadindemuestra que éste no lo es.
La estrategia que emplea consiste primero en #alajresultado obtenido al
evaluar T(ca + ), iniciando con el tratamiento matricial que in@uyarios
tratamientos algebraicos, posteriormente trabajara expresion(Ta) + T(S) Yy
averiguar la igualdad con la imagen de la combératineal. Debido a que no son
iguales los resultados, concluye que su ejemplo cooresponde a una
Transformacion Lineal.

¢ T(») + W)= Q<7«‘£f31}+ <7<z;-&231>
4(3 Y?
_ [ext-2¢ 3 90T o)
) 2,\13;_ ) %L);é T(ewsv)
€Yy .2 4y}

Figura 15. Argumento final de la demostracion de Luis

De esta manera Luis llega a demostrar que el egeque propuso, efectivamente
corresponde a una Transformacién No Lineal. De isma manera que en la
situacion anterior, parece disefiar un plan de aapi@ involucra los dos registros,
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haciendo uso frecuente de expresiones mixtas,|yaga transitar libremente entre

ellos. Estas caracteristicas son interpretadas ocomoodinacion ya que puede

utilizar ambos registros de manera simultdnea &gfando las ventajas de cada
uno.

5.3. Ejemplos de No Coordinacion de Registros

La ausencia de coordinacion de registros crea aldsg en el aprendizaje del
Algebra Lineal, provocando incluso el fracaso eneolucion de problemas. Por
ejemplo en el caso de Natalia, cuando se le soligie proporcionaran ejemplo
de Transformacion Lineal, ella inicia planteandasizuiente expresion, aludiendo
a la forma que tendria la transformacion lineal pagone.

Sed o E «R-’I
TR R

Figura 16. Propuesta de Natalia de Transformacion Lineal

Inicialmente notamos que Natalia tiene dificultades las reglas de formacion del
registro algebraico, pues le faltd escribir el siqmice de R para que la ultima

expresion indique que beta es un vector del plagemas utiliza letras para
designar vectores que se acostumbran usar pafdaresca\ lo largo de su intento
de respuesta Natalia emplea la Unica caracteristicdas Transformaciones
Lineales que declaré en su definicion. Al soliddagque especifique como seria la
Transformacion Lineal, recurre al registro matfigiara sefialar que seria del tipo

4 4
o= (5) con T(S) = (S) empezando a revelar dificultades para trasladar su

7 7
ejemplo del registro algebraico al matricial, peé® representa una pequefia parte

de la informacion que tenia en la representacigebahica. Para indagar sobre esta
dificultad, se le solicita a Natalia que propor@orel arreglo matricial
correspondiente a la Trasformacion Lineal que psopunicialmente; ella
nuevamente acude al registro algebraico para amamgue la Transformacion
Lineal solicitada tendria la siguiente forma:

h)-“t‘: x=hX ,

Aefl,,.

Figura 17. Expresién algebraica propuesto por Natalia
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Argumenta quela matriz tendria que ser de...2x2...bueno, seria bust@nces
una matriz, tal que al multiplicarse entonces diatgroducto, entonces como éste
es un vecto(x, vy, z) la matriz que buscamos nos va a mandar’a Ratalia se
conforma con dar una expresion que contenga und@rpato vista como elemento
de un espacio de matrices y no como un arreglamgatar como era esperado,
esto relacionado a la inconveniencia de la palabnatriz’ para ambos
significados. Posteriormente, en su intento poslddar su representacion
algebraica al registro matricial, erra nuevamental yercatarse que no puede
proporcionar una matriz y por ende no puede readita@roducto matricial, como
lo muestra la Figura 18, termina por no lograr projpnar un ejemplo de
Transformacion Lineal.

6N x‘o( =
%‘(F) \*

Figura 18. Representacién matricial propuesta por Natalia

Esta ultima expresibn muestra que Natalia no peddizar la conversion de la
igualdad escrita algebraicamente al registro malriesto como consecuencia de
la definicion incompleta que utiliza. Sin embargb,hecho de que no se diera
cuenta de qué datos le faltaban implica que nonmm algunas unidades
significantes en ambos registros, las que descrilzenrelacion entre las

componentes de la matriz y la ecuacion algebraica.

5.3.1.Mezcla de registros de representacion

A continuacion describimos otros ejemplos en los o se logra la coordinacion
de registros para Transformaciones Lineales, pamaadebido a que se han
mezclado dos registros diferentes y esto obstrdy@receso de solucién o
interpretacion de los problemas. Para aclarar angséreferimos con mezcla de
registros, partimos de que “...incluso si han sidovittkados varios registros,
simultadnea o sucesivamente, esto no acarrea sdicacion” (Duval, 1999, p. 51).

En la coordinacion el uso simultaneo implica la&seilon consciente del registro en
el que se va a trabajar para aprovechar las ventigaéste en la situacion
particular. Un estudiante podria intentar utiligarios registros pero sin hacer esa
discriminacion y sin tomar en cuenta las partiéd&des de cada registro. No
mantener presente la diversidad y heterogeneidaggistros podria llevar a un
sujeto a mezclar dos 0 mas de ellos. De esta maderaificamos la mezcla de
registros como un tipo de uso simultaneo sin coaon.
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La mezcla de registros consiste en la utilizaci@ rdpresentaciones que no
respetan las reglas de formacion del registro & ga supone pertenecen,
mezclando reglas de formacién de dos o mas regisiianezclar dos registros se
acaba trabajando en un ters@temade representacion que podria ni siquiera ser
ya un registro al no conservar alguna de las trepigdades definitorias de los
registros de representacion. Esto resulta problemata que, segun nuestras
observaciones, los estudiantes pueden no ser eateside que han mezclado
registros y actlian como si siguieran trabajandarende los registros originales
habiendo perdido propiedades y posibles ventaj&stde

Cabe sefialar que la mezcla de registros que olnsesvaes distinta a las
expresiones mixtas del registro de la escriturm#&bty la lengua natural descritas
por Duval (1999). En nuestro caso, la mezcla destreg no incluye la
identificacion de las reglas de formacion en nimgade los registros ni intenta
conservar coherencia con algun registro de manggapgrmita la interpretacion
adecuada de la expresion formada. Ademas, lasstapes obtenidas no permiten
ser convertidas a expresiones validas en uno deegpstros involucrados pues se
pierde la informacion necesaria al ignorar lasaggle formacién. Sin embargo,
coincidimos en que la mezcla de registros gengnasentaciones no funcionales,
pues no se pueden aplicar los tratamientos de minde los registros involucrados
ya que las reglas de tratamiento estan estrechantigatdas a las reglas de
formacion.

Por ejemplo Natalia al intentar dar un ejemplordadformacion no lineal inicia su
respuesta en el registro algebraico con la expreB{@) = mx + b, procede a
representar una transformacién lineal graficameot@o punto de comparacion
para lo que ella intenta representar como unaftmanacion no lineal. La primera
grafica que realiza corresponde al registro gréfemesiano (Figura 19) y consiste
en un par de flechas que parten del origen repiasdm a un vector y su imagen,
respectivamente.

I-./

Figura 19. Representacion gréfica cartesiana de una tranataén lineal, hecha
por Natalia



COORDINACION DE REGISTROS AL EMPLEAR TRANSFORMACIONES LINEALES 245

Esta grafica cartesiana esta bien formada y fuachmmo representacion de lo que
Natalia expresa verbalmente: la transformacion mamg alguna manera, un
vector a otro. La mezcla de registros aparece #snt@tion, cuando explica su

ejemplo de transformacién no lineal. Para este Magalia grafica dos flechas pero
ahora una de ellas, la flecha imagen, no parteragn.

Figura 20. Representacion de transformacion no lineal sé&#ialia

Natalia describe la gréfica aclarando que el vegter no parte del origen es la
imagen del otro y por esa razon la transformacwesilineal. Al parecer, intenta
representar el tipo de transformaciones que no amasticero al cero, tal como lo
hizo algebraicamente. Ella argumenta que la fleoh@gen “...ya ni siquiera
comienza en el origen, entonces ya no [es lineal]".

En su segunda gréfica utiliza reglas de represémtale ambos registros graficos
gue no son compatibles. La flecha imagen no respetala del registro cartesiano
de iniciar en el origen, por lo que en ese registme@presentacion no es valida. Por
otro lado, si consideramos su representacion comestsiviera en el registro
gréfico sintético, al parecer las flechas tienesnmai direccién, magnitud y sentido
por lo que representarian al mismo vector y noeseir§a para representar a una
transformacion como la que Natalia expresé algebnaénte. Natalia supone que
esta trabajando en el registro cartesiano, akatilos ejes y porque identifica a las
flechas como vectores diferentes, pero en realdditta una mezcla de los
registros cartesiano y sintético, manteniendo agueglas de ambos pero de una
manera contradictoria que no le permite realizaragentaciones coherentes que le
sirvan para expresar su idea y resolver el probkmezuestion.

Por otro lado Franco, otro estudiante entrevistatleestra algunas coincidencias
con el caso de Natalia al interpretar el probleraalad “M”, que consistia en
encontrar una transformacion lineal quandarauna figura con forma de “M” a
una figura con forma d¥ italica; esta pregunta fue adaptada de Wawro (2009

A continuacion se proporciona una figura de laal@t', escrita con estilo
de fuente “normal” de tamafio 12, y a la derechaysestra la misma letra
con fuente “cursiva” de tamafio 16. ¢Podrias enaontna matriz que
transforme ldM' en la letra de la derecha?
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Figura 21. La letra M escrita en dos fuentes y tamafios etifies

Franco parte de una estrategia general para reselveproblema: obtener
informacion en el registro grafico de un par detwess y sus imagenes para luego
convertir representaciones graficas al registrelalgico y resolver sistemas de
ecuaciones con cuyos resultados se obtendrian némdas de la matriz
transformacion. En general, la estrategia que Branguié era la correcta para
resolver el problema. Sin embargo, al principiosdesolucion tuvo problemas al
mezclar los registros graficos.

Franco inicia la solucién del problema selecciomadds vectores de la letra M,
uno vertical hacia arriba y otro diagonal como se=m la Figura 22. La mezcla de
registros ocurre cuandee las coordenadas de los vectores; Franco interpiteta
vector vertical como (0,3) y al diagonal como ()L,Esta interpretacion nos lleva a
pensar que Franco se permite leer coordenadas eorabregistro cartesiano y al
mismo tiempo interpretar las flechas con respectsugpunto inicial y final.
Interpreta a dos puntos distintos como si ambosafuel origen y asi lee de
manera independiente las coordenadas de cada.flecha

Figura 22. Representacion de vectores en la letra M de Branc

De esta manera, la mezcla de registros que uElizaco no le permite resolver el
problema, pues tendria que haber mantenido el rorfje como punto de
referencia para obtener datos consistentes. Léeagia de dos puntos origen le
genera datos contradictorios que no pueden seosigada resolver el problema ya
gue por separado, cada interpretacion correspondeaatransformacion lineal
distinta.
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6. Conclusiones

Después de estudiar los registros de representasiados por los estudiantes
entrevistados notamos que la falta de consensoesddis registros de

representacion del Algebra Lineal genera problemlaanalizar la informacion

obtenida y para comunicar nuestros resultadosnt&htar compartir algunas de
nuestras observaciones se volvié obvio que endeatura no existe un acuerdo
sobre los nombres y caracteristicas de los regiskeorepresentacion del Algebra
Lineal aunque se sigan las mismas definiciones uygstps por Duval; dichas
variaciones en las interpretaciones de los registgeneran diferencias
significativas en el andlisis de las produccioreod estudiantes.

Las aportaciones del presente estudio residen éesleripcion sobre las reglas de
formacion y tratamiento en los diversos registpesticularmente en el registro
grafico y el registro matricial, los cuales no ssucen a su presentacion
estructural. Asimismo se ofrece por primera vea descripcion para profundizar
sobre los fendmenos de mezcla de registros, erpeEsi mixtas y sus

implicaciones en la ensefianza y aprendizaje delbkigLineal.

En nuestras observaciones comprobamos que cuandestudiante tiene la
habilidad de coordinar registros exitosamente akgmtarsele alguna situacion
matematica, busca y estd en mejores condicioneaatmtrar estrategias eficientes
para resolverlas. Sin embargo, el que resuelvanalgsituacion de manera
satisfactoria no implica que tenga esta habilidRad. ejemplo el estudiante Franco
al solicitarle un ejemplo de Transformacién Linesdponde con la transformacion
identidad, caracterizandola com(l)=I y comprobando algebraicamente las
propiedades de la definicibn. Aunque el estudigmgporcion6 una respuesta
correcta, la pregunta no nos permite averigual siseidiante realiza o no una
coordinacién; simplemente pudo haber recordado jempmo trivial de
Transformacion Lineal.

Destacamos la importancia de analizar las prodoesiosemidticas de los

estudiantes junto con sus expresiones verbalespa® a través de preguntas de
seguimiento para comprobar las hipétesis sobreuto significa cada expresion

aportada por ellos; de ahi la pertinencia de raalin andlisis a priori de las

situaciones a presentar, que incluya la identificacle las variables visuales y
unidades significantes en los registros, segurekeaso. Esta estrategia permitira
obtener un andlisis mas confiable sobre los corientws que poseen los

estudiantes en funcién de las evidencias empigeagpodamos obtener.

Por otro lado, en algunas ocasiones se presensitt@tiones donde se muestra
una gama de registros no coordinados, como fueasd de Natalia al intentar
proporcionar un ejemplo de Transformacion Lineal. &ercamiento incluye
representaciones de varios registros pero no Isidgeramos coordinacion porque
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sOlo esta realizando conversiones entre los regisjne se le ocurren, partiendo de
la poca informacién que pudo obtener de la definicincompleta de
transformacion lineal que usa; esta definicionnipide tomar en cuenta algunas
unidades significantes y el no hacerlo implica mmplir la condicién principal
para la coordinacion. Mas adelante, dando un epeadpltransformacion no lineal,
ella intenta coordinar los registros grafico castes y el algebraico para que su
respuesta sea mas clara que con solo la exprééidn= mx + b. Sin embargo,
debido a la mezcla de registros en la que caeesuesta queda opacada por las
representaciones no validas obtenidas de una cdrefallida en su intento de
coordinar los registros, haciendo parecer que néaten significado claro de
transformacién no lineal, aunque el principio desplicacion (la ecuacion) es una
respuesta aceptable. De hecho, Natalia tiene unifisgglo mas desarrollado de
transformacion no lineal que de lineal, lo cuabbserva comparando su definicion
de transformacion lineal con el ejemplo de tramsémion no lineal.

Duval (2006) afirma que es primordial para el agiegje matematico no
confundir un objeto con alguna de sus represemtasjoparalelamente, en esta
investigacion afirmamos que también es importarde nrezclar los registros
mismos. La mezcla de registros que observamoséspayi no mantener presente
las propiedades del registro en el que se pretemdiajar, tratando de usar
conjuntamente propiedades de otro registro corctafsaticas similares, al parecer
inconscientemente. Identificamos a la mezcla destreg como un problema
importante porque no solo inhibe la coordinacidstuye la exteriorizacion de las
ideas y la interpretacion de representaciones;goa@ademas la imposibilidad de
las conversiones y que no se pueda estimar de anaogecta la conveniencia de
usar un registro u otro.

Observamos que la coordinacion favorece la solueficiente de situaciones

matematicas, mas no la garantiza y en algunos casiguiera es necesaria. Las
soluciones algoritmicas de problemas prototipcaeensefianza mono-registro son
un caso claro de esta situacidon. La importanciaomdg la coordinacién segun la
teoria es para la aprehension conceptual.

Después de haber observado a estudiantes que badoppor un proceso de
instruccién, nos surgen algunas inquietudes, lagesumerecen una investigacion
propia.

¢En el contexto de Transformaciones Lineales, cé8m@uede desarrollar la
coordinacién de registros?

¢ COmo se puede evitar la mezcla de registros?

¢A parte de la conversion qué hay que desarraflea fograr la habilidad de la
coordinacion?
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Las respuestas a estas preguntas contribuirdn @randgoria al esclarecer las
relaciones entre la coordinacion de registrosgpeéndizaje conceptual; asimismo
facilitarhd el desarrollo de propuestas de ensefauEa generen comprension
integrativa.
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ETUDE COMPAREE DE LA FORMATION INITIALE DE PROFESSEURS
DE MATHEMATIQUES EN FRANCE ET AU MEXIQUE

Abstract. Comparative Study of Pre-service Mathemdts Teacher Education in
France and Mexico. This paper presents a comparative study of mathiemhaand
pedagogical competencies that prospective teadiarsathematics can acquire in France
and Mexico. In order to identify these competencéesguestionnaire was designed on the
basis of common knowledge and skills coming outfrourriculum and national proofs.
The observed results suggest some possible wayslér to improve teacher education in
both countries.

Résumé. Cet article présente une étude comparée des comepsétedisciplinaires et
pédagogiques acquises par de futurs professeurmatkématiques en France et au
Mexique. Un questionnaire a été construit sur kelile connaissances communes aux deux
pays, identifiées dans leurs programmes scolafrksies épreuves nationales des concours
de recrutement des professeurs. L'étude s'appuigaticulier sur les réponses a ce
questionnaire données dans deux groupes d'étudibmts francais et un mexicain. |l
apparait que les étudiants des deux groupes onhdigations assez semblables mais des
trajectoires de formation différentes. Les frangais moins de connaissances pédagogiques
mais manifestent une plus grande maturité mathgmatijue les mexicains, a relativiser
toutefois par le fait que ces derniers ne sontppé@pgarés a enseigner jusqu’au baccalauréat,
mais seulement jusqu’en neuvieme année de la #édl@leves de quinze a seize ans).

Mots-clés Etudes comparées, Formation initiale des enseign&Enseignement du second
degré, Compétences mathématiques, compétencesogéglass.

Resumen. Estudio comparado de la formacion de proderes de matématicas en
Francia y México. El objetivo del presente trabajo es mostrar alguassltados obtenidos
en un estudio comparado sobre las competenciagpldiaces y pedagégicas de las
matematicas que han adquirido los futuros profesde matematicas en Francia y en
México durante su formacion inicial. Para idengfitas competencias que adquirieron los
futuros profesores al llegar a la parte final def@macién, se disefid un cuestionario a
partir de un denominador comun identificado enpiagramas y las pruebas nacionales de
oposicion a las que se deben someter los estuslidetambos paises al llegar al proceso
final de su formacion.

Introduction

Au vu de résultats d’éleves jugés faibles, telsxapui apparaissent dans le rapport
pour le Mexique sur I'évaluation internationale T38 de 1995 (Backhoff &
Solano, 2003), les autorités du systeme éducatifica@ ont reconnu, il y a de
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cela plusieurs années, une situation difficile’dedeignement des mathématiques
dans le second degré (au Mexique, ce niveau egnalen —nivel medio la
préparation du baccalauréat correspondant a uraunipius élevé -nivel medio
superio)). Par ailleurs, des articles de chercheurs, @5 (2007), Rico (2008) et
Vaillant (2009), mentionnent qu’au terme de leunfation initiale de professeurs
de mathématiques, les étudiants présentent desiethéfes sur des compétences
mathématiques qui devraient étre acquises danmdétitions de formation des
enseignants. Nous entendons ici par compétenceématique la capacité a
raisonner mathématiquement, a poser et résoudrguistions et a appliquer un
mode de pensée mathématique a la résolution déepreb de la vie réelle. C’est
précisément ce que les enquétes internationales ei8rchent a cibler chez les
jeunes en fin ou au sortir de la scolarité de begiea I'age de 15 ans.

Quelles compétences en mathématiques les futufespeurs de cette discipline
doivent-ils acquérir dans les pays qui obtienneribahs résultats dans les épreuves
standardisées telle PISA ? Comment les plans deation des futurs professeurs
de mathématique, en France et au Mexique, favdrier’acquisition de
compétences mathématiques ? Quelles places ressectes compétences
disciplinaires et les compétences pédagogiquespeatielles dans le parcours de
formation de professeurs de mathématiques en FedraaeMexique ?

Des réponses a de telles questions peuvent prod&indes comparées de la
formation, lesquelles ont tenu un rble stratégigla@s le systeme éducatif en
incitant & des améliorations tant de I'enseignemmiathématique que de la
formation des enseignants de mathématiques (Arded&nluéarez, 2011).

Un objectif de la présente étude est ainsi de montine comparaison des

compétences mathématiques acquises par les futfiespeurs de mathématiques
en France et au Mexique, lors de leur formatiotial@ d’enseignants. Pour ce

faire, la méthodologie utilisée a consisté en lasadtation, la sélection, I'examen,

'analyse et la comparaison des parcours de foomades futurs professeurs de
'enseignement du second degré en France et augMexiPour effectuer de

maniere précise I'analyse de ces parcours, le®umjti les composent ont été
réparties en trois catégories : connaissances @éagmathématiques en tant que
telles, enseignement des mathématiques.

De maniere a identifier les compétences discipisagt pédagogiques propres aux
mathématiques acquises en fin de formation théerigun questionnaire a été
élaboré sur la base de criteres communs, identfés les épreuves des concours
nationaux de recrutement organisés dans chacurdales pays. Les catégories
d’analyse constitutives du questionnaire ont étédées sur la proposition de
Godino (2009) pour [I'évaluation des connaissances a®mpétences
professionnelles acquises par le futur professeer rdathématiques de
'enseignement du second degré lors de son parcdersformation. Le
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questionnaire qui fut élaboré a été révisé parsgésialistes de I'enseignement des
mathématiques et des formateurs d’enseignantsdtacdté francais que mexicain.
Il a ensuite été appliqgué a deux groupes d'étudli@m fin de leur formation
théorique en vue de I'enseignement des mathématigueFrance, un groupe de
préparation au CAPES (Certificat d’Aptitude a I'Bignement Secondaire) de
I'Université de Paris 7-Diderot, dont les résultais niveau national sont
habituellement bons, et au Mexique, un groupe Beole Normale Supérieure de
I'Etat de Mexico, institution également bien placgkepoint de vue de la réussite
aux concours de recrutement des professeurs. Naatnniors de Il'année
universitaire 2010-2011, les taux de réussitessacoacours des deux institutions
retenues furent les plus élevés dans leur paysegip

Des raisons de choisir la France et le Mexigue poume étude comparée

Comme nous l'avons dit en introduction, la préseétede a notamment été
motivée par des préoccupations qui ont été exparaéesein du systeme éducatif
mexicain. Pour plus de précisions quant au bieddode ces inquiétudes, nous
avons pris en compte les résultats des enquétrsationales standardisées PISA.
Le rapport de 'OCDE sur les résultats en mathémat de I'enquéte PISA 2012
dans soixante-quatre pays (OECD, 2013), place beédvde en cinquante-deuxiéme
position. On trouve en téte du classement des gaiysnt peu de points communs
avec le Mexique : Shanghai, Singapour, Hong-Koragg€, Chine, Taiwan, Japon,
Liechtenstein, Suisse, Finlande. Pour sa part,rémde, dont la culture est plus
proche de la culture latine du Mexique et dontyltéame éducatif se rapporte a des
modéles semblables, est classée dans la moyenningitcinquiéme rang. Elle
peut donc constituer pour le Mexique une référeimdéressante pour une
comparaison.

Il convient par ailleurs de noter que les résultit$ enquéte PISA de 2012 ont fait
apparaitre des glissements par rapport a 'enquét®dente, qui avait été réalisée
en 2003. Ces glissements se sont produits danensnfavorable pour le Mexique
et défavorable pour la France (OCDE, 2013), ragmot ainsi les résultats des
deux pays. Pour le Mexique : augmentation du sghreal en mathématiques de
28 points, soit 'une des plus fortes augmentappanmi les pays participants a
'enquéte, ce score atteignant 413 points, soit waleur encore inférieure a la
moyenne des pays de 'OCDE qui est de 494 pointséduction de I'écart des
résultats entre jeunes de milieux sociaux avantagéson. Au contraire pour la
France : baisse de 16 points du score global,’qgsi situé en 2012 a 495 points,
donc dans la moyenne des pays de I'enquéte, altes @003 il était supérieur a
cette moyenne, et augmentation de la proportioleeks en difficulté. Il convient
de signaler que lors de cette période de référ@@f¥8-2012, les systéemes
éducatifs des deux pays ont évolué ; par exerapkemesure prise en France a été
la diminution de 2 heures de la durée hebdomadierseignement a I'école
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primaire, réduite de 26 heures a 24 helutélsis avant dans la présente étude, nous
revenons sur celles des évolutions qui concernanfotmation initiale des
enseignants.

e

Un second critére de choix pour une étude compmété I'appartenance des deux
pays a I'OCDE, ce qui est d’'une trés grande impoeacar cela rend possible la
consultation des bases de données statistiquess éndicateurs de développement
élaborés par cet organisme, susceptibles de genireffectuer des comparaisons.
Soulignons que 'OCDE offre aux gouvernements udre&gpour comparer des
expériences politiques, chercher des réponses apdEdémes communs et
considérer la coordination des politiques natianale

Le troisiéme critére tient a la conception de I'EcdNormale Supérieure au
Mexique, en charge de former les futurs enseigndatta scolarité dite de base
(educacion basida Cette Ecole a été pensée, créée et développéeuda large
mesure en réplique au systéeme francais (Ducoin@g4)2@ela méme si les sous-
systémes de formation des enseignants qui ense¢ighes mathématiques
empruntent dans les deux pays des chemins différent

1. Formation initiale des professeurs en France etu Mexique : similitudes et
différences

La France et le Mexique ont des caractéristiquéekequsont propres en matiére de
formation d’enseignants de mathématiques. Du a@échis, une réforme est en
marche, avec la création en 2013 des Ecoles supésiedu professorat et de
I'éducation (ESPE), qui ont pris la releve desitimst Universitaires de Formation

des Maitres (IUFM). Au Mexique, le régime actuel es vigueur depuis 1999.

Nous pointons tout d’abord les traits principaus deux systemes de formation,
tels qu’ils fonctionnent actuellement ; nous examims ensuite ce qu’il en est des
contenus d’enseignement.

Le tableau 1 ci-aprés met en regard les niveaugcoérité et la formation des
enseignants. On y remarque qu’en France, lesgmses de mathématiques se
forment dans les ESPE et peuvent dispenser des aassi bien au College qu'au
Lycée, tandis qu'au Mexique, les enseignants isdas Ecoles Normales
Supérieures n’interviennent pas au niveau des Rrepms (équivalentes aux
Lycées). Pour simplifier, le tableau 1 ne présente les filieres d’enseignement
général et technique les plus fréquentées, santuréncdes formations
professionnelles courtes qui viennent apres laagtélobligatoire (exemple : en

1 Voir Bulletin Officiel, BO 2002 hors-série n° Lid4 février et BO 2008 hors-série n° 3
du 19 juin, consultés Bitp://www.education.gouv.fr/bo/2002/hs1/defauthlet
http://www.education.gouv.fr/bo/2008/hs3/MENEO8 18R BGitm
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France, il existe un concours spécifique de renrate des professeurs de lycée

professionnel).
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France Age en annéeps Mexique
Formation deg Niveaux de des éleves | Niveaux de | Formation des
enseignants scolarité accueillis scolarité enseignants
ESPE— Maternelle Moins de 6 Kinder
CRPE (*) Ecole De6ail2 Escuela
organisation | (5 années) Primaria Normal
par académie (6 années)
ESPE— De 12 a 13
CAPES (**) College De 13 a15 Secundaria Escuela
ou Agrégation| (4 années) (3 années) Normal
Superior
Lycées De 15a18 Bachillerato| Universités
(3 années) ou
Preparatoria
(3 années)

Tableau 1 Enseignement et formation des enseignants erc&etrau Mexique
(*) CRPE : Concours de Recrutement des Professiesr&coles
(**) CAPES : Certificat d'Aptitude au Professorat second degré

Les étudiants francais qui préparent la maitfidétiers de |I'enseignement, de
I"éducation et de la formation(MEEF) la présentent dans le contexte des ESPE.
Parmi les unités qui constituent cette maitrisefronve des modules consacrés a
'enseignement disciplinaire, les mathématiquessd@ncas qui nous intéresse,
ainsi que des modules d'initiation a la recheratieuverture internationale, de
mise en ceuvre d’outils pédagogiques innovants.obadtion inclut également la
préparation aux concours nationaux de recrutememmportant des épreuves
écrites d’admissibilité suivies d’épreuves oralesldhission. Les candidats admis
a lissue de ces épreuves suivent une année de ptatjque, qui consiste un
enseignement en responsabilité de neuf heures imelaldires et en I'élaboration
d’'un mémoire issu d'une réflexion sur la pratiqueseignante ; ce stage est
rémunéré comme un enseignement a temps completg§aSCOL, 2013).

Au Mexique, les institutions en charge de la foioratdes enseignants du
secondaire sont les Ecoles Normales Supérieurgmykl La durée de formation
est de quatre ans apres le baccalauréat. A partiladsignature de I’Accord
National de Modernisation de [I'Education de BaseNNMEB, 1992) les

programmes de la formation initiale des professeoms été modifiés. llIs

comportent un tronc commun portant sur I'enseigmgnde base (préscolaire,
primaire et secondaire) et une présence intenselamse pour observation et
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pratique. Il s'agit que I'enseignant domine lesteons fondamentaux et acquiere
les bases pédagogiques suffisantes pour la pradapgle domaine de I'éducation.

A partir de 1996, la SEP (Secrétariat d’Educatiabligue, équivalent au Mexique
du Ministere de I'Education Nationale en France), @ordination avec les
autorités éducatives des Etats (semblables awonggirancaises, mais avec
autonomie |égislative et exécutive), mit en mardke programme pour la
transformation et le renforcement académique deseEdNormales (PTFAEN),
selon les quatre lignes d’action suivantes: modifoms de programmes
d’enseignement, formation du personnel enseignaes €écoles normales,
élaboration d’orientations et de normes pour latigesinstitutionnelle et la
régulation du travail académique, améliorationidetallations et équipements des
écoles normales. Le programme partait de l'idéelgsi€coles normales devaient
continuer comme par le passé a former les maigd®ducation de base, mais en
répondant aux demandes sans cesse plus nombreysdes eomplexes, issues du
besoin d’'une éducation suffisante pour tous, ddit§ude formation élevée et dont
les bénéfices soient distribués équitablement (3E89).

Le plan de formation des enseignants du seconct aéesgrentré en vigueur en 1999
et n'a pas été réformé depuis cette date. Il aanactere national et se distribue
dans trois directions, qui sont: activités scekjractivités d'approche de la
pratique scolaire, pratique intensive en conditickedles de travail. La formation
vise a ce que les normaliens acquierent la coraraiesde I'éleve du second degré
ainsi que la pédagogie et la didactigue d'une gis@. Pour obtenir leur
titularisation, les éléves-professeurs en derrdaeree de formation doivent rédiger
un mémoire, témoin d’une réflexion sur la pratiguseignante avec les éleves de
I'enseignement du second degré. Leur formation \aaheles éleves-professeurs
doivent également se présenter au concours d'accggsteme éducatif national.

2. Comparaison des plans de formation initiale desprofesseurs de
mathématiques en France et au Mexique

Pour identifier les similitudes et les différenciems les processus de formation des
enseignants de mathématiques du secondaire darest lautre pays, on a effectué
une analyse comparée des résultats des formatitiates. Le tableau 2 présente
les meilleurs scores obtenus localement dans kes jpiys pour les candidats aux
concours nationaux de recrutement de professeunsatleématiques pour I'année
scolaire 2010-2011.
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France Mexique
(CAPES Externe de (Résultats du concours national de
MATHEMATIQUES. Sesion 2011) recrutement 2011)
Académies | Pré- Admissi | Recus | Ecole normale Pré- | Admissi | Recus
sentés | bles sentés | bles
Paris- 299 244 104 Normal Superior 30 26 10
Créteil- 81.6% 35% del Estado de 86% 33%
Versailles México
77 44 Normal Superior| 29 17 12
Lille 95 81% 46% "Prof. Medrano 58% 41%
R." del Estado dg
Chihuahua
67 33 Centro de| 24 16 8
Aix- 91 73.6% 36% | Actualizacion del 66% 30%
Marseille Magisterio de
Chilpancingo
Rennes 87 70 36 Normal Superior| 23 15 9
80.4% 41% de Guanajuato 65% 39%
Bordeaux 84 73 42 Normal Superior| 21 17 10
86.9% 50% de Chiapas 80% 47%

Tableau 2. Meilleurs résultats locaux en FrancaueMexique des candidats aux
concours nationaux 2010-2011 de recrutement degsefirs de mathématiques
Sources: Ministére de I'enseignement supérieur et de laeeate(2011)et SEP (2011)

Pour la France, notre analyse de la formationpdefesseurs de mathématiques
s’est appuyée sur leaBiier des charges du plan académique de format@iP?
2013 (précisant le plan de formation académique 201RP0nis en ceuvre par
I'Université de Paris Diderot-VIl, laguelle appari a I'Académie de Paris et
organise la préparation aux concours pour les adadéde Paris, Créteil et
Versailles. Dans le cas du Mexique, le documeniyaéast le plan d’études 1999,
pour la licence en éducation secondaire de spicils mathématiques pour
I'enseignement.

Le programme de formation des futurs professeursdthématiques de France
offre une formation a la fois professionnelle etciplinaire a I'enseignement des
mathématiques (college et lycée) et comprend Igpgpadion aux concours
nationaux du CAPES et du CAFEP (enseignement sioi@sel). Cette formation
permet aux étudiants d'acquérir une culture mattiqueade base solide, adaptée
aux besoins de l'enseignement secondaire et dutérode ses contenus, et les
prépare a enseigner les mathématiques a partiredjpmemiére expérience
d’enseignement et d'acquérir une culture plus dppdie sur le domaine de leur
choix (histoire des mathématiques, didactique desthématiques, ou

diversification des pratiques professionnelles).
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Le programme pour la formation des futurs enseignae mathématiques du
Mexique est divisé en trois domaines principauxfdemation disciplinaire, la
formation didactique et la sensibilisation a latigi@e scolaire. Pour les normaliens
I'étude du contenu disciplinaire devrait étre ags®aux besoins, processus et
formes d'apprentissage de leurs futurs éléves, 'aplsyant sur des activités
didactiques spécifiques, des ressources pour ikgresaent et certaines pratiques et
modalités d'évaluation.

De I'examen des deux documents précités résultonstat de quelques aspects
communs tels que par exemple, concernant les cemed professionnelles a
acquérir en formation des futurs enseignants,itedé&adominer les objectifs et les
contenus de I'enseignement secondaire, ainsi due d== dominer la discipline.
Une différence constatée dans les plans de formasble total des crédits propres
a chaque plan de formation.

Dans le cas de la France, il y a 180 crédits peuyrémier cycle et 120 pour la
maitrise, soit un total de 300 crédits. Au Mexidegrogramme comprend 392
crédits pour la seule licence. En procédant aamadyse plus approfondie, on peut
diviser le programme de chaque pays en sectiordeaissances générales qui
incluent les questions relatives a I'éducationsyateme éducatif et aux sujets de
I'éducation, en sections de mathématiques en tamtdigcipline et en sections
portant sur I'enseignement des mathématiques. txinss conduit au tableau 3.

France
Total de crédits Mathématiques Enseignement des Connaissances
mathématiques générales
Licence (180) 135 6 39
Master (120) 63 54 3
Total (300) 198 60 42
Pourcentages 66% 20% 14%
Mexique
Total de crédits Mathématiques Enseignement gdes Connaissances
mathématiques générales
Licenciatura 63 105 224
Total (392)
Pourcentages 16% 26% 58%

Tableau 3. Distribution des crédits de formatioa pfesseurs de mathématiques

en France et au Mexique
Sources. Données de la SEP, 1994u&alite de 'UFR de mathématiques de I'Université de

Paris- Diderot, 2012
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Dans ce tableau 3, nous pouvons voir que le pragerance privilégie la
maitrise des mathématiques, en allouant 66% déts@don étude, en plus
des séances de préparation aux épreuves du CARE§ ¢mplique que
pour devenir professeur de mathématique, il fautoat étre fort dans la
discipline. La situation est différente en ce gomecerne le Mexique, car la
préparation aux épreuves du concours de recrutengefdit pas partie du
programme; bien que celui-ci spécifie que les tmseignants possedent
une maitrise du contenu de base de mathématid@adisuie seulement 16%
des crédits de formation a I'étude des mathémaigongant que discipline,
ce qui peut étre vu comme une faiblesse du progeniinvaut ainsi la
peine de se pencher de plus prés sur la format@amment mathématique,
que regoivent les futurs professeurs de mathémediqu

3. La formation spécifique des professeurs de mathmatiques

Dans le cas de la France, la formation des prafessge mathématiques a été
traditionnellement orientée prioritairement, pow pas dire exclusivement, vers
'acquisition d’'un solide bagage mathématique. Oourpait résumer cette

orientation en disant qu'elle correspond a [I'amlisn rigoureuse,
quoiqu’implicite, d'un principe que nous énoncercpsme suit.

Principe N(N+1) : Pour bien pouvoir enseigner lethématiques a un niveau de
scolarité N, il convient de résoudre aisément lesstjons du niveau (N+1).

Dans I'énoncé de ce principe, il convient d’entendar niveaux de scolarité les
grands niveaux répertoriés dans le tableau 1. &msipplication de ce principe un
professeur des écoles (ou Primaria au Mexique)&lmta I'aise sur des exercices
mettant en jeu des nombres négatifs, ou des prellarécessitant un recours a
'algebre élémentaire, notions ou pratiques quit shn niveau du second degré
(Secundaria) et dépassent donc le niveau augersdigne. De méme, ce principe
demandera a un professeur de Secundaria du Mexéguéy/alent au college en

France, de résoudre sans difficulté des exercicesveau baccalauréat.

En France dans la situation actuelle, le recrut¢émes professeurs est prévu pour
tout I'enseignement du second degré, allant jusgnigseau du baccalauréat. Il 'y
avait bien eu au moment de la création des Colldiesseignement Général un
corps de professeurs spécialisés pour ce niveagelgnement secondaire, mais ce
corps a été mis en extinction par décret de décenf03. Aujourd’hui,
l'application du principe N(N+1) pour le recruterbedes professeurs de
'enseignement du second degré en France conduit, dm I'absence de palier
reconnu pour le niveau de la fin de scolarité @tbge, & des exigences qui
correspondent aux contenus mathématiques de Ilacéceou des classes
préparatoires aux grandes écoles.
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Or il y a une rupture dans I'enseignement du seategté, entre I'esprit et les
contenus des mathématiques de la scolarité ohiligatd celles des lycées. Les
premiers s’adressent de maniére indifférenciéerss€mble de la population, et ont
pour objectifs essentiels ceux de la formation d®yens concernés et
responsables, objectifs que nous avons déja nmmdoa propos des évaluations
internationales PISA. Les seconds portent la mardeefutures orientations
professionnelles des publics concernés. La rupee notamment étre repérée par
la considération de grands blocs homogénes du pdintvue de leurs
problématiques et leurs moyens d’expression, dérémstnates par Adjiage &
Pluvinage (2012), Iatrate algébriqueétant une cible (difficilement atteinte) de la
scolarité obligatoire, alors quesgrate fonctionnell@st réservée au lycée.

En vertu de ces considérations, il apparait queptefesseurs qui enseignent au
niveau du collége francais sont recrutés pour learmaissances mathématiques
non pas selon le principe N(N+ 1), mais selon uncgpe N(N+2). Deux types
d’effets négatifs peuvent en résulter :

- une insuffisance du nombre des candidatures pgora@ux besoins en
enseignants, le niveau exigé pour le concours g&antele postuler avec de
bonnes chances ailleurs que dans I'enseignemeseatind degré,

- un décalage créant des difficultés a s’adresser public de 11-15 ans, ce
public étant souvent jugé par les professeursdiftisile que les lycéens.

Dés la fin du 20 siecle, plusieurs chercheurs francais, tels Aeidi995) et
Chabanes (1996), ont décrit la formation des psefies de mathématique en
France et ont notamment pointé son manque de @nissmpte des particularités
d’éleves auxquels I'enseignement s’adresse. Leditboms actuelles ne font que
renforcer ces observations.

Les contenus figurant dans la licence de mathématignathématiques pour
I'enseignement) présentent beaucoup de points com@dravers toute la France :
structures algébriques, fondements du calcul difféel et intégral et de I'analyse,
un peu de géométrie (cf. Dorier, 2007). A partirlaldroisieme année (maitrise)
des cours d'informatique sont donnés dans toutesiieersités et les étudiants
s’initient souvent a des programmes de calcul foels Maple Mathematicaet
Matlab. Par contraste, les relations avec les autregptiises, les applications et la
modélisation, les statistiques, I'analyse numérigaet généralement absentes du
programme de la licence et sont facultatives aeauwde la maitrise.

Au Mexique, la formation des professeurs de mathigues est dévolue aux
Ecoles Normales Supérieures selon le plan d'étuted999. Il y a un tronc
commun de formation a I'Education de Base (premiesecond degré), offrant les
champs suivants de formation : une formation géaé&dEducation de Base, une
formation commune a toutes les matieres de I'ensengnt du second degré, une
formation spécifique a chaque discipline, les madtigues dans le cas qui nous



FORMATION INITIALE DE PROFESSEURS DE MATHEMATIQUES EN FRANCE ET AU MEXIQUE 261

intéresse. Les futurs professeurs sont censés racdeg¢ compétences et la
sensibilité nécessaires a I'éducation d’'adolescamtplus de la capacité a mettre
en ceuvre les contenus de la discipline d’enseignepmr laquelle ils se forment.

Pour les futurs professeurs de mathématiques deeiignement secondaire au
Mexique, l'objectif fondamental du plan d’'études e licence en éducation
secondaire, du point de vue de la discipline d'gmsnent, est le développement
de capacités a manipuler en profondeur les conteratisématiques de ce niveau.
Ce n’est donc pas le principe N(N+1) qui s’appligorais bien plutét un principe
NN’, qui s’énonce comme suit.

Principe NN’ : Pour bien pouvoir enseigner les mathtiques a un niveau de
scolarité N, il convient de connaitre les fondersgnathématiques des contenus de
ce niveau.

En nous exprimant en termes d'espaces de travaliémeatiques considérés par
Kuzniak (2011), nous dirons que ce principe condudttendre des professeurs a
un niveau N qu’ils voient les contenus de ce niveausein d'une structure
mathématique N’ plus avancée que celle présentéeara éleves. Par exemple, on
peut attendre en vertu de ce principe que le norRPelno a propos des entiers
naturels ne soit pas inconnu d'un professeur detegcou qu’'un professeur du
niveau secondaire sache considérer la géométriee ptu point de vue des
transformations (e. g. caractériser un parallélogna non seulement comme un
guadrilatére a cbtés opposés paralleles, mais commmeguadrilatéere ayant un
centre de symétrie).

Du point de vue pédagogique, la formation vise gue les futurs professeurs de
mathématiques sachent analyser les situationstijdas dont la mise en ceuvre
dans I'enseignement favorise I'acquisition pardEves d’une connaissance qui ait
du sens et soit fonctionnelle (SEP, 1999). La faionapropre a la spécialité
comprend quatorze cours de mathématiques sur tgsraes et les compétences
didactiques, chacun d’'une durée moyenne de quaueest hebdomadaires, a
savoir :

- introduction a I'enseignement des mathématigues

- la pensée algébriquées nombres et leurs relations

- les figures géométriques et les cqrps

- le plan cartésien et les fonctigns

- les processus de changement ou de variation

- la mesure et le calcul en géométrie

- les processus cognitifs et le changement concegnemathématiques et en
sciences

- échelles et similitude

- séminaire sur des thémes choisis de I'histoirentlthématiques

- séminaire de recherche sur I'enseignement des maticfues
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- technologie et enseignement des mathématiques
- la prévision et le hasard
- saisie de données et traitement de l'information

Mais quelles compétences vont pouvoir résulter 'dpplication de ces
principes et modalités de formation ? Rappelonsmgicompétence est plus
gu’'une somme de connaissances et savoir-fairejreplgque la capacité a
répondre a des demandes complexes en mobilisant reEsources
psychosociales dans un contexte particulier (OCIRP4). Que sont alors
exactement des compétences en mathématique? Esqe@inpétences sont

attendues des enseignants de cette discipline?

Les compétences en mathématiques ont été consdéraée |I'Union
européenne comme l'une des compétences clés podévidoppement
personnel, la citoyenneté active, l'inclusion siecé I'employabilité dans la
société de la connaissance du XXle siécle. Le qunde compétence
mathématique dépasse donc les compétences derbealewd, et comprend
une combinaison de connaissances, compétencetiteest (EURYDICE,
2011). Au niveau international sont reconnues hadmpétences
mathématiques, qui sont les suivantes: utiliserndedes mathématiques de
pensée, poser et la résoudre des problemes maitéesatet avec les
mathématiques, étre capable d'analyser et de ooestdes modeles
mathématiques, étre capable de faire un raisonrtematiématique, gérer
différentes représentations d’'objets mathématigéies, capable de gérer le
langage symbolique et les formalismes mathématigtettre en mesure de
s'approprier des outils mathématiques (Niss et &by 2011).

4. Une étude de cas sur des préparations a I'enseggnent mathématique

Aprés notre étude comparative entreprise sur lesurdents qui régissent la
formation des professeurs de mathématiques damsicides systémes éducatifs
propres aux deux pays, il vaut la peine de jeteregard sur la réalité du terrain.
Nous nous contenterons dans la présente étudesdiobine vision synthétique sur
les publics en cours de formation, et notammermm@&hender entre les deux pays
quelques traits de similitude ou des particularitéapplication de questionnaires
permet de recueillir des données provenant d'ingtnts que I'on peut considérer
comme identiques. En effet, s’agissant de mathéomdi et de leur enseignement,
la langue utilisée est de peu d’'importance powplession des questions posées.
Dans notre étude, celles-ci ont été des trois types

- positionnement personnel, motivations et impressibes étudiants sur la

formation en cours,
- exercices du champ didactique,
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- exercices mathématiques.
Les deux premiers types ont été regroupés dansémenguestionnaire. Pour le
questionnaire de positionnement, motivations etrésgions, il nous semble
suffisant ici de citer les rubriques proposées omiété les suivantes :

1. Trajectoire personnelle

2. Vécu de formation

3. Expérience personnelle en rapport avec I'éducatiobhenseignement

4. Quelle image avez-vous de I'enseignement des maitigues ?

5. Quels problemes voyez-vous dans I'enseignemenndésmatiques ?
En revanche, en annexe 1, nous reproduisons ifgéggat dans leur version
frangaise les deux exercices du champ didactiguergété posés.

Les exercices mathématiques, au nombre de quattecamstitué un second
questionnaire, prévu pour une durée de passatiatede heures. Les énoncés en
version francaise sont reproduits en annexe 2pf&Esa nous présentons en premier
lieu 'analyse a priori des exercices, puis I'apation du questionnaire et I'analyse
des résultats observés aupres des populationsoigées.

4.1 Analyse a priori des exercices proposés
Exercice D1

L'application du questionnaire dans lequel sonppegsn fine deux exercices de
caractere didactique était prévue « papier-crayarest-a-dire sans recours a des
informations extérieures. Le premier exercice didae fait simplement appel a
une culture personnelle, en présentant des nomssajgont illustrés par leur
contribution a l'étude des phénoménes dappremssau d'enseignement.
Plusieurs réponses peuvent étre acceptées:
- pour Socrate, ifonie socratiqueou lamaieutique,
- pour Piaget, Epistémologie génétiqumi lesstades de développement,
- pour Vygotsky (nom qui s’écrit aussi Vygotski), lezones de
développemerdt notamment laone proximale de développement
- pour Brousseau, ldnéorie des situationsvec les dialectiques qui la sous-
tendent, telle ldialectique de I'actiorou celle de ldormulation
Nous ne ferons pas aux distingués lecteurs de rtieteal’injure de détailler
davantage.

Exercice D2

Le second exercice didactique correspond a uneitactprofessionnelle pas
toujours tres prisée des enseignants, mais néaanm#nessaire (n'est-ce pas,
Socrate !) : la correction de réponses (écriteg)edes. Nous avons choisi une
réponse donnée par un lycéen mexicain (éléverelgaratorig pour sa typicité et
sa facilité d’adaptation au francais : il a suféi cemplacer quelques expressions
originellement en espagnol par leur équivalentdais) le reste de la production



264 MARIA DEL ROCI0 JUAREZ, ADELINA ARREDONDO ET FRANCOIS PLUVINAGE

étant présenté en écriture symbolique. L’exerciésolu par I'éleve est une
équation de la forme/x = B, ouA etB sont des expressions conternant

Ce type d’équation est présenté dans des manwdddres, tel celui de Swokowski
& Cole (1996). Nous reproduisons en figure 1 urrakide la page 90 de ce
manuel, avec en regard la traduction frangaise iddikations données. On
remarquera que les auteurs ne précisent jamaittigt $ogique d’une ligne par
rapport a celle qui la précéde ; précisons poledteur de cette étude qu'il s’agit
toujours d’une équivalence SAUF pour la troisieigad de la solution, consistant
en une égalité qui est impliquée par la seconde n&lui est pas équivalente.

Resolver 3 +Y3x+1 =x.
SOLUCION . ]
I+ Bx+1=x ecuacién dada Equatlon donnée
Vx+l=x-3 se afsla el radical On |§qle le radical i
W3x + 1)? = (x — 3)* se elevan ambos miembros al cuadrado On éleve au carré les deyix
S 5l 14 2 membres
-1 =x*—6x impli . .
gt =t e On simplifie
x> —9x4+8=0 se resta 3x + 1 Onote X+ 1
x—1)(x—8=0 se factoriza On factorise
x—1=0, x—8=0 se iguala a 0 cada factor On égale a 0 chaque facteur
S x=8 se despeja x On en déduik

Figure 1. Reproduction de la p. 90 du manuel dekBwski & Cole

Bien évidemment les auteurs du manuel n’en reg@sta ce qui est présenté en
figure 1, ils poursuivent en s’appuyant sur unecigién générale qu’ils ont
formulée au préalable, a savoir qgaand on éleve les deux membres a une
puissance paire, il est nécessaire de vérifierdelitions.En 'occurrence, cette
vérification conduira a rejeter la valeur 1 comrokigon et au contraire a accepter
la valeur 8.

Une telle ligne de conduite préconisée par lesuasiteermet d’éviter d’'introduire
des considérations et des notations logiques. $a@uton d’'une équation du type
considéreé est en effet possible par équivalendqueg

(\/Z\ =B) « (( A= B) (B> O)) , le symbole signifiant « et ».

Mais les auteurs de manuels doivent juger trop ¢exeppour les éléves le
symbolisme logique et en particulier une telle galgince, car elle remplace une
égalité par une égalité doublée d'une inégalité. pont mériterait toutefois
réflexion, car il nest pas difficile de comprendpee si deux quantités sont égales,
leurs carrés le sont, mais que si les carrés de& deantités sont égaux, les
quantités peuvent étre opposées.
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Venons-en a présent a la correction demandée tamsdice D1. La résolution
présentée suit trés précisément la démarche duahguoa nous avons cité, mais
omet la vérification préconisée dans le manuelle@gl conduirait a rejeter la

valeur 3. En effet, pour= 3, \/7—X :\/Zz 2, tandis quex — 5 = —2. Les deux
nombres qui ont méme carré ne sont pas égaux, opgesés. Par ailleurs,
I'attention de I'éléve s’est portée sur l'inégalité< 7 qui exprime que la racine
carrée de 7 x est définie, mais cette condition sera forcémentplie quand on
égalera 7 x a (x — 5f, c’est-a-dire un nombre positif. | se peut dailts que la
formulation de cette condition finalement inutilecalte aux yeux de I'éléeve
I'inégalité qui seule importex— 5= 0.

Quelle est alors la tAche du correcteur confromgtié résolution ? S’il a lui-méme
résolu correctement I'’équation, conditisime qua norpour faire ce travail, il se
rendra compte du principal défaut de la réponsegsude ne pas avoir rejeté la
valeurx = 3 comme solution. Ce défaut le conduira probablg & proposer une
note de l'ordre de 3 sur le maximum de 5, car $erest correct. Plus délicate est
alors la décision concernant le commentaire a e#dig I'intention de l'éleve.
D’une maniere générale, les objectifs de tels comaies sont doubles :

- justifier la notation aux yeux de I'éleve concerné,

- lui donner I'occasion de s’améliorer.
Dans notre exemple, I'éleve peut avoir I'impressiavoir parfaitement résolu
I’équation et il faut en conséquence qu’il compeepourquoi le correcteur ne lui a
pas attribué la note maximum de 5 sur 5, mais sené 3. Pour 'objectif de
conduire I"éléve a s’améliorer, des explicatiogs wétaillées ne sont peut-étre pas
ce qui est le plus approprié: d'une part, le pagleetopies, qui est la situation
courante de correction, ne permet pas au corredeevédiger un « roman » pour
chacune, mais pousse a la briéveté ; d’autre lgachmmentaire ne peut pas étre
une répétition du cours, qui devrait avoir un camaccollectif dans la situation de
classe, mais sera efficace s'il délivre un messpgese grave dans la mémoire de
I'éléve. En l'occurrence, nous pensons au contrgle,est une composante tres
importante de I'activité mathématique; on ne paut gonseiller aux professeurs
d’inciter les éléves a controler leurs résultatst@yatiguement, pas seulement
dans les conditions particulieres signalées paralggurs du manuel cité. En
I'occurrence, un feed-back de type socratique ituétre suffisant, sous la forme
« Les valeurs obtenues sont-elles toutes solutieri&quation donnée? » ou avec
plus de précision « La valeur 3 est-elle solutierf @quation donnée? »

Exercice M1

Pour les exercices de mathématiques, l'usage debines était explicitement
autorisé. Le temps total de 2h15 pour la passal®rces exercices, soit une
moyenne d’un peu plus de 30 minutes par exercieg, gtre jugé suffisant. Pour le
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premier exercice, de multiples traitements sontsipiss. Par exemple avec le
logiciel GeoGebra, un tracé de quelques courbes Ilde famille

y=x++ X -4ax-3a dépendant du paramétra permettait de répondre
rapidement : Poua > 0O, la courbe ne coupe pas I'axe deslonc I'équation n'a
pas de solution; poust =0 (voir Figure 2), I'équation admet tout nombrelrée
négatif comme solution (placer alors une croix diéagant-derniére ligne de la
colonne) ; pour < 0, la courbe coupe en un point 'axe adeslonc I'équation a
une solution unique.

a=0
L 4

34 curseur

f(x) = x + sqrt(x*- da x) - 3a

T T T

T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-~

Figure 2. Traitement rapide de I'exercice M1 avenGebra.

D’autres traitements sont possibles. Par exemplec de logiciel Derive, la
commande SOLVE(x-(x - 4)) + x - 3, x, Real) renvoie la réponsal&e”, ce qui
indique que I'équation proposée n'a pas de solytimra = 1. Sans recourir a des
TIC (calculatrice programmable ou ordinateur), oeutpconduire une étude
analogue a celle montrée dans I'exercice D2, danste radical.

x++/ X —4ax= 33 L’équation donnée
X% - 4ax=3a- x On isole le radical
X2 —4ax= (3a— )92 On éléve au carré les deux membres
x* —4ax=9& — 6axt X On développe le second membre
2ax=9a On simplifie et isole

Sauf sia est nul, I'équation ne peut donc avoir pour solutijuex = 9a/2. Et la
vérification dans I'équation donnée conduit a égacette valeur comme solution
si a est positif, c’est-a-dire qu'il N’y a pas de sauatdans ce cas.
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Exercice M2

L'exercice porte sur une construction tout en présg une figure achevée. Il faut
donc la déconstruire, notamment en se représelataituation initiale. L’énoncé
aidait en indiquant « A partir de deux droites gises de méme origine ». Ces
deux droites sont celles qui se coupent en O dempioles marques de graduation
indiquant 1. Le segment joignant I'une de ces mesgau point marqua a été
tracé ensuite, suivi pour conclure par la paralelee segment qui va produire le
résultat vouluab, qui résulte de la propriété de Thal@bdest aa commeb est a 1.

La construction de Descartes a le gros intérétiramament a la multiplicatioab
vue comme aire d'un rectangle de céést b, de présenter le produit comme une
longueur, autrement dit un objet mathématique qua anéme dimension que
chacun de ses facteurs. De plus la constructiorogstante pour les nombres
négatifs et fournit alors directement la regle sigaes, habituellement si difficile a
faire comprendre aux éléves. La seule propriétélgwenstruction met moins en
évidence que le produit comme aire de rectangl&aadistributivité du produit sur
la somme. La figure 3 illustre cette propriété, diirgerprétation de la somme
comme translation (la fleche qui va de ©® @ést égale a celle qui va déb + c) et
I'observation de la congruence des deux triangliseg permettent de justifier.

Figure 3. Distributivitéa(b + c) =ab + acdans la construction de Descartes
Exercice M3

L’exercice demande d’obtenir en géométrie analgilgulieu de I'orthocentre d’un
triangle ABC dont les sommets A et B sont fixesCetlécrit une paralléle a la
droite AB. Il parait naturel pour cette situatiom choisir I'axe deg confondu avec
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la droite AB. La hauteur du triangle ABC issue dest alors parallele a I'axe des
y, donc a pour équation=t, out désigne I'abscisse de C.

Cela conduit, malgré la symétrie de role
1 de A et B, a privilégier I'un de ces
sommets, par exemple A, en choisissant

en ce point l'origine des axes. Dans ces
conditions (Figure 4), les sommets ont
respectivement pour  coordonnées
A(O, 0), B(b, 0), C(t, c), et la droite BC a

pour pente c/(t — b). Il en résulte que sa
perpendiculaire en A a pour équation :
y=(b - t)x/c. Les coordonnées de
I'orthocentre H sont ainsi (t, (b — t)t/c),

et le lieu de H est donc la parabole
d’équation y = (b — x)x/c.

Figure 4.
Exercice M4

L'exercice M4 porte sur le jeu de la « course &2@quel a pu étre utilisé a
I'école primaire au profit d'un apprentissage deéildsion. Ici, on ne recherche pas
le gain, mais on cherche le nombre de parties IpessiMéme si la situation

présentée est finie, elle échappe par sa taillesaékolutions par comptage direct.
Deux pistes différentes peuvent étre suivie pouerib le nombre de parties

possibles de « course a 20 » : I'une reléve d'uir@agdche combinatoire, I'autre
d’'une démarche inductive.

La démarche combinatoire consiste a considérerodila plus longue partie

possible, celle ou I'on n'ajoute que 1 a chaquepc@ette partie est de 20 coups.
Ensuite, on considére les parties dans lesquetiemuta ajouté 2 lors de I'un des
coups. Ces parties comportent 19 coups et onadalitun quelconque de ceux-ci.

18
Elles sont donc au nombre de 19. Les parties erodgs sont au nhombre tgezj :

le nombre de possibilités de choisir 2 élémentspdB. De méme on obtiendra

17
( 3j parties en 17 coups. Et ainsi de suite, jusquididue partie en 10 coups ou

I'on ajoute 2 chaque fois. D’ou le nombre total@)(de parties de « course a 20 » :

0 (20-k
p(20)=Z( ; j
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La démarche inductive consiste a observer quedicm20 soit aprés avoir dit 19,

soit aprés avoir dit 18. Autrement dit, si p(n)igés le nombre de parties possibles

de course a n, on obtient la relation p(20) = p@$(18), et plus généralement

p(n) = p(n — 1) + p(n — 2). On reconnait la la tieta classique des suites de

Fibonacci. Ci-apres nous reproduisons les sortieglEEorrespondant a chacune de
20-k

ces deux démarches, avec les combinai ong pourk allant de 0 & 10 dans

la démarche combunatoire et les nombreg g€ parties possibles de coursa a
pourn allant de 1 & 20 dans la démarche inductive, ldteédinal étant 10946.

Démarche combinatoire Démarche inductive

0 1 1 1
1 19 2 2
2 153 3 3
3 680 4 5
4 1820 5 8
5 3003 6 13
6 3003 7 21
7 1716 8 34
8 495 9 55
9 55 10 89
10 1 11 144
Somme 10946 12 233
13 377

14 610

15 987

16 1597

17 2584

18 4181

19 6765

20 10946

Remarques sur les compétences sollicitées par legkeices proposés

Les exercices proposés ont été choisis pour étrpambles aux exercices posés
lors des épreuves de recrutement des professaugscea) soit en France ou au
Mexique. Nous avons aussi voulu gqu'ils soient thafs des principes N(N+1) ou
NN’ que nous avons présentés dans le § 3. Noussazamsidéré pour ce faire que
N est le niveau du collége francais ou dedaundariamexicaine et N+1 le niveau
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du baccalauréapteparatoriaau Mexique), ce qui nous a conduit a ne pas reteni
d’exercices de niveau proprement universitaire.

L'exercice le plus en conformité avec le principeNM1) est I'exercice M3, la
parabole lieu de l'orthocentre d'un triangle, c&st un exercice qui serait tres
normalement soumis a des lycéens préparant le lnacéat, simplement peut-étre
en précisant le repére a utiliser, plutét que denfier le choix aux personnes
interrogées. Des quatre exercices mathématiquebjdellustratif du principe NN’
est M2, le produit par la construction de Descartps ne mobilise aucune
connaissance dépassant le niveau de la scolarii§atire, mais améne a
approfondir le concept de produit de nombres bagu@ius que cela est fait dans
le discours mathématique scolaire. Pour les exescMl et M4, I'informatique
représente dans chaque cas un apport intéressaistde maniére tres différente
pour les deux exercices: Pour M4 (les parties deseoa 20), I'informatique vient
aprés la résolution: ce n'est qu’'une fois une déhmrtrouvée (combinatoire ou
inductive) que l'outil calcul opérera sur les objeteterminés. Et I'obtention de
'une ou l'autre démarche suppose une bonne cultba¢hématique, faute de
laquelle on n’a aucune chance de faire surgir lget® mathématiques pertinents.
Pour M1 au contraire, nous avons vu que l'inforoai peut fournir des résultats
expérimentaux qui permettent de répondre sansr a@npletement conduit
I'étude mathématique; au passage, notons que o&Edigction est une critique
frequemment exprimée par les détracteurs de Batilbn de I'outil informatique
dans I'enseignement.

Au total, mise a part I'absence d'un exercice geindnderait de produire une
démonstration, les quatre exercices retenus coestit un échantillon qui
représente bien les divers types de démarches matigées que I'on peut
attendre de professeurs.

4.2 Application des questionnaires, population inteogée et résultats

Les questionnaires qui viennent d’étre présentégténappliqué en 2012 et 2013 a
deux groupes d’étudiants en formation de professdarmathématiques, I'un au
Mexique et l'autre en France, chaque groupe redev@ndemment les
questionnaires dans sa langue. Les réponses obtgmue le groupe francais,
constitué d’étudiants de la préparation de PafBidérot, ont été au nombre de
douze et pour les étudiants de I'Ecole Normale Sepee de I'Etat de México de
dix-sept. lls s’agit donc de petits effectifs, gonduisent a situer la présente étude
comme une étude de cas et a I'analyser comme tedie si 'on peut considérer
que les deux groupes ont un certain caractere giEésentativité du public en
formation de professeurs de mathématiques, coraptedes sélections auxquelles
ce public est soumis.
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Sans entrer dans les détails, nous pouvons indiquerles questionnaires de
positionnement et de motivations ont conduit ardesltats assez voisins entre les
deux pays: on s’y oriente vers les métiers de €mmement pour des raisons
similaires. Mais les trajectoires d’études sontiniites: Les étudiants francais ont
passé une licence de mathénatiques avant de #'tscl’ESPE, les étudiants

mexicains sont entrés a I'Ecole Normale Supériguiéssue d'études de type

lycée, ne leur donnant que des connaissancesasagfibs de mathématiques. Leur
formation & I'Ecole, ainsi que nous l'avions vu sde tableau 3, n'a ensuite

comporté que 16% de crédits pour I'étude des mathigoes, alors que 66% des
crédits de formation sont dévolus aux mathématigiaes le programme francais.
La formation mathématique des mexicains est dottement moins poussée que
celle des francais, alors qu’ils bénéficient enarmhe de plus de formation

pédagogique et didactique.

Ces contrastes se retrouvent dans les réponsedeanxjuestions didactiques des
exercices D1 et D2: Des 17 étudiants mexicaingel®ent associer des concepts
didactiques aux personnages indiqués, ce que 2edbs 12 étudiants francais

savent faire. Et en contraste, si moins d’'un @ttdidu groupe mexicain sur quatre
s'est rendu compte de I'erreur présentée par leeaipleve de I'exercice D2, deux

étudiants frangais sur trois I'ont repérée (voigufe 5). Un tel résultat serait

inquiétant pour la formation mexicaine, si le sujet la copie présentée dans
I'exercice D1, au lieu d’étre dereparatoria(lycée), était dsecundarig/collége).

Réponses correctes aux exercices D1 et D2
o 15
T wn 8
8¢ 10
£5t ;
S e 8
0
D1 D2
M Francia (12 estudiantes) 2
M México (17 estudiantes) 12

Figure 5. Réponses aux questions didactiques

Pour les résultats aux exercices mathématiques, mmws sommes rapportés a des
criteres suffisants par rapport a I'idée de compegequi nous intéresse, donc des
réussites au moins partielles, sans exiger desitésigotales. C’est ainsi que pour
M1, les réponses correctes seront suffisantes, saigence de justification
compléte, que pour M2, nous compterons comme téusse réponse correcte a la
premiére question, sans nous inquiéter des susjarge que pour M3 la
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reconnaissance d’'une parabole sera suffisante, nsresen équation n’est pas
donnée.

Réussites au moins partielles aux exercices
mathématiques
12
3« 10
g g8
8 0 © 8
EZ2
© - 5 6
2 % o 4
2
0
M1 M2 M3 M4
M Francia (12 estudiantes) 6 12 7 0
B México (17 estudiantes) 1 1

Figure 6. Réussites au moins partielles aux exesaitathématiques proposés

Les résultats apparaissent sur le Figure 6. Rsuétudiants du groupe francais, la
gamme de réussite est compléte: réussite de tawdfiy d’environ la moitié pour
M1 et M3, échec total pour M4. Et, comme on pousagitattendre compte tenu de
leur programme de formation, les résultats desiattel du groupe mexicain sont
faibles sur les questions qui dépassent le niveala secundaria Seul I'exercice
M3 (lieu d'un orthocentre) a amené la plupart degliénts de ce groupe a se
lancer dans des recherches, mais le succés n'estna@z-vous que pour un
étudiant sur quatre.

Un résultat dont 'ampleur nous a frappés est catiénu sur M2: Ont réussi cet
exercice tous les étudiants du groupe francaisieteul du groupe mexicain. Or,
nous l'avons dit, cet exercice he mobilise aucwoisaqui dépasse le niveau de la
scolarité obligatoire. Un étudiant mexicain nousit® une piste possible pour
expliquer ce phénomene, en déclarant (nous tragklises propos) :3e n'ai pas
réussi a interpréter le schéma. Je ne l'avais paswparavant» C’est peut-étre
alors non pas tant les connaissances mathématjgeels_maturité mathématique
qui pourrait faire défaut aux étudiants mexicai&s. 'acquisition d'une telle
maturité pourrait étre favorisée sans doute par egmaine augmentation des
crédits affectés a la formation proprement mathi&meatf mais aussi par la
mobilisation dans cette formation du principe N(IN{lutét que de privilégier
presque exclusivement le principe NN'. En effetplemier, en ne se focalisant pas
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Y

sur les contenus a enseigner, pourrait favorisacqlisition de davantage
d’autonomie dans I'activité mathématique.

En annexe 3, nous avons reproduit deux réponseseidice M3 et deux réponses
a lI'exercice M4, chaque fois une de chaque paysisDa réponse de I'étudiant
francais & M3, on peut voir une caractéristiqueasgtiisouvent présente, mais n’est
pas visible sur les seuls résultats : une tendancépondre rapidement. Pour
I'étudiant francgais qui a produit la réponse a M3ecours & Geogebra lui a permis
d’obtenir rapidement le tracé du lieu cherché. @ siest pas prononcé pour
reconnaitre dans ce tracé une parabole. Il sedrquiavec Geogebra, le tracé du
lieu est malheureusement inopérant pour une paahellogiciel ne se prononce
pas sur sa nature et, si 'on prend cing pointBeduobtenu et que I'on demande au
logiciel la conique définie par ces cing points, rdtournera une équation
approchée, mais celle-ci correspondra immanqualsieraeune conique autre
gu’une parabole (notre essai nous a retourné Uipse)l Remarquons au passage
que le logiciel Cabri est plus performant ici, drohe I'équation du lieu, alors qu'il
faut reprendre toute I'étude avec Geogebra et pgmgela géométrie analytique
gue I'énoncé suggere. L’étudiant ne I'a pas faiurRcet exercice M3, une majorité
des étudiants frangais a eu recours a un logiceel gdométrie dynamique
(Geogebra), mais ce n’est donc pas une garantiéudsite.

La réponse reproduite & ce méme exercice M3 deidignt mexicain est
incorrecte, mais pour une autre raison que ledfalter vite. L’étudiant n’a pas eu
recours a linformatique, il a procédé a des camsions « papier-crayon ».
Signalons au passage que le recours a la techad@agié, d’'une maniere générale,
bien moindre pour les étudiants du groupe mexicpia pour ceux du groupe
francais. Suite aux quelques tracés effectuégydiagnt exprime l'idée que le lieu
cherché est un demi-cercle, peut-étre en référanoauvais escient au théoréeme
de Thales sur I'angle droit, parce que qui dit bautdit angle droit. On peut
avancer que ce type d'erreur correspond a une ©wamze insuffisamment
assimilée.

La tendance des étudiants francais a répondrestiterobablement favorisée par la
nature des épreuves des concours francais, ddahdmeur exige en retour une
bonne vitesse de résolution. Si I'on préte attenttax manifestations de ce
phénoméne, on peut facilement en repérer parmirépenses données. Par
exemple, une réponse (non reproduite) d’'un étudieamcais a I'exercice M1
consiste a obtenir avec la machine des tracés lpsudeux valeurs 1 et -1 du
parametrea. Il en déduit des réponses correctes @our0 eta < 0. Mais poura =

0, il ne se réfere pas a un tracé et conclut sansrent a I'appui que tout réel est
solution, ce qui est faux. Ici, la vitesse est iaffesenue de la précipitation. Sans
doute l'entrainement a travailler vite est-il booup la formation de futurs
mathématiciens, mais en est-il de méme pour celleitdrrs professeurs ?
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Les réponses a M4 reproduites en annexe 3 rentorsiebesoin était, les propos
qui précedent. Il s'agit des réponses fourniesupaétudiant francais et un étudiant
mexicain, qui sont tous deux entrés dans la dérmmaodmbinatoire. Mais si
I'étudiant mexicain a conclu correctement, I'étuditancais a commis des erreurs
par mangque de soin, en allant vite.

Conclusion

Pour limité qu'il soit, le regard que nous avonst@aur les formations initiales de
professeurs de mathématiques dans les deux paysnr&tidence des pistes de
réflexion pour de possibles améliorations, pouvaappuyer sur des recherches
expérimentales. L'étude comparée a en effet coralules questionnements qui
n'auraient pas surgi dans des études séparées.

Du c6té francais, le dogme de la formation uniqoerpes professeurs enseignant
tant au college qu'au lycée mérite d'étre queston@e dogme avec pour
conséquence la quasi exclusivité accordée au sagbirau savoir-faire
mathématique pour le pré-recrutement (le concour€APES) risque d'avoir des
effets négatifs surtout pour I'enseignement au egell francais. En effet
I'application du principe N(N+1) s’est transformée factoen un principe N(N+2)
pour les professeurs qui enseigneront au collesggchis, avec le risque pour eux
de se couper de leur public. Par ailleurs, poumdomun exemple pédagogique,
connaitre Socrate au moment de corriger une capiemahématique n’est sans
doute pas inutile.

De c6té mexicain, I'organisation générale semblesfagsante, et d'ailleurs les
résultats de I'enquéte PISA au Mexique entre 2Q@D&2 sont apparus en hausse
notable, contrairement a la France ou ils se sétdridrés durant la méme période.
En revanche, un sérieux regard sur les contenysopés dans la formation de
I'Ecole Normale Supérieure pourrait permettre desélerations sensibles du
niveau mathématique des professeurs recrutés psaresen retour pour la qualité
de leur enseignement, au contraire. Les nombreséthts peuvent étre discutés,
mais aussi la philosophie de la formation propreémesthématique, pour laquelle
le principe N(N+1) pourrait étre mis en concurreagec le principe NN’ qui seul
fonctionne actuellement.
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Annexe 1 DEUX QUESTIONS DIDACTIQUES
Exercice D1 : Une question de connaissance de ladctique des
mathématiques

Pouvez-vous associer un concept didactique a chdgsipersonnages qui
suivent?

Socrate :

Piaget :

Vygotsky :

Brousseau :

Exercice D2

Corriger la résolution suivante d’équation par yeékn, en lui attribuant
une note de 0 a 5 et en rédigeant le commentage/gus destineriez a cet
éleve.

3. Résoudue {'éguation Note proposée (de 0 a 5)
T3 =x-5 T wose ||
(T77F = (e gyt (7 39=0 Commentaire pour
2 I XE o I'éleve
Ix = Kloenas Iy
¥ o949 =0 =y<3
(K-f.)_{f-jj:o cemumie G2
=3 [%2 G _ d 3¢3
-ﬂu?b,:‘.m fes selutions sent '."'.'-.";
\ i
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Annexe 2 QUESTIONNAIRE DE MATHEMATIQUES

Durée: 2 heures. Calculatrice programmable ou ordiateur
personnel autorisés

Exercice M1
Dans le corps R des nombres réels, on considequadt®n suivante,

dépendant du parametie
X+ X2 -4ax=3a

Pour chague colonne de la table ci-dessous, plaxgecroix dans la case qui
convient.

Dans le cas ou

a<0 |a=0 |a>0

I'équation a 0 solution

'équation a 1 solution

I'équation a 2 solutions

I'équation a une infinité de solutions ne rec@unt
pas R

I'équation admet tout élément de R comme saiutio

Pour répondre, avez-vous utilisé l'outil informaigq (de la calculatrice
programmableal’ordinateur)lj Oui |:| nNo

En cas de réponse affirmative, merci de précisévdment I'outil utilisé et
'usage fait :
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ExerciceM2

A partir de deux droites graduées de méme originar obtenir le produit
de deux nombres, René Descartes propose une méthodel’appendice
géométrique a son famewdiscours de la MéthodéDescartes, 1637, p.
298).

/o1 a an\

Figure. lllustration de I'obtention géométrique de axb lgaméthode de
Descartes.

1) Ainsi que Descartes I'a fait, décrire la constian illustrée pour
I'obtention géométrique du produit axb.

2) Justifier I'obtention géomeétrique du produit gedr cette construction.

3) lllustrer géométriquement la distributivité dwguit sur la somme.

4) LaFigure tracée illustre la méthode de Descartes danssldeaeux
nombres positifs. A la lumiere de la constructioommenter laegle des
signespour le produit de deux nombres relatifs.
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Exercice M3

Un triangleABC a ses sommet& et B fixes, tandis que son somm@test
mobile sur une droite paralléle AB. Quel est le lieu géométrique de
I'orthocentre du triangl&BC ? Justifier la réponse.

Recommandation : Choisir un repére convenablecsture a la géométrie
analytique.

Exercice M4.

La course a vingtest un jeu pour deux joueurs. Le premier joueur
commence le jeu en disant 1 ou 2, a son choix. iffnsthacun des deux
joueurs, a tour de réle, ajoute au dernier nomiagdé 1 ou 2, toujours a
son choix. Le gagnant est le joueur qui dit vingt.

A |1 5 7 10 14 17 20

B 3 6 9 12 16 18

La table ci-dessus montre une partie, dont le gaigest le joueur A.

A |1l 5 7 10 13 16 19

B 3 6 9 11 14 17 2(

Et cette autre table montre une revanche du joBeur

Combien y a-t-il de parties possibles deourse a vingt 2ustifier la réponse.
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REPRODUCTION DE REPONSES A M3 ET M4

Annexe 3
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