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Résumé : Le point de départ de cet article est un TPE, en Terminale Sciences de I'Ingénieur,
intitulé « Le réve de PTOLEMEE réalisé ». Il décrit comment les éléves ont modélisé et fait tourner
(c’est le cas de le dire!), grace a la CAO, le systéme géocentrique de PTOLEMEE.
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Mécanique - Modélisation - Mouvement rétrograde - Mouvement circulaire uniforme - Platon -
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« Il faut, autant qu’on le peut, adapter les hypothéses les plus
simples aux mouvements célestes; mais si elles ne suffisent pas, il
faut en choisir d’autres qui les expliquent mieux ».

Claude PTOLEMEE, Almageste, XII, 2

Depuis belle lurette ’astronomie n’est plus enseignée en cours de mathématiques ; I’homme
a posé le pied sur la Lune et la conquéte spatiale ne semble plus faire réver les jeunes. Et
pourtant cet article relate une activité pluridisciplinaire sur fond d’astronomie. Le point de
départ est un TPE, en Terminale Sciences de 1'Ingénieur, intitulé « Le réve de PTOLEMEE
réalisé ». Il s’agit de modéliser et de faire tourner (c’est le cas de le dire!), grace a la CAO,
le systéme géocentrique de PTOLEMEE. Cet article est directement tiré des documents
élaborés par les éleves.

Quel est le probleme ?

1) Comprendre le mouvement réel des planétes et leur mouvement apparent vu depuis
la Terre.

2) Comprendre les principes du systeme de PTOLEMEE et replacer ce dernier dans son
contexte historique.

3) Passer du qualitatif au quantitatif, c’est-a-dire trouver les valeurs numériques qui font
tourner le systétme de PTOLEMEE d’une facon qui corresponde aux observations.

4) Réaliser, grace a la CAO (Conception Assistée par Ordinateur), la « machine » ima-
ginée par PTOLEMEE.

Que voit-on dans le ciel 7

Nous savons aujourd’hui que les planetes décrivent des orbites elliptiques dont le Soleil
occupe un des foyers. De plus la gravitation accélere les planetes lorsqu’elles se rapprochent
du Soleil. Mais, vues depuis la Terre, les planetes zigzaguent dans le ciel, en formant parfois
des boucles, avec des vitesses et un éclat variables. C’est le mouvement rétrograde. Ce
phénomene s’explique facilement par le schéma suivant.
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Le mouvement rétrograde de Mars

Ce que 'on observe L’explication

Ce sont les différentes positions de Mars, sur le fond du ciel, et vues depuis la Terre, qui
donnent I'illusion que Mars décrit une boucle.

Le contexte historique

PYTHAGORE (V1° s. av. J.C.) La Terre est au centre de I'univers. Les cinq planétes connues
(Mercure, Vénus, Mars, Jupiter et Saturne), le Soleil et la Lune tournent autour de la
Terre sur des orbites circulaires et a vitesse constante. Leurs distances a la Terre sont
proportionnelles & la longueur des cordes d’une lyre de facon a tourner en produisant
une musique harmonieuse a l'oreille des dieux.

PHILOLAOS (V€ s. av. J.C.) Eleve de Pythagore, il fait tourner les corps célestes, Terre
comprise, autour d’un feu central, invisible depuis la Terre car masqué par une contre-
Terre.

HERACLIDE (V© s. av. J.C.) La Terre est située au centre du monde et tourne sur son axe,
ce qui explique alternance jour-nuit. Les autres corps tournent autour de la Terre ; mais
Vénus et Mars tournent autour du Soleil.

ARISTARQUE (11I° s. av. J.C.) Il décrit un systeme héliocentrique animé de mouvements
circulaires uniformes. ARISTARQUE est contemporain d’APOLLONIOS et de son traité
sur les coniques. Pourtant son systeme ne fut pas accepté. D’une part il heurtait des
convictions philosophiques (PLATON) puis religieuses (christianisme). D’autre part, on
aurait di observer un phénomene de parallaxe sur les étoiles (la sphere des fixes). En
effet quand on observe une étoile , a six mois d’intervalle, donc a 300 millions de km
d’écart, on observe une différence angulaire, c’est la parallaxe. Or il n’en était rien
avec les mesures de I’époque, dont la précision était d’environ 20’ ; alors que 1’étoile la
plus proche, Proxima du Centaure, a une parallaxe de 0,772"”. De plus on attendait
une parallaxe importante a cause d’une sous-estimation de la distance de la Terre aux
étoiles.

Le mouvement rétrograde comme préoccupation majeure

EUDOXE (1v€ s. av. J.C.) Il imagine un systéme de 27 spheres différentes ( 4 par planéte et
3 pour le Soleil et la Lune), immatérielles, concentriques mais avec des axes de rotation
différents. Leurs mouvements entrainent les planetes et expliquent la rétrogradation.
Aristote perfectionnera ce systeme avec 55 spheres. Mais ce systeme ne rend pas compte
de la variation de luminosité et de taille des planetes puisque leur distance a la Terre
reste constante.

APOLLONIOS (111° s. av. J.C.) Il introduit le systéme des épicycles qui explique le mouve-
ment rétrograde et la variation de vitesse. PTOLEMEE reprendra cette idée dans I’Al-
mageste.

PTOLEMEE (11° s. ap. J.C.) Il expose son systéme du monde dans I’Almageste. Son titre
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grec est Composition Mathématique. Mais il fut bientot désigné par La trés grande
syntaze; « tres grand » se dit uéytoToo en grec, ce qui donna en arabe al-midjisti puis
Almageste.

La suite de I'histoire est connue, COPERNIC, et surtout KEPLER et NEWTON.

Les éleves se procurent une version de I’Almageste sur Gallica ([5]), le site de la bibliotheque
numérique de la BNF, 800 pages en version bilingue, dans une traduction datant de 1813-
1816.
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Extrait de I’ Almageste

Les principes du systeme de Ptolémée

Le systéme cosmologique de PTOLEMEE repose sur trois principes, les épicycles, ’excen-
trique et [’équant. Ils visent a conserver les deux dogmes du géocentrisme et du mouvement
circulaire uniforme tout en correspondant aux observations.
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L’épicycle

La planete se déplace sur un petit cercle, ’épicycle, dont le centre M tourne lui-méme sur la
circonférence du grand cercle, dit déférent, centré sur la Terre. Cette construction permet
d’expliquer le mouvement rétrograde des planetes. Mais il n’explique pas les variations de
vitesse hors des boucles de rétrogradation.

EFICYCLE L
” . PLANETE

N PLANETE %
A droite on a le mou- ;" : aﬂ
vement apparent de la :}Q S
planete, vu depuis la Terre, _;';___._::____:fz.gr_-E:F;-;é::__. FE R
et a gauche le systeme qui - :
I’engendre. )

DEFERENT

L’excentrique

La terre est décalée du centre du déférent. Dans I’ Almageste, le déférent sera ainsi nommé
excentrique. On remarque que ce principe est une entorse au dogme du géocentrisme.
L’excentrique permet d’expliquer les variations de vitesse linéaire, vues depuis la Terre, et
complete ainsi ’épicycle.

i SiLEIL

TEARE == EBEWL . TERAE 7
difément excentnd
PLANETE ERICYCLE .

- o e R e e s e ..
TERAE  CEMTRE TERRE

EXCEMTRMARE

L’équant

Malgré la complexité de leurs propriétés conjuguées, déférent, excentrique et épicycles
ne décrivent pas les mouvements planétaires avec suffisamment de précision. PTOLEMEE
a donc ajouté a son systeme la notion d’équant. C’est le point par rapport auquel le
mouvement de 1’épicycle est uniforme en vitesse angulaire.
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Dans le systeme complet, le centre de 'excentrique C, I’équant E et la Terre T sont donc
distincts. La combinaison des propriétés de ces trois principes rend compte a la fois des
variations de vitesse et du mouvement rétrograde.

Les successeurs de PTOLEMEE rajouteront d’autres épicycles pour mieux coller aux ob-
servations (jusqu’a 20 par planete). Cette méthode préfigure la décomposition en série de
FOURIER. En effet le mouvement des planétes, vu depuis la Terre, est périodique, mais
pas circulaire & cause des boucles de rétrogradation. Les épicycles de PTOLEMEE, et celles
plus petites rajoutées par ses successeurs, forment les premiers termes de la décomposition
du mouvement apparent des planetes en somme de mouvements circulaires.

Que faut-il obtenir ?

Sur le site de I'Institut de Mécanique Céleste et de Calcul des Ephémérides ([4]) les
éleves utilisent un générateur d’éphémérides. Ils choisissent des coordonnées rectangu-
laires, écliptiques et géocentriques. Ils ne tiennent pas compte de la cote, considérant ainsi
les trajectoires des planetes projetées sur le plan de I’écliptique. Ils prennent les positions
des planetes de semaine en semaine pour les planetes proches et de quinzaine en quinzaine
pour Jupiter et Saturne. Pour Saturne ils considerent deux révolutions, soient 59 ans ter-
restres, ce qui fait beaucoup de quinzaines! Il y a un gros travail de saisie des données car
ils ne trouvent pas le moyen de les recopier automatiquement. Le copier-coller a encore
des progres & faire! Ensuite ils font tracer les courbes correspondantes sous Excel. Et ce
sont ces trajectoires que doit reproduire la machine de PTOLEMEE, qui reste & modéliser.
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Voici les trajectoires par rapport a la terre qu’ils ont ainsi obtenues.

Trajectoire de Mercure sur 4
ans terrestres

Trajectoire de Vénus sur 7 ans
terrestres

Trajectoire de Mars sur 2 ans
terrestres

Trajectoire de Jupiter sur 12
ans terrestres
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Trajectoire de Saturne sur un
an saturnien (10752 jours)

puis sur deux ans (21504
jours), soient respectivement
29 ans terrestres et demi, et
59 ans terrestres

Ensuite pour se faire la main, les éleves simulent le mouvement apparent des planetes
a l'aide de Cabri Géometre. Cela leur permet de se familiariser avec les distances et les

vitesses de révolution.

A droite on a le systeme
héliocentrique a 1’échelle pour
les distances et les vitesses. A
gauche on reporte le vecteur
Terre-Planete avec la Terre
fixe.

Trajectoire de Mars pour un
an martien (685 jours)

MERCURE distance Soleil Terre = 4,01 cm

distance Soleil Mercure =156 cm (0,39 ua)

2N

¢

N

rotation angulaire Mercure =88 j

MARS

]

N/

/ distance Soleil Terre = 2,1 cm

= distance Soleil Mars = 3.2 cm (1.5 ua)
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JUPITER  distance Soleil Terre =1 cm
distance Soleil Jupiter = 5.2 cm (5.2 ua)
s d o
Trajectoire de Jupiter pour un ) : E S
an jupitérien (4330 jours) _ ; s
_____ o, g
__________ 2 B 7

Distances et vitesses chez Ptolémée

Tout cela est tres joli mais découle de I’héliocentrisme. Il serait temps d’aborder le coeur
du TPE, a savoir, dans le systeme géocentrique de PTOLEMEE, quels sont les rapports
entre les rayons du déférent et de ’épicycle et entre ceux de l’excentrique et I’équant;
quelles sont les vitesses de rotation de la planete sur ’épicycle, et du centre de 1’épicycle
sur le déférent ? C’est tres facile il suffit de lire I’ Almageste!

Les distances

Les éleves découvrent que lorsque PTOLEMEE écrit « Si donc la droite EB est de 120, EL
en aura 17P28', ... », il faut comprendre que

28\ EB
EL=(17+2)x 22
<7+6O> * 120

sachant que EB est elle-méme la 56P4’ partie d’une autre longueur. De fagon générale
n

la notation nPm’ désigne la valeur du rapport entre deux grandeurs, ici —— + _m
120 120 x 60

Chaque chapitre de I’Almageste consacré a une planete, se termine par la détermination
de la grandeur de I’épicycle.

« Ainsi donc, il nous est démontré que ’apogée de Saturne, au commen-
cement du régne d’Antonin, était sur le 23° degré du scorpion, et que
le rayon de I'excentrique qui porte I’épicycle, étant de 607, et la droite
entre les centres du zodiaque et de 'excentrique qui rend le mouvement
uniforme, de 6750/, le rayon de 1’épicycle est de 6P30'. Ce qu’il fallait
trouver. »

Ils obtiennent le tableau suivant pour un déférent mesurant 60 parties :

Epicycle Excentrique et équant
Parties | Rapport | Parties Rapport
Mercure | 22P3(’ 0.375 37 0.05
Vénus 43P10 0.7194 1715 0.0208
Mars 39730/ 0.6583 2r39’ 0.0442
Jupiter 11730’ 0.19167 550 0.0972
Saturne 6P30/ 0.1083 6r50’ 0.1139




LE REVE DE PTOLEMEE REALISE 53

Les vitesses

PTOLEMEE ignorait les notions de vitesse angulaire et radiale. Il se servait du zo-
diaque pour déterminer le mouvement des planetes. Voici ce que cela donne :

»... au lieu moyen du soleil. Nous avons observé que la premiere,
par le moyen de l’astrobale, au soir du 7 au 8 du mois égyptien
Pachom de la onziéeme année d’Adrien, en 1913’ des serres®; et la
seconde le 18 du mois égyptien Epiphi de la 17¢ année d’Adrien.
Nous avons calculé d’aprés les observations que nous fimes lors de
cette opposition, que l'instant de 'opposition juste, fut a quatre
heures aprés midi, et le lieu en 9940’ du sagittaire ; Enfin nous avons
observé la troisieme le 24 du mois égyptien mesor, la 20° année
d’Adrien, et nous avons trouvé de la méme maniére le temps de
l'opposition vraie a midi du 24, et le lieu en 14914’ du capricorne.

Or ces deux intervalles, celui de la premiere opposition a la seconde
comprend 6 années égyptiennes, 70 jours et 22 heures, et pour le
mouvement apparent de I'astre, 68?27’ . L’intervalle de la seconde a
la troisieme, renferme trois années égyptiennes, 35 jours et 20 heures
et 34934 de mouvement. Mais on trouve pour mouvement moyen
en longitude, pendant le premier intervalle pris en nombres ronds,
75%43" ; et pendant le second 37%52'. Avec ces distances, nous ... »

“Ceci désigne 1 degré et 13 minutes.

Un tel texte étant incompréhensible aux éleves ils se sont débrouillés autrement. Ils
ont constaté qu’en faisant tourner la planete n fois plus rapidement que le centre de
I’épicycle ils obtenaient n — 1 boucles.

En prenant un rapport non entier on obtient des boucles qui ne se referment pas.
Par exemple avec n = 10,5 on obtient deux séries de 9 boucles alternées.

Expérimentalement, et en se référant aux trajectoires obtenues avec Excel, ils ob-
tiennent le rapport des vitesses angulaires entre ’épicycle et la planete . Ils supposent
que tous les épicycles tournent a 1 tour par minute
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Planéte | Vitesse (tours. min~1)
Mercure 4,1
Vénus 14/9 ~ 1.55555556
Mars 2
Jupiter 12
Saturne 29.5

La modélisation

Elle a été réalisée sous Solidworks (logiciel de modélisation de pieces mécaniques)
et Méca3D (logiciel d’animation et de calcul pour des montages mécaniques). Elle
était facile car elle ne demandait pas une multitude de mesures précises ni de formes
complexes. Elle était difficile en I’absence de plans ou documents auxquels les éleves
sont habitués.

Le centre de I’épicycle se déplace sur un cercle dont le centre n’est pas le centre du
mouvement, qui est ’équant. Ce probleme a été résolu avec un vérin reliant I’équant
au centre de l'épicycle, ce dernier se déplagant sur un cylindre correspondant au
déférent.

La lecture de I’ Almageste montre que PTOLEMEE avait incliné ’épicycle de facon &
respecter les variations angulaires des rétrogradations. Le probleme a été résolu en
créant une piece intermédiaire en liaison pivot (qui supporte la planéte et permet sa
rotation autour d’un axe).

|
Planéte F

Planete et assemblage du centre de 'épicycle

‘ Piece cylindrique en
liaison avec le déférent

Piece support
de la planete

Bras équant

A cause d'un trop grand nombre de degrés de liberté, Méca3D, imposait un mou-
vement de rotation sur elle-meéme a la piece supportant la planete, au lieu de la
faire glisser sur le déférent. Les éleves ont introduit un systéeme de liaisons glissieres
(qui permettent la translation d’une piece le long d’un axe) pour contraindre cette
nouvelle piece, par rapport a laquelle tournait 'axe de la planete, a ne pas tourner
sur elle-méme. C’est la barre horizontale, coulissante, que 'on voit sur le schéma
ci-dessous.
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Et voici le systeme complet, pour une planete.
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La « machine » de Ptol
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On notera la grande variation de distance entre Vénus et la Terre, de 0,3 a 1,7
unités astronomiques. Il en va de méme pour Mars. Ceci montre que la variation
de la luminosité des planetes est loin d’étre anecdotique. Le lecteur remarquera les
anneaux de Saturne, qui n’ont pas été sans poser des problemes techniques.

Dans le cas général le mouvement apparent d’une planete est défini par
z(t) = 2a + Rcos(Qt) + r cos(wt) ot

u

y(t) = Rsin(Qt) + rsin(wt)

= distance de I’équant, et de la Terre, au centre du déférent ;

a
R = rayon du déférent ;
r = rayon de ’épicycle ;
Q

= vitesse angulaire du centre de ’épicycle par rapport a ’équant ;
w = vitesse angulaire de la planete par rapport au centre de ’épicycle .

Le Soleil décrit une ellipse, sans rétrogradation. Elle est obtenue en faisant tourner
le Soleil et le centre de I’épicycle a la méme vitesse mais dans le sens opposé. Pour
faire face aux questions du jury les éleves avaient appris a démontrer que si €2 = +w
alors on obtenait une ellipse. Faut-il rappeler que 1’étude des courbes paramétrées
n’est plus au programme des lycées ?

Et apres?

Le TPE fini les éleves ont décidé de présenter leur travail au concours Exposcience.
Cette préparation s’est faite dans le cadre d’un club scientifique ou se sont rajoutés
d’autres éleves. Dans un premier temps ils ont réalisé une vidéo. Le final montrait le
mouvement, selon le systeme de PTOLEMEE, de la totalité du systéme solaire, Soleil
compris. Le réve de PTOLEMEE était enfin réalisé !

Dans un deuxieme temps ils ont réalis¢é une maquette illustrant le principe des
épicycles. Au début c’était du bricolage de bric et de broc : un cercle de tonneau
pour le déférent, un moteur Légo pour faire tourner la planete, une tringle de rideau
coulissante pour le bras reliant I'équant au centre de 1'épicycle etc. Les choses se
sont corsées pour l'alimentation du moteur qui, a partir de I’équant, faisait tourner
I’épicycle. En effet les frottements étaient importants. Apres avoir essayé plusieurs
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solutions, dont un moteur de barbecue, ils ont dia se résoudre a prendre une ali-
mentation en 220 V. Se posait alors le probleme de la sécurité de l'installation en
vue d’Exposcience. Apres avoir tutoyé ’astronomie, 1'histoire, les mathématiques, la
mécanique, 'informatique ils allaient se plonger dans le génie électrique pour mettre
leur installation aux normes de sécurité.

Leur travail fut primé a Exposcience, puis présenté a d’autres manifestations (Féte
de la Science, Rencontres de Clubs d’Astronomie du Nord Est). Il va sans dire que le
TPE fut noté 20. L’un des protagonistes a commencé des études d’histoire, peut-étre
de la future graine d’historien des sciences ?
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