
EDITORIAL

En décembre 2004, Xavier Hascher et moi-même avons organisé à Strasbourg un colloque
dont le thème était « Mathématiques et Musique », qui a été soutenu par l’Université Marc
Bloch (Département de Musicologie) et l’Université Louis Pasteur (Institut de Recherche
Mathématique avancée et Institut de Recherche sur l’Enseignement des Mathématiques).
Les conférences de ce colloque ont été suivies par plus de soixante participants, ce qui
montre (si besoin en est) que le sujet intéresse un large public à Strasbourg. Les articles
dans ce numéro sont les textes écrits de ces conférences.

Je ne vais pas présenter ici la relation Mathématiques/Musique ; je pense qu’on pourra
s’en rendre compte en parcourant ce numéro, dont les articles présentent divers points sur
cette alliance, en abordant des sujets tels que la théorie de la musique, l’analyse musicale,
l’histoire et la philosophie.

Je voudrais profiter ici de cette occasion pour dire quelques mots sur l’enseignement de
Mathématiques et Musique à l’Université Louis Pasteur. Un cours sur un tel sujet a été
proposé ces dernières années par l’ULP, sous forme d’« Enseignement d’ouverture », que
j’ai donné pendant 6 ans. Il a été suivi chaque année, comme unité d’enseignement op-
tionnelle, par des étudiants des diverses UFR de cette université, ainsi que par quelques
étudiants en Musicologie de l’Université Marc Bloch. Par ailleurs, les étudiants de l’UFR
de Mathématiques et Informatique ont eu la possibilité de faire leurs mémoires de mâıtrise
ou de DEA sur ce sujet, et deux des auteurs de ce numéro, Myriam Fischer et Rachel
Tacquard, ont fait respectivement leur mémoire de DEA et de mâıtrise dans ce domaine.
Depuis la rentrée 2005-2006, et avec l’application de la réforme LMD, ce cours a pris un
statut plus officiel puisqu’il fait partie intégrante du cursus des étudiants de Musicologie de
l’Université Marc Bloch, ainsi que de celui des étudiants de Mathématiques et de Physique
de l’Université Louis Pasteur. C’est l’un des rares cours (peut-être le seul ?) qui associe
des enseignants de ces deux universités et qui réunit dans une même salle et de manière
officielle des étudiants des deux universités. L’idée de faire ce cours commun est née chez
Xavier Hascher et elle a été accueillie très favorablement par Jacques Franchi, Direc-
teur du Département de Mathématiques de l’ULP. Je tiens ici à les remercier vivement
tous les deux. Les physiciens ont ensuite inclus ce cours dans leurs cursus.

Je termine par un mot sur les auteurs : Moreno Andreatta est chargé de recherche au
CNRS et travaille à l’IRCAM (Institut de Recherche et Coordination Acoustique/Musique,
Paris), Myriam Fischer est professeur agrégée au collège Pierre de Brossolette de Bondy,
Xavier Hascher est mâıtre de conférences et directeur du Département de Musicologie à
l’Université Marc Bloch, Athanase Papadopoulos est chargé de recherche au CNRS et
travaille à l’IRMA et Rachel Tacquard est professeur agrégée au lycée Le Corbusier à
Illkirch.

Xavier Hascher a eu la gentillesse d’inclure à la fin de son article un lexique des mots
musicaux techniques, et les lecteurs de l’Ouvert lui seront certainement reconnaissants.

Athanase Papadopoulos
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QUELQUES ASPECTS THÉORIQUES D’UNE APPROCHE
ALGÉBRIQUE EN MUSIQUE

Moreno Andreatta

Résumé : Nous reprenons ici quelques éléments que nous avons développés dans le cadre d’une
thèse en musicologie computationnelle intitulée « Méthodes algébriques en musique et musicologie
du XXe siècle : aspects théoriques, analytiques et compositionnels » [6]. Au-delà d’une étude histo-
rique, qui vise à retracer l’émergence du concept de structure algébrique en musique et musicologie
du XXe siècle, la thèse analyse également quelques problèmes théoriques en musique susceptibles
d’intéresser aussi bien les musicologues et les compositeurs que les mathématiciens et les informa-
ticiens. À la différence de l’approche traditionnelle dans l’étude des rapports entre mathématiques
et musique, consistant à discuter l’application d’outils mathématiques au domaine musical, nous
avons choisi de partir de quelques problèmes mathématiques posés par la théorie de la musique,
l’analyse musicale et la composition afin d’essayer de mettre en évidence la place singulière des
méthodes algébriques dans la musicologie du XXe siècle. Nous en analysons ici quelques aspects.

Introduction

L’utilisation des méthodes algébriques en musique met en œuvre trois aspects qui sont
souvent étroitement liés : aspects théoriques, analytiques et compositionnels. Dans notre
travail, nous avons proposé de les séparer afin de mettre en évidence leurs propres modes
de fonctionnement, à la fois musical et musicologique. Mais nous avons également insisté
à plusieurs reprises sur le caractère très limitatif d’une telle catégorisation qui prétendrait
définir les champs possibles d’application de toute méthode algébrique à la musique ou à la
musicologie. Il est bien connu qu’au XXe siècle, théorie musicale, analyse et composition
sont des disciplines qui s’influencent mutuellement. Toute tentative de séparer ces trois
domaines se heurte à des difficultés qui sont particulièrement frappantes dans le cas de
l’approche algébrique.

Une analyse historique de l’émergence de l’approche algébrique en musique met en évi-
dence la place centrale occupée par certains compositeurs/théoriciens qui n’ont pas hésité
à proposer des applications analytiques de leurs démarches théoriques et composition-
nelles. Trois compositeurs/théoriciens sont emblématiques en ce qui concerne la réflexion
théorique sur la musique, non seulement dans ses ramifications analytiques et compo-
sitionnelles, mais aussi dans son caractère éminemment algébrique. Milton Babbitt aux
Etats-Unis, Iannis Xenakis en Europe et Anatol Vieru en Europe de l’Est représentent
une « trinité » de compositeurs/théoriciens, l’algèbre étant l’élément unificateur de leur
pensée théorique, analytique et compositionnelle. Tous les trois sont arrivés, presque au
même moment et d’une façon indépendante, à la découverte du caractère algébrique du
tempérament égal. Plus précisément, ils ont mis en évidence la notion mathématique de
groupe en tant que concept unificateur de leur pensée théorique.

Ces trois démarches théoriques ont eu également des influences directes dans l’analyse
musicale. Aux Etats-Unis, les idées de Milton Babbitt sont à la base de la Set Theory,
une démarche analytique dont certains développements récents, notamment autour de la
« théorie transformationnelle » de David Lewin, ont poussé la formalisation algébrique
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très loin des idées originaires. Dans le cas d’Anatol Vieru, les ressemblances avec la Set
Theory ont été mises en évidence par le compositeur lui-même qui a discuté à plusieurs
reprises l’importance d’une démarche algébrique en théorie et analyse musicale [30].

À la différence des deux compositeurs précédents, une application analytique des théories
algébriques proposées par Iannis Xenakis à partir de la « théorie des cribles », change radi-
calement la notion d’analyse musicale en ouvrant le champ à ce que l’on appelle désormais
« l’analyse musicale assistée par ordinateur » (AAO). Plus récemment, l’implémentation
de nombreux outils théoriques d’aide à l’analyse musicale dans un langage de programma-
tion visuelle tel qu’OpenMusic1 ouvre le problème de la calculabilité d’une théorie musicale
et transforme, progressivement, la nature même de la musicologie en tant que discipline
relevant (principalement) des sciences humaines. L’approche algébrique, et son implémen-
tation en OpenMusic, ajoute l’élément computationnel au caractère « systématique » de la
musicologie, telle qu’elle s’est constituée vers la fin du XIXe siècle. En particulier, les mé-
thodes algébriques permettent de résoudre, d’une façon très élégante, certains problèmes
classiques concernant l’énumération et la classification des structures musicales, en généra-
lisant à toute division égale de l’octave les tables de classification d’accords existantes. Ces
techniques peuvent également se généraliser à d’autres paramètres que les hauteurs (en
particulier les structures rythmiques). Cela correspond aussi à une préoccupation majeure
des trois compositeurs/théoriciens précédents qui ont tous proposé des lectures algébriques
différentes de la relation existant entre l’espace des hauteurs et l’espace des rythmes. Cet
aspect sera developpé dans la section 4.

Toutes ces approches reposent sur des cadres conceptuels relativement élémentaires d’un
point de vue mathématique car la structure algébrique sous-jacente est fondamentalement
une structure de groupe (cyclique, dihédral, affine, symétrique). Cependant, des méthodes
catégorielles développées par le mathématicien et théoricien suisse Guerino Mazzola offrent
à la musicologie computationnelle un énorme pouvoir d’abstraction et de formalisation.
Et si la généralisation de la Set Theory américaine par David Lewin et le modèle théo-
rique proposé par Guerino Mazzola se rejoignent en postulant la primauté de la notion
de « transformation » sur celle d’« objet musical », ce changement de perspective, qui
est implicite dans toute démarche algébrique, est riche de conséquences philosophiques,
car il ouvre une question fondamentale sur le rapport entre « objets mathématiques » et
« structures musicales ».̇ Nous reviendrons dans la partie conclusive sur ces considérations
philosophiques qui semblent dessiner un nouveau paysage pour la recherche « mathému-
sicale » contemporaine.

1. Formalisation et représentation des structures musicales

À partir des propositions théoriques de Milton Babbitt, Iannis Xenakis et Anatol Vieru, il
est possible de placer le problème de la formalisation et représentation des structures musi-
cales à l’intérieur d’une discussion sur la musicologie systématique. Cela offre la possibilité
de mieux montrer la double portée musicale et musicologique de la démarche algébrique.
En effet, l’étude des aspects théoriques des méthodes algébriques en musique et musicolo-
gie soulève une double question. Tout d’abord, d’un point de vue musicologique, une telle

1Ce langage de programmation, développé par l’Equipe Représentations Musicales de l’Ircam [7], était
initialement conçu pour la composition assistée par ordinateur mais il est de plus en plus employé comme
outil analytique, comme nous aurons l’occasion de montrer en présentant l’approche paradigmatique en ce
qui concerne la classification d’accords et des rythmes développée dans la librairie OMGroups.
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réflexion demande une enquête autour de la nature systématique de la discipline. Il s’agit
donc de remonter aux sources d’une telle démarche en musicologie, aussi bien en Europe
[2] qu’aux Etats-Unis [29]. Deuxièmement, il est possible de discuter l’articulation entre
musicologie et réflexion théorique sur la musique, en particulier autour de la naissance,
aux Etats-Unis, du concept de théorie de la musique au sens moderne (music theory).

Cette réflexion s’avère nécessaire pour comprendre la portée musicologique du problème
de la formalisation algébrique des structures musicales et de leurs représentations. Les
deux figures suivantes montrent deux exemples de représentation algébrique du système
tempéré traditionnel : la représentation circulaire et la représentation toröıdale. Les deux
représentations sont équivalentes d’un point de vue mathématique (Théorème de Sylow)
mais elles n’ont pas été intégrées au même titre dans les propositions théoriques déve-
loppées au cours du XXe siècle. Dans le cas de la représentation circulaire, l’hypothèse
sous-jacente est celle qui permet de formaliser tout accord musical (dans une division de
l’octave musicale en un nombre n de parties égales) comme un sous-ensemble d’un groupe
cyclique d’ordre n. Tout accord de m notes (distinctes, modulo l’octave) peut donc se
représenter d’un point de vue géométrique comme un m-polygone inscrit dans un cercle
et l’on peut lui associer de façon unique une suite de nombres entiers qui comptent les
intervalles successifs dans l’accord (structure intervallique). Une telle structure est un in-
variant qui permet d’identifier de façon unique un accord et ses transpositions (musicales),
celles-ci étant des rotations du polygone inscrit dans le cercle d’un multiple de 2π

n (où n
est l’ordre du groupe cyclique). La représentation circulaire et la structure intervallique de
l’accord de do majeur sont données en figure 1.

Fig. 1 – Représentation circulaire et structure intervallique

Une représentation géométrique alternative de l’espace tempéré à douze degrés est donnée
par le tore, une structure qui utilise, comme nous l’avons mentionné, un théorème de dé-
composition du groupe cyclique Z/12Z dans le produit de Z/3Z et Z/4Z. La construction
de la représentation toröıdale du tempérament est décrite en figure 2.
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Fig. 2 – Représentation toröıdale de Z/12Z

La discussion sur l’articulation entre la notion de formalisation et celle de représentation
met en évidence une singularité de la démarche algébrique par rapport à d’autres ap-
proches formalisées en théorie musicale. Traditionnellement, la représentation précède la
formalisation, au sens que l’on formalise ce que l’on sait déjà représenter. Dans le cas de la
démarche algébrique, la représentation circulaire aussi bien que la représentation toröıdale
sont plutôt les résultats d’une formalisation qui montre la possibilité d’associer de façon
naturelle à toute division bien tempérée de l’octave une structure algébrique de groupe
cyclique à laquelle on peut appliquer des théorèmes d’algèbre qui permettront d’aboutir à
d’autres types de représentations2.

2. Autour de l’idée de « structure » en mathématiques et en musique

Une enquête parallèle autour de certaines étapes de la pensée algébrique en mathématiques
s’avère donc nécessaire pour bien articuler la réflexion sur le rapport entre formalisation
et représentation des structures musicales. En même temps elle permet de mieux com-
prendre la place des trois compositeurs/théoriciens étudiés, par rapport au problème de
l’émergence de l’idée de structure algébrique en musique. En effet, l’histoire des mathé-
matiques montre que, presque à la même époque que la réflexion de Guido Adler sur le
caractère systématique de la recherche musicologique, les mathématiciens ouvraient une
réflexion qui dépassera largement le cadre de leur propre discipline.

Notre regard rétrospectif sur les étapes de la pensée algébrique en mathématiques a mis
en évidence certains éléments qui ont représenté, historiquement, le point de départ d’une
réflexion théorique sur les fondements algébriques de la musique, une réflexion que l’on peut
articuler autour de la formalisation et des représentations des structures musicales. Pour
cela, nous avons d’abord analysé l’évolution du concept de structure algébrique à partir du
Programme d’Erlangen de Felix Klein (1872) jusqu’aux développements les plus récents
sur la théorie mathématique des catégories, en passant par l’axiomatique hilbertienne et
l’expérience Bourbakiste, deux moments de la pensée mathématique contemporaine qui
ont influencé de façon décisive la naissance et l’évolution de la théorie de la musique au
sens moderne. Cela permet notamment de comprendre la nature algébrique de certaines
orientations formelles en analyse musicale, en particulier en ce qui concerne la Set Theory
américaine (en tant que discipline musicologique issue des idées des théoriciens tels que
Milton Babbitt, Allen Forte et David Lewin). Nous allons en reprendre quelques aspects
computationnels liés à la formalisation algébrique des structures micro-intervalliques dans
la prochaine section.

2Le théoricien américain Robert Peck a récemment proposé une représentation topologique du Tonnetz
à l’aide de la bouteille de Klein qui ouvre des applications musicales tout-à-fait nouvelles. Voir [25].
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Notons cependant que, d’un point de vue historique, l’utilisation des méthodes algébriques
en musique concerne tout d’abord la théorie de la musique et la composition, l’application
analytique n’ayant pris un caractère systématique, de façon explicite qu’avec la théorie
transformationnelle de David Lewin. Citons a ce propos l’un des problèmes musicaux qui
a le plus fasciné à la fois théoriciens de la musique, compositeurs et mathématiciens :
celui de la classification des séries dodécaphoniques tous-intervalles. Ces séries ont la pro-
priété remarquable de contenir tous les intervalles entre les notes successives (sauf l’in-
tervalle 0 qui n’est pas autorisé car une série dodécaphonique n’admet pas de répétition
de notes). Généralement, on considère l’ouvrage Grundlagen der musikalischen Reihen-
technik d’Herbert Eimert [12] comme la première étude systématique des propriétés des
séries dodécaphoniques tous-intervalles, car il contient le catalogue complet des 1928 sé-
ries ayant cette propriété remarquable. Cependant, au-delà de l’exhaustivité, la démarche
d’Eimert ne semble pas donner une indication précise sur la stratégie employée dans l’éta-
blissement d’un tel catalogue. Les recherches menées presque à la même époque par André
Riotte en France puis par Robert Morris et Daniel Starr aux Etats-Unis ont permis de
mieux comprendre le caractère algébrique sous-jacent à un tel problème théorique, tout
en gardant l’aspect « computationnel » de la démarche telle que Eimert l’avait envisagée.
Cependant, contrairement à ce que l’on pense habituellement, le problème d’établir des
séries tous-intervalles n’est pas lié à l’origine à la technique dodécaphonique. Le traité de
modulation du compositeur danois Thorvald Otterström [23] offre en effet un catalogue
exhaustif des séries tous-intervalles établies à partir de considérations algébriques sur la
nature combinatoire du système tempéré, mais sans aucune référence à la technique sé-
rielle. L’analyse des stratégies théoriques développées dans cet ouvrage nous offre un bon
exemple de formalisation algébrique d’un problème musical qui a émergé de considérations
différentes de celles qui s’imposeront par la suite dans la recherche musicale.

3. Aspects set-théoriques : la place des méthodes algébriques dans l’ana-
lyse musicale au XXe siècle

Dans cette section nous allons expliciter un peu plus en détail quelques aspects analy-
tiques des méthodes algébriques en musicologie, dans leurs articulations profondes avec
les aspects théoriques mentionnés brièvement dans la section précédente. Nous proposons
une typologie minimale des approches analytiques formalisées au XXe siècle qui devrait
permettre de mieux comprendre la place des méthodes algébriques en analyse musicale.
Cette typologie identifie quatre catégories de la pensée analytique ayant donné une place
centrale à la notion de formalisation des structures musicales : approches information-
nelles, sémiotiques, génératives et algébriques. Au-delà du caractère limitatif d’une telle
typologie, qui ne prétend pas recenser toutes les approches formelles en analyse musicale,
cela présente néanmoins l’avantage de dégager certaines catégories majeures de la pensée
analytique au XXe siècle et d’offrir quelques éléments pour comprendre la singularité d’une
démarche analytique de type algébrique. À l’intérieur de l’approche algébrique en analyse
musicale, deux théories ont acquis une place considérable dans la réflexion analytique
contemporaine : la Set Theory et l’analyse transformationnelle.

À la différence des présentations traditionnelles de la Set Theory, comme celle d’Allen
Forte [13], la théorie des ensembles de classes de hauteurs se prête très bien à être intégrée
dans une approche algébrique qui utilise pleinement les potentialités de la représentation
circulaire du tempérament égal. En outre, une formalisation algébrique des concepts de
base de cette approche offre des perspectives théoriques nouvelles sur l’analyse musicale
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assistée par ordinateur. L’implémentation réalisée en OpenMusic, conçue en collaboration
avec Carlos Agon (informaticien et chercheur à l’IRCAM) et Killian Sprotte (compositeur)
se déploie dans une architecture « paradigmatique » basée sur l’action de certains groupes
« mathémusicaux » sur l’espace tempéré (le groupe cyclique en tant qu’ensemble dépourvu
de structure algébrique). L’implémentation permet à l’analyste de choisir son propre cri-
tère d’équivalence entre structures d’accords en utilisant comme « paradigmes » d’analyse
les différents groupes que l’on peut choisir de faire opérer sur l’ensemble des notes. En par-
ticulier, nous avons implémenté les relations d’équivalence (donc les catalogues d’accords)
induites par l’action de quatre groupes sur l’ensemble des notes d’un tempérament musi-
cal choisi : le groupe cyclique (ou paradigme de l’équivalence à une transposition musicale
près), le groupe dihédral (paradigme de la Set Theory, i.e. équivalence à une transposition
et une inversion musicale près), le groupe affine (équivalence à une multiplication près) et
groupe symétrique (équivalence à une permutation près). L’architecture paradigmatique
de cet environnement est décrite dans la figure suivante qui montre les représentations cir-
culaires et les structures intervalliques associées aux différentes classes d’équivalence d’un
même accord (figure 3).

Fig. 3 – Architecture « paradigmatique » de la librairie OMGroups. Un accord est réduit
progressivement et visualisé selon des relations d’équivalence induites par quatre groupes
différents.

L’énumération des classes d’équivalence d’accords (à une transposition et une inversion
près) dans le système tempéré à 12 et 24 degrés est donnée en figure 4. Notons le caractère
symétrique dans la distribution des orbites, une caractéristique que l’on retrouve dans la
distribution des orbites sous l’action du groupe cyclique et affine mais que l’on perd dans
le cas du groupe symétrique Sn.
La démarche algébrique permet d’introduire également les concepts de base de l’analyse
transformationnelle, telle que David Lewin l’a conçue à partir notamment d’une mathéma-
tisation des outils de base de la Set Theory. À la différence de l’approche « set-théorique »
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Fig. 4 – Distribution du nombre d’orbites sous l’action du groupe dihédral Dn dans le
cas de la division de l’octave en 12 et en 24 parties égales.

classique, l’analyse transformationnelle consiste à segmenter une partition de musique à
travers un recouvrement de sous-ensembles qui sont liés par des opérations musicales de
transposition et d’inversion [5]. Elle permet ainsi de créer un espace abstrait de relations
de transposition et d’inversion entre les accords qui peut décrire le déroulement temporel
de la pièce (progression transformationnelle) ou bien une organisation « hors temps »,
pour reprendre la terminologie de Iannis Xenakis, des transformations algébrico/musicales
(réseau transformationnel). La figure 5 montre un exemple d’une démarche transforma-
tionnelle dans le cas de l’analyse du Klavierstück III de K. Stockhausen par David Lewin
[17], une analyse qui est ici reprise en utilisant la représentation circulaire pour mettre
en évidence les transformations musicales qui permettent de décrire la partition à partir
d’une même structure de pentacorde. Ces transformations ne changent pas la nature « en-
sembliste » du pentacorde, car les cinq formes sont « équivalentes » à une transposition
ou une inversion près (ou une combinaison des deux opérations).

Fig. 5 – Segmentation de la pièce par des transformations d’un même pentacorde
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Ces outils informatiques ouvrent des questions nouvelles sur l’analyse assistée par ordina-
teur et, dans le même temps, offrent aux compositeurs la possibilité de mettre en relation
les propriétés combinatoires d’un espace tempéré à n degrés (i.e. une division de l’octave
musicale en n parties égales) avec l’étude des structures rythmiques périodiques. La théo-
rie des canons rythmiques de pavage, dont nous allons décrire quelques aspects dans la
prochaine section, représente un aspect de cette analogie structurale.

4. Théorie des groupes et isomorphisme hauteur/rythmes

Les trois compositeurs/théoriciens, dont nous avons souligné la démarche algébrique dans
la partie introductive, ont tous proposé des applications compositionnelles de l’isomor-
phisme naturelle entre l’espace tempéré et le domaine des rythmes (périodiques).

4.1. Milton Babbitt : une démarche algébrique pour le sérialisme intégral

Dans le cas de Milton Babbitt la correspondance entre univers des hauteurs et univers
rythmique s’établit à la fois à partir d’une technique compositionnelle relevant du séria-
lisme généralisé et en s’appuyant sur la notion mathématique de « partition », en tant que
recouvrement d’un ensemble avec des sous-ensembles disjoints.
Les musicologues semblent parfois hésiter sur la possibilité de parler, dans le cas du com-
positeur américain, des « combinatoires hauteurs-durées », le problème étant « l’indé-
pendance que [le compositeur] entend donner au processus des durées » [11]. Pourtant,
l’indépendance n’est qu’un épiphénomène par rapport à la nature algébrique qui soutient
aussi bien l’univers des hauteurs que le domaine des rythmes. Ces idées avaient déjà trouvé
une application dans la pratique compositionnelle de Babbitt dès la deuxième moitié des
années quarante, en particulier dans les Trois compositions pour piano (1947-48). Il s’agit
d’un moment important dans l’histoire de la musique du XXe siècle car, dans la même
période, Olivier Messiaen « crée l’événement », pour reprendre une expression de Célestin
Deliège, avec la pièce Mode de valeurs et d’intensités (1949). Cette pièce a eu une influence
considérable sur toute une génération de compositeurs auxquels on doit le début de la ré-
flexion en Europe sur la série généralisée. Nous proposons une hypothèse d’influence directe
de Babbitt sur la conception même de cette troisième pièce des Quatre études de rythme,
dont l’audace semble contredire le caractère pondéré du compositeur français [11]. Cette
hypothèse est corroborée par une conversation que nous avons eue avec Milton Babbitt
qui nous a confirmé avoir participé aux cours de composition tenus par Olivier Messiaen à
Tanglewood en 1948, donc avant la réalisation de la pièce Mode de valeurs et d’intensités.
En effet, les deux premières études de rythmes ont été composées aux Etats-Unis, comme
le frontispice de la partition l’indique. L’indication « Darmstadt - 1949 » sur la partition
de Mode de valeurs et d’intensités confirme que la pièce a été effectivement composée après
la rencontre entre Messiaen et Babbitt.

4.2 Iannis Xenakis : théorie des cribles et groupe des rotations du cube
dans l’espace

Une deuxième application compositionnelle des théories algébriques, sans doute influen-
cée par les idées de Messiaen (et indirectement par la combinatoire de Babbitt, si nous
acceptons l’hypothèse précédente) est offerte par la pièce Nomos Alpha pour violoncelle
solo (1966) de Iannis Xenakis. La pièce fait usage de la théorie des cribles pour établir des
structures hors-temps de hauteurs n’ayant aucune sorte de régularité interne. Examinons
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une de ces structures, celle qui est utilisée au tout début de la pièce. Il s’agit d’une gamme
non-octaviante (i.e. dont la période n’est pas un multiple de 12) obtenue à travers des
opérations ensemblistes (union, intersection, passage au complémentaire) sur des struc-
tures régulières de périodicité 11 et 13). Le processus ensembliste qui engendre une telle
structure est détaillé en figure 6.

Fig. 6 – Suite d’opérations ensemblistes pour obtenir un des cribles utilisés dans Nomos
Alpha

En ce qui concerne l’isomorphisme algébrique entre les hauteurs et les durées, Xenakis a
souvent insisté sur la possibilité d’utiliser la théorie des cribles pour simuler l’aléatoire à
partir des structures rythmiques localement régulières. En effet, comme dans le cas des
hauteurs, à l’aide des trois opérations logiques de base (union, intersection, complémen-
tarité), « on peut construire [...] des architectures rythmiques très complexes qui peuvent
même aller jusqu’à la distribution simil-aléatoire de points sur une droite si la période
est suffisamment longue » [34]. En outre, comme Xenakis l’avait prévu [33], la théorie est
computationnelle et donc implémentable dans un langage de programmation pour l’ana-
lyse et la composition assistées par ordinateur :
« La théorie des cribles est très générale et par voie de conséquence on peut l’appliquer à
toute caractéristique qui est pourvue d’une structure d’ordre total, comme les intensités,
les attaques, les densités, les degrés d’ordre, la vitesse, etc. [...]. De plus, dans le futur
immédiat nous assisterons à l’exploration de cette théorie et ses multiples utilisations à
l’aide d’ordinateurs, car elle est complètement implémentable. »˙

La modélisation informatique permet dans ce cas de mettre en évidence un aspect peu
étudié dans la recherche musicale contemporaine, à savoir l’articulation entre théorie et
analyse du processus compositionnel. L’implémentation des méthodes algébriques utilisées
par Iannis Xenakis dans Nomos Alpha montre l’intérêt musicologique de la modélisation
du processus compositionnel, une stratégie analytique qui permet d’étudier l’ensemble des
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potentialités d’une œuvre parmi les plus riches du répertoire contemporain (sans doute
en ce qui concerne les aspects mathématiques). La modélisation informatique de Nomos
Alpha permet également de mettre en évidence certaines propriétés du processus de Fi-
bonacci que Xenakis utilise dans le groupe des rotations du cube, propriétés dont les
retombées musicologiques sont très significatives. En effet, les châınes engendrées par un
processus de Fibonacci appliqué aux 24 rotations du cube ont toujours un comportement
cyclique duquel il n’est pas évident de donner a priori la période (longueur) ni le nombre
d’éléments différents (degré ou « taux de recouvrement »). Pourtant, une implémentation
montre que dans un espace de 576 possibilités, les boucles de Fibonacci ayant une longueur
maximale (égale à 18) et le plus grand taux de recouvrement (égal à 13) représentent un
sous-ensemble suffisamment riche, car il contient 216 éléments (c’est-à-dire le 37,5% du
total). Xenakis a choisi ses boucles de Fibonacci à l’intérieur de ce sous-ensemble et c’est
précisément ce choix qui détermine la forme globale de la pièce, divisée en 18 parties,
chaque partie correspondant à un élément du groupe des rotations i.e. à une permuta-
tion des huit sommets du cube (donc à une suite bien définie d’objets musicaux que le
compositeur appelle complexes sonores). La suite de Fibonacci de longueur et degré maxi-
maux utilisée par le compositeur est représentée en figure 7 selon la notation adoptée par
Xenakis. Notons que la modélisation informatique permet d’obtenir d’autres variantes de
la pièce simplement en utilisant des séries cycliques de Fibonacci différentes mais ayant
les mêmes propriétés structurales. Ces séries de Fibonacci sont représentées en figure 7,
toujours dans la notation proposée par Xenakis.

Fig. 7 – Processus de Fibonacci sur le groupe des rotations du cube induisant une per-
mutation des huit sommets du cube dans l’implémentation réalisée en OpenMusic et série
des variantes proposées par le compositeur.

Cette démarche a également un intérêt d’un point de vue musicologique car le compo-
siteur a souvent souligné la possibilité d’utiliser d’autres séries de Fibonacci. Une étude
mathématique des séries de Fibonacci généralisées (i.e. à valeurs dans un groupe) reste
un sujet ouvert de recherche musicale qui a, selon nous, un véritable intérêt d’un point
de vue mathématique. Il pourrait également avoir des applications musicales tout à fait
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nouvelles notamment via l’informatique, d’où l’intérêt d’implémenter ce processus dans un
environnement d’aide à l’analyse et à la composition assistées par ordinateur.
L’implémentation permet de créer de multiples variantes de la pièce, variantes qui dé-
pendent des transformations initiales utilisées pour engendrer le processus de Fibonacci
sur le groupe des rotations du cube. L’informatique devient ainsi un élément fondamental
pour pouvoir étudier le degré de perceptibilité du processus compositionnel utilisé par
le compositeur. C’est une question qui est tout à fait transposable à d’autres stratégies
compositionnelles utilisées par plusieurs théoriciens dont nous avons commencé à analyser
quelques aspects dans le travail de thèse. Cela nous a convaincu de la nécessité d’aborder
ce type de questions en essayant d’établir une articulation permanente entre recherche
mathématique et implémentation des résultats théoriques dans un environnement d’aide
à l’analyse et à la composition assistées par ordinateur.

4.2 Anatol Vieru : suites modales et canons rythmiques mosäıques

Dans le cas du compositeur roumain Anatol Vieru, deux théories différentes concernent
directement l’isomorphisme entre espace des hauteurs et espace des rythmes : le calcul
des différences finies sur des suites périodiques à valeurs dans un groupe cyclique (suites
modales) et la théorie des canons rythmiques ayant la propriété de paver l’axe du temps
(tiling rhythmic canons). Par définition, une suite modale est une application f de Z dans
Z/nZ. Une suite est périodique s’il existe un entier m tel que f(x) = f(x + m) pour tout
entier x. Le plus petit m satisfaisant cette propriété est appelé la « période » de la suite.
Deux sont les opérateurs de base de toute suite périodique : l’opérateur « différence » D
et l’opérateur « translation » T . Si GZ est l’ensemble des suites à valeurs dans le groupe
G, les opérateur D et T sont définis de GZ à valeur dans GZ de la façon suivante :

Df(x) = f(x + 1)− f(x)
Tf(x) = f(x + 1)

Une suite est donc périodique s’il existe un entier m tel que, si l’on note Tm la réitération
m fois de l’opérateur translation T , on a l’équivalence formelle :

Tm(f) = f

De même, on notera Dm la réitération m fois de l’opérateur différence D. Le but d’une
formalisation algébrique de la théorie des suites modales est de caractériser les rapports
entre une suite f , ses opérateurs T et D et le groupe dans lequel une telle suite prend ses
valeurs. En particulier, on peut montrer que deux familles de suites (les suites réductibles
et les suites reproductibles) sont nécessaires et suffisantes pour caractériser toute suite à
valeur dans un groupe cyclique quelconque [32].

Définition
Une suite f est réductible s’il existe un entier k ≥ 0 tel que Dkf = 0.

Exemple
Soit f = (2 0 3 3 2) une suite de période 5 à valeurs dans Z5. En réitérant l’opérateur 4
fois, on arrive à la séquence zéro :

D1 = (3 3 0 4 0)
D2 = (0 2 4 1 3)
D3 = (2 2 2 2 2)
D4 = (0 0 0 0 0)
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En figure 8, la suite f est interprété comme une séquence d’intervalles dans un accord.
Pour tout Di(f) nous avons un nouvel accord jusqu’au singleton final.

Fig. 8 – Réduction d’une séquence intervallique interprétée comme un accord.

Notons que, plus généralement, étant donnés deux nombres entiers m et k et un nombre
premier p, toute sequence de période pm en Zpk est une séquence réductible3.
Toujours en utilisant l’opérateur différence, on peut introduire une deuxième famille, celle
des suites reproductibles.

Définition
Une suite f est reproductible si elle vérifie l’équation Dkf = f pour un entier k > 1.

Exemple
Soit f = (2 5 6 3 4 1) une séquence de période 6 en Z7. Cette séquence se reproduit après
6 itérations de l’opérateur différence :

D1 = (3 1 4 1 4 1)
D2 = (5 3 4 3 4 2)
D3 = (5 1 6 1 5 3)
D4 = (3 5 2 4 5 2)
D5 = (2 4 2 1 4 1)
D6 = (2 5 6 3 4 1)

La figure 9 montre une séquence d’accords correspondants au processus de différences
précédents.

Fig. 9 – Reproduction d’une séquence intervallique après six réiterations du processus de
différences successives.

Notons que, plus généralement, l’on peut montrer que toute séquence de p − 1 éléments
distincts en Zp est une séquence reproductible4.

Le processus de différences successives doit parfois être itéré un nombre très élevé de fois
pour retrouver la suite initiale ou bien pour la réduire à 0. En outre, il y a des suites qui
ne sont ni réductibles ni reproductibles, d’où l’intérêt d’aborder le problème d’un point de
vue algébrique. En effet, une formalisation algébrique du problème permet de dégager des
critères de réductibilité (ou d’irréductibilité) pour une suite périodique sans effectuer tous
les calculs de différences finies. Le résultat central de la théorie modale est un théorème
de décomposition qui affirme la possibilité de décomposer (de façon unique) toute suite
périodique à valeurs dans un groupe cyclique Z/nZ en une somme d’une suite réductible

3Pour une preuve par induction sur m, voir [32].
4Voir [32] pour des théorèmes de caractérisation des séquences reproductibles.
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et d’une suite reproductible et permet de calculer explicitement cette décomposition. Dans
le cadre de la thèse nous avons analysé l’utilisation de la théorie des suites modales dans
deux pièces d’Anatol Vieru : la Symphonie n. 2 et Zone d’oubli. La figure 10 montre
un exemple d’utilisation des suites modales dans l’affectation des paramètres musicaux
(hauteurs, durées, intensités, modes de jeu...) de la pièce Zone d’oubli pour alto solo.

Fig. 10 – Sérialisation des paramètres musicaux via la théorie des suites modales

Le deuxième exemple de correspondance hauteurs/rythmes que nous allons décrire main-
tenant concerne le problème de la construction de canons rythmiques ayant une propriété
globale de pavage de l’espace rythmique. Ce problème, qui avait également intéressé Olivier
Messiaen et qui avait été formalisé et généralisé à partir des années 1980, a constitué pour
nous le point de départ d’un travail de collaboration avec le compositeur George Bloch. Ce
travail offre un bon exemple de la « relation oblique » entre une approche compositionnelle
et une formalisation algébrique. En effet, la théorie de Vuza offre la possibilité de trouver
explicitement des factorisations pour un groupe n’ayant pas la propriété de Hajós, mais
elle ne s’intéresse pas à l’espace combinatoire des solutions.
Nous avons donné une classification exhaustive des solutions dans le cas de la factorisation
du groupe cyclique Z/72Z en deux sous-ensembles non périodiques, cet ordre étant le plus
petit pour un groupe n’ayant pas la propriété de Hajós5. Cette classification a été établie
par rapport à l’action de trois groupes différents sur le groupe cyclique d’ordre 72, considéré
comme ensemble : le groupe cyclique, le groupe dihédral et le groupe affine. Dans le premier
cas, la famille des sous-ensembles R et S comprend respectivement 6 et 3 solutions, pour
un total de 18 canons rythmiques différents. Le nombre de canons rythmiques de pavage
se réduit à 9 si l’on considère l’action du groupe dihédral sur Z/72Z, les familles des sous
ensembles R et S ayant trois éléments chacune. Dans le cas du groupe affine opérant sur
Z/72Z, l’espace des solutions pour R et S se réduit à un seul sous-ensemble. On obtient
ainsi le résultat surprenant qui affirme l’existence d’un seul canon rythmique de pavage (à
une application affine près). La classification paradigmatique, ainsi que le canon rythmique
correspondant à la solution unique (à une application affine près) est donnée en figure 11.
Comme nous l’avons déjà mentionné, le travail de recherche mené avec le compositeur
George Bloch est emblématique en ce qui concerne les directions parfois très inattendues
qu’une recherche théorique peut prendre lorsqu’elle est soumise à la primauté de la pensée
compositionnelle. Dans la thèse, nous avons discuté trois problématiques que le composi-
teur a posées autour du modèle formel et qui sont à la base de trois compositions : le Projet
Beyeler (2001), le Projet Hitchcock (2001) et le Projet Reims (2002). Ces problématiques,

5Un groupe (cyclique) possède la propriété de Hajós si pour toute factorisation en deux sous-ensembles
R et S, au moins l’un des deux est périodique (où un ensemble R est périodique s’il existe un élément g
du groupe, différent de l’élément neutre, tel que g + S = S).
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Fig. 11 – Classification paradigmatique, factorisation unique (à une transformation affine
près) du groupe cyclique Z/72Z en somme de deux ensembles périodiques et représentation
musicale sous la forme d’un canon rythmique de pavage (notons que R et S correspondent
à la structure intervallique des deux sous-ensembles qui factorisent le groupe cyclique).

étroitement liées, concernent l’organisation métrique d’un canon rythmique de pavage, la
réduction d’un canon rythmique de pavage à une collection de sous-canons auto-similaires
et la modulation (métrique) entre des canons rythmiques de pavages différents6.
À conclusion de cette partie, reprenons quelques éléments mathématiques liés à la théorie
des canons rythmiques de pavage. Pour cela il faut remonter à une célèbre conjecture en
théorie des nombres de la fin du XIXe siècle (Conjecture de Minkowski) et à sa résolu-
tion algébrique par le mathématicien hongrois G. Hajós. La conjecture a été proposée par
Hermann Minkowski dans Geometrie der Zahlen [21] sous la forme d’un problème d’ap-
proximation simultanée de plusieurs nombres réels par des nombres rationnels. Minkowski
a exprimé la conjecture sous une forme géométrique une dizaine d’années plus tard dans
l’ouvrage Diophantische Approximationen [22]. Dans cette deuxième forme, la conjecture
suggère que dans un pavage simple [simple lattice tiling]7 d’un espace à n dimensions par

6Ne pouvant pas faire ici une analyse de ces trois problèmes théoriques par rapport au travail compo-
sitionnel fait par George Bloch dans son Projet Beyeler, nous renvoyons au troisième chapitre de la thèse.
Notons simplement ici que cette collaboration nous a permis de mettre en évidence une différence fondamen-
tale entre la formalisation théorique et les stratégies compositionnelles. Aucune des trois problématiques
soulevées par le compositeur n’est une conséquence directe du modèle formel. La théorie algébrique des
canons rythmiques de pavage offre d’abord un catalogue des solutions qui sert essentiellement à stimuler
l’imaginaire du compositeur. À partir du catalogue, le travail compositionnel consiste à essayer de dégager
des stratégies pour adapter le modèle formel, parfois très contraignant, à une exigence précise, par exemple
la limitation du nombre d’instrumentistes par rapport aux résultats prévus par le modèle.

7Par un pavage simple d’un espace à n dimensions, nous entendons une collection de cubes congruents
qui recouvrent l’espace de telle façon que ces cubes n’ont pas d’intersection (autre que la frontière) et que
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des cubes unités, il y a au moins un couple de cubes qui ont en commun une face entière
de dimension n − 1. Dans le cas particulier de l’espace à trois dimensions, la conjecture
exprime le fait que dans un pavage avec des cubes unités, on trouvera toujours un couple
de cubes ayant en commun une de leurs faces. La figure suivante (figure 12) montre le cas
bidimensionnel que Minkowski pensait pouvoir généraliser facilement à toute dimension
n.

Fig. 12 – Pavage de l’espace tridimensionnel par des cubes unité (figure tirée de l’ouvrage
Diophantische Approximationen, p. 74)

L’histoire de la conjecture de Minkowski et de ses métamorphoses musicales nous semble
paradigmatique en ce qui concerne les multiples applications entre un problème posé par
la musique (construction des canons rythmiques ayant une propriété rythmique singu-
lière) et les différents domaines en mathématique susceptible d’apporter une réponse au
probléme (théorie des nombres, géométrie, algèbre, ...). Ce qui nous semble encore plus
surprenant c’est la possibilité, à partir d’un problème posé par la musique, de remonter
à des conjectures mathématiques qui sont toujours ouvertes. C’est le cas, par exemple,
de la Conjecture de Fuglede (ou conjecture spectrale), un problème que l’on peut désor-
mais approcher en s’appuyant sur la représentation des structures rythmiques susceptibles
d’engendrer le pavage de l’axe du temps, en termes de polynômes à coefficients 0 et 18.

5. Quelques ramifications philosophiques de l’approche algébrique en mu-
sique

Dans une perspective traditionnelle, l’approche algébrique en sciences humaines renvoie
à un paradigme structuraliste dont on connâıt désormais assez bien les aspects les plus
problématiques [26], et cela en dépit du fait qu’il soit parfois proposé à nouveau comme le
paradigme dominant de tout discours philosophique [9]. Cependant, la musique représente
un terrain sur lequel on pourrait arriver à concilier certaines instances structuralistes avec
d’autres orientations philosophiques, en particulier la phénoménologie husserlienne. C’est
une hypothèse que l’on peut avancer à partir, par exemple, des écrits d’Ernst Cassirer

leurs centres forment un treillis. Ce treillis est appelé « simple » pour le distinguer du cas (multiple) dans
lequel les cubes ont plusieurs points d’intersections (autres que les frontières).

8Pour une description des liens entre la théorie des canons rythmiques et la Conjecture spectrale, voir
[4].
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dont certaines considérations algébriques sur la mélodie musicale semblent bien s’inscrire
dans une démarche qui reste ancrée sur le terrain de la phénoménologie [8]. En outre,
l’articulation entre l’objectal et l’opératoire, que l’épistémologue Gilles-Gaston Granger
avait suggérée à partir de la fin des années quarante comme étant le fondement de la
notion du concept philosophique [14], semble toucher un aspect qui, selon les trois compo-
siteurs/théoriciens sur lesquels nous avons concentré cette étude (Milton Babbitt, Iannis
Xenakis et Anatol Vieru), peut être considéré comme la dualité à la base de la théorie mu-
sicale : l’articulation entre le son et l’intervalle. Cette considération ouvre également à des
questions qui touchent plus précisément les rapports entre méthodes algébriques, percep-
tion et cognition musicale auxquels nos travaux n’ont pas su donner, jusqu’à maintenant,
une réponse satisfaisante. Ces types de problématiques demandent une remise en question
des ramifications philosophiques de certaines théories algébriques, en particulier la théorie
des catégories et des topöı, appliquées à la musique. À partir de réflexions des mathéma-
ticiens sur la portée phénoménologique de l’activité mathématique contemporaine [24], et
en comparant ces auteurs avec d’autres orientations plus épistémologiques sur la portée
cognitive de la réflexion phénoménologique [27], le théoricien de la musique d’aujourd’hui
pourrait ainsi arriver à constituer un cadre conceptuel nouveau à l’intérieur duquel certains
problèmes mathématiques posés par la musique ont des implications importantes pour la
perception et soulèvent des questions philosophiques auxquelles la philosophie toute seule
n’aurait peut-être jamais pensé.
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de thèse sans la lecture patiente de Jean qui a accepté de poser momentanément son violon
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µ · µ�ÀIÁIÂ�Ã�µ�³ ¹�º�·'Ä?ºZÅ Â�³�¿ Ä µ Ä?Å Â�³ ·�·�Æ�Å ¶·�½ ³�Ç ·�¸�¼C» ¿ ·�È Ç »#¼ ÂI¶· Ç »#¼ ³ ¹�º�·�È�Å Â"³�¿ Ä µ Ä#Å Â"³ ·
µ Å ¶· ¾ º ¿ »?¼ ³�´ ·G·�¼AÉ`· ¿�¿ · µ
ÊoË ·�¼�¼C½
· µ5Ì0Í º ¿ ·�½ ² · ´�³ ¸�¼ ²�³ ½
· ¾ ¼C·�º�½ ² · ¿ » ¾�¿ » µ�µ · ² · Ç »#¼ Â�¶· Ç »?¼ ³ ¹/º"·T·�¼AÄ ¾�¾ º�Å�» ¾ ·
Å�Ä µ ¼�· ² º�½
»#¸�¼`¼CÄ#º"¼ ¿ ·c½
· µ ¼C· ² · µ Ä#¸ µa¶·2ÎCÄ?º�½JÏ»$É`·�½ ¿�³ ¸ Ì
Ë�Ð » ¾ ¼ ³�´/³ ¼ ¶· µ
¾�³ ·�¸�¼ ³�Ñ ¹�º�· ²eÐ Í º ¿ ·�½RÒ�º�¼QÅ�½�Ä µ Å�Ï·�½
· ¿ · µ »#¸�¸ ¶·�· µRµ º ³�´ »#¸�¼C· µMÌ�Ó ¸jÅ;·�º�¼ Ç ·�¸�¼ ³ Ä#¸�¸"·�½RÅ�»?½R·�Æ�· Ç Å ¿ ·
¿ »XÔEÕ Â�¶·�Ä#½ ³ · ² º Ç Ä#º ´ · Ç ·�¸�¼ ² · µ Å ¿ »?¸0Ï·�¼�· µ ·�¼ ² · µA¾ Ä Ç Ï·�¼�· µ
Ö È ² · µ Ä#º ´ ½
»#×#· µ ¼C½
» ³ ¼C»?¸/¼ ² · µ Å�½ ³ ¸ ¾�³ Å;· µA² ·
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· µR¿ º ³]´ » Ê
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¼ ³�¾ º ¿�³ Ï·�½
· Ç ·�¸�¼�·�¼ ¿ ·7Å"½ ³ » ²WÐ ³ ¸ µ ¼C½
º ³ ½�· µ · µP² ·�º�Æ Ñ�¿�¿ · µMÌ/Á�¿ º µ ¼C»#½ ² È ³�¿
¾ Ä?¸/¼ ³ ¸�º�»�Ï» ² Ä?¸�¸�·�½ ² · µ�¿ ·/á¾ Ä#¸ µ Å�»#½ ¶· ¾ ½ ³ ¼I·�¼ ¾/Ð · µ ¼I» ³ ¸ µ�³ ¹�º Ð ³�¿ Ò�º�¼�» Ç$Ç ·�¸ ¶·bÏ»A½ ¶· ²�³ ×#·�½ ¿ · µ�¿ ·�¼�¼C½
· µ » ² ½
· µ
µ�¶·�· µ
Ï» ¿ »GÒ�º�¼�º�½�·AÅ�½ ³ ¸ ¾ · µ
µ · ²eÐ Ý ¸ Â » ¿ ¼ ÊEØ · µ
µ »?º Ì�Ë · µ Ô Ë ·�¼C¼�½�· µ Ï»Gº�¸"·JÅ�½ ³ ¸ ¾ · µ
µ · ²WÐ ÝQ¿�¿ · Ç »?×#¸�· µ º�½ ²�³�´ ·�½ µRµ ºMÎC·�¼ µ
² · ÁIÂ�Ã�µ�³ ¹�º�·<·�¼ ² · ÁIÂ�³�¿ Ä µ Ä#Å Â�³ · ÖJâ�ã:ä Ò�º�½
·�¸�¼QÅ�º�Ú ¿�³�¶·�· µ ·�¸ ã#å~æ#ç Å�»?½ ¿2Ð Ý+¾ » ²�¶· Ç$³ · ² · µcß�¾�³ ·�¸ ¾ · µ7² · ß » ³ ¸�¼ Ê
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¾ º ¿ ¼ ³�´�¶·�· Ìaê2¿ ¸�Ä#º µQ³ ¸�¼�·�½
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· µ
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³ È ² ·+¸"Ä Ç Ú"½�·�º�Æ ²"³ é ¶·�½
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î�ïoð�ï�ñTò�óeô0õCöò�÷Kò�ø3ùò�ú~û;óWü'öýsþeý õ�ÿ������+ò���ò/üMø���û;óWü	��
2î
���
���_î
���
���
Ý Å�· ³ ¸"· ³ ¸ µ ¼C» ¿�¿:¶·UÏ» ß » ³ ¸�¼ ÊEÁ ·�¼�·�½ µ Ú;Ä#º"½�×3È Í º ¿ ·�½ Ò�º�¼�»#¼�¼C· ³ ¸�¼ ²WÐ º�¸�· ¾ »#¼C»?½�» ¾ ¼�·�Ï» ¿2Ð Ä�· ³�¿ ×?»#º ¾:Â ·�� ³�¿ » ´ » ³ ¼
²�¶·2Î_Ï»GÅ�·�½ ² º ¿)Ð Ä�· ³�¿m² ½
Ä ³ ¼R·�¸ ã#å��?ì È µ º ³ ¼C·�Ï»G¼C½
Ä ³�µ ÎCÄ#º"½ µR² · ¾ » ¿�¾ º ¿�µ » ¾:Â »#½
¸ ¶· µ��W¾ ·J¹�º ³W¿ º ³WÑ ¼QÅ�·�½ ² ½�· ¿ » ´ º�·
²�¶· Ñ ¸ ³ ¼ ³�´ · Ç ·�¸�¼ ÌMÛ » ³�µ�¿ »�Å�½
Ä ²"³ × ³ ·�º µ · ÇX¶· Ç Ä ³ ½
·P·�¼ µ » ´ Ä ¿ Ä?¸/¼ ¶·`Å�·�º ¾ Ä Ç$Ç º�¸�· ¿ º ³ Å;·�½ Çb³ ½
·�¸�¼ ² · ¾ Ä#¸�¼ ³ ¸�º�·�½
µ Ä?¸T» ¾ ¼ ³�´�³ ¼ ¶· À�µ · µPÑ�¿�µ ·�¼ µ · µG¶· ¿ Ï· ´ · µ�¶· ¾ ½ ³�´ » ³ ·�¸�¼ µ Ä?º µPµ » ²"³�¾ ¼ ¶·�· ¿ ·c¼C·�Æ/¼�· ² · µ · µPÇK¶· Ç Ä ³ ½�· µMÌ
Í ¸ ã?å#å?ã È�º�¸J¼C·�½
½ ³ Ú ¿ · ³ ¸ ¾ ·�¸ ²�³ · ¶· ¾�¿ »#¼�»AÏ» ß » ³ ¸�¼ ÊoÁ ·�¼C·�½ µ Ú�Ä?º�½�×�·�¼ ¿ · µ�� » Ç$Ç · µ ×#»#×?¸�Ï·�½
·�¸�¼ ¿ » Ç » ³�µ Ä#¸ ²WÐ Í º ¿ ·�½ Ì� ¸'É<Ù» ¿ Ä ³�µ ¸"Ä Ç$ÇK¶· ÁI³ ·�½
½�·���½ ³�Ç$Ç µ ·<Å�½ ¶· ¾�³ Å ³ ¼C»lÏ»�¼�½�» ´ ·�½ µP¿ · µ�� » Ç$Ç · µ È ¾:Â »#½
×#·�» Í º ¿ ·�½ µ º�½ µ · µG¶·�Å�»?º ¿ · µ
·�¼ ¿ · µ »?º ´ »b»?ºTÅ ¶·�½ ³�¿0² · µ »$Å�½
Ä#Å�½
· ´�³ · Ì
Û » ¿ ×#½ ¶· µ » ¾;¶· ¾�³ ¼ ¶·�È ¿2Ð » ¾ ¼ ³�´�³ ¼ ¶· µ�¾�³ ·�¸�¼ ³�Ñ ¹�º�· ²WÐ Í º ¿ ·�½�Ò�º�¼�»?Ú�Ä?¸ ² »?¸/¼�· Ì� Ä ³�¾�³�¾ ·P¹�º�·P½
» ¾ Ä#¸�¼C·`º�¸ ² · µ · µ »?½�½ ³ Ï·�½
·
Å�·�¼ ³ ¼ ÊEÑ�¿�µ È Á »#º ¿�Ê"! ·�¸"½ ³$# º µ�µ�À Ô Á Ä#º"½�Ò�» ³ ½�· ² ·R¼�Ù·�¼C· ¿ · µ�¾ » ¿�¾ º ¿�µ�¿ · µ Å ¿ º µ�¾ Ä Ç Å ¿�³ ¹�º ¶· µ È ³�¿"¿ º ³ Ò�» ¿�¿ » ³ ¼ Ç Ä ³ ¸ µ�² ·
¼C· Ç Å µ ¹�º Ð Ï»�º"¸b»?º�¼C½
· ¿ »7¼�Ä#º ¾:Â ·JÏ» ¿ » Ç » ³ ¸&%M·�¼I·�¸ ¾ Ä#½
·�¸�· µ ·`¼C½
Ä Ç Å�» ³ ¼ Êo³�¿ ¹�º�·P½
»#½
· Ç ·�¸�¼ ÖMÌ�ß »�Ò�» ¾�³�¿�³ ¼ ¶·PÅ�Ä?º�½
¾ » ¿�¾ º ¿ ·�½ ² ·Q¼�Ù·�¼�· ¶·�¼C» ³ ¼�Å;Ä#½
¼ ¶·�·AÏ»<º�¸ ² ·�×#½ ¶·R¹�º Ð Ä#¸ ¾ ½�Ä Ã » ³ ¼PÏ»JÅ�· ³ ¸�· Ì ÕeÄ#º"½ Ç ·�¸�¼ ¶· ²WÐ ³ ¸ µ Ä Ç ¸ ³ ·/È ³�¿;¾ » ¿�¾ º ¿ »�º�¸�·
¸�º ³ ¼ ¿ · µPµ
³ Æ Å"½�· Çb³ Ï·�½
· µ Å�º ³�µ
µ »?¸ ¾ · µ`² ·c¼CÄ#º µ�¿ · µ ¸"Ä Ç Ú"½�· µ ·�¸�¼ ³ ·�½ µ�³ ¸�Ò ¶·�½ ³ ·�º�½ µ Ï» ã('�' ·�¼ ³�¿ ½ ¶· ¾�³ ¼C» ³ ¼�¹/º"· ¿ ¹/º"· µ
ÎCÄ#º�½ µ »#Å"½�Ï· µ�¿ ·c¼C»?Ú ¿ ·�»#º�¸�º ÇK¶·�½ ³ ¹�º�·c·�¸�¼ ³ ·�½*)
Ë ·�Ä#¸ Â »?½ ²lÍ º ¿ ·�½ Ç Ä#º�½
º�¼ ¿ · ã:ç�µ ·�Å�¼�· Ç Ú"½�· ã#å:ç+� Å;·�¸ ² »#¸�¼Q¹�º Ð ³�¿�µMÐ ·�¸�¼C½
·�¼�·�¸�» ³ ¼$Ï»T¼�»#Ú ¿ ·b» ´ · ¾ º�¸ ¾ ·�½
¼C» ³ ¸
ÛwÌ Ë ·�Æ�· ¿�¿3´ ·�¸�º�·�Æ�Å�½
· µ
µ�¶· Ç ·�¸�¼ ¿ · ´ Ä ³ ½�Å;Ä#º"½ ²"³�µ
¾ º�¼�·�½ ² · ¿ »GÔE¸�Ä?º ´ · ¿�¿ ·RÅ ¿ »#¸�Ï·�¼C· Ö È3Ï» µ » ´ Ä ³ ½ � ½
»#¸�º µ È ²�¶· ¾ Ä?º Ê
´ ·�½�¼�·7·�¸ ã?å:ç3ã#Ì
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Ë · µ Ô Ë ·�¼�¼C½
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µ · ²WÐ Ý+¿�¿ · Ç »?×#¸�· µ º�½ ²�³�´ ·�½ µQµ ºMÎC·�¼ µc² · ¿ »TÅ Â�Ã/µ
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Ò�º�½
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½�· µ Å;Ä#¸ Ê
² »#¸ ¾ ·/È Í º ¿ ·�½ ¾ Ä?¸ µ » ¾ ½
·+Å ¿ º µ
³ ·�º�½ µP¿ ·�¼C¼�½�· µ Ï» ¿ » Ç º µ
³ ¹/º"· ² Ä#¸�¼ ´ Ä ³�¾�³0¿ · µ ¼ ³ ¼�½�· µJÀ
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FAMILLE CORDIQUE, RELATION DE SIMILARITÉ, 
ET UNIFORMITÉ MAXIMUM 

 
   Xavier HASCHER 
 
 
 
 
Résumé : On définit, pour un accord générateur appartenant à la classe des accords parfaits 
majeurs ou mineurs, sa famille dans la classe inverse lorsqu’il existe une relation de 
proximité maximale entre les éléments des accords composant cette famille et ceux de 
l’accord générateur. On définit une famille restreinte de cet accord lorsque sa structure 
d’ordre est préservée dans les membres de sa famille. La définition de famille cordique pour 
les accords tonals est ensuite généralisée aux collections de classes de hauteurs de l’espace 
chromatique. Elle est comparée à la relation de similarité de la théorie musicale des 
ensembles d’Allen Forte, et à la définition d’uniformité maximum chez Lewin. 

N.B. Le lecteur trouvera en fin d’article (p. 44–46) un lexique des termes musicaux 
employés. 
 

Introduction 
 
La théorie musicale et analytique contemporaine fait de plus en plus fréquemment 
appel à des formalisations mathématiques, à la suite des travaux pionniers de l’école 
américaine (Milton Babbitt, Allen Forte, David Lewin, Richard Morris, John Rahn) et 
ceux d’Anatol Vieru et Guerino Mazzola en Europe. Aujourd’hui, ces recherches sont 
devenues une ramification particulière au sein de la musicologie internationale, et des 
séances spécifiques leur sont consacrées lors des congrès d’analyse musicale, et même 
parfois dans des rencontres de mathématiques comme celles de l’American Mathe-
matical Society (AMS). 

Se développant à partir de la théorie de la musique sérielle, puis s’étendant à l’analyse 
de l’ensemble de la musique atonale pour fournir à celle-ci les outils qui lui faisaient 
défaut, les approches mathématiques se sont intéressées par la suite au répertoire modal 
et tonal. Elles ont permis d’établir des passerelles entre ces différents langages 
musicaux, alors que les cloisons qui séparaient certains d’entre eux semblaient 
hermétiques aux musiciens eux-mêmes. 

Dans l’étude qui va suivre, on aborde la notion de famille d’un accord, puis d’une 
collection de classes de hauteurs, dans une classe cordique donnée. Rappelons qu’une 
classe de hauteurs (en abrégé c.h.) est l’ensemble de toutes les notes en équivalence 
d’octave, soit toutes les notes de même nom, mais pouvant appartenir à des registres 
différents. La notation numérique associe à chacune des douze c.h. dans le tempérament 
égal, rangées dans l’ordre chromatique, une valeur de 0 à 11 : 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

do do ré mi mi fa fa sol la la si si

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

# b # b b
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Une classe cordique est une classe d’équivalence pour la transposition, ou pour la 
transposition et l’inversion, considérées comme des lois de composition internes sur 
l’ensemble des c.h. On réserve le nom d’ « accord » aux seules collections de classes de 
hauteurs particulières au système tonal. Au sein de ce dernier, tous les accords majeurs, 
par exemple, sont bien équivalents par transposition et appartiennent à une même 
classe, que l’on désigne par [ ]K + . L’intérêt d’une telle notion de famille cordique est 
d’ordre à la fois théorique, analytique, et pratique (c.-à-d. compositionnel). 

Les mathématiques auxquelles il est fait appel ici relèvent essentiellement de la théorie 
des ensembles et de la théorie des groupes. Dans la mesure du possible, on a rappelé 
brièvement les définitions des éléments de théorie musicale employés lorsqu’ils ne sont 
pas d’usage courant. 
 

1. La transformation de mode dans le système tonal 
 
1.1. Soit T une tonalité quelconque, majeure ou mineure, et T-PAR sa tonalité 
parallèle (c.-à-d. la tonalité ayant la même tonique, mais de mode opposé). Ces deux 
tonalités sont parallèles l’une de l’autre, de sorte que la tonalité parallèle de T-PAR 
n’est autre que T. Pour chacune de ces tonalités, on considère l’ensemble des accords 
parfaits majeurs et mineurs diatoniques lui appartenant, en négligeant par conséquent 
l’altération de sensible pour la tonalité mineure. On exclut, de même, l’accord diminué 
(du degré VII en majeur et II en mineur). 

Si l’on compare l’accord occupant un degré harmonique donné dans une de ces tonalités 
avec celui occupant le même degré dans la tonalité parallèle, on constate que ces deux 
accords sont de mode opposé (à l’exception de II en majeur et de VII en mineur qui 
n’ont pas de pendant puisqu’il s’agit de l’accord diminué). Néanmoins, la 
transformation à effectuer sur chaque accord de T pour obtenir l’accord du degré 
correspondant dans T-PAR est différente selon les cas. Elle dépend du degré 
harmonique auquel appartient cet accord. Il s’agit : 

Pour les accords des degrés I, IV et V, de la transformation PAR, qui affecte la tierce 
de l’accord en modifiant le signe de celui-ci, laissant la fondamentale et la quinte 
intactes ; 

Pour les accords des degrés III et VI, de la transformation DOPPL, qui affecte la 
fondamentale et la quinte de l’accord et laisse la tierce intacte ; l’accord est transformé 
en l’accord de signe opposé placé au demi-ton inférieur ou supérieur, et ayant la tierce 
pour note commune.  

Ainsi, le premier degré de do majeur C+ se transforme-t-il en premier degré de do 
mineur C− par PAR. Mais le sixième degré de do majeur, A, se transforme par DOPPL 
en sixième degré de do mineur, à savoir Ab+. Dans un cas c’est bien la tierce qui glisse 
d’un demi-ton en descendant, dans l’autre ce sont la quinte et la fondamentale qui 
glissent parallèlement alors que la tierce de l’accord, la note do, reste immobile. 
Inversement, l’application de PAR à C− et de DOPPL à Ab+ restitue C+ et A− 
respectivement. Les mêmes transformations s’appliquent aux accords des autres degrés 
(fig. 1.1). 
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FIG. 1.1 
 
1.2. Dans l’espace de la tonalité élargie, chromatique, il est possible d’appliquer PAR 
aux accords des degrés III et VI, aussi bien à partir du majeur que du mineur. Il 
devient également possible d’appliquer DOPPL aux degrés I, IV et V. Si bien que 
quelque soit le degré d’un accord, il est également susceptible d’être transformé par 
PAR ou DOPPL. On peut donc abandonner la référence au degré d’appartenance, et 
énoncer que chaque accord parfait K de cet espace, y compris le degré II en majeur et 
VII en mineur, est relié par glissement chromatique, soit de la tierce (gardant la quinte 
et la fondamentale inchangées), soit parallèlement de la quinte et de la fondamentale 
(gardant la tierce inchangée), avec deux accords parfaits de signe opposé. Ces deux 
accords réalisent une transformation de mode de K, tout en conservant leur 
fondamentale à proximité maximum de la fondamentale de celui-ci (c.-à-d. à une 
distance inférieure ou égale à un demi-ton). Ainsi, à partir de C+, on obtient les accords 
C− et C#− (fig. 1.2.1) ; à partir de C−, les accords C+ et B+ (Cb+) (fig. 1.2.2). Toutes les 
transpositions de ces figures donneront naturellement des résultats équivalents. 

 
FIG. 1.2.1 

 
FIG. 1.2.2 

 

2. Famille cordique et famille cordique restreinte d’un accord parfait 
(majeur ou mineur) 

 
2.1. Cherchons à présent, pour tout accord parfait K majeur ou mineur, à établir quel 
est l’ensemble des accords reliés à lui par déplacement semitonal de une, deux, ou trois 
notes. Pour éliminer le cas trivial de la simple transposition, on pose la condition que 
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l’accord résultant de la transformation doit être de signe opposé à K. À partir de 
l’accord majeur, les transformations qui permettront d’obtenir un accord appartenant à 
cet ensemble sont : PAR, DOPPL, PAR°D, LT et POL. À partir de l’accord mineur, il 
s’agit de : PAR, DOPPL, PAR°S, LT et POL. 

Remarque. — D transforme un accord parfait K majeur ou mineur en dominante de 
l’accord résultant. S transforme K en sous-dominante de l’accord résultant. Comme D 
et S conservent le signe de K, elles doivent être composées avec PAR pour obtenir le 
changement de mode. LT (Leittonwechsel) échange la fondamentale d’un accord majeur 
contre la note située à son demi-ton inférieur, et la quinte d’un accord mineur contre la 
note placée à son demi-ton supérieur. POL transforme K en accord « polaire » de 
l’accord résultant, c’est-à-dire l’accord de signe opposé, sans note commune, dont 
chaque note est située à un demi-ton d’une note de l’autre accord. Nous ne revenons 
pas sur PAR (parallèle) et DOPPL (Doppelterzwechsel) qui ont été vues ci-dessus. 

Comme précédemment, on recherche une modification minime, où l’accord résultant 
constitue une approximation aussi étroite que possible de K, au changement de sonorité 
près entraîné par l’échange de mode. Étant donné une conduite des voix où chaque note 
de l’accord résultant est relié à une note de K par l’intervalle le plus petit possible, ces 
deux notes sont à proximité maximum l’une de l’autre (leur distance est inférieure ou 
égale à un demi-ton). On verra plus loin que les accords résultants peuvent être classés 
en fonction du nombre de déplacements semitonals qu’ils impliquent, et donc de leur 
degré de différence avec K (« valeur d’écart », section 6.2). 

À partir de C+, on obtient l’ensemble des accords suivants : {C−, E−, F−, Ab−, C#−} 
(fig. 2.1.1). À partir de C−, l’ensemble des accords suivants : {C+, Ab+, G+, E+, B+} 
(fig. 2.1.2). Ici encore, toute transposition de chaque figure sera équivalente à celle-ci. 

 
FIG. 2.1.1 
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FIG. 2.1.2 

 
2.2. Soit K l’ensemble des accords parfaits majeurs et mineurs. Soient I et J ∈ K. Une 
famille cordique d’un accord générateur I est l’ensemble des J vérifiant la relation 
binaire F sur K définie par : 

IFJ ⇔ J est de signe opposé à I et chaque élément de J peut être ramené à une 
distance d’un demi-ton au maximum d’un élément de I. L’intervalle entre les éléments 
de I et de J appartient donc à la classe 0 ou 1. 

On définit F(I) : 
 
 { }K( ) | .I J I J= ∈F F  2.2.1 
 
Remarque. — Le codomaine de F est K− lorsque I est majeur ; il est K+ lorsque I est 
mineur. En conséquence, la famille de I appartient à K− lorsque I est majeur, à K+ 
lorsque I est mineur. F est symétrique (J ∈ F(I) ⇔ I ∈ F(J)), non réflexive (I ∉ 
F(I)), et non transitive. 
 
2.3. Si l’on récrit numériquement les accords obtenus à partir des transformations 
semitonales définies ci-dessus (section 2.1), on obtient les résultats suivants, composant 
les familles cordiques respectives des accords générateurs : 

• à partir de C (0, 4, 7),+ =  
 

(0, 3, 7),(11, 4, 7),(0, 5, 8),(11, 3, 8),(1, 4, 8)  
 

dont l’ensemble forme F(C+) ; 

• à partir de C (0, 3, 7),− =  
 

(0, 4, 7),(0, 3, 8),(11,2, 7),(11, 4, 8),(11, 3, 7)  
 

dont l’ensemble forme F(C−). 
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Les seuls accords de ces familles à respecter la structure d’ordre des accords parfaits, 
c’est-à-dire isomorphes à (0, 3, 7)  ou (0, 4, 7),  sont ici le premier et le dernier de chaque 
liste. Les autres accords sont permutés (ils ne sont pas musicalement en « position 
fondamentale ») et présentent par conséquent des types d’ordres différents. Comme 
l’ordre de l’accord mineur est inverse de l’accord majeur, et que les accords constituant 
la famille cordique d’un accord donné sont de signe opposé à celui-ci, on dit que parmi 
ces accords ceux dont l’ordre est anti-isomorphe à celui de l’accord générateur 
appartiennent à la famille restreinte de ce dernier. On définit la famille restreinte de I 
∈ K : 
 
 { }Kˆ | ( ; ) ( ; ) .( ) J I J I JI = ∈ ∧ ≅F F  2.3.1 
 
On limite ainsi la famille cordique d’un accord aux seuls accords dont la fondamentale 
est distante d’un demi-ton au maximum de celle de l’accord générateur, soit les accords 
définis en 1.2. 

Si l’on suppose une conduite des voix par proximité maximum Vpmax entre I et J de 
signe opposé tels que ˆ( ),J I∈ F  alors il ne peut y avoir plus d’un demi-ton de distance 
entre la fondamentale, la tierce et la quinte de I et la fondamentale, la tierce et la 
quinte de J respectivement. En effet, si l’on considère Vpmax, on a soit 
 

K( , , ) ( 1, , 1)  ( , , ) ( , 1, ), ,J J J I I I J J J I I Ip t q p t q p t q p t q I= + + ∨ = − ∈ +  
 

soit 
 

( , , ) ( 1, , 1)  ( , , ) ( , 1, ),J J J I I I J J J I I Ip t q p t q p t q p t q I= − − ∨ = + ∈ K−  
 

(voir fig. 2.3). 
 

 
 

FIG. 2.3 
 

3. Famille cordique d’un accord de cardinal > 3 
 
3.1. On se propose d’étendre la notion de famille cordique à des accords de cardinal 
supérieur à 3, en restant comme précédemment dans l’espace de la tonalité élargie. 
Tout comme ci-dessus pour les accords majeurs et mineurs, inverses l’un de l’autre, on 
choisit de définir cette famille dans la classe des inverses de l’accord générateur. 
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Ainsi, si l’on prend pour accord générateur un accord de la classe b7[ ]K +  (accord de 
septième « de dominante »), les accords de la famille cordique correspondante 
appartiendront normalement à la classe b

0
7[ ]K  (accord de septième mineure et quinte 

diminuée). À partir de b7C ,+  on obtient donc la famille suivante : 
 

{ }7 7 7 7 7 7 7 7b b b b b b b b# # # #0 0 0 0 0 0 0(C ) C ,C ,A ,A ,F ,G ,D+ =F  
 

(voir fig. 3.1). 

 
 

FIG. 3.1 
  

Remarque. — La transformation b7C+
b#
0
7C constitue la récurrence, à la transposition 

près, de la succession de l’ « accord de Tristan » (« motif du Désir »).  
 
3.2. Afin de déterminer une famille restreinte, on a intérêt dans l’exemple précédent à 
renommer les accords (0, 3, 7, 9) et (1, 4, 8,10) (6)C−  et #(6)C −  respectivement, au lieu de 

b
0
7A  et b# 7A − . Ce faisant, on passe de la classe b

0
7[ ]K  à la classe (6)[ ]K−  (accord parfait 

mineur et sixte ajoutée majeure). Or, les membres de ces deux classes sont identiques 
du point de vue de leurs éléments, mais diffèrent par leur structure d’ordre, qui est 
dépendante de celle de l’accord initial. En effet, soit l’on considère les accords de 
septième comme totalement (ou linéairement) ordonnés avec p (prime) plus petit 
élément et s (septième) plus grand élément, soit l’on considère un ordre partiel où q 
(quinte) et s sont tous deux éléments maximaux. Cette distinction n’a pas d’importance 
dans le cas général, où l’on peut considérer indifféremment l’une ou l’autre classe 
comme inverse de b7[ ].K+  

L’inversion de l’ordre linéaire conduit, pour un accord appartenant à la classe b

0
7[ ],K  à 

considérer s comme plus petit élément et p comme plus grand élément ; en revanche, 
l’inversion de l’ordre riemannien donne q comme plus petit élément, et p et s comme 
éléments maximaux. Conformément à la notation originelle de Riemann, où l’on écrit 
gVII et gisVII respectivement pour (6)C−  et #(6)C ,−  la septième inférieure est ici calculée à 
partir de q, représentée, dans cet exemple, par la classe de hauteurs 7 (sol) dans 
l’accord générateur b7C .+  
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Cette distinction vaut pour l’ensemble des accords de septième lorsque l’on étend à 
ceux-ci la définition de la famille restreinte donnée en 2.3.1. On doit donc définir à quel 
type d’ordre (linéaire ou riemannien) on se réfère pour établir un anti-isomorphisme 
d’accords. 

Pour b7C ,+  sa famille restreinte comprend dès lors b

0
7C  et b#

0
7C  si l’on se réfère à l’ordre 

linéaire, (6)C−  et #(6)C −  si l’on se réfère à l’ordre riemannien. Cette dernière définition 
présente l’avantage d’être conséquente avec celle de la famille cordique restreinte de C+, 
composée de C− et de C#−. Là où b7C+  constitue une extension de C+, qui inclut ce 
dernier, les membres de la famille restreinte riemannienne incluent les membres de la 
famille restreinte de C+, dont ils constituent des extensions. On a bien, en effet, 

(6)C C− −⊂ et # #(6)C C .− −⊂  Cette continuité disparaît lorsqu’on considère la famille 
restreinte linéaire. 
 

4. Famille cordique d’une c.c.h. chromatique 
 
4.1. On tente à présent de généraliser la définition de famille cordique à l’ensemble 
des collections de classes de hauteurs (c.c.h.) chromatiques équivalentes par 
transposition (mais non par inversion), et non plus seulement à l’ensemble des accords 
classés tonals de trois ou quatre sons. 

Remarque. — Une classification communément utilisée telle que la table de Forte [1] 
doit donc être modifiée afin de distinguer les c.c.h. de leurs inverses.  

On a jusqu’ici défini la famille cordique dans la classe inverse de l’accord générateur. Ce 
choix se justifie pour des raisons de pertinence analytique dans le contexte tonal. Il est 
néanmoins possible d’étendre la définition de famille cordique à n’importe quelle classe 
d’accord équipotente à la classe de l’accord générateur. Pour éviter le cas trivial de la 
transposition, on maintient néanmoins la condition que la classe source soit différente 
de la classe but (pour la transposition). 
 
Définition 4.1.1. Une famille cordique généralisée d’une collection de classes de 
hauteurs I donnée se définira donc comme l’ensemble des c.c.h. J vérifiant les propriétés 
suivantes : 

• I et J ne sont pas équivalents par transposition ; 

• card(I) = card(J) ; 

• ∀ j ∈ J, ∃ i ∈ I tel que ( , ) 1.d i j ≤  

Si ces propriétés sont vérifiées, on dira que J ∈ F(I), ou que IFJ. Comme il peut y 
avoir plusieurs familles pour une même c.c.h. génératrice, on doit donc préciser la classe 
dans laquelle on définit la famille. 

Dans le cas où [J ] = inv([I ]) = [I ], on ne peut définir de famille cordique dans cette 
classe.  

Remarque. — Étant donné la difficulté d’établir des relations d’ordre sur les c.c.h. dans 
le contexte atonal, on réserve la possibilité de définir une famille restreinte. 
 
4.2. L’appartenance à une famille cordique constitue une particularité analytiquement 
intéressante dans le contexte atonal puisqu’elle limite le nombre de c.c.h. en relation en 
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sélectionnant leurs niveaux de transposition. Une famille cordique constitue un sous-
ensemble de la classe d’équivalence dans laquelle elle est définie. 

Exemple 4.2.1. On cherche à déterminer la famille cordique de la collection 
{0, 6,11}I =  d’une part dans sa classe inverse [0,1, 6],  d’autre part dans la classe 

[0,10, 5].  Les intervalles de transposition concernés sont dans le premier cas t0 et 
t11 (fig. 4.2.1.1) ; dans le deuxième cas, t0 et t1 (fig. 4.2.1.2). 

 
FIG.  4 .2.1.1 

 
FIG.  4 .2.1.2 

 

Exemple 4.2.2. La Pièce pour piano op. 19/1 de Schœnberg se termine par une 
succession de trois c.c.h. I, J, et K (mes. 17). La collection I appartient à la classe 
[0,1, 3, 5, 7],  la collection J à la classe [0,1,2, 5, 7],  et la collection K à la classe 
[0,1,2, 4, 8].  Il suffit d’appliquer t3 à chacune de leurs formes normales pour retrouver le 
contenu des collections I, J, K. On voit donc directement que chaque c.c.h. est reliée 
par F à chacune des deux autres, lesquelles appartiennent à la famille cordique de cette 
c.c.h. dans la classe concernée (fig. 4.2.2). 

 

 

FIG.  4 .2.2 
 

Remarque. — Lorsque l’on passe de I à J dans l’exemple 4.2.2, on ne déplace qu’une 
seule note par mouvement chromatique, les autres notes étant communes aux deux 
collections et formant une sous-collection .S I J= ∩  Non seulement les collections I et 
J vérifient la relation F, mais elles vérifient également la relation Rh. 
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5. La relation de similarité Rh 
Famille de classe 

 
5.1. On définit, d’après Allen Forte [1], une relation de similarité Rh entre deux c.c.h. 
E1 et E2 de même cardinal n : 
 

1 2 3 3 1 3 2( , )  de cardinal 1,  tel que .hR E E E n E E E E⇔ ∃ − ⊂ ∧ ⊂  
 

Cette relation est donc différente de celle d’appartenance à une famille cordique, mais 
vient à coïncider avec elle lorsque la distance entre a ∈ E1\E2 et b ∈ E2\E1 est égale 
à 1. Dans ce cas, Rh et F sont toutes deux vérifiées, et le couple 1 2( , ) .hE E R∈ ∩ F  
Cette propriété est intéressante du point de vue musical.  

En effet, alors que pour une c.c.h. donnée il existe fréquemment un nombre important 
de collections vérifiant Rh , le nombre de collections vérifiant à la fois Rh et F est plus 
réduit. Ceci est d’autant plus significatif que, pour Rh , les niveaux de transposition 
respectifs de E1 et E2 maintiennent le nombre maximum de classes de hauteurs 
communes entre les deux collections.  

Lorsque, au contraire, en fonction des niveaux de transposition choisis pour E1 et E2 on 
a <3card( ) 1,E n −  alors la relation Rh est faible. 
 
5.2. On peut également affaiblir la définition de F en l’étendant à tous les 
représentants des classes canoniques d’équivalence pour la transposition de deux 
collections I et J, lorsque ces collections elles-mêmes vérifient F : 
 
 [ ], [ ] ( ).I J I I J J I J′ ′ ′ ′⇒ ∀ ∈ ∀ ∈F F  5.2.1 
 
On a alors intérêt à parler de famille de classe, dont l’appartenance est définie par 
 
 [ ] ([ ]) [ ], [ ] ( ).J I I I J J I J∈ ⇔ ∀ ∈ ∀ ∈F F  5.2.2 
 

6. Famille cordique et relation d’uniformité maximum 
 
6.1. Dans sa forme faible aussi bien que dans sa forme stricte, la relation 
d’appartenance à une famille cordique implique l’existence d’une conduite des voix 
bijective maximalement uniforme au sens de Lewin [2]. On rappelle les définitions d’une 
telle conduite des voix : 

Définition 6.1.1. Étant donné deux collections de classes de hauteurs A et B, de 
cardinal égal ou différent, une conduite des voix V de A vers B sera dite maximalement 
uniforme si elle diffère aussi peu que possible d’une transposition littérale ; 

Définition 6.1.2. Soit une conduite des voix maximalement uniforme d’une c.c.h. A 
vers une c.c.h. B. L’indice de pseudo-transposition n de V est le nombre (positif ou 
négatif) de demi-tons par lequel B peut être considéré comme « presque une 
transposition » de A ; 

Définition 6.1.3. La valeur de déport de V est le nombre absolu de demi-tons  
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(ascendants ou descendants) par lesquels V diffère d’une transposition littérale tn(A). Si 
cette valeur est nulle, on a ( ).nB t A=  

Définition 6.1.4. Étant donné deux collections équipotentes de classes de hauteurs A 
et B, une conduite des voix bijective V de A vers B sera dite maximalement uniforme si 
elle diffère d’une transposition littérale de A vers tn(A) par la plus petite valeur de 
déport possible parmi toutes les conduites des voix bijectives de A vers B.  

S’il existe une conduite des voix bijective maximalement uniforme d’une c.c.h. A vers 
une c.c.h. B, on dit que B est en relation d’uniformité maximum avec A, ou que B est 
maximalement uniforme à A. 

Remarque. — Une conduite des voix est surjective quand chaque classe de hauteurs de 
B est l’image d’une classe de hauteurs de A ; lorsque A et B sont de même cardinal, 
une conduite des voix est bijective si et seulement si elle est surjective. 
 
6.2. Si B ∈ F(A) dans [B], alors il existe une conduite des voix bijective 
maximalement uniforme de A vers B. Mais l’inverse n’est pas toujours vérifié : 
B = Vn(A) n’implique pas que B ∈ F(A). Néanmoins, il existe toujours au moins un 
indice de pseudo-transposition tel que Vn(A) ∈ F(A). En effet, on a V0(A) ∈ F(A). 

Pour la définition faible et la définition de famille de classe, on vérifie simplement que 
pour tout A ∈ [A] et pour tout B ∈ [B ] entre lesquels existe une conduite des voix 
bijective maximalement uniforme, AFB.  
 
6.3. À chaque membre de F(A) strictement définie peut être attribuée une valeur 
d’écart, correspondant à la somme des valeurs absolues des déplacements de demi-tons 
de A vers B. Contrairement à la valeur de déport pour la relation d’uniformité 
maximum, la valeur d’écart ne peut jamais être nulle. 

Exemple 6.3.1. On considère à nouveau les collections de l’exemple 4.2.1.1 avec 
{0, 6,11},I =  et les deux membres de F(I) dans la classe [0,1,6], {0, 5,11}J =  et 
{0,1, 6}.J ′ =  Ces deux c.c.h. sont maximalement uniformes à A avec 0( )J V I=  et 

1( ),J V I′ =  et un déport invariant de 1 demi-ton. En revanche, la valeur d’écart, qui 
est égale à 1 pour J, est de 2 pour .J ′  
 

7. Famille cordique diatonique 
Élargissement de la définition de famille cordique 

 
7.1. Dans le contexte de la tonalité diatonique, il peut être intéressant de définir des 
familles cordiques d’accords générateurs correspondant aux fonctions harmoniques 
principales. On définit ainsi, en maintenant une valeur d’écart de 1 (ton ou demi-ton 
diatonique), la famille cordique des accords des degrés I, IV et V dans la classe des 
accords de signe opposé réunie à la classe des accords diminués (c’est-à-dire dans 
l’ensemble complémentaire, dans la tonalité, de l’ensemble formé par les accords des 
degrés I, IV, V). 

Une telle famille comprend : 

• pour I, les accords des degrés VI et III, soit 
 

F(I+) = {III−, VI−} ; F(I−) = {III+, VI+} ; 
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• pour IV, les accords des degrés II et VI, soit 
 

F(IV+) = {II−, VI−} ; F(IV−) = {II0, VI+} ; 
 

• pour V, les accords des degrés III et VII, soit 
 

F(V+) = {III−, VII0} ; F(V−) = {III+, VII+}. 
 

On relie ainsi chaque accord d’un degré principal, soit à ses deux accords relatifs (relatif 
et contre-relatif), soit, pour V en majeur et IV en mineur, à son relatif et les accords 
diminués sur VII et II respectivement (soit les accords correspondants de septième et 
septième duale sans fondamentale). On crée de ce fait, pour chaque accord générateur, 
un groupe cordique mono-fonctionnel réunissant cet accord aux membres de sa famille. 
 
7.2. On peut modifier la définition de F telle qu’elle est donnée en 4.1.1 de façon à 
composer une famille dans une classe de cardinal différent de la collection génératrice. 
De telles familles ne sont pas examinées ici. 
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LEXIQUE DES TERMES MUSICAUX 

 

Accord : collection ordonnée de classes de hauteurs possédant certaines propriétés intervallaires. 
Les accords classés appartiennent au vocabulaire spécifique de la musique tonale. Ils sont 
nommés d’après les intervalles diatoniques entre la fondamentale (ou prime, plus petit élément 
dans les accords parfaits majeurs, plus grand élément dans les accords parfaits mineurs) et les 
autres éléments de l’accord, les intervalles de tierce et de quinte étant le plus souvent sous-
entendus par commodité. L’accord est nommé d’après sa fondamentale. 

Altération : déplacement d’un demi-ton, ascendant ou descendant selon la pente de l’altération, 
d’une note diatonique. 

Atonal : système musical chromatique, sans référence à une tonique, et utilisant un matériau 
excluant a priori les accords du système tonal, mis en œuvre dans la première moitié du XXe 
siècle, notamment par les compositeurs de la Seconde École de Vienne. 

Chromatique : 1. Espace chromatique : espace musical pouvant être représenté sur une horloge 
arithmétique à douze chiffres. 2. Tonalité chromatique (ou tonalité élargie) : système tonal dont 
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le matériau est l’union des matériaux diatoniques d’une tonalité majeure et de la tonalité 
mineure parallèle (c.-à-d. la tonalité de même nom, mais de signe opposé).  

Collection de classes de hauteurs (c.c.h.) : ensemble non-ordonné de classes de hauteurs ; les 
c.c.h. ayant la même forme normale appartiennent à une même classe d’équivalence pour la 
transposition et l’inversion (classe canonique). 

Cordique : relatif aux accords ou, au sens large, aux c.c.h. 

Degré : ordinal, exprimé en chiffres romains de I à VII, associé à chaque note de la gamme 
diatonique, servant à désigner la fondamentale des accords, et, par simplification, ces accords 
eux-mêmes.    

Diatonique : espace musical dont les éléments sont ceux de la gamme majeure (do, ré, mi, fa, 
sol, la, si) ou de la gamme mineure (la, sol, fa, mi, ré, do, si) sans altération, et les gammes 
équivalentes pour la transposition.  

Diminué (accord) : accord obtenu par altération descendante de la quinte d’un accord parfait 
mineur, ou par altération ascendante de la fondamentale d’un accord parfait majeur. On associe 
à l’accord diminué le signe 0. 

Fondamentale (position) : disposition musicale d’un accord où la fondamentale se trouve à la 
basse. 

Hauteur : autre désignation pour note. 

Hauteurs (classe de) : ensemble des notes en relation d’octave (c.-à-d. dont le rapport des 
fréquences fondamentales est une puissance entière de 2) ; on associe à chacune des douze classes 
de hauteurs une valeur modulo 12 correspondant à l’intervalle entre ces classes et une classe de 
référence, par convention la classe do.  

Intervalle : distance entre deux notes, mesurée soit en nombre de degrés diatoniques ou d’heures 
sur une horloge arithmétique à sept chiffres (en comptabilisant la note de départ), soit en 
nombre de demi-tons. 

Inversion : opération qui a une classe de hauteurs h et pour une valeur fixe m (l’indice de 
l’inversion), associe la classe de hauteurs dont l’intervalle avec la classe de référence est im(h) = 
m − h modulo 12. L’inversion est une réflexion dans l’espace musical. 

Majeur : 1. Accord parfait majeur, composé d’une tierce majeure et d’une quinte juste au dessus 
de la fondamentale (on associe à l’accord parfait majeur le signe +) ; c.c.h appartenant à la 
classe [0,4,7] et munie d’une relation d’ordre. 2. Tonalité majeure, système tonal où les accords 
parfaits de tonique, dominante et sous-dominante sont majeurs. 

Mineur : 1. Accord parfait mineur, composé d’une tierce mineure et d’une quinte juste au-dessus 
de la fondamentale (on associe à l’accord parfait mineur le signe −) ; c.c.h appartenant à la 
classe [0,3,7] dont l’ordre est anti-isomorphique à celui de l’accord majeur. 2. Tonalité mineure, 
système tonal où les accords parfaits de tonique, dominante et sous-dominante sont mineurs. 

Normale (forme) : la forme normale d’une c.c.h. correspond à la permutation, éventuellement 
combinée à une inversion, permettant de présenter cette c.c.h. sous sa forme la plus compacte 
possible (intervalle minimum entre les notes extrêmes, plus petit intervalle de la première à la 
deuxième note, de la première à la troisième note, etc.), puis transposée pour commencer sur la 
classe de hauteurs 0.   

Parfait (accord) : accord dérivé de la tranche harmonique basse (harmoniques 1, 3, 5) de la 
résonance naturelle, obéissant au principe de consonance. Les accords parfaits peuvent être 
majeurs ou mineurs. 

Mode : dans le contexte de la tonalité, qualité majeure ou mineure d’un accord ou d’un système 
tonal ; pour éviter toute ambiguïté avec les systèmes modaux, il est préférable de parler de signe 
(+ ou −). 
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Note : son de hauteur mesurable (en hertz), désigné par une syllabe (do, ré, etc.) ou une lettre 
(C, D, etc.) éventuellement suivie d’une altération, et d’un indice précisant l’octave à laquelle ce 
son appartient. Lorsqu’on assimile toutes les notes de même nom sans référence à leur octave, 
on parle de classe de hauteurs. 

Sensible : tierce majeure de l’accord placé à la quinte supérieure de la tonique ; dans une 
tonalité mineure, cette tierce doit être altérée pour devenir majeure, et prendre le nom de 
sensible. 

Septième (accord de) : accord de cardinal 4 (fondamentale, tierce, quinte, septième) obtenu par 
extension d’un accord parfait ou diminué. Dans la notation des accords de septième, on désigne 
la septième mineure par b7 et la septième majeure par #7. 

Sixte ajoutée (accord de) : accord de cardinal 4 (fondamentale, tierce, quinte, sixte) obtenu par 
extension de l’accord parfait majeur ou mineur. 

Système tonal : voir tonalité.  

Tonalité : Système musical complexe, à plusieurs niveaux hiérarchiques, défini en référence à 
une classe de hauteurs et à un accord parfait majeur ou mineur dont la fondamentale (la 
tonique) appartient à cette classe, et constituant un langage muni de règles et de contraintes 
variables historiquement, applicables à :  

a) un vocabulaire harmonique constitué d’accords « classés » et de syntagmes 
fonctionnels, eux-mêmes définis en référence à l’accord parfait de tonique et aux accords 
parfaits ayant pour fondamentale la quinte supérieure et la quinte inférieure de la 
tonique respectivement ; 

b) la relation entre la partie supérieure (ou principale) et la basse ; 
c) la répartition des accents et l’ordre de succession des événements musicaux (dont les 

modulations). 

Sans qu’ils participent strictement à sa définition, la tonalité est également associée à : 

a) des principes de conduite des voix d’un accord vers son successeur (contrepoint) ; 
b) un langage rythmique, dont les règles sont également variables historiquement. 

Le matériau diatonique de la tonalité est l’ensemble des notes contenues dans les accords de 
tonique, dominante et sous-dominante, et des accords pouvant être formés à partir de ces notes. 
Du point de vue historique, la tonalité (dans la musique occidentale savante) correspond par 
simplification à une plage allant du XVIIe siècle à la fin du XIXe siècle.  

Tonalité de (nom de note, signe) : système tonal ayant pour tonique la classe de hauteurs 
désignée par cette note. Toutes les tonalités d’un même signe étant équivalentes à une 
transposition près, il n’existe que deux types historiques de systèmes tonals, le majeur et le 
mineur. On peut en imaginer d’autres (systèmes duals). 

Tonalité élargie : voir chromatique (tonalité). 

Transposition : opération qui à une classe de hauteurs h et un intervalle n associe la classe de 
hauteurs dont l’intervalle avec la classe de référence est tn(h) = n + h modulo 12. La 
transposition est une translation dans l’espace musical. 
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^`_`aba(ced�fhgiVjlk iVm6nYoqpFilr6s gtuj;i�p6vxwypDw d j f s�ilv{zYilp|k ilv�})r f%~�� t�o d k iBs�il�Ns�i��{ilo4s f wyo6o��i�j f �x� i dxd r d�~ �iVj;v f s��
� nYo�tyk%k%t�pDilo � t�o4s � ilr6����w f d � f k%k i�t�o dK� t�o d j;ils�s�i�wyp f o f wyo�})r6i�k i d jlt�r d i dK� i�k%tSj;wyo d wyo|t�o|j;i
�ils)t f ilo4s gt{v�iVj��6ilv�j��6ilv gt�p|t�v�s f v � i d p6v�wyp+v f �ils+�i d�� i d p+v�wypDwyvxs f wyo d iVk%k i d�� �S�iV�{i d����)� �y��� p|m��y�y��m
�R�h�  Z¡R¡D¢;£�¤�¥R¦�¡D¥R§©¨xªh«)¬4¦­¦)®�¯R¤�£R¬4¨x®�ªh«)¬4¦K°e± w+���{i²wyo³k%´%t � �ilµ gt¶�{ilo4s f wyo6o#�i ~ k%t­j;wyo d wyo|t�o|j;iqi d s
v�iVk f �ili gt¶k%t � �iVj;w+�{pFw d�f s f wyo � ´ r6o d wyo·ilo³��wyo � ty�{ilo4s)tyk+ilsu�|t�v��{wyo f })r6i d�~ ils{µ¸i � �il¹ViVk wyp6pDilv�t f j;i
pDw f o4s � i¶¹Nr6iºt�r¼»l½·j f �x� i d�d wyr d mYnYo¾¹Rilvxv�tºt�r d�d�f j;w+���{ilo4s ~ s�wyr6µhwyr6v d�� ilp6r f d k%´ ¿�o4s f }�r f sD�i ~ k%t
j;wyo d wyo|t�o?j;i�tÀ�ils+�i�k f �ili gt·k%´ wyÁ d ilv�¹4t�s f wyo � ´ r6o¾p6���ilo+w+� gilo6iÂt�p6pFiVk��i � vD�i d wyo|t�o|j;i � wyr � ¹ f Á6v�t�s f wyo
d�Ã �{p|t�s�� f })r6i ��� i�j;ilv�s)t f o6i d j;wyv � i dÄ� t�o dÄ� i dÄf o d s�v�r|�{ilo4s d�� iÅ�#r d�f })r6i ~ jl´ i d s ��gt �x�6f vxi gtÂk%´ wyÁ �
d ilv�¹�t�s f wyo � i d j;wyv � i d })r f%~ })r|t�o � wyoÂilo�il�Æj f s�i � ´%t�r6s�v�i d })r f �iV�{ils�s�ilo4s�r6o d wyoÂp|k r d�Ç v�t�¹Riqils
�6f È �ilv�t�o4s � ´ r+o6i�wÆj;s)t�¹Vi ~ wyr � ´ r6o6iS})r f o4s�i ~ ils)jlm ~Fd i��uils�s�iloNs�t�r dxd�f�gtÉ¹ f Á6v�ilv d t�o d }�r|´ wyo³k i d t f s
s�wyr|j��#�ili d m+¿#v f d s�wys�iqp|t�v�k i � �ilµ gt � iSj;i²p6�#�ilo6w+� gilo+i � t�o d�d wyo³Ê�vxwyÁ|k giV�{iS½ \ ~ ± �|t�p f s�v�i�Ë#Ì;Ë �)� \ �
p|m �yÍyÎ ��mFÏZi d jlt�v�s�i d �uiloNs f wyo+o6i�k i��¶�iV�{i�p+�#�ilo6w+� gilo6i � t�o ded wyo  �Ð)¢`Ñ¦)ÒÓÑ¦{ÔR¦uÕ²¬4¨xªh«)¬4¦ �)� ] � p|m Î \ �Z�
��Ö f k%´ r6o6i � i d j;wyv � i d{� ´ r6o�k r6s���i d ses�wyr|j��#�ili ~ j;iVk%k i d }�r f�d wyoNsÓp?k r d t f Ç r6i d{� ´ r6o6iBwÆj;s)t�¹Ri#wyr � ´ r6o+i
}�r f oNs�iPs�v�iV�#Á|k ilo4s�ils�vD�i d wyo6o6ilo4s d pDwyo4s)t�o��iV�uiloNs � menBo×j f s�ilv�tºj f �x� i dxd wyr dS� ´%t�r6s�v�i d t�r6s�ilr6v dÉd r6v
j;i d r6µhils)m`Ø`o6Ù6o ~ wyo�¹Vilv�v�tqj;w+���{ilo4s�ÚÉtyk f k��ili­tup?k%tyj��iPk%´��ils�r � i � iPk%t�j;wyo d wyo?t�o|j;i � t�o d r6o�jlt � v�i
p6� ÃÛd�f }�r6iBp?k r deÇ �ilo��ilv�tyk ~ j;iVk r fD� i d p+�#�ilo6w+� gilo6i d p#�ilv f w �+f }�r6i d m+Ï{t�o dZd i d�Ü ªh¨x¤x£V¬N¢�¨�¦�®?ÔYÑ¦)Õ²£RÝ6¨�®�¢0¯RÞ
®�ª¸£VÝ6¨�Õ²¯R®�¥YÑ¦)Õ²¯R®�ªh«)¬4¦)¨²¤x£VÝ6¤x¦�¢�Ý6¯VÝ6®�ÔR¦�¬4ßK¨x¤�ª¸¦�Ý6¤x¦�¨ÉÝ6£V¬Nà�¦)áháâ¦�¨ ���yÎyã �y� ~ Ú�tyk f k��ili ~ ilo �+f d j;r6s)t�o4s � r
p6���ilo6w+� gilo6i � i�vF�i d wyo|t�o|j;i d�Ã �{p|t�s�� f }�r6iuwyÁ d ilv�¹RiK})r6i ~ p|k r d�Ç �ilo#�ilv�tyk iV�{ilo4s ~ � ilo d i�p6v�wyp?t Ç iVt�oNs
� t�o d k%´%t f v ~ k%´ wyo � r|k%t�s f wyoä�{ilr6s�ilsq�¸t f s#¹ f Á+v�ilv�o6wyo d ilr|k iV�uiloNs�k i d j;wyv � i d�~ ��t f d o|´ f �{pFwyv�s�i¶}�r6iVk
j;wyv�p d t�p+s�i gt¶s�v�iV�#Á|k ilvqils gt¶¹ f Á6v�ilv�tx¹RiVjSk%tÂ�S�iV�{iSp#�ilv f w � i � måÌ�kB�uiloNs f wyo+o6i � i d il�Np#�ilv f ilo|j;i d
�¸t f s�i d t�¹RiVj#r6o³��v�t Ç �{ilo4s � i d w f i�t�s�s)tyj����i gtSk%´ f o d s�v�r|�{ilo4s ~ t f o d�f }�r?´%t�¹RiVj#r6oº¹Rilvxv�i¶t�r+��p|t�v�w f d
� f o|j;i d ils�pFw+k f i d }�r+iÄk%´ wyoætqpFw d �i gt�p6v�w�� f � f s+�i �)� �yã�� p|mZ� Í�� � � ��mBç|´ f oNsD�ilvV�ils � i d iKp|k%tyj;ilv � t�o d
j;iÄjlt � v�i Ç �ilo��ilv�tykÆo|´ i d sup?t d p6r6v�iV�{ilo4s�s��#�ilwyv f })r6i ~ ��t f d¶f kFpDilv��uils � iqv�t f d wyo6o+ilvup|t�vKt�o|tyk w Ç+f i
ils � iK�ht f v�i � i d j;wyo6µ¸iVj;s�r+v�i d mN¿ f o d�f%~ Ú�tyk f k��ili �6f sÉ})r6i � j;w+���{i f k4i d s f �{pFw d�d�f Á|k i � iKj;w+�up6s�ilv�k i d
¹ f Á+v�t�s f wyo du� ´ r6o6i�j;wyv � i�ilo­v�t f d wyo � i�k ilr+v Ç v�t�o � i���vD�iV}�r+ilo|j;i ~ wyo·t�r6v�t f s{j;wyoNs f o4r��i gt f Ç o6wyvxilv d ´ f k
i d sY¹Ûv�t f })r6i ~Æ� t�o d r6o·tyjlj;wyv �S� ´ wFj;s)tx¹Ri ~ k%t²j;wyv � i�k%t#p|k r d t f Ç r�èi{p6vF�i d iloNs�i � t�o d k i��¶�iV�{i{s�iV�{p d
r6oSo6w+�#Á6v�i � i{¹ f Á6v�t�s f wyo d�� wyr6Á|k i � i�k%t�j;wyv � iKk%t{p|k r dBÇ v�t�¹Ri ~Nd�f p6vD�iVj f d �iV�{ilo4sÉk i d wyo � i d v�ilo6wyr �
¹RiVk%t�Á|k i d�gtu¹Rw+k wyo4s+�iP})r6iKk%´ wyoéwyÁ6s f ilo4s�ilo��ht f d t�o4s�vD�i d wyo6o+ilv�ils�¹ f Á6v�ilv�r+o�¹Rilv�v�i ~ o+i�o6wyr d tx¹�t f iloNs
p|t d��6f v�iVj;s�iV�uiloNs��{wyo4s�vF�i·j;w+���{ilo4s gt·k%´ f o d s)t�o4s��S�iV�{i¶w gr¼k iSs�wyo¼�{wyo4s�i � ´ r6o+iPwÆj;s)t�¹Ri�pDwyr6v
k%´ wyv�i f k%k i ~ wyo�¹Rw f s d r6v Ç+f v � ´%t�r+s�v�i d wyo � i d p|k r d pFils f s�i d }�r f%~ tx¹RiVjYr+o6i f o6Ù6o f iuo6ils�s�ils+�i ~ p|t�vxs)t Ç iloNs
ilo � ilr6�·j��|tyj;r6o6i � i d wyo � i d p6vF�iVj6�i � iloNs�i d�� m
êR�h�ë e¡V¡D¢0£)¤)¥R¦�¡Û¯R¢�áâ¦�¨B®�¥ Ñ¦)£R¢�ªh¦)¨å¡D¥V§�¨�ª¸£Váâ£�Ò�ª¸«�¬4¦)¨�¦�®|¨�¦)Ý6¨�£R¢�ªh¦)áhá(¦)¨B°+± w+���{i�s�wyr+s#j;i�})r f j;wyo|j;ilv�o6i
k i d wyo ~ k%t�j;wyo d wyo|t�o?j;i�i d s#k f �ili gt�k%t��{wyvxp6�6w+k w Ç+f i � iÉk%´ wyv�i f k%k i ~ågtÉk%t d s�v�r|j;s�r+v�i � r d�ÃNd s giV�{i�t�r �6f s f �
ils`o6ilv�¹Vilr6� � i�k%´ �6w+���{i ~Dgt�k%t��¸t+ìj;wyo � wyo4sÆo6wys�v�i#j;ilvx¹RiVt�rÉv�iFìj;w f sYk i d f o|��wyv���t�s f wyo d`d wyo6wyv�i d�gtåp|t�v�s f v
� iZo+wys�v�iZwyv Ç t�o+i{t�r �+f s f � ~ ils)jlm4Ï{t�o d?d i d�í ¢�ª¸Ý6¤�ª-¡N¦)¨eÒÓÑ¦)Ý{Ñ¦�¢0¯R¬4ß#Ôåî ¯V¤x£R¬4¨x®�ªh«)¬4¦ ~ Ï f%� ilv�wys²�iVj;v f s �)� �yÍl� p?m
� � ��� � ç|´%t f v²t Ç+f s d r6v�k i�s Ã �{p|t�o�ils²k r f j;w+���#r6o f })r6i � i d p6r|k d t�s f wyo d }�r6i­k iÉs Ã �{p?t�oSs�v�t�o d �{ils
t�r6�³o6ilv�� d t�r �6f s f � d m ± ´ i d sºt f o d�f })r6i d iÄp+v�w � r f sék%t d ilo d t�s f wyoï})r6i�o+wyr d t�p+pDiVk wyo d¶d wyo � m�ç�t
}�r+i d s f wyoqi d s � i d tx¹Rw f våpDwyr6v�}�r6w f i d s � j;iÉ})r6i�j;ilv�s)t f o6i d il��j f s)t�s f wyo d�� r�s Ã �up|t�o d wyo4s|v�iFìj;r+i d t�¹RiVj
p|k r dq� i�p|k%t f d�f vK})r6i � ´%t�r6s�v�i d m?Ú�tyk f k��ili ~Ó� t�o d{d i dPÜ ªh¨x¤x£V¬N¢�¨�¦)®BÔYÑ¦�Õ�£VÝ6¨x®�¢;¯R®�ªh£RÝ6¨qÕ²¯R®�¥YÑ¦�Õ�¯V®�ª¸«�¬N¦�¨
¤x£RÝ+¤x¦)¢�Ý6¯RÝ+®|ÔR¦�¬4ß#¨�¤)ªh¦)Ý6¤�¦)¨ Ý6£R¬4à)¦�á¸á(¦)¨ ~ j;w+���ui � ´%t�r6s�v�i dåd j f ilo4s f Ù|})r6i d�� r ^`_`aba(cåd j fbgiVjlk i ~ t{t d�d wFj f �i
j;i�p|k%t f d�f v�t�r�jlt�v�tyj;s gilv�i�vD�i Ç r|k f ilv � iKj;i d il�Æj f s)t�s f wyo d m|nBoSp|t�v�k ilv�t � iKj;iVk%tPt�r�»l��j f �x� i dxd wyr d m
Ï{t�o d k iÄ�S�iV�{iÄjlt � v�iPp6� ÃÛd�f w+k w Ç+f }�r6i ~ wyo�pDilr+s��ils�r �6f ilv � i d p6���ilo+w+� gilo6i dP� i � j;wyvxv�iVj;s f wyo � p|t�v
k%´ wyv�i f k%k i ~ t�¹�t�o4s{k%t�s�v�t�o d � f d�d�f wyo � i�k%t�j;wyo d wyo?t�o|j;i gt�o6wys�v�iqj;ilv�¹RiVt�r ~ ilsuj;w+���{i f k%k r d s�v�t�s f wyo ~ wyo
pDilr+suj f s�ilvÉØ`r|k ilv�}�r f%~D� t�o d d wyo·t�vxs f jlk i·ð £RÝ�ñ)¦x¤)®�¬4¢;¦�¨�¬4¢�á(¯­¢0¯Rªh¨x£VÝÄÔR¦�«)¬4¦�áâ«�¬N¦�¨�ÔRªh¨x¨�£RÝ6¯RÝ+¤x¦)¨{ÒÓÑ¦)Þ
Ý{Ñ¦)¢;¯Rá(¦)Õ²¦)Ý+®`¢0¦�ò¤)¬4¦)¨�ÔR¯RÝ6¨Yá(¯�Õ²¬4¨xªh«)¬4¦ �)� � ½ � Ö �ilv�m�Ì�Ì�Ì`óÓw+k%m�Ì�p|mÛ� �y� � ~ �iVj;v f sY� � Ì�kÛ�¸t�r6s|Á f ilo �6f d s f o Ç r6ilv
k i d p6vxwypDwyv�s f wyo d })r6iBo6w d wyvxi f k%k i d t�pFilv4ìj;w f ¹Rilo4s#tyj;s�r6iVk%k iV�uiloNs � i�j;iVk%k i d }�r+i�k i dZd wyo d il�Ûp+v f �Â�i d ilo
o6w+�#Á6v�i d v�ilo|��ilv��{ilo4s)m�ô f iloÄo|´%t�vxv f ¹RiÉp?k r d#d wyr6¹Rilo4s � t�o d k%t­�#r d�f })r6i­})r6i­j;i�})r6i­k%´ wyvxi f k%k i d ilo4s
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ÈLÉ0ÊË«ÌTÍ Ë«Î�ÏIÐPÎ$Ñ�Ò|ÓrÔUÕ�ÏIÖ�ÈBÈ�×/ÖÙØ	Ú«Û�Û�ÜLÝ�Þ3ß"à0á'ÜJâ^ãUá}äåÜLâXæ�ß"áIÛ�Ú"Ý�à0ç]ãUÜ]â}è"Üké�Þ3Ú"äNêÜLÛëêÜ]ÜTÔ�ì0í8îrÌTï0ÎPð ñ/òuóUÐPÎ Æ/ô ò/Ó
õ ÏIÐ�Ð6× õ�ö ËTÖ ö�÷Nø ËùÍ ËTÈ�újû örü ÏIý/× õ É�ÌTÉ ËTÖ�ÈÿþË ö Ï��PÍ�É È�ÈDÏ/É ËTÖ ö�ø Ö�ËùÌTÍ�ÏIÈ�ÈLÉ �	ÌTÏ ö É ×/Ö Õ�ËTÈ�É Ö ö Ë õ�� Ï/Í�Í ËTÈnÈ ø É � ÏIÖ ö Í ËTÈ
õ ÏIÐ�Ð6× õ�ö È}Ö ø�� þË õ É ÷]ø ËTÈ ÷]ø É�Í ËTÈ õ ËTÐ õ þËTÈ@ËTÖ ö ËTÖ ö Ô��IÏ���Ö Õ�Ë � Ë örörõ Ë8ËTÖ þË � É�Õ/ËTÖPÌWË�ÌWË ø
	 ÷Nø É}þË ö Ï/É ËTÖ ö Í ËTÈ
� É Ë ø
	 ÌW×/Ö�È�×/Ö	ÏIÖ ö È��WÎ«ú6× õ Ð ü û õ Ë	Ö�× ø È�Õ�É ö�÷]ø Ë«ÔuÐ	Í ø È!Ð õ þË«ÌTÉ È6þË � ËTÖ ö Ô"ÌWËTÈ[ú!û örü ÏIý/× õ É�ÌTÉ ËTÖ�ÈXÏIÈ@È�×6ÌTÉ�Ï/É ËTÖ ö
ÊÏdÌ ü Ï ÷Nø ËdÌW×/Ö�È�×/Ö	ÏIÖPÌWË�î õ ËTÐ õ þËTÈ@ËTÖ ö þËTË«Ô õ ÏIÐ�ÐSË«Í�Í Ë�
 ö 
@É�Í�ÔUÐ	Ï õ}ø Ö õ ÏIÐ�Ð6× õ�ö Û�ãUä*Þ3à��6äåÜNÔjÌ�� ËTÈ ö 
DÊÏ�
@Õ�É õ Ë¾Õ/ËdÍ�Ï
ï<× õ�� Ë����/ñ/Ôu× ø �PÉ ËTÖ�â@ã���ÜLá���ß"á^Þ3à0Ü]äKÔ�Ì�� ËTÈ ö 
DÊÏ�
@Õ�É õ ËkÕ�ËRÍ�Ï|ïK× õ�� Ë�î�����ñ/Ó�����ÔT×nÊø �dËTÈ ö!ø ÖJËTÖ ö É Ë õ Ð6×/ÈLÉ ö É�ïrÓrÔ
ø Ö�Ë ÷]ø ÏIÖ ö É ö þË¾ÏIÐ�Ð6Ë«ÍrþËTËÀÝ�Ú«Û��Lá'Ü�è"ÜdÝ�Ú"Ý
�Wâ@ÜLÛ��]ä*ß �]ä*ÜTÔUË ö�÷Nø Ë8ÐPÍ ø È�Í!��Ï/ÌTÌW× õ Õ�ËTÈ ö|ü Ï õ�� ×/ÖPÉ Ë ø
	 Ô�ÐPÍ ø È
ÌWË�Ö�× � � õ Ë ËTÈ ö Ð6Ë ö É ö Î#"$ËTÈ É ÖPÕ�É�ÌTÏ ö É ×/Ö�È Õ/Ëëú6× õ Ð ü û õ Ë�È ø�õ ÌWË Ö�× � � õ Ë Õ�Ë Ö�×/Ö

3È�Ë � �PÍ�Ï��PÍ Ë Ö�Ë
ÐSË õ�� Ë örö ËTÖ ö ÐPÏIÈÿÕ/Ë Í Ë ÌW×/Ö�Ö	Ï%$ & örõ Ë_ËTÖ ý�þËTÖ�þË õ Ï/Í�Ô � Ï/É ÈÀÉ�Í�Ö�× ø ÈÿÕ�É ö¾÷]ø Ë_Ð6× ø�õ Í ËTÈ örõ ×�É È�Ð õ Ë � É(ÊË õ ËTÈ
ÌW×/Ö�È�×/ÖPÏIÖ	ÌWËTÈLÔ�Í!� ×�Ì ö Ï � ËdîrÕ�Ë õ ÏIÐ�ÐS× õ@ö ô �/ñ/ÓrÔSÍ�Ï ÷Nø É Ö ö ËùîrÕ/Ë õ ÏIÐ�Ð6× õ�ö(' � ô Ó!Ë ö Í�Ï ÷Nø Ï õ@ö Ë�îrÕ�Ë õ ÏIÐ�ÐS× õ@ö
) � ' ÓrÔPÌWË�Ö�× � � õ Ë8ËTÈ öRõ ËTÈ�Ð6Ë«Ì ö É � Ë � ËTÖ ö ñ/Ô ' Ë ö Æ Î
*�É Ö�ÈLÉ�Ô!ÌWËùÖ�× � � õ Ë�Õ�ËJÖ�×/Ö+
3È�Ë � �PÍ�Ï��PÍ Ë«ÔUÐ6× ø�õ Í Ë
ÌTÏIÈ|ÐPÏ õ�ö É�Ì ø Í Ë õ Õ�ËTÈ örõ ×�É È�ÌW×/Ö�È�×/Ö	ÏIÖPÌWËTÈ}ËTÖ ÷Nø ËTÈ ö É ×/ÖPÔ�ËTÈ ö ×,� ö ËTÖ ø ËTÖ�Ï�-Y× ø�ö ÏIÖ ö Í ËkÖ ø�� þË õ Ï ö Ë ø�õ Ï ø
ÕnþËTÖ�× � É Ö	Ï ö Ë ø�õ Ë ö ËTÖ.$× ö ÏIÖ ö ô Ï ø�õ þËTÈ ø Í ö Ï ö Ô!ÌTï0Î�ð ñ/òuó!Ð	Î Æ/ô ò/Î
Ò�Ë ÷]ø ÉSÈ�Ë � �PÍ Ë ÌTÍ�Ï/É õ É�ÌTÉ6ËTÈ ö�÷]ø Ë�ÐPÍ ø È�Í ËTÈ¾Õ�Ë ø+	 ËTÖ ö É Ë õ È�Õ�Ë�Í�ÏÀï õ Ï/Ì ö É ×/Ö õ þË«Õ ø É ö Ë ÷]ø É õ ËTÐ õ þËTÈ�ËTÖ ö Ë
Í!��É Ö ö Ë õ/� Ï/Í�Í Ë ��ø ÈLÉ�ÌTÏ/ÍUÈ�×/Ö ö Ð6Ë ö É ö ÈLÔ$ÐPÍ ø ÈùÍ Ë¾Õ�ËTý õ þË¾Õ/Ë¾ÌW×/Ö�È�×/ÖPÏIÖ	ÌWË¾Õ�Ë�ÌWË ö É Ö ö Ë õ/� Ï/Í�Í ËJËTÈ ö ÌW×/Ö�ÈLÉ�Õ�þË õ þË
ÌW× �0� Ë�ý õ ÏIÖPÕ�Î�Ò1� ËTÈ ö Í!��É�ÕnþËTË�Õ/Ë�ÈLÉ � Ð	Í�É�ÌTÉ ö þË�Õ�ËTÈ õ ÏIÐ�Ð6× õ�ö ÈLÔ ÷Nø Ë�Í!� ×/Ö Ï�Õ�þË�-]ÊÏ � ËTÖ ö É ×/Ö�Ö�þËTË�ËTÖ ÌTÉ ö ÏIÖ ö
2 ËTÈLÌTÏ õ�ö ËTÈLÔ�Ë ö�÷Nø ÉjÏIÐ�ÐPÏ õ Ï%$ & ö Ï ø È@ÈLÉjÕ�ÏIÖ�È ø Ö�Ë�ï<× õ��Rø Í Ë_Õ
�!3 ø Í Ë õ�÷]ø Ë8Ö�× ø ÈùÏ/Í�Í ×/Ö�È � ×�É õ Ï ø54 Ç Î
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2 ÏIÖ�È8È�ËTÈqpkàYâbr@Ú"ãUáIâ�ÜLÞ|è[êÜLÛ�Ú«Ý�â@Þ3áWß"Þ3à0Ú"Ý�â_Û�ß"Þts[êÜLÛ�ß"Þ3àYçLãUÜ]âur@Ú«Ý
r@ÜLá^Ý�ß«Ý�Þ�è"ÜLãdv¾âbr]à0Ü]Ý
r^Ü]â�Ý�Ú"ãdw]ÜLäYä*Ü]â�Ô
x Ï/Í�É�ÍrþËTËdÈ���É Ö ö Ë õ�õ ×/ý/Ë�È ø�õ Í�Ï�ÌW×/Ö�È�×/ÖPÏIÖ	ÌWË �Rø ÈLÉ�ÌTÏ/Í Ë«Ô�Ï ø ÌW× ø�õ ÈdÕ
� ø Ö�ËÿÕ�É ý õ ËTÈ@ÈLÉ ×/Ö È ø�õ Í�Ï � É � õ Ï ö É ×/Ö
Õ�ËTÈ�ÌW× õ Õ�ËTÈDÎcyuÍBÉ ÖPÌTÍ ø�ö ÌWË örö Ë�þË örø Õ�Ë�Õ�ÏIÖ�È ø ÖÙÕ�É ÈLÌW× ø�õ È8ÐPÍ ø È�Í�Ï õ ý/Ë�ÌW×/ÖPÌWË õ ÖPÏIÖ ö Í ËdÐ6ËTÖPÕ ø Í Ë î]ð ñ ' ó�ó
ÐPÎ=z,{�
�z,z/ÓrÔ6Ë ö ×/Ö ÐSË ø�ö Õ�É õ Ë ö × ø�ö Õ/ËùÈ ø É ö Ë ÷]ø ËÿÍ ËÀïYÏ/É ö Õ
��þË örø Õ�É Ë õ Í�Ï � É � õ Ï ö É ×/Ö È@×/Ö�× õ ËùËTÖ � $Ë � Ë
ö Ë � Ð�È ÷]ø Ë�Í Ë�ÐSËTÖPÕ ø Í ËùÌW×/Ö ö É ËTÖ ö Õ�þË�-NÊÏ ø Ö�ËùÏIÐ�Ð õ ×�Ì ü Ë}Ö�× ø
� Ë«Í�Í Ë|Ë ö É Ö ö þË õ ËTÈ�ÈLÏIÖ ö ËùÕ ø È ø -YË öM�Rø ÈLÉ�ÌTÏ/Í�Ô
ÐPÏ õ ÌWË ÷]ø � ×/Ö Í ËJÐ	Í�Ï/ÌWË¾Õ�ÏIÖ�È�Í Ë�ÌTÏ/Õ õ Ë¾Õ�Ë8Ð ü þËTÖ�× � ÊËTÖ�ËTÈ � É � õ Ï ö ×�É õ ËTÈ�ÐPÍ ø È|ý�þËTÖ�þË õ Ï ø
	 Î ì�|
x Ï/Í�É�ÍrþËTË þË � Ë ö Õ�ÏIÖ�È|ÌWË ö Ë 	�ö Ë ø Ö�Ë örü þËT× õ É ËùÕ�ËJÍ�Ï8ÌW×/Ö�È@×/ÖPÏIÖPÌWË ÷]ø ÉUÏÀþË ö þË õ ËTÐ õ É È�Ë[ÐPÏ õ Ð	Í ø ÈLÉ Ë ø�õ È�Ð ü û}

ÈLÉ�ÌTÉ ËTÖ�ÈkÕ ø;~S�=���9� ÈLÉ(ÊË«ÌTÍ Ë«Ô ÷]ø Ë�Í!� ×/Ö ÏIÐ�ÐSË«Í�Í Ë�ÐPÏ õ ïK×�É È�� örü þËT× õ É Ë�Õ�ËTÈ�ÌW× ø Ð�È��:Î�Ò�Ë örö Ë örü þËT× õ É Ë � ËTÈ ø�õ Ë�Í�Ï
ÌW×/Ö�È�×/ÖPÏIÖ	ÌWË�ËTÖ ö Ë õ�� ËTÈdÕ ø Õ�ËTý õ þË�Õ�ËÀÍ�ÏÿÌW×%� & ÖPÌTÉ�Õ�ËTÖPÌWË�Õ�Ë�ÌWË õ�ö Ï/É Ö�È � É � õ Ï ö É ×/Ö�ÈDÔ�Ë ö Ë«Í�Í Ë�ÐSË ø�ö $Ë örõ Ë
ÌW×/Ö�ÈLÉ�Õ�þË õ þËTËÿÕ
� ø Ö�ÐS×�É Ö ö Õ�Ë ��ø Ëÿï<× õ�� Ë«Í!ÌW× �0� Ë ø Ö�Ë þË��PÏ ø Ì ü Ë õ�ø Õ�É � ËTÖ ö Ï/É õ Ë_Õ�Ë�Í�Ï örü þËT× õ É ËÿÕ�Ë¾Í�Ï
ÌW×/Ö�È�×/ÖPÏIÖ	ÌWË8ÐPÏ õ Í Ë¾Õ�ËTý õ þË_Õ�Ë�Í�ÏdÌW× � & Ö	ÌTÉ�Õ�ËTÖPÌWË¾Õ�ËTÈ ü Ï õ�� ×/ÖPÉ ÷]ø ËTÈùÕ�×/Ö ö ×/Ö Ï�ÐPÏ õ Í�þË�ÌTÉ 
@Õ�ËTÈ@È ø ÈLÎ x Ï�

Í�É�ÍrþËTË þË«Ì õ É ö î]ð ñ ' óSÐPÎ
z ) Ó�����"$ËTÈ�×/ÖPÕ�ËTÈLÔ"ËTÖ�È�ËRÐ õ ×/ÐPÏIý/Ë«ÏIÖ ö Õ�ÏIÖ�È�Í!��Ï/É õ Ô � É ËTÖ�Ö�ËTÖ ö ï õ ÏIÐ�ÐSË õ Í Ë ö û � ÐPÏIÖ
Õ�ËùÍ!� × õ Ë«É�Í�Í Ë|ËTÖ Í ËùïYÏ/É ÈLÏIÖ ö�� É � õ Ë õ Ï ø
	�� $Ë � ËTÈRÉ Ö ö Ë õ/� Ï/Í�Í ËTÈRÕ�Ë ö Ë � Ð�ÈLÎUÒ�Ë}Ð6×�É Ö ö þË ö ÏIÖ ö þË ö Ï��PÍ�É�Ô/ÐSË ø�ö 

$Ë örõ Ë�ÐS× ø�õ�õ ×/Ö�È/
3Ö�× ø È�Õ�þË ö Ë õ�� É Ö�Ë õ ÐS× ø�õ�÷]ø Ë«Í�Í Ë õ Ï/É È�×/Ö Ð õ þË«ÌTÉ È@ËÀÌWË õ@ö Ï/É Ö�È�ÌW× ø ÐPÍ ËTÈ_Õ�Ë�È�×/Ö�ÈLÔ � $Ë � Ë
Õ�ÏIÖ�ÈJÕ�ËTÈ ö ×/Ö�È�Õ�É �8þË õ ËTÖ ö ÈDÔ"È�×/Ö ö[õ Ëc�Ì ø ÈùÏ � Ë«Ì ø ÖÀý õ ÏIÖ	ÕùÐ	Í�Ï/É ÈLÉ õ ÐPÏ õ Ö�× örõ Ëÿâ^Ü]Ý�â^Ú"áIàYãUÛ�Ô�Ë ö Õ
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cOdfe�gOh i�j\d�kmlJn oOprqCk*d�i�s�k*pti�gOl k�s�k*pti�cuk*vwvUh p�k*x�cuk*vzy<k*x9y*l k*v{k*i�cuk*vzlJh |Op�k*vzcuxwo�h i}k*v9~�k*izy<o�s�q�g�xwk*x
g ��k�y�y<k�j�d�k�lJn oOpB��o�h i�����n k*vwi�lJg8xUgOh vwoOpBqCoOd�x�lJgOj\d�k�lJl k�lJn oHk�hJlu�td�s�gOh p�k*vwi-vwk*p�vUh ��l kz�g�y<k*xwi�gOh p�k*v�q�xwoO�
qCoOxwi�h oOp�v���xUgOh vwoOp�cOoOd���l k�~9i}xUh q�l k�~9v k�y<i�h oOp�cuoOxC�k*k�~Ok*i�y*�J�}~�j�d�hUvwoOpti,i}oOd�i}k*v�y<oOp�v i}xwd�y<i�h ��l k*v��g�lJg�x��k*|�l k
k*i�g�d�y<o�s�q�g�v9~�q�g�x�d�p�qCk*i�h i�p�o�s���xwk0c�n}�k*i�g�q_k*vU�-�(p�g�d�i}xwk�k*�Hk�s�q�l k��-�(oOd�v�vwo�s�s�k*v�vwk*p�vUh ��l k*v
g�d��rvw��s��k*i}xUh k*vU~(j�d�h�v oOp&i0g�d�vwvUh��.�k*xUh ��g���l k*v��g�lJgBx��k*|�l k0k*i0g�d y<o�s�q�g�v9�4¡,k*p�oOp�v �;k*p¢s�gOh pti}k*p�g�pti
g�d��£h pti}k*xw�tgOlJl k*v�y<oOp�v oOp�g�pti}vU��¤\k�c�h v�j�d�kml k*vBh pti}k*xw��gOlJl k*v�s�d�vUhJy*g�d���y<oOp�v9hJc��k*x_�k*v�y<o�s�s�kml k*v�q�l d�v
y<oOp�vwoOp�g�pti}v��}lJn d�p�h v vwoOp�~�lJn oCy<i�g ��k�~¥lJgzcuoOd��4h��k�s�k�~4lJgBj\d�h p&i}k�k*i�lJgzj\d�g�x i}k���vwoOpti¦k*�4gOy<i}k�s�k*pti�y<k*d��
cOoOp&i�p�oOi}xwk�oOxwk�hJlJl k0qCk*d�i{xwk�y<oOp�p�g�§ ¨ i}xwk�lJg�©%d�v i}k*vwvwk5cukªe%g�«y<oOp£q�xwk*vUj�d�kBq�g�xUe�gOh i}k��(�Yn k*vwi0lJn d�p�k�cuk*v
x9gOh vwoOp�v�qCoOd�x�l k*vUj�d�k�lJl k*v�l k*v�h p�vwi}xwd�s�k*pti}v��g�y<oOxUcuk*v�i}k�l v�j\d�k{l k.�4h o�l oOp�vwoOpti�gOy*y<oOxUc(�k*v�cuk�i}k�lJl k�s�g��
p�h��k*xwk�j\d�k�l k*v�y<oOxUcuk*v�gOcu©¬gOy<k*pti}k*v�e­oOxUs�k*pti�cuk*v�h pti}k*xw��gOlJl k*v�cOk�j\d�h pti}k*vY�}c�g�p�vYl k�y*g�v�cuk�lJg.|Od�h i�g�xwk�~
cOk*vBj�d�g�xwi}k*v�k*i�d�p�k�i�h k*xUy<k®s�g9©�k*d�xwk��}����p���h o�l oOp�h vwi}k�~,l oOxwvUj�d�nJhJl�cuo�h i�gOy*y<oOx9cuk*x�vwoOpfh p�vwi}xwd�s�k*p&i�~
y<o�szs�k*p�y<k�q�g�x®gOy*y<oOxUcuk*xBd�p�k¯p�oOi}k���k*p°|(�k*p��k*xUgOl�lJg¯p�oOi}k£±#²�cukªlJg¯vwk�y<oOp�cuk�y<oOxUcuk³�gz�4hJcuk��}~�k*i
k*p�vwd�h i}k®hJl-gOy*y<oOxUcuk®l k*vzg�d�i}xwk*v�y<oOxUcuk*v�k*p´�k�y<oOd�i�g�pti�cuk*v�j�d�h pti}k*vU���(p�y*lJgw��k�y*h p�h vwi}k�~,l oOxwvUj�d�nJhJl�gOy<�
y<oOx9cuk�vwoOp�h p�vwi}xwd�s�k*p&i�~¥y<o�s�s�k*p�y<k�q�g�x�gOy*y<oOxUcuk*x�d�p�k�p�oOi}k®��k*pª|(�k*p��k*xUgOlJ~Cd�p�±#²0g�d�vwvUhJ�B�g�lJnJgOhJcuk
c�n d�p°c�hJg�q�g�vwoOp���µ4p�v d�h i}k�~�hJl-gOy*y<oOxUcOkml k*vzg�d�i}xwk*v�y<oOxUcuk*v�q�g�x�d�pfgOl |OoOxUh i}��s�k®j�d�h�e�gOh i�h pti}k*xw��k*p�h x
lJnw�k�y<oOd�i}krc�n d�p�h vwvwoOp�vU~,c�n oCy<i�g ��k*vU~�cukªj\d�h p&i}k*v�k*i�cOk�j�d�g�xwi}k*vU~�k*i�vwk*d�l k�s�k*pti¯cukzi}k�l v®h pti}k*xw��gOlJl k*vU~
y<k�y*h¥q�xC�k�y*h vC�k�s�k*pti�q�g�xUy<k�j�d�k�y<k¯vwoOpti¯y<k*d��¶�g5lJg�©%d�vwi}k*vwvwk�cOk*vUj\d�k�l v{vwoOp�oOx k�hJlJl k¯k*vwi�vwk*p�vUh ��l k��J��·*l
cOo�h i�q�g�x�gOhJlJl k*d�x vB²>¸�²�¹%ºU±»¹�¼�y<k*xwi�gOh p�k*vBj\d�h pti}k*v.k*i�¼>½U¾
¿\À�¼>Á
½�¼�y<k*xwi�gOh p�k*v�g�d�i}xwk*vU~�vwd�h ��g�p&i�l k�i}k�s�q��k*�
x9gOs�k*ptizj\d�nJhJlCd�i�hJlJh vwk�~�s�gOh v�y<k�y*h�k*vwi{d�p�k5g�d�i}xwkB��h vwi}o�h x k��J�wÂ�ÃBÄÅq�xwoOqCoOv¯cuk5lJg�©�d�vwi}k*vwv k5cuk5y<k*i}i}k
�k�y<oOd�i}k�~toOpmq_k*d�i�y*h i}k*x�µ�d�l k*xU~�j�d�hJ~�c�g�p�v�vwoOp�g�xwi�hJy*l krÆ�À�¾�Ç\½
Á�È;Ét¼>½�Ê
É&¼�±#²¯¼<²�¹�Ê À�¾ªË�½�ÌUÉ&½U±»ÌUÉt½�ÊYË�¹%Ê
Í
Ê
À�¾�²�¾�Á ½�Ê�Î,Ï½U¾�Ï½�¼<²�±#½�Ð�½�¾�È,¼>½
ÑÁ�Ét½�Ê�Ë�²�¾�Ê�±»²�Ð�ÉtÊ ¹�Ì�Ét½Y��Ò Ó NÕÔ�Ö �k*xU�O·}·}·,¡,o�lJ�H·,q���×OÓ N �B�k�y<xUh i��HØ�Ù�n oOxw|�g�p�k
cOkzlJn oOdHÚ ¨ k�k*vwi�gOy*y<oOd�i}d�s��k¯cuk�q�xwk*p�cuxwkYqCoOd�x�d�p�k�q�xwoOqCoOxwi�h oOpmvUhJs�q�l k�i}oOd�i}k*v�l k*v�q�xwoOqCoOxwi�h oOp�v�j�d�h
p�n k*p�c�h Û¦�k*xwk*ptiYj\d�k�e­oOxwi,qCk*d�~�cuk.vwoOx i}k�j\d�k�lJg{c�h Û��k*xwk*p�y<k.vwo�h i�j�d�g�vUh � hJs�q_k*xUy<k*q�i�h ��l k���Ü�xU~9q�l d�v,d�p�k
q�xwoOq_oOx i�h oOp�k*vwi�vUhJs�q�l k�~�q�l d�v�p�oOi}xwk�vwk*pti�hJs�k*pti�k*vwiBg�d�vwvUh�vwk*p�vUh ��l k�k*i�c�h vwi�h p�|Od�k�cuk�q�l d�vYqCk*i�h i}k*v
g��Ck*xwxUg�i�h oOp�v�Ý,y*n k*vwi¯lJgBxUgOh vwoOp�qCoOd�xUj�d�o�h_oOp�p�kBvUg�d�xUgOh i�vwd�q�qCoOxwi}k*x�q�x k*vUj\d�k�g�d�y<d�p�k5g��_k*x xUg�i�h oOp
c�g�p�vYl k*v�oCy<i�g ��k*v8k*i�oOp�q�xC�k*i}k*p�c�j�d�k.i}oOd�i}k*v�l k*v�oCy<i�g ��k*v(v o�h k*p&i,k*�4gOy<i}k*v¦k*iYj\d�n k�lJl k*v(p�k.vUn}�k�y*g�xwi}k*pti
qCo�h pti¯cud£i}oOd�i¯cuk�lJg�xUgOh vwoOp cuoOd���l k�Þ¬���(p�qCk*d�q�l d�v0l o�h p�~�v d�x0l k�sm§k�s�kzvwd�©%k*i�~�µ�d�l k*x°�k�y<x9h i0��q��
×OÓOßO��Ø�à�d�g�p�crlJg�q�xwoOq_oOx i�h oOpágOy<i}d�k�lJl k�k*pti}xwk5l k*v�vwoOp�vzj�d�n oOp�k*pti}k*p�c0k*vwi¯g�v vwk*â�vUhJs�q�l k�~,y<o�s�s�k
cOk NOã ßYoOd�ß ã�ä oOd ä�ã ×Yk*i�y*�J~_lJgYq�xwoOqCoOxwi�h oOpªg�q_k*xt«y<d�kYk*vwi�g�d�vwvUh_lJg�sm§k�s�k�q_oOd�x(i}oOd�i}k*v�l k*v8oOx k�hJlJl k*vU�
å gOh v�j�d�g�p�c�lJg�q�xwoOqCoOxwi�h oOp�gOy<i}d�k�lJl k�k*vwi�e­oOxwi{y<o�s�q�lJhJj�d��k*k�~�cuk�vwoOxwi}k�qCoOd�xwi�g�pti�j\d�n k�lJl kzg�q�q�xwoCyE��k
�Ck�g�d�y<oOd�q�c�n d�p�k�q�xwoOq_oOx i�h oOp�v9hJs�q�l k�~�gOl oOxwvzlJn oOxwk�hJlJl k5g�qCk*xt«y<k*�Hx9g0y<k*i}i}kBq�xwoOq_oOx i�h oOp�v9hJs�q�l k�~�vUg�p�v
x k�s�g�xUj�d�k*x�lJg�qCk*i�h i}k0g��Ck*xwxUg�i�h oOpæcOkzlJnJgOy<i}d�k�lJl k�Þ¬�

ç¦èêé®ë�ìîí(ïñð�ò�óEô(õð°öU÷ ø(ù�ú8ïñð�û
Ù�k*oOp���g�xUc�µ�d�l k*x{�}ÓOüOýOü�� ÓOüOþOßO��g�y<o�s�s�k*p�y��k�i}x��k*v�©%k*d�p�k��gYi}x9gw��gOhJlJl k*x�vwd�x¦d�p�k�i}���k*oOxUh kzszg�i}���k�s�g��
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µ)¶�·�¸�¹F¸!· º�»¼ º�»¼ ¸U½	½ ¼j¾ »¼ ½7· º=¿�À�Á ¼ ºs¿ ¾ ¸UÁ]ÁzÂ	Ã.¿.·7¸U¶�Á]Áp·fÄKÅ!Æ�¿_Å!Æ	Áp·fÇ¦È¼.É]¼ ¿_Å�Ê�Ê ¼ »¼ º=¸UÆFº�»¼ µ)¶�· ¹F¸ ¾ ¼ ÆFº?Á6Ç ¼ ¶	Ë
Áp¿.¸ ¾ ¼ Á�Ç�Å!ÆFº ¾fÌ ¶	Æ ¼ Á�º ¾ ¸Nº É ¸UÆ	Á ¾ ¸Uº=· Å!ÆY½7¸ É ¶	Æ ¼ ÆÍº=· ¼.É�Î�Ï º É ¸UÆ�Á ¾ ¸Uº=· Å!Æ¤Ð�ÑÒÓÐWÔ ÎKÕ Ç ¼�¾fÌ ¸U¶�º É]¼ Â�Ö Ì ¶	Æ ¼
¿ ¼.É º=¸!· Æ ¼6× ¸�Ø¿_Å!Æ�ÄjÅ!ÆYÙ�»¼ Æu»¼.É ¸ ¾ · Á ¼6¾fÌ ¸U½�½ É Å�¿�À ¼ Ç ¼dÚ�¼ Á]Áp·f¸ ¼ Æ Á]¶ É�¾ ¼ Á�Ê�Å�Ç ¼ Á¤È¸�º É ¸UÆ	Á]½�Å!Áp· º=· Å!Æ ¾ ·fÊl· ºC»¼.¼ Â
Û Æ ¼ µ=¶ ¼ Á]º=· Å!ÆÜ½ ¼ ¶	ºsÁ ¼ ½CÅ!Á ¼.É©Ý ¿_Å�ÊnÞ7· ¼ Æ�ßà¸Uáâº?á�· ¾ Ç ¼ Áp¿.¸ ¾ ¼ Á�Ç ¼ãÎ Æ	Å!º ¼ Á6Æ	Å!Æä»¼ µ=¶7· ¹F¸ ¾ ¼ ÆFº?Á6½7¸ É
º É ¸UÆ	Á ¾ ¸Uº=· Å!Æså�æ�Å!¶ É�× ¸!¿.· ¾ · º ¼.É©¾ ¸ É »¼ ½�Å!Æ	Á ¼ È¸�¿ ¼ º?º ¼ µ)¶ ¼ Á]º=· Å!Æ7Ä�Å!Æ¥½ ¼ ¶	º É]¼ ½ É »¼ Á ¼ ÆÍº ¼.É�¾ ¼ ½ É Å!Þ ¾ È¼ Ê ¼
½CÅ!Á�»¼ ½7¸ É ¶	ÆçÇ�· Ápµ)¶ ¼ Ç�· ¹�· Á�»¼�¼ Æ ´!è Á ¼ ¿_º ¼ ¶ É Á�»¼ Ù�¸U¶	Ë¦Ä�¿�À�¸!¿_¶	ÆçÊl¸ É µ=¶n»¼ Å!¶�Æ	Å!Æ¥Ç Ì ¶	Æ�Áp· Ù!Æ ¼�Ý

éNêìëNí ´!î�ï�ð ¼ ½ É »¼ Á ¼ ÆFº=¸Uº=· Å!ÆñÇ ¼ Á ´!è Æ	Å!º ¼ ÁnÁ]¶ É ¶	ÆçÇ	· Ázµ)¶ ¼

ò ¼ Á ´!è Á ¼ ¿_º ¼ ¶ É ÁWÁ�Å!ÆÍº Ç�Å!Æ7¿�½�¸ É ¸UÆ7¸ ¾ Å!Ù�· ¼ã¾ ¼ Á ´!è Æ�Å!º ¼ ÁpÄ ¼ º ¾ ¼ Á Ê�¸ É µ)¶ ¼ ÁWÁ]Å!ÆFº ¾ È¸�ÅóÈ¶ ¾ ¼ ÁdÆ	Å!º ¼ Á
× Å!ÆFºR½7¸ É º=· ¼ Ç�¶�Áz¿.¸ ¾ ¼ Â ò ¸uº É ¸UÆ	Á ¾ ¸Uº=· Å!Æ�Ð�ÑÒÓÐ�Ô Î ¿_Å É]É�¼ Á]½CÅ!Æ�Ç�¸ ¾ Å É Á È¸ ¾ ¸ É Å!º=¸Uº=· Å!Æ¥Ç!¶�Ç�· Ápµ)¶ ¼ Ç ¼
Î Á ¼ ¿_º ¼ ¶ É ÁpÂ ò ¸�µ=¶ ¼ Á]º=· Å!Æ¥µ=¶7·FÆ�Å!¶	Á�· ÆFº�»¼.É]¼ Á]Á ¼ Á ¼ ½�Å!Á ¼ ¸ ¾ Å É Ád¸U¶	º É]¼ Ê ¼ ÆÍº Ý · ¾ Á Ì ¸UÙ�· º6Ç ¼ º É Å!¶	¹ ¼.Éd¾ ¼
Æ	Å�ÊnÞ É]¼ Ç ¼ Ê�¸UÆ7·�È¼.É]¼ ÁdÇ ¼ Ê ¼ º?º É]¼YÎ Êl¸ É µ=¶ ¼ Á#Á]¶ ÉW¾ ¼ ¿ ¼.É ¿ ¾ ¼ ½�Å!¶ É ¸�¹1Å�· É Ç ¼ ÁdÇ	· Ápµ=¶ ¼ Á�µ=¶7·ÍÆ ¼ Á]Å!ÆFº
½7¸UÁY»¼ µ=¶7· ¹K¸ ¾ ¼ ÆÍº?Á�½7¸ É}É Å!º=¸Uº=· Å!Æ7Â ð Âfô#Â ð ¼ ¸!Ç × ¸!· º�¸ ¾ Å É Áu¸U½	½ ¼j¾ È¸ ¶	Æ6º?Àu»¼ Å É È¼ Ê ¼ Ç ¼ æ�Å ¾ ß�¸ ½CÅ!¶ É ¸]¹1Å�· É
¾ ¸�Á]Å ¾ ¶	º=· Å!Æ�Â ò ¼�¾ ¼ ¿_º ¼ ¶ É · ÆFº�»¼.É]¼ Á]Á�»¼ ½�Å!¶ É]É ¸nÁ ¼WÉ]¼ ½CÅ É º ¼.É È¸ ¾fÌ ¸ É º=·f¿ ¾ ¼ãõ öU÷ Â
ò ¼ Á É »¼ Á]¶ ¾ º=¸Uº?Á�Á�Å!ÆÍºW¿_Å!ÆFº ¼ ÆF¶	ÁWÇ	¸UÆ�Á ¾ ¸lÇ ¼.É Æ7·&È¼.É�¼6¾ · Ù!Æ ¼ Ç�¶�º=¸UÞ ¾ ¼ ¸U¶Ü¿.· á�Ç ¼ Á]Á]Å!¶	Á Ý

ø · Æ�Áp·fÄ�· ¾ ßç¸ î × ¸�Ø¿_Å!Æ	ÁsÇ ¼ ½ ¾ ¸!¿ ¼.É Ç ¼ ¶	ËçÊ�¸ É µ)¶ ¼ Á�Á]¶ És¾ ¼ Ç�· Ápµ)¶ ¼ µ=¶7·KÁ]Å!ÆFºnÆ	Å!Æù»¼ µ=¶7· ¹K¸ ¾ ¼ ÆÍº ¼ Á�½7¸ É
É Å!º=¸Uº=· Å!Æ7Ä ´!ú Ç ¼ ½ ¾ ¸!¿ ¼.É º É Å�· ÁuÊl¸ É µ=¶ ¼ ÁpÄ ¼ º�¸!· Æ�Áp·	Ç ¼ Á]¶�· º ¼ ÂKæ�Å!¶ Én¾ ¼ ¿.¸UÁ�Å}È¶ ¾ ¼ Æ	Å�ÊnÞ É]¼ Ç ¼ Êl¸ É µ)¶ ¼ Á
¼ Á]º è ÄF¹jÅ�· É�¾ ¸uû	Ù!¶ É]¼ ´ ö Â
Û Æ ¼ ¸U¶	º É]¼ µ=¶ ¼ Á]º=· Å!Æà½ ¼ ¶	º�Êl¸!· ÆFº ¼ Æ7¸UÆFºlÁ ¼ ½�Å!Á ¼.É�Ý ½7¸ É Ê�· ¾ ¼ Á ¼ Æ	Á ¼ ÊnÞ ¾ ¼ Á�È¸�üý»¼j¾ »¼ Ê ¼ ÆÍº?Á Æ	Å!Æ
»¼ µ)¶�· ¹F¸ ¾ ¼ ÆFº?Á�½7¸ É�É Å!º=¸Uº=· Å!Æ�Ç�¶�Ç	· Ápµ=¶ ¼ ÄÍ¿_Å�ÊnÞ7· ¼ Æ�Á�Å!ÆÍº6»¼ µ=¶7· ¹F¸ ¾ ¼ ÆFº?ÁdÈ¸ ¼ ¶	ËÍá�Ê þ¼ Ê ¼ Áó½7¸ É ¶	Æ ¼�É Å!º=¸Uº=· Å!Æ
Ç ¼ ´!è!ÿ Î Á ¼ ¿_º ¼ ¶ É Á7å
Ö�¸UÆ	Á ¾ ¼ ¿.¸UÁNü�� è · ¾f¾ ¶	Á]º É »¼ ¿.· á�Ç ¼ Á]Á�¶	ÁpÄjÅ!ÆY¹jÅ�· º�µ=¶ ¼l¾ ¼ ÁW¿.· Æ7µ�½ É]¼ Êl· ¼.É Áb¿.¸UÁNÆ Ì Å!ÆFº ¶	Æ ¼�� Á�ß�Êç»¼ º É · ¼��
µ)¶ ¼ ½7¸ É É Å!º=¸Uº=· Å!ÆãÇ ¼ ´!è Á ¼ ¿_º ¼ ¶ É ÁpÂ ò ¼ Ç ¼.É Æ7· ¼.É ¿.¸UÁ ¼ Æ É]¼ ¹K¸UÆ7¿�À ¼�¼ Á]º�Êl¸UÆ7· × ¼ Á]º ¼ Ê ¼ ÆFº Á]ß�Êç»¼ º É ·fµ)¶ ¼ Ä
· ¾F¼ Á]ºW· ÆF¹K¸ É ·f¸UÆFºN½7¸ É ¶	Æ ¼�É Å!º=¸Uº=· Å!ÆÜÇ ¼ ´!è!ÿ!è � î Á ¼ ¿_º ¼ ¶ É ÁzÂ
� Æ ½ ¼ ¶�º É »¼ ½�Å!Æ7Ç É�¼ È¸ ¾ ¸�µ=¶ ¼ Á]º=· Å!Æ ½ É »¼ ¿	»¼ Ç ¼ ÆFº ¼�¼ Æ ¼ Ë�À�· Þ7¸UÆFº¤º?Å!¶	º ¼ Á ¾ ¼ Á�Á�Å ¾ ¶	º=· Å!Æ	Á�½�Å!Á]Áp· Þ ¾ ¼ ÁpÄ
¿_Å�ÊlÊ ¼ Å!Æ�¹¦· ¼ ÆÍºlÇ ¼�¾ ¼�× ¸!· É]¼ ½CÅ!¶ Él¾ ¼ ¿.¸UÁ�ü�� è Â ð Âfô#Â ð ¼ ¸!Ç É »¼ Á]Å!¶7Ç�¿ ¼ ½ É Å!Þ ¾ È¼ Ê ¼ È¸ ¾fÌ ¸!·fÇ ¼ Ç ¼
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a qGbd¬�e8­B®'¯�°X°Xj�±=²y³�´
npo%q%µ%¶%spt8·^� ¥�¡p��� ��£¸�%£
�[�  y��¥D�[¹���£Xt'º��������C»�«
a o%¨Gb ¼�e^½�j�¾'l'¿�¯�ÀÁnpo%q%q%¨%spt^Â%�%�D  �%�[� ÃÄ£X�Å y��¥D�[¤.Æ�¡p¢��%��Ç%¢T¡È�G���É  �G¡p¢�£X 
�G¡��[¤C¥Ê� �Ë¤C�� ÍÌ��%¥D� ¡�� �%�8t
·^�G�D Í�%����� �%Ç��[�Î¥�£Ä�D� £Ä¥�Ï*��«'r%t8Ð�w���»X�I��ÑD|��ÒÐ*�Cw�z{zp«

Ó �%¤Ô¢�£X��Õ1l×Ö�Ø�®'l'±=m
Ù �8� Ú�£Ä��¥Û� ¡�Ü£
Ý4�%�8� ¥kÞ��G¥E¡p£Ä���Dt=ß�¡p�D�G¥EàN�%���EÇ
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