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UNA EXPERIENCIA DE ENSENANZA DEL OBJETO FUNCION

Abstract. Experimenting an Object-Oriented Teaching of Function

Previous investigation has reported that students, instructed about the theorem of maximum
and minimum reached by a continuous function on a closed interval, most generally adopt
an algorithmic conduct applying it to a differentiable function: They start from an algebraic
expression and obtain its critical values, even if those lie outside of the interval to be
considered. Our hypothesis was this conduct, alike to different manifestations mentioned by
other searchers, should result from a lack of meaning in the concept of function itself.
Therefore, we have designed an experiment, intending to expand the meaning of the
concept of function. We chose, as an action project, the modelling of an easy-to-understand
physical situation, an inflatable sphere in a recipient containing some liquid, which allowed
introducing a function in a not merely algebraic form, but in a way more similar to the
historical approach that implies to study interconnected variables. We decided to implement
three successive stages in our experiment: descriptive, quantitative, and generalizer. The
purpose was to favour the use of various semiotic registers in order to express functions and
their properties. After the two-week experiment, the assessment clearly demonstrates
students’ enhancement in the knowledge of functions. Most (17 out of 21) succeeded in
partially or totally solving a problem reported in previous studies as mishandled.

Key words. Calculus, function, function concept, extreme values, variables, modelling,
action project, semiotic registers, teaching experiment.

Resumen. Investigaciones previas han reportado que los estudiantes, instruidos sobre el
teorema de maximos y minimos alcanzados por una funcidén continua en un intervalo
cerrado, generalmente lo aplican a una funcion diferenciable adoptando una conducta
algoritmica: Ellos, a partir de la expresion algebraica, obtienen sus valores criticos,
incluyendo aquéllos que quedan fuera del intervalo considerado. Nuestra hipdtesis, al igual
que reportes de otros investigadores, es que esta conducta es el resultado de una falta de
significados en el concepto de funcion. Por consiguiente, hemos disefiado un experimento,
con la intencién de extender el significado del concepto de funcion. Elegimos, como
proyecto de accion, la modelacion de una situacion fisica sencilla de entender, un globo
esférico inflable en un recipiente que contiene cierta cantidad de liquido, lo cual nos
permitié introducir a una funcién, no como una mera féormula algebraica, sino en un
acercamiento semejante al histérico que implica el estudio de variables interconectadas.
Decidimos implementar tres fases sucesivas en nuestro experimento: descriptiva,
cuantitativa, y generalizante. El propdsito fue favorecer el empleo de varios registros de
representacion semiodtica para trabajar funciones y sus propiedades. Después de un
experimento de dos semanas la evaluacion demuestra una clara mejoria en la comprension
de funciones. La mayoria (17 de 21) obtienen un éxito total o parcial al resolver un
problema que en reportes previos ha mostrado ser dificil de resolver.

Palabras clave. Calculo, funcidon, concepto de funcion, valores extremos, variable,
modelacion, proyecto de accion, registro semidtico, experimento de ensefianza.
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Présentation analytique
d’ « Une expérience d'enseignement de 1'objet fonction »

1. Bases de 1'étude

Un résultat élémentaire important en analyse est le théoréme des extrema atteints :
Une fonction réelle de variable réelle, continue sur un intervalle fermé borné, y
atteint un maximum et un minimum. Ce résultat de nature topologique est
fréquemment & mettre en ceuvre a propos de fonctions non seulement continues,
mais dérivables. Pour une fonction dérivable, les points critiques, correspondants a
des zéros de sa dérivée, jouent un role essentiel dans la recherche des extrema.
Cette recherche s'engage alors le plus souvent sur un terrain algébrique, a partir des
formules de dérivation des fonctions élémentaires. Or on sait que, dans un contexte
de ce genre en l'absence de formation spécifique, la structure la plus riche tend a
prendre le pas sur la plus pauvre pour les traitements a effectuer. C'est par exemple
le cas dans des situations de géométrie plane, ou la structure euclidienne est plus
riche que la structure simplement vectorielle ou affine. Ici, il s'agit d'espaces de
fonctions de classe plus ou moins élevée : La classe la plus élevée tend a prendre le
dessus.

S'ajoutent a ce phénoméne deux tendances qui ont fréquemment été pointées dans
des études de didactique. La premiére est la réduction algorithmique: une
propension a rabattre un apprentissage mathématique sur la bonne exécution de
quelques algorithmes standardisés est non seulement le fait d'une certaine
proportion d'apprenants, mais méme d'enseignants qui y voient la possibilité
d'aboutir « au moins » a des résultats tangibles et controlables. La seconde est la
répulsion répandue a travailler avec des inégalités : celles-ci ont non seulement un
coté négatif, présent dans leur désignation méme, mais un aspect incomplet (une
inégalité ne dit pas « tout », contrairement a une égalité). Or des inégalités sont
présentes dans la recherche précédemment décrite, a la fois & propos de valeurs
prises, ce qui a soi seul ne serait pas une réelle difficulté (déterminer la plus grande
de deux ou plusieurs valeurs reléve de la comparaison, sous-cas simple du
traitement d'inégalités), mais surtout a propos du domaine de définition de la
fonction a I'étude, entre deux valeurs frontiéres. Et dans le contexte algébrique le
plus souvent rencontré (celui des fonctions obtenues a partir des fonctions
¢lémentaires par des opérations algébriques), un domaine de définition n'est qu'un
sous-produit de la formule exprimant une fonction. Par exemple, une formule telle

1
que Y= m détermine une fonction dont le domaine de définition est
l'intervalle ouvert ]-1, 1], échappant donc au champ de notre étude.

Ainsi, tant que les fonctions se présentent essentiellement sous la forme
d'expressions algébriques, la mise en ceuvre du théoréme sur les extrema se heurte
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a résistances, voire des obstacles. C'est ce qu'avait constaté, a l'occasion des
recherches engagées au Mexique pour sa thése de doctorat, Salvador Guzman. Un
article récemment paru, co-signé par lui-méme et Armando Cuevas, précisait la
nature et le niveau (important) des difficultés rencontrées. Des travaux entrepris par
ailleurs sur la notion méme de fonction, notamment au sein du groupe qui
développe le cadre APOS proposé par Ed Dubinsky, nous avaient conduits a
envisager que c'est bien le concept général de fonction qui risque ici d'étre en jeu,
révélé par l'exploitation d'un théoréme particulier. S'agissant d'acquisition
conceptuelle, il nous paraissait tout naturel de songer aux registres d'expression.

2. Description de I'expérience réalisée

La question didactique qui se trouve posée au terme de 1'examen précédent est celle
de savoir s'il se présente encore une importante difficulté d'acquisition, lorsque
I'enseignement s'appuie sur des situations conduisant les étudiants a mobiliser les
différents registres susceptibles d'exprimer une fonction. Pour I'étude de cette
question, la contrainte qui s'impose a une expérimentation didactique est plus forte
qu'il ne pourrait y paraitre, car il convient que la présentation d'une fonction a
étudier ne privilégie pas au départ une forme d'expression particuliére. Sinon le
risque, surtout a partir d'une présentation par une formule, de buter sur les
difficultés signalées serait considérable. C'est pourquoi une situation isomorphe a
celles rencontrées aux sources des études de variations, a l'instar de la fameuse
étude de Kepler a propos de la capacité des barriques, méritait d'étre envisagée.
Une situation rencontrée dans un groupe informatique de I'IREM de Strasbourg a
semblé réunir les caractéristiques souhaitées. Elle peut notamment se préter a une
simulation interactive avec un logiciel de géométrie plane dynamique (nous avons
fait utiliser Cabri par les étudiants) et s'intégrer a un scénario didactique élaboré
pour conduire a l'utilisation visée du théoréme des extrema atteints.

La situation tridimensionnelle retenue est la suivante. On considére un récipient
cylindrique de rayon donné R, dont la hauteur sera supposée suffisante pour les
besoins de l'expérience a réaliser. Celle-ci consiste a fixer au fond du récipient un
ballon sphérique gonflable et a verser dans le récipient une certaine quantité de
liquide. Lorsque le ballon est complétement dégonflé, le liquide atteint dans le
récipient une hauteur initiale /,. On gonfle alors le ballon, ce qui conduit le niveau
h du liquide a s'¢lever. On s'intéresse a la possibilité que, pour une ou plusieurs
valeurs de son rayon x, le ballon soit tout juste immergé.
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Le probléme fait intervenir plusieurs variables en
interaction : /iy, h et x. Les conditions conduisent assez
naturellement a conférer a A, le réle de paramétre, que
l'on fixe avant de suivre les évolutions continues
concomittantes de % et x. La variable x est évidemment
astreinte a ne pas dépasser la valeur R. Pour 4, assez

petit, le ballon gonflé émerge assez vite du liquide, ﬁ— @

pour rester alors partiellement émergé jusqu'a la fin (x
= R). Pour h, assez grand au contraire, le ballon reste *

constamment immergé. Jusqu'ici, rien d'étonnant. Mais *L /_@_\
I'observation réserve une surprise : pour certaines
valeurs intermédiaires du paramétre 4y, il y a deux | R—if

valeurs différentes de x pour lesquelles le liquide
affleure tout juste le sommet du ballon.

Le scénario didactique retenu a comporté trois phases : une phase descriptive, une
phase quantitative et une phase généralisante. Dans les deux premiéres phases,
c'est le probléme du ballon dans le cylindre qui est mis a I'étude, dans la troisieéme
ce sont de nouvelles questions. Les divers registres de représentation d'une fonction
(algébrique, graphique, tabulaire) ont été utilisés. Un questionnaire initial de
positionnement et un questionnaire diagnostic final ont complété le dispositif,
prévu pour une durée d'une quinzaine de jours, a raison de deux a trois séances de
travail hebdomadaires. Un tel cadrage semblait raisonnable, eu égard a l'objectif
visé. Chacune des phases a conduit a un travail sur ordinateur donnant lieu a un
questionnement écrit, pour lequel une feuille avait été préparée et était distribuée
aux ¢étudiants. Des objectifs précisément définis a chaque séance orientaient ainsi le
travail sur ordinateur.

3. Résultats observés

L'expérimentation a été conduite avec deux petits groupes d'étudiants d'une unité
de formation interdisciplinaire a I'informatique et aux sciences sociales et
administratives, se situant a un niveau post-baccalauréat qui peut étre comparé a
celui des BTS frangais. L'un des groupes était constitué de onze ¢tudiants de la
filiere informatique, 1'autre de dix étudiants de la filiére ingénierie.

Le questionnaire initial a fait nettement apparaitre que, pour tous les étudiants de
I'expérimentation, I'idée de fonction n'est au départ présente qu'a travers des
substitutions de valeurs. Par exemple, aucun étudiant ne forme I'expression d'une
variable en fonction d'une autre a partir d'une équation implicite, dans le cas
pourtant assez simple qui était proposé : x)* + 4xy — x> = 0. Dans la phase
descriptive, cette difficulté a conférer un sens global et complet a une variable se
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repere a l'absence de réponse a la question sur l'interprétation que l'on peut
proposer pour 2 — 2x (une réponse possible est la profondeur du ballon, en
précisant le sens qu'il convient de donner a son signe, a I’instar des profondeurs
d’écueils données par les cartes marines de 1’Atlantique). En contraste, la phase
quantitative, avec il est vrai l'assistance d'un logiciel, a conduit & une réussite
générale. Dans la phase généralisante, les questions posées sur les domaines de
définition de certaines fonctions ont toutes été également bien réussies par le
groupe de la filiére informatique, alors que la troisiéme de ces questions, un peu
plus complexe que les deux premiéres, a suscité davantage de difficultés pour la
filiere ingénierie.

Les résultats au questionnaire final mettent au premier chef en évidence une
avancée spectaculaire par rapport aux observations relatées dans des publications
antérieures : Sur les 21 étudiants concernés, 17 ont répondu que, pour le probléme
envisagé, ce n'est pas un point critique de la fonction obtenue qui détermine un
maximum. De manicre surprenante, ce sont des étudiants de la filiére ingénierie
qui, pour ce questionnaire final, ont fourni les réponses les plus complétes. Une
moindre aisance a procéder a des traitements algorithmiques, repérée dans la phase
généralisante, a-t-elle ici pour conséquence un plus grand besoin de
développements, d'explicitations ? Sans qu'une réponse puisse étre apportée, les
petits effectifs en jeu ne l'autorisant pas, la question méritait d'étre posée. Par
ailleurs, parmi les commentaires des étudiants qui se sont spontanément exprimés
par oral, il vaut la peine de relever celui sur la compréhension de ce & quoi peut
servir le domaine d'une fonction. Modulons cependant: Les résultats du
questionnaire final montrent qu'il serait excessif de prétendre que des progres
considérables dans l'acquisition de la notion de fonction ont été enregistrés.
L'objectif d'apprentissage de cette courte période d'expérimentation était seulement
un théoreme cible. Mais il nous semble qu'il a pu étre largement atteint,
précisément en raison d'une certaine évolution dans l'appréhension de l'objet
fonction.
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1. Introduccion: un fracaso tipico

Recientemente, Moreno & Cuevas (2004), realizaron un estudio con profesores de
calculo, con estudiantes del primer afio de ingenieria y con estudiantes de maestria
provenientes de diversas escuelas de ingenieria y ciencias. El estudio consistio en
proponerles resolver dos problemas de maximos y minimos, utilizando el calculo
diferencial, con las siguientes caracteristicas:

a) ser un problema practico que ejemplificara una situacion real, y ser
interesante o atractivo para la mayoria de los estudiantes;

b) ser facil de entender, aunque no necesariamente facil de plantear y
resolver;

c) ser un problema con un nivel de dificultad similar al que poseen los
problemas tipicos de maximos y minimos que presentan los textos de nivel
medio superior, y por Ultimo que:

d) las funciones que resultaran de cada problema deberian ser continuas y
diferenciables en todo su dominio.

Adicionalmente, los problemas deberian cumplir con que:

1. La funcién que modelara el primer problema, poseyera un maximo que se
localizara en un punto critico y, consecuentemente, posible de calcular
mediante el criterio de la segunda derivada.

2. El segundo problema, variante del primero, deberia producir una funcion
con un maximo que se ubicara en un extremo de su dominio de definicion,
en donde el criterio de la segunda derivada no operara.

Los problemas elegidos fueron:
Problema 1

Determinar las dimensiones de los cuadrados de las esquinas que se deben de
cortar, de una lamina cuadrada de 13 cm. de lado', para construir una caja de base
cuadrada sin tapa, que tenga volumen maximo (véase figura 1).

" La dimension 13 cm. se eligié de manera que el punto critico se localizara en un valor no
entero y por ende no facil de calcular mediante una tabulacion.
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Figura 1 : Caja que se construye con la lamina de la izquierda

Problema 2

Determinar el volumen méximo que se puede obtener al construir una caja de base
cuadrada sin tapa, con una lamina cuadrada de 13 cm. de lado, donde la base esté
formada por una esquina de la lamina (véase figura 2).

altura

13 cm altura

base

altura

base

altura

base

Figura 2 : Construccion de una caja mediante las laminas de la izquierda

Al resolver el problema 1,

resulta una funcion volumen de la forma

Vix)= (13 —2)6)2 x; con dominio 0 < x < 13/2°, cuyo valor critico resulta ser

13
X :z. Esto da lugar a un volumen maximo V,; =162.74 cm’, que se alcanza

cuando la longitud que se recorta es de x = Z cm.

2 En el modelo se pueden admitir los valores extremos 0 y 13/2, que corresponden a casos
limites: "cajas" de volumen 0.
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Mientras que al resolver el problema 2, resulta la funcion V(x) = x° (13 - x) ,enla

que el dominio estd determinado por el intervalo (0 <x <13/4). En esta funcion el

maximo se localiza en x = ? cm, extremo del dominio de definicion, y da lugar a

2
un volumen maximo de: V(%j = (%) (13 —%) = 102.98 cm’

Los autores mencionan que el estudio se disefi6 de manera que los problemas se
resolvieran en forma gradual y, mediante cuestionarios cuidadosamente disefiados,
se dio seguimiento al trabajo de los estudiantes.

Resultados reportados
Los resultados que aport6 el citado estudio, son los siguientes:

En general toda la poblacion elegida resolvio bien el problema 1; es decir, el
ejercicio donde el maximo se encuentra mediante el criterio de la segunda
derivada. No ocurrio lo mismo en relacion al problema 2 ya que, de todos los
profesores del departamento de matematicas pertenecientes a la academia de
Célculo Diferencial de una escuela superior, solo dos resolvieron bien este
problema cuyo maximo se encuentra en un extremo del dominio. Ademas, Moreno
& Cuevas (ibidem), mencionan que el dominio pas6 desapercibido para el 75% de
los profesores de la muestra y que todos, sin excepcion, aplicaron el criterio de la
segunda derivada, obteniendo un valor para el volumen maximo, imposible de
aplicar, sin lograr percibir su error.

Con respecto a los estudiantes de maestria, todos llegaron a la respuesta incorrecta
x =26/3 al problema 2, a pesar de que a ellos se les proporciono, en una hoja, el
problema y el dominio de la funcion.

Finalmente, todos los estudiantes de ingenieria aplicaron el criterio de la segunda
derivada para la obtencion de los puntos criticos en ambos problemas y, desde el
punto de vista operativo, no tuvieron errores. La interpretacion de la solucion al
problema 2 fue casi similar a la registrada por los estudiantes de maestria. Esto es,
solo tres estudiantes se percatan que el valor critico esta fuera del dominio de la
funcién, concluyendo erroneamente que el problema no tiene solucion. Los demas
estudiantes, como los de maestria, dan por buena la respuesta que obtienen para el
punto critico, sin percatarse de que es un resultado imposible de realizar.

Los autores del estudio anterior, concluyeron que una educacién matematica
llevada a cabo en forma operativa y rutinaria (en donde la comprension de los
conceptos queda de lado), conduce a sobreponer la operatividad al sentido comun.
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Los resultados anteriores ponen de manifiesto una interpretacion erronea de
los conceptos de maximos y minimos, al aplicar el criterio de la segunda
derivada sin reflexionar en la solucion obtenida y al no considerar como
informacion relevante que el dominio de la funcion es cerrado, cuestion
importante al definir los maximos y minimos de una funcion continua, acotada
y diferenciable en su dominio. En una encuesta, aparte del cuestionario, se les
pregunto sobre como definian o entendian el maximo o minimo de una funcion;
la respuesta en general, salvo un 10%, fue que para definir un maximo o un
minimo se requeria que la derivada fuera cero en esos puntos. Es decir que
para la mayoria, tanto de profesores como de estudiantes, el mdximo o minimo
de una funcion solo se puede encontrar a través del criterio de la segunda
derivada; de no ser posible el aplicar este criterio, entonces concluyen,
erroneamente, que el problema no tiene solucion o que la funcion no tiene
mdaximo (Moreno & Cuevas 2004).

(Como introducir en el aprendizaje una vision mas amplia del objeto funcion?

2. Antecedentes sobre la adquisicion del concepto de funcion

El concepto de funcion ha sido y es fundamental para el desarrollo de la
matematica; ademas, con frecuencia modela innumerables fendmenos fisicos,
quimicos, socioecondémicos, bioldgicos, por mencionar algunos. Sin embargo, y a
pesar de ello, diversos investigadores reportan serias dificultades en los estudiantes
para comprender este concepto, lo que conduce, con frecuencia, a falsas
interpretaciones de conocimientos matematicos que dependen de la comprension
del concepto de funcion (Selden, 1992; Dubinsky & Harel, 1992; Norman, 1992).

Usualmente el concepto de funcion se introduce mediante su definicién formal,
olvidando que se trata de un objeto matematico muy sofisticado. Su definicion es
consecuencia de numerosas generalizaciones realizadas a través de una lenta
evolucion, aun en proceso (Riiting, 1984); requiere, a su vez, de subconceptos
matematicos que han mostrado ser complejos, como: relaciones de dependencia,
variable, conjuntos, producto cartesiano, etc. En efecto, a pesar de que en el
periodo comprendido entre 1450 y 1650, ocurrié una serie de desarrollos
importantes para la fundamentacion del concepto de funcidn, éste no surgio,
en forma explicita, hasta principios del siglo XVIII (Youschkevitch, 1976),
por su parte Kleiner sostiene que a pesar de que la nocion del concepto de funcion
se remonta a 4000 afios atrds; 3700 afios consistieron solo de anticipaciones;
considera incluso, como ya se dijo arriba, que tal concepto contintia en evolucion.
(Kleiner, 1989).
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Algunas de las dificultades que experimentan los estudiantes con el concepto de
funcién se parecen a las ideas que tenian los matematicos del siglo XVIII
(Sierpinska, 1992; Markovits et al., 1986, 1988; Martinez, 1993). También se ha
detectado que, por parte de los estudiantes, el reconocimiento de los subconceptos
dominio y rango puede ser lo ultimo que aparezca en el desarrollo del concepto de
funcion. Estas dificultades corresponden a obstaculos cognitivos relacionados con
el desarrollo historico del concepto de funcion (Sierpinska, 1992; Ruiz, 1993). Por
su parte Slavit (1997), divide las teorias acerca de la representacion que los
estudiantes tienen de funcion, en: Ver la funcion como una accion, en esta parte el
estudiante considera la funcién como una regla de asociacion, en donde sélo
existen valores de entrada y, mediante un algoritmo definido por la funcion, se
calculan los valores de salida. No existen patrones, invariantes, ni regularidades y
produce un conocimiento no permanente. Mirar la funcion como un objeto, este
punto de vista comprende a la funcién como una correspondencia y como una
covarianza. La correspondencia es una concepcion relacional, basada sobre
relaciones de causa y efecto entre parejas de entrada-y-salida. Briedenbach et al
(1992), ofrecen evidencia de que la instruccion que utiliza la programacion en
computadoras, promueve este tipo de relaciones; para ellos, un proceso de
concepcion de funcion es el completo entendimiento de wuna actividad
transformacional ejecutada por una funcion, y que consiste de relaciones de causa-
efecto entre variables dependientes e independientes.

Para Sfard (1989), concebir la funciéon como un objeto, es la reificacion de la
accion percibida que permite, eventualmente, concebir a la funciéon como un objeto
matematico que posee o no, diferentes propiedades funcionales. Por otra parte, la
covarianza es una manera de entender como cambian la variable independiente y la
variable dependiente, cuando se realizan actividades en varios registros de
representacion semiotica; Schwarz & Dreyfus (1995), sugieren que los estudiantes
identifican propiedades invariantes de las funciones en estudio. La ultima division
que Slavit propone consiste en orientar la vision de la funcion hacia sus
propiedades, afirmando que una vision orientada hacia propiedades se relaciona
con la conciencia gradual de propiedades especificas de crecimiento funcional de
naturaleza local o global’.

3 A property-oriented view of function deals with the gradual awareness of specific
functional growth properties of a local or global nature...(Slavit, 1997, p. 266).
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3. Preliminares a la experiencia

3.1. Un cuestionario inicial y sus resultados

Una conjetura al problema detectado en el articulo mencionado (Moreno &
Cuevas, 2004), proviene de suponer que la concepcion que los estudiantes tienen
de una funcion, es el de considerar a ésta como una mera asociacion entre dos
numeros, una regla de correspondencia y no como un objeto matematico que posee
propiedades como lo son el dominio, rango, etc. por ello a pesar de que a los
estudiantes se les dotd, en las hojas de actividades, el dominio de la funcion del
segundo problema, esta informacion paso desapercibida para ellos. Para comprobar
esta conjetura, decidimos llevar a cabo una experiencia, con dos grupos de 11y 10
estudiantes de dos carreras diferentes: computo e ingenieria de UPIICSA (Unidad
Profesional Interdisciplinaria de Informatica y Ciencias Sociales y
Administrativas). Antes de la experiencia, aplicamos una prueba inicial, que
consistia de contestar las preguntas de un cuestionario, disefiado con el objeto
mostrarnos su imagen o representacion del concepto de funcion. El cuestionario
inicial, de una duracién prevista de 50 minutos, sin uso de computadora, constaba
de dos partes.

Las tareas propuestas en el cuestionario inicial

La primera parte consistia en el estudio de la funcion dada bajo la forma implicita:
xp° +4xy—x" =0.

Las dos primeras preguntas solicitaban resolver la ecuacion considerada (en x, o en
¥), en funcion de la otra variable la cual deberia ser considerada como parametro.
La tercera pregunta consistia en trazar la grafica.

La segunda parte presentaba un cuadrado de lado a@ = 6 cm, con un punto M que se
desplaza sobre sus lados (véase figura 3). Siendo OP un lado del cuadrado, se
consideraba el area Ay (posiblemente nula) del trisngulo OMP. Se denota con x la
longitud de la parte del perimetro del cuadrado de O a M, o: recorrido necesario
desde M para llegar a O al caminar sobre los lados del cuadrado. Se solicitaba
decidir si Ay es o no una funcion de x, y después representar graficamente la
situacion.

M
X
M M
X
0 P 0 P 0 X P 0 x M P

Figura 3
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Indicaciones sobre soluciones posibles

La primera parte se puede resolver considerando que al factorizar x, la ecuacion

x> +4xy—x* =0 se puede escribir como )c(y2 +4y —x) =0, forma que en el
plano (x , y) evidencia la reunion de una recta y una parabola.

Para resolver la segunda parte se considera que el cuadrado, al ser una curva
cerrada, tiene dos puntos M diferentes que dan lugar a un mismo valor de x,
excepto cuando M esta en O (punto para el cual x =0) o en el punto opuesto
(punto donde x =2a). Y las areas correspondientes son diferentes. Por eso Ay no
es una funcion de x. Al desplazar M, la grafica que se obtiene en el plano (x, Ay) es
un paralelogramo.

Resultados observados

Los resultados (véanse las columnas CI en la tabla del Anexo 3: Hoja general de
resultados), tanto en el grupo del area de computo como en el grupo del area de
ingenieria resultan homogéneos, con respecto al manejo de funciones y de
representaciones graficas solicitadas en este cuestionario, ambos a un nivel de
primer acercamiento de los conceptos involucrados. Para precisar lo anterior,
podemos subrayar que, en las dos primeras preguntas de la primera parte, todos
calcularon so6lo con valores numéricos, a excepcion de una estudiante que tratd, sin
éxito, de expresar una variable en funcion de la otra. Con respecto a la grafica,
todos se quedaron en representaciones parciales, correctas o incorrectas. En la
segunda parte, todos respondieron, salvo una Unica ausencia de respuesta, que se
presenta una funcion, con argumentos del tipo “el valor del area depende de x”.
Solo un estudiante realizdé una grafica con un segmento completo correcto, los
demas se quedaron en tratamientos puntuales.

Eso significa que todos los estudiantes de los dos grupos pueden establecer una
correspondencia entre valores y localizar un punto por coordenadas. Pero les falta
un sentido mas general; es decir, el “encapsulamiento” del concepto de funcioén
(Dubinsky & Harel, 1992), asi como una vision global de graficas que les
permitiria por ejemplo asociar sistematicamente una recta a una funcion lineal o
afin, o una cénica a una forma cuadratica en dos variables. Entonces, estos
resultados comprobaron que los estudiantes, de esta experiencia, tenian una
concepcion de funcion limitada a una regla de correspondencia.

3.2. Proyecto de acciéon: un globo dentro de un recipiente cilindrico con agua

Para favorecer un cambio conceptual, nos dimos a la tarea, conforme al modelo
didactico propuesto en Cuevas&Pluvinage (2003), de construir un proyecto de
accion que incluyera la elaboracion de un problema que, desde su planteamiento,
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requiriera una formulacién precisa del dominio y de esta manera, promover el
interpretar el concepto de funcion como un objeto matematico. Asi, surge el
siguiente proyecto: Se propone estudiar la situacion de un globo inflable, que esta
asido al fondo de un cilindro de radio R =5 c¢cm. Cuando el globo esta desinflado,
es decir, cuando el globo tiene un radio nulo, se vacia agua en el cilindro, hasta que

alcance una altura /4, (véase fig. 4). Ahora bien, el experimento se divide en dos

partes: 1) observar lo que ocurre cuando se infla el globo (véase fig. 5), y 2)
estudiar cuando el nivel alcanzado por el agua, que llamaremos /4, sea igual al
diametro del globo; es decir, cuando el globo quede exactamente sumergido (véase
fig. 6). Empezaremos por presentar el estudio matematico del tema, que en
particular nos permitié elaborar un material destinado a los estudiantes. El lector
mas especificamente interesado en la experiencia puede pasar directamente a la
lectura del § 4. Presentaremos en el § 4 la experimentacion y por ultimo los
resultados obtenidos.

I ——
L— T Ai)
e A e
]
—‘» [ rR—t f R—r
[ R=5—1
Figura 4 : Recipiente | Figura 5 : Recipiente | Figura 6 : Recipiente

cilindrico con agua y un | cilindrico con agua y | cilindrico con agua vy
globo desinflado asido al | globo esférico de radio x, | globo esférico de radio x,
fondo asido al fondo asido al fondo y tangente
a la superficie

Presentacion matemdtica del problema

En el plano (X , Z ) la ecuacion de un circulo de centro (0 R x) y radio x (véase
fig. 7) es :
X2+(Z-x) -x*=0.
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A
X
P
H]
0
Figura 7 : Circulo de radio x en el plano XZ

Despejando X queda:
X*=2x2-7°

Con esta ecuacion se puede calcular el volumen V,, de una seccion de esfera de
radio x, entre el nivel 0 y la altura 4:

h 2 . K
V. :jn(zxz—z )dz :ﬂ(h x—?]

R
0

De aqui se puede deducir que el volumen de una esfera de radio x estarda dado por

4
vV, =—mx’
3
Tomemos ahora un recipiente cilindrico con una base circular de radio R. Si se
deposita en ¢él un liquido de altura 4 y se infla un globo asido al fondo, se tienen
dos posibles casos.

Primer caso: Si la altura / del agua, es superior o igual al diametro 2x del globo
esférico se tienen las dos situaciones dibujadas en las figuras 8 y 9.
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f@
|

R—it

Figura 8 : Globo de radio x inmerso en
un recipiente cilindrico

Figura 9 : Globo de radio x tangente a la
superficie del agua en el recipiente

Como se puede observar, en ambos casos, la esfera queda completamente
sumergida, por lo que el volumen del liquido que incluye el globo, estara dado por

4
el volumen del globo V, :Eﬂx3 , mas el volumen del liquido que esta dado por

V. =1R’h,.

Entonces, en este primer caso, tenemos que

TIR*h = 1R’ h, +§ e’

de donde
4x’
h=h,+
Es decir que 4 queda en funcion de x.
4x°
hix)=h,+—
( ) 0 3R2

Ahora bien, cuando el globo es tangente a la superficie del liquido se tiene que

h=

2x

Por lo que para encontrar el valor de x, para cuando el globo es tangente a la
superficie se tiene que resolver la ecuacion

2x=h, +

4x°

RZ

4x* —=6R*x+h, =0
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Segundo caso: La altura /, del agua, es inferior al didmetro d =2x del globo
esférico (véase fig. 10)

N

T —

L ~__~
—r—

Figura 10 : Recipiente cilindrico con
un globo esférico de radio x, asido al
fondo, que rebasa la superficie del
agua

Como en este caso solo una parte de la esfera, de volumen Vg, esta sumergida, el
volumen a una altura / del agua se obtiene con la igualdad

3
7IR*h = IR’ h,, + ﬂ(hzx —h?]l

Esto implica que % se encuentra resolviendo la ecuacion

B =3xh* +3R*h—=3R’h, =0
Notemos que con esta ecuacion se forma el polinomio
P(h)=h>=3xh> +3R*h—3R’h,
un polinomio en # formado por el primer miembro de la ecuacion cuya derivada es
P'(h)=3(h* =2xh +R?)
Ahora bien, se deduce que P'(h) =3 (h2 —2xh+ Rz) > () para cualquier valor de

h. En efecto, en la ecuacion P'(h)=0, el discriminante resulta ser

A =4(x*-R*)<0, dado que la esfera (globo) tiene un radio x menor que el radio

R del cilindro. Esto significa que el signo del polinomio P'(4) =0 no cambia. Asi,
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al evaluar P'(h) en cualquier valor de 4, se obtiene el signo; es decir, puesto que

P'(0)=3R*>0. Con esto concluimos que P(/) es una funcion estrictamente
creciente, lo que implica que P(/) tiene exactamente una raiz real.
Consecuentemente esta raiz es la solucion del problema.

Modelo geométrico en la computadora

En nuestro modelo geométrico nos apoyaremos en el acercamiento clasico de la
raiz; es decir, aproximarse por medio de una sucesion de valores al valor de la raiz.
La justificacion matematica se proporciona en el Anexol.

4. Fases de la experimentacion didactica del proyecto

Las secuencias de trabajo se desarrollaron en una sala equipada con computadoras.
A los estudiantes se les entrega un programa disefiado en Cabri que simula el
inflamiento del globo mediante una manipulacion sencilla en la computadora. En
este programa los alumnos pueden elegir la altura %, de liquido en el cilindro sin
globo (o con globo de radio nulo) y mover el radio x del globo, al ir inflando al
mismo.

A continuacion se describen las fases de observacion y descripcion, con la
introduccion de los diversos registros sefialados por Bloch, 2003, que sirven para
expresar funciones (véase lista de “settings” en Bloch).

Fase 1: descriptiva

Se pide a los estudiantes, que observen lo que ocurre para diversas elecciones de
parametros. Por ejemplo, pueden observar que con mucha agua el globo quedara
completamente sumergido, para cualquier valor de radio. Por el contrario, con poca
agua, una parte de la esfera que forma el globo, quedara fuera del agua, luego que
el radio sobrepasa un pequefio valor. Pero hay situaciones mas sorprendentes... Son
tres las variables que se distinguen: el radio de la esfera, la altura del liquido, que
son positivas, y la altura del punto mas alto de la esfera arriba o debajo del nivel
del liquido, variable que se expresa entonces por un numero con un signo. Por tal
situacion, se requiere presentar una descripcion cuidadosa de los aspectos
cualitativos que se observan. El calificativo “descriptiva” no significa ausencia de
demostracion; por ejemplo, se puede pedir a los estudiantes que observen que el
nivel alcanzado por el liquido sube cuando el radio de la esfera aumenta. Conforme
la metodologia expuesta por Cordier (1993), es necesario presentar una descripcion
cuidadosa de los aspectos cualitativos que se observan.
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Fase 2: cuantitativa

En la primera etapa, con las formulas de volumen del cilindro y de la esfera, se
espera que los alumnos establezcan la ecuacion que permite obtener los casos en
los que £—2x =0. Posteriormente, se les proporcionara el software CalcVisual
(Cuevas & Mejia, 2004), para facilitar la determinacion de las raices que
solucionan el problema. Se espera que las limitaciones del radio x del globo, que
esta 0 < x < R, en donde R es el radio del cilindro, se impongan a lo largo de esta
busqueda.

Fase 3: generalizante

El articulo de Moreno & Cuevas (2004), muestra el caracter memoristico y
rutinario en la aplicacion de formulas para resolver problemas de maximos o
minimos y, evidentemente, constata el olvido frecuente de las limitaciones
presentes en tales problemas. La situacion mostrada aqui, condujo a tomar en
cuenta un dominio que es distinto del dominio de validez de las funciones; el
objetivo de aprendizaje es hacer, de tal situacion, una generalizacion al problema
de los extremos de una funcion considerada sobre un segmento (Anexo 2 — Unas
hojas del estudiante

El teorema meta). En particular se pondra el énfasis sobre el teorema de existencia
para una funcién continua. También se expondra la metodologia de obtencion de
los extremos para una funcion derivable.

5. Resultados cualitativos y cuantitativos

Recordemos que para realizar la experiencia se eligieron dos grupos de 11 y 10
estudiantes de UPIICSA, de dos carreras diferentes: computo e ingenieria. Las
secuencias de trabajo se desarrollaron en una sala equipada con computadoras. A
continuacion se presentan los resultados y se hace un breve analisis de lo obtenido
en cada fase de la experiencia (para una vision completa, vease Anexo 3: Hoja
general de resultados). Las hojas de preguntas, en la experimentacion, a diferencia
de los cuestionarios inicial y final, no constituian pruebas en si mismas si no se
acompatfiaban con las actividades que los estudiantes tenian que desempefiar con la
computadora. Recordemos que la idea era en cada fase darles metas y objetivos, y
permitir un control, posiblemente para una retroaccion si hubiera sido necesaria.

En la fase descriptiva, se les presentaban cuatro preguntas relacionadas con los
posibles casos que se pueden encontrar en el modelo del globo dentro de un
recipiente cilindrico. En la primera pregunta, el nivel inicial de agua en el
recipiente estaba dado y se pedia observar la evolucion de la situacion del globo
(sumergido, emergente, o caso limite entre ambas situaciones). La segunda
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pregunta se referia al dominio de evolucion del radio del globo (entre 0 y el radio
del cilindro). La tercera solicitaba encontrar una designacion verbal para la
diferencia (con signo, positivo o negativo) entre la altura del agua en el recipiente y
el didmetro del globo. Y la cuarta, y ultima, pedia determinar si las diversas
elecciones del nivel inicial de agua (con el globo totalmente desinflado), pueden
producir diversas evoluciones cuando se infla el globo. Recordemos que en un
experimento, o en el funcionamiento de un modelo, una variable debe ser vista
como una funcion.

El nimero de éxitos fue mayoritario Unicamente en la segunda pregunta (el
dominio de variaciones del radio del globo). Le sigue la primera, luego la cuarta y,
en ultimo lugar, donde no se tuvieron éxitos fue en la tercera pregunta. Estos
resultados contrastan con los obtenidos en la fase cuantitativa. Una interpretacion
de las dificultades encontradas podria tener como base los siguientes cuatro niveles
de pensamiento:
- La sustitucion de valores es el nivel mas elemental de manejo de una
variable,
- observar una evolucion es mas dificil que determinar valores,
- considerar de manera global una variable representa un grado de dificultad
mas elevado que la determinacion de valores,
- determinar un objeto conceptual tributario de dos variables simultaneas
alcanza el maximo nivel de dificultad.

Los pocos éxitos encontrados en tres de las preguntas de la fase descriptiva no
permiten estudiar relaciones entre las respuestas de un mismo individuo.

La decision que tomamos, al final de la fase descriptiva, fue seguir con lo previsto;
o sea, presentar a los estudiantes solamente elementos de respuesta relativos a los
aspectos involucrados en la fase descriptiva. Asi, les entregamos una hoja de
estudio para el caso en el que la superficie del liquido es exactamente tangente al

globo, hecho que conduce a determinar las raices del polinomio %/ x —2x +h,

que pertenecen al intervalo [0 . 5] (en el modelo, el radio del recipiente cilindrico
es de 5 cm.); ademas, este estudio introduce el cuestionario de la fase cuantitativa

La fase cuantitativa, consistia en resolver ecuaciones polinomiales en un intervalo
con la ayuda del paquete de célculo CalcVisual (Cuevas & Mejia, 2004), los

estudiantes resultaron ser mucho mas exitosos. Se propusieron tres ecuaciones de
grado tres, que corresponden a los diversos valores numéricos de 4, para la

ecuacion general %sx” —2x+h,. No se encontrd ningun valor erréneo y casi

todas las respuestas fueron completas (a excepcion de dos).
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Por su parte, la fase generalizante se componia de dos partes: La presentacion de
una hoja de resultados generales, referentes a los extremos alcanzados por una
funcion sobre un segmento; y la otra parte, constituia un cuestionario sobre los
dominios correspondientes a las funciones polinomiales obtenidas en dos
problemas estudiados en el articulo de Moreno & Cuevas (2004): el problema 1
presentado en la Introduccién y un problema 2 similar (véase Anexo 2 — Unas
hojas del estudiante), y a la funcion que resulta de un problema relativo a una
ventana tipo Normanda, que consiste de un rectdngulo coronado por una
semicircunferencia. En cada caso, el modelo se presentd acompaiiado por la
expresion algebraica del polinomio que expresa la magnitud estudiada, con la
grafica completa del polinomio, y la pregunta planteada era: “Determinar
unicamente el dominio de la funciéon que modela el problema”. Ademas, se les
pedia subrayar en la grafica el intervalo del dominio.

En los resultados obtenidos en esta fase (columnas DO1 a DO3 en el Anexo 3:
Hoja general de resultados), se nota cierta diferencia entre los dos grupos. Por
ejemplo, se observa que en el grupo “computo”, hay mas respuestas pero también
mas errores; mientras que en el grupo “ingenieria”, la tendencia hacia no responder
en caso de dificultad predomina. Los resultados obtenidos por el grupo “computo”
son similares en los tres casos; en tanto que, para el grupo “ingenieria” el problema
de la ventana tipo normanda ocasioné mas dificultades que los demas casos. En
forma general, se puede expresar que los resultados alcanzados en esta fase no
fueron muy satisfactorios, a pesar de los estudios anteriores, quizas por la
presentacion muy completa. En cada caso: un modelo, una férmula y una grafica.

Cuestionario final

El cuestionario final presentaba el problema del volumen maximo de una caja sin
tapa, que en observaciones anteriores habia dado lugar a un fracaso fuertemente
mayoritario de los profesores y estudiantes entrevistados (véase Introduccion,
Problema 2 en Moreno & Cuevas, 2004), a causa de la tendencia de aplicar el
criterio de la segunda derivada sin tomar en cuenta el dominio de la funcion. Este
cuestionario final constaba de nueve preguntas: dos para llegar a la formula del
volumen; una referente al dominio de la funcién; dos de construccion de una tabla
de valores; una para solicitar la grafica y tres sobre los extremos del volumen. Asi
entonces, en términos de tener actividades en los diferentes registros de
representacion para las funciones, el cuestionario terminal lo consideramos muy
completo.

Los resultados observados en la experiencia (columnas CF en Anexo 3: Hoja
general de resultados) ponen en evidencia que el objetivo general esperado fue
alcanzado por una fuerte mayoria de los estudiantes: precisamente, 17 de los 21, se
dieron cuenta de que el polinomio tiene un punto critico fuera del dominio de la
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funcién y que, por consecuencia, no conduce al maximo deseado. Esto es un éxito
convincente, pero no significa que estos estudiantes llegaron a una adquisicion que
se pudiera considerar completa. Muchos estudiantes no contestaron a una u otra de
las ocho preguntas planteadas, o cometieron errores en algunas de las respuestas
dadas. Las razones son diversas: A unos les molestd6 que un extremo del dominio
de la funcidn, que corresponde a una situacion limite ("caja" de volumen nulo,
véase nota 2 de pie de pagina) no tenga una realizacion concreta; la tabla de valores
se puede relacionar con el polinomio sin las limitaciones de la funcidon; también el
manejo de nimeros con aproximaciones puede generar problemas; después de
rechazar un punto critico para la obtencion del maximo, muchos (13 estudiantes de
los 17 que rechazaron el punto critico) se sienten satisfechos y deciden no
continuar con la bisqueda. Es lo que consideramos como exito parcial en la tabla
general de resultados (columna CFS8). Si se considera un nivel de exigencia
maxima, s6lo dos estudiantes del grupo “ingenieria”, obtuvieron un éxito completo
en las nueve preguntas planteadas. En general, los estudiantes del grupo
“ingenieria” tuvieron mas éxitos que los del grupo “computacion”.
Especificamente el caso del minimo (nulo) casi no ocasion6 dificultad a los
primeros (un unico error), mientras que causd una grave molestia a los segundos
(un unico éxito). ;Podria ser esto la consecuencia de una inquietud mayor de los
segundos en cuanto al significado concreto de un resultado calculado? En este
caso, el fenomeno se podria interpretar como una contraparte de cierta destreza en
el manejo de expresiones.

6. Conclusiones de la experimentacion del "proyecto globo"

Los resultados que observamos nos permiten asegurar que nuestra experiencia dio
un resultado concluyente en cuanto al objetivo de promover una mayor
comprension del concepto de funcion. A nuestro juicio la experiencia fue limitada,
sin embargo, dentro del marco de una investigacion breve (dos semanas en nuestro
caso), nos sugiere perseguir a la vez un objetivo utilitario de promover una mejor
comprension de los conceptos matematicos y un objetivo mas cientifico de
comprension de los fendmenos de ensefianza-aprendizaje en juego.Y las
observaciones ponen en evidencia que, sol6 para adquirir los conocimientos y
métodos relativos al teorema de los extremos alcanzados por una funcion continua
sobre un intervalo, un camino consiste en efecto en profundizar el concepto mismo
de funcion.

En este sentido, cada una de las diversas fases introducidas jugé un papel para el
alcance del resultado final. La contribucion de los diversos registros de expresion
(geométrico, algebraico, tabular y grafico) que permiten estudiar funciones,
también fue decisiva. Recordemos el programa de trabajo que se encuentra en el
libro de Dubinsky, Schwingendorf & Mathews:
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“La construccion de una funcion es frecuentemente llamada
una representacion de ella. Se puede representar una funcion
en la computadora de varias maneras: como una expresion,
como una funcion de computadora, como un conjunto de pares
ordenados-tablas, o como una grdfica. Cada una de estas
representaciones tiene sus puntos fuertes y débiles.

Cual se debe seleccionar en una situacion particular depende
del problema.”

Para cumplir con este programa, se deben proporcionar al estudiante las
oportunidades para utilizar todos estos aspectos.
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Anexo 1

Obtencion de un valor aproximado de altura de agua
cuando no hay inmersion completa del globo

La ecuacion

h3
TIR*h = IR hy + ﬂ[hzx —?j ()
se puede rescribir en la siguiente forma:

- 1 3.0 X ;2
h= (SRZ]h +(R2jh +h, (1

Si designamos con k, = f (/) a el polinomio que se tiene en el segundo miembro

de la ecuacion, se tiene que

- _ 1 3.0 X |g2
fhy = (mzjh +(R2]h PR—

endonde R>0y x=20
Analizando este tipo de funcion se tiene que:
f(0)=hy>0
su extension o limites a infinito de f'(%) son:
lim f(h)=+e y lim f(h)==co.
Ademas dado que su derivada resulta ser:
o _(2x=h)h
S (h) ST
se derivan las siguientes propiedades
f(0)=0
f'(h)>0si 0<h<2x
f'(2x)=0

Por otra parte se puede definir a otra funcion k, = g(h) =h

Por ello la ecuacion I, resulta de igualar a k, =k, .
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Y por las propiedades geométricas deducidas resulta que la cuibica k; = f'(h) corta

alarecta k, =/ en un tnico punto de abscisa entre 0 y 2x, y en este punto con una

derivada situada entre 0 y 1 (véase figura A).

Figura A : Comportamiento de la cubica k = f(h)
y de larecta k = h, en el plano (h , k) .

Entonces podemos utilizar el algoritmo usual para aproximar este valor: Iniciamos
con 1 =0 y calculamos sucesivamente f(0)=h,, f(h)=h,,.., f(h_)=h,.

Sabemos que 4, tiende hacia el valor deseado cuando n tiende hacia el infinito.
Unos ensayos muestran que ya con /4 se alcanza una precision aceptable.

Queda nada maés el problema de encontrar una funcién que nos permita escoger
3

X . .,
entre el valor de la altura a, = A, + W , que corresponde a la inmersion completa

de la esfera, y el valor /4 obtenido. La funcion “signo”, que toma el valor 1 cuando
su argumento es positivo y el valor (- 1) cuando su argumento es negativo,
conviene para que la computadora haga esta seleccion:

=1+ signo(a, —2x)](%j +[1-signo(a, -zx)](h—;j
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Anexo 2 — Unas hojas del estudiante

El teorema meta

Aqui se presentan resultados generales sobre funciones reales cuyo dominio es un
segmento cerrado (puntos extremos incluidos).

Se admitira el teorema de los valores extremos alcanzados, cuyo enunciado es el
siguiente.

TEOREMA. Sea f una funcion de variable real x cuyo dominio contiene un
segmento [a, b]. Si fes continua sobre [a, b], entonces f{x) alcanza sobre [a, b] un
maximo y un minimo.

Las conclusiones del teorema se escriben también:
Existe x1, a < x; < b, tal que para todo x U [a, b], f(x) < f(x1).
Existe x,, a < x, < b, tal que para todo x U [a, b], f(x,) < f{x).
La primera concierne el maximo, la segunda el minimo.

Ejemplo: Se podra verificar que la funcion definida sobre [-1, 2] por
flx) =2x*>+ 3x
alcanza un méximo en 2, con el valor f{2) = 14,
un minimo en —3/4, con el valor f{-3/4) = -9/8.

Se puede observar en este caso que uno de estos dos puntos es un extremo del
segmento, mientras el otro es interior al segmento. Ambos casos se pueden
presentar para el maximo como el minimo, segun la funcién considerada.

Hace falta cuidar en las hipotesis del teorema. Las conclusiones pueden ser falsas si
una hipotesis no se cumple.

Ejemplo de una funcién discontinua: Consideremos f{x) = x — ENT(x) sobre
[0, 2], donde ENT(x) designa la parte entera de x (p. ¢j. la parte entera de 0.35 es 0,
la parte entera de 1.732 es 1). Esta funcion tiene un maximo 1 que no se alcanza.
Ejemplo de un intervalo no cerrado: La funcion definida sobre ]0, 1] por
f(x) = 1/x no tiene maximo.

Busqueda de valores extremos en el caso de funcion derivable

Método de busqueda de extremos para una funcion derivable sobre un
segmento [a, b]: Una funcion f derivable es continua, entonces las hipdtesis del
teorema son verificadas por f sobre [a, b]. Si un valor extremo se alcanza en un
punto x, interior al segmento, este es un punto critico y en particular f’(xy).= 0.
Pero un valor extremo puede alcanzarse en un punto extremo del segmento.
Entonces es preciso:

- calcular fla) y f(b),
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- determinar las raices de f’(x).= 0 que estan en el segmento|[a, b],
- comparar con f{a) y f(b) los valores criticos correspondientes a estas raices.

Ejemplo: En el caso ya encontrado de la funcion f definida sobre [-1, 2] por f(x) =
2x* + 3x, la derivada es f'(x) = 4x + 3. Esta derivada viene nula en x = -3/4. El
valor —3/4 pertenece al segmento [-1, 2]. Entonces tenemos que considerar en este
caso los valores

f-1) =-1,1(-3/4) =-9/8 y f(2) = 14.
Asi el maximo de f{x) sobre [-1, 2] es 14 y el minimo —9/8.
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Una pregunta de dominio: problema 2 en la hoja del estudiante

Determinar el méximo volumen de una caja sin tapa de base cuadrada al trazar los
lados y la base en lineas paralelas a las diagonales de una lamina cuadrada de 13
cm de lado

2

V(x)=2x’ (22 (L -2x))

Dominio:

Lado de la base

Lado de la Lamina L= 13.00 cm

Subraya en la grafica el intervalo del dominio:

0L+

[

i
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Cuestionario: Maximos y Minimos

Nombre
Fecha Secuencia

Problema

Determinar el volumen maximo que se puede obtener al construir una caja de base
cuadrada sin tapa, de una lamina cuadrada de 13 cm de lado, donde la base este
formada por una esquina de la lamina, ver figuras.

Realice un dibujo de la caja

altura

|
|
|
|
|
|
|
13 cm altura :
|
|
|
|
|
|
|

= =4

base

Lado de lalaminaL =13 cm

Actividades

Para resolver el problema, realiza las siguientes actividades.
1. Se denota con x el lado del cuadrado de la base. ;Cémo se expresa la altura h de
la caja en funcién de L y x?

h=

2. El volumen de la caja en forma de paralelepipedo es el producto del area de su
base por su altura. Plantee su funcion.

V(x) =

3. Determina el dominio de la funcion V(x)

4. Elabora una tabla de valores

X

V()
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5. Interpretacion de la tabla
Haciendo un analisis de la tabla, escribe el valor de:
X = cm que da lugar al volumen maximo V,;x = cm

X = cm que da lugar al volumen minimo V= cm’

6. Con los valores de la tabla grafica la funcion
V(X)“

180

160

140

120

100

80

60

40

20

0

v

o 1 2 3 4 5 6 7 X
7. Interpretacion de la grafica
Haciendo un analisis de la grafica, determina:

X = cm que da lugar al volumen maximo Vs, = cm’

X = cm que da lugar al volumen minimo V ;, = cm’

8. Resuelve el problema planteado al inicio utilizando el Calculo Diferencial.
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Anexo 3: Hoja general de resultados

4 03CUI0 0 tegro: exitos parciales o completos.

digos (7 ezxito completo, & o 7 exitos parciales, 3 0 2 errores tipicos, 1 otros errores, O ansencia de respuesta).

Loz niveles de gris en las celdas reflejan niveles de exitos, de mugy clano: snwercias de respuesta, oclaro: fracasos,
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