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FIABILITE ET MULTIMOTEURS
Jean Moreau de Saint-Martin !

La recherche d’une plus grande fiabilité est une des raisons de mettre plusieurs
moteurs sur des appareils tels que des avions, mais cela a pu donner lieu a quelques
controverses. Plus il y a de moteurs, plus cela donne de ressources, mais aussi plus
cela donne d’occasions de pannes! Et on peut se trouver devant des résultats un
peu paradoxaux, ou du moins inattendus, quand on calcule les probabilités de non-
défaillance.

Certes, le bon sens ne perd pas ses droits : de deux avions capables de voler sur
un seul moteur, le trimoteur serait plus stir que le bimoteur ; mais celui-ci est plus
str qu’'un trimoteur qui ne peut pas voler avec deux moteurs en panne (on suppose
ici, comme dans toute la suite, que le risque de panne au cours d'un vol est le méme
pour tous les moteurs). Quant a comparer deux avions (bimoteur et quadrimoteur)
pouvant voler avec la moitié de leurs moteurs en panne, le résultat dépend du risque
de panne d’un moteur; s'il est faible (cas normal), le quadrimoteur est plus sir que
le bimoteur ; mais si ce risque dépassait 1/3 (on n’en est heureusement plus la, avec
les progres faits depuis Clément Ader!), 'avantage reviendrait au bimoteur.

Pour étendre les résultats ci-dessus, Edith Kosmanek a demandé (dans la revue

Quadrature de mars-avril 1990) s’il y avait une formule générale pour comparer la
fiabilité de deux types d’avion. La réponse est oui, comme on va le voir.

L’avion A va étre décrit par la donnée de son nombre m de moteurs, et du nombre
minimal f de moteurs dont il a besoin pour pouvoir se maintenir en vol. Les données
analogues pour 'avion B sont n et g. La probabilité de panne d’un moteur est p, et
je noterai 1 —p =gq.

Le nombre de moteurs de A qui tombent en panne au cours d’un vol est une
variable aléatoire X 4 suivant la loi binomiale de parametres m et p.

proba(Xa = k) = Cﬁlpkqm_k,

d’ou la probabilité globale de non-défaillance pour A :

k=m
Fy=proba(0 < Xy <m—f) = Z Ok pmk gk,
k=f
et de méme pour B :
Fp = Z Cip"~'q'.
i=g
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Il s’agit de comparer Fy et Fg.

Si m = n, la comparaison est immédiate, 'une des sommes se réduisant aux
termes communs. La différence Fy — Fp alesignede (9 — f) = (m—f) —(n—g);
le type le plus sur est le moins “exigeant” (en nombre minimal f ou g de moteurs en
état), ou encore le plus “tolérant” (en nombre maximal m — f ou n — g de moteurs
en panne).

Mais nous cherchons une formule générale; supposons par exemple m > n.
Quelques transformations vont permettre d’identifier de nouveau des termes com-
muns dans les deux expressions F4 et Fg.

L’expression F4 est un polynéme homogene de degré m en p et ¢. Donnons a Fg
la méme propriété en le multipliant par (p + ¢)™ ™ qui vaut 1.

j=m—n

p+o™ "= >, Ch_p" ",
j=0

d’ou Fg comme polynome de degré m :

k=m i=
Fp=> p"*y cior,

=N
k;:g i:g

en admettant que C? = 0 si b est extérieur a [0, a].
Mettons maintenant les termes de F)4 sous la méme forme, grace a 'identité bien
connue

i=n

k __ E i vk—1i

C’m - CnOm—n
i=0

(considérer par exemple le développement de (1 + x)™ = (14 z)"(1 4+ )™ ").

k=m i=n
Fa=) p" ) Cicn,.
k=1 =0

Si g > f, tous les termes (i, k) de Fp se trouvent dans Fy4. Le type A est le plus
str, c’est aussi le plus “tolérant” au sens donné plus haut a cette expression, car
n—g<m— f;en méme temps il n’est pas plus “exigeant” car f < g.

Si f > g, les termes communs (i, k) correspondent & f <k <met g <i<n,et
on obtient pour la différence

k=m i1=g—1 k=f—-1 i=n

Fa—Fp=), > p""'CC = > > 0" "GO
k=f =0 k=g i=g

En outre, dans la premiere somme, les termes non nuls vérifient £ < m —n 41 <
m —n+ g — 1 ce qui permet d’écrire, avec k = g + j,

m—n—1 jg—1 f—g—1 j n
Fa—Fp q i ~g—itj q | ~g—it]
— 2= N () D certr - (2) Y ciest
pm=9q9 Plaral p =0 =0 p i
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Sim—n > f—g > 0, le second membre est un polynéme en ¢/p de degré m—n—1(>
0), avec un seul changement de signe dans la suite de ses coefficients. Conformément
a un théoreme de Descartes, ce polynome a exactement une racine positive u
(fonction implicite de m, n, f, g).

Il est positif (donc A est le plus sir) si ¢/p > u, ou 0 < p < 1/(1 + u).

Il est négatif (donc B est le plus sur) si ¢/p < u,ou 1/(1+u) <p < 1.

Un des types (ici A) est alors a la fois le plus “tolérant” et le plus “exigeant”.

C’est le seul cas ot le résultat dépend de p. En effet, les termes négatifs disparaissent
sim—n>02>f—g (An’est pas moins “tolérant” ni plus “exigeant”) ; de méme,
les termes positifs disparaissent si f —¢g > m —n > 0 (A n’est pas moins “exigeant”
ni plus “tolérant”).

On peut résumer le résultat de la discussion par les regles suivantes :

— le plus “tolérant” n’est pas le moins sur, sauf s’il est aussi le plus “exigeant”
et si p dépasse la valeur-limite 1/(1 + u);

— a “tolérance” égale, le moins “exigeant” est le plus sur.

Autre formulation équivalente :

— le moins “exigeant” n’est pas le moins str, sauf s’il est aussi le moins “tolérant”
et si p est inférieur a la valeur-limite 1/(1 + u);

— a “exigence” égale, le plus “tolérant” est le plus stur.

La valeur-limite peut étre explicitée quand m —n = 2(f — g) = £2, cas ou le
polynome se réduit au premier degré : pimite = (f +9 —1)/(m + n).



