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2 - �

®�¾�¿�±�¹Q½3¯#��¾j²3ÁvÂ)Ê�½3¯�À�¾j·E¾j°�ÎoµE·6¯
p
¾�Àt±�²3·�½3¯�´3º6¹�µEÇ�º6²3·

R
¿�¾�¼�±�´3ÁoµE¹�±�´

x 7−→ p/π
p2+x2

È

.
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®�¯�º�À3·6¯�°�¹�Î�·6¯�º�À3·6¯�².³>¯�º�½3¯[Á�¯}µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯[Çoµv¾j¹�¯�´>µ�¿�±�´3Ì�²3¯�º�¯oµ�½3¹ ��Á�¹�¿�¯�º�ÈÕ®�¯�º�À3·6±�Ì�·6Î�º
½3²�ÁM¾j¿�Á�²3¿0ºUµE±+ÁvÂ�¾jºUµE¹�Å)²3¯ ±�´>µ�Àt¯�·6°�¹�º	½QÒ ¯�´�½3±j´3´3¯�·�²3´3¯ À3·6¯�².³�¯ º6¹�°�À3¿�¯&¯oµ�Á�±�²3·UµE¯�¯�´ î���� P Æ
À3·6¯�².³>¯	Å)²3¹.Ñ&º6±�´�µE±�²3·Õ¾&À�¯�·6°�¹�º_½3¯�À3·6±�Ì�·6¯�º6º6¯�·Õ·E¾jÀ3¹�½3¯�°�¯�´)µ_½�¾j´3ºÕ¿�¯�º_Å)²3¯oº6µE¹�±j´3ºÕ½3Ç�Á�±�²3¿�¾j´)µ
´�¾TµE²3·6¯�¿�¿�¯�°�¯�´>µ�½3²�µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯�½3¯ �+À3¹�µ F�¯�·�Æ�Å)²3¹�Çoµv¾j¹�µ�·6¯�ºUµEÇ}¾jº6º6¯ F}¿�±�´3ÌjµE¯�°�À3º�²3´`·6Ç�º6²3¿�µv¾Tµ
¹�º6±�¿�ÇjÈ

� Á�·6¹�³�±�´3º�·E¾jÀ3¹�½3¯�°�°�¯�´>µ�²3´3¯�µE¯�¿�¿�¯�À3·6¯�².³�¯jÈ�®"Ò Ç�Á�·6¹�µE²3·6¯&½3²[®�¾jÀ3¿�¾jÁ�¹�¯�´�¯�´[Á�±)±�·6½3±�´3´3Ç�¯�º
Àt±�¿�¾j¹�·6¯�º	¯oµ�¿�¾�¼�±�·6°�²3¿�¯�½QÒ É�µEÝ3Æ.¼�±�·6°�²3¿�¯�½3¯ ¶�¾jº6¯ ½3²�ÁM¾j¿�Á�²3¿0ºUµE±+ÁvÂ�¾jºUµE¹�Å)²3¯jÆ3°�±�´)µE·6¯�´>µ�Å)²QÒ ±�´
Àt¯�².µ�µE·E±j².³>¯�·�½3¯�²+Ë`°�±�².³>¯o°�¯�´)µEº�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´3º�·6Ç�¯�¿�º�¹�´3½3Ç�À�¯�´3½�¾j´)µEº

β
¯oµ

W
Æ�ÁjÒ ¯�ºUµUÃ%ÑCÃG½3¹�·6¯

²3´�°�±�².³�¯�°�¯�´)µ�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�À3¿�¾j´
(β,W )

Æ�½3¯�º6±�·UµE¯�Å)²3¯�À�±�²3·�µE±�².µ
t ≥ 0 ±�´�¾j¹�µ�Ø

rt = r0 e
β(σt)

¯oµ
θt = θ0 +W (σt) ,

±LK
σt := inf{s > 0 |

∫ s

0

e2βudu > t} .

��µE¹�¿�¹�ºE¾j´>µ�¿nÒ ¾j².µE±�º6¹�°�¹�¿�¾j·6¹Nµ6Ç�Àt±�²3·�ÁvÂ�¾j´3Ì�¯�·QØ

(βs,Ws) en (log t)×
(

β(s/ log2 t),W (s/ log2 t)
)

,


�Ñ
t
Ä.Ë.Ç��cÆ�´3±�²3º�±�¶.µE¯�´3±�´3ºQØ

1
log t

(θt − θ0) ≡ W
(

inf
{

(log−2 t) s > 0
∣

∣

∣

∫ s

0

e2(log t)β(u/ log2 t)du > t
})

=W
(

inf
{

s > 0
∣

∣

∣

1
log t

× log
[

∫ s

0

e2(log t)βvdv
]

> 1− 2 log log t
log t

})

−→ W
(

inf{s > 0 | 2 max
[0,s]

β > 1}
)

=W
(

inf{s > 0 | βs > 1
2
}
)

,

Å)²3¹�¾�¿�¾�¿�±�¹Q½3¯#��¾j²3ÁvÂ>Ê�¾j´3´3±�´3Á�Ç�¯jÈ

��(�� ¨?.10 ­6>Q¨?. .���§�.�¦��+­%©¢¦ ª�« §�;=<�©"¨?>102. ª=. @B7�­�§�CD.Q¨
®�¾�À3·6¯�°�¹�Î�·6¯�½3¯�º&Å)²3¯�ºUµE¹�±�´3º�½3Ç�Á�±�²3¿�¾j´)µ&´�¾TµE²3·6¯�¿�¿�¯�°�¯�´>µ�½3²�µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯�½3¯ �+À3¹�µ F�¯�·�¯�ºUµ�Ø

Å)²QÒ ¯�´�¯�ºUµUÃG¹�¿>½3¯	¿�¾�¿�±�¹>Á�±�´T»U±�¹�´>µE¯�½3¯�ºÕ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEºÕ½3²�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�À3¿�¾j´�¾j².µE±�²3·_½3¯	À3¿�²3º6¹�¯�²3·6º
Àt±�¹�´>µEº
	�ÍÕ¹NË.±�´3ºQ½3±�´3Á

n
Àt±�¹�´)µEºQ½3¹�ºUµE¹�´3ÁoµEº

A1,..,An

½3²�À3¿�¾j´QÆM¯oµ�´3±jµE±�´3º
θjt
¿�¾�½3Çcµv¯o·E°�¹�´�¾TµE¹�±�´

Á�±�´>µv¹�´+²3¯&½3¯�¿nÒ ¾j´3Ì�¿�¯�Àt±�¿�¾j¹�·6¯�·6¯�¿�¾TµE¹�¼QÑ
Aj
½3²}¶3·6±C¸�´3¹�¯�´

Bt
Æ+ÁjÒ ¯�ºUµUÃ%ÑCÃG½3¹�·6¯&º6±�´[¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µ

¾j².µE±�²3·�½3¯
Aj
È#®�¯}µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯[½3¯,�+À3¹�µ F�¯�·�¾jº6º6²3·6¯�Å)²3¯�ÁvÂ�¾jÅ)²3¯�³T¾j·6¹�¾j¶3¿�¯ θjt

log t

Á�±�´>³�¯�·6Ì�¯
³>¯�·6º�²3´3¯�¿�±�¹�½3¯%��¾j²3ÁvÂ>Ê�ÆQ°}¾j¹�º&´3¯�½3¹�µ�À�¾jº�Å)²3¯�¿�¿�¯�¯�ºUµ�¿�¾}¿�±�¹�¿�¹�°�¹NµE¯�½3²9³>¯�ÁoµE¯�²3·�¾j¿�ÇM¾TµE±�¹�·6¯

1
log t

(θ1
t ,..,θ

n
t )
ÆÕ´3¹	°�×�°�¯}º6¹�²3´3¯}µE¯�¿�¿�¯}¿�±�¹�¿�¹�°�¹NµE¯�¯cË.¹�ºUµE¯jÈ)�	¯oµ6µE¯�Å)²3¯�ºUµE¹�±�´QÆÕº6¯�´3º6¹�¶3¿�¯�°�¯�´>µ

À3¿�²3º�½3Ç�¿�¹�ÁM¾TµE¯�Å)²3¯�Á�¯�¿�¿�¯�µv·E¾j¹NµvÇo¯ À�¾j· �+À3¹�µ F�¯�·�Æ�¾�ÇoµEÇ�·6Ç�º6±�¿�²3¯ À�¾j· �"¹�µE°}¾j´�¯oµ��¢±�·�¯�´ î����

 È
�_±�²3·�Á�±�°�À3·6¯�´3½3·6¯}²3´ Àt¯�²�Á�¯[Å)²3¹	º6¯}À�¾jº6º6¯jÆ#¹�´>µE·6±+½3²3¹�º6±�´3º�¿�¯�º�´3±jµE¹�±�´3º�½3¯[À�¯oµE¹�µEº�¯oµ

Ì�·E¾j´3½3º�µE±�²3·6º�È�®"Ò ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯o´)µ
θjt
¯�ºUµ�¯�´�¼�¾j¹�µ�½3±�´3´3Ç�À�¾j·�¹�´)µEÇ�Ì�·E¾TµE¹�±j´�½3¯�¿�¾�¼�±�·6°�¯�½3¹�Ð0ÇcÃ

·6¯�´)µE¹�¯�¿�¿�¯�Ç�¿�Ç�°�¯�´)µv¾j¹�·6¯
dθj
¿�¯�¿�±�´3Ì}½3¯�¿�¾�µE·E¾C»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´3´3¯�¯�´)µE·6¯�¿�¯�º&¹�´3ºUµv¾j´)µEº

0
¯oµ

t
Ø

θjt =

∫ t

0

dθjs =

∫

B[0,t]

dθj .

�	¯�Áo¹�¯�ºUµ¢Á�¿�¾j¹�·#À�±�²3·#µE±�².µE¯�Á�±�²3·6¶t¯�½3¯�Á�¿�¾jº6º6¯
C1 Æ�¯oµ¢·6¯�ºUµE¯�³+·E¾j¹3Àt±�²3·"¿�¾-�GÁ�±�²3·6¶t¯���¶3·6±C¸�Ã´3¹�¯�´3´3¯jÆT½�¾j´3ºÕ¿�¯�ÁM¾j½3·6¯	½3²�ÁM¾j¿�Á�²3¿)ºUµE±+ÁvÂ�¾jºUµE¹�Å)²3¯jÈ�®�¯�ºÕÀt¯oµE¹�µEº�µE±�²3·6º#¾j².µE±�²3·_½3²�Àt±�¹�´>µ

Aj

º6±�´>µ

�
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±�¶.µE¯�´)²3º�¯�´9´3¯�Á�±�´3º6¹�½3Ç�·E¾j´>µ�¿�¾�Á�±�²3·6¶t¯�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´3´3¯�Å)²3¯�¿�±�·6º6Å)²QÒ ¯�¿�¿�¯ À�¾jº6º6¯�º6²���ºE¾j°�°�¯�´>µ
À3·6Î�º�½3¯

Aj

Ø�Àt±�²3·&²3´�À�¾j·E¾j°�ÎoµE·6¯
r > 0

Ä.Ë.ÇjÆt¹�¿�º�º6±�´>µ�½3±�´3´3Ç�º�À�¾j· ∫ t
0
1{rjs<r}dθ

j
s

Æt±LK
rjs½3Ç�º6¹�Ì�´3¯�¿�¾�½3¹�ºUµv¾j´3Á�¯�¯�´>µE·6¯

Aj ¯oµ Bs
È

E�¯9°�×�°�¯jÆ"Àt±�²3·
R > r

Ä.Ë.ÇjÆ¢¿�¯�º�Ì�·E¾j´3½3º�µE±�²3·6º�º6±�´)µ}½3±�´3´3Ç�º}À�¾j· ∫ t

0
1{rjs>R}dθ

j
s

È
�	¯ º6±�´>µ�½3¯�º�Àt¯oµE¹�µEº�µE±�²3·6º�¾j².µE±�²3·�½3²�Àt±�¹�´>µ�Ñ�¿nÒ ¹�´.Ä�´3¹t½3²�À3¿�¾j´[Á�±�°�À3¿�¯cË.¯jÆ3°}¾j¹�º	½�¾j´3º�²3´3¯
Ç�ÁvÂ3¯�¿�¿�¯�½3¯�µE¯�°�À3º#µE¯�´�¾j´>µ¢Á�±�°�À.µE¯�½3¯�¿�¾�Ì�Ç�±�°�ÇoµE·6¹�¯	½3²�À3¿�¾j´ Ïj±�´�Àt¯�².µ¢¿�¯�·6ÇM¾j¿�¹�º6¯�·Õ¯�´�¾jÀ3À3¿�¹NÃ
Å)²�¾j´>µÕ²3´3¯	¹�´>³�¯�·6º6¹�±�´QÈ O�´�À3·E±j².³>¯�Å)²3¯	¿�¾�Á�±j´)µE·6¹�¶3².µE¹�±�´�·6¯�ºUµv¾j´>µE¯jÆTÁ�±�´3ºUµE¹�µE²3Ç�¯�À�¾j·_¿�¯�º ��µE±�²3·6º
°�±hÊ>¯�´3º6� ∫ t

0
1{r≤rjs≤R}dθ

j
s

ÆÕ´QÒ ¹�°�Àt±�·UµE¯�¾jºUÊ+°�À.µE±jµE¹�Å)²3¯�°�¯�´>µ�À�¾jº�Ø 1
log t

∫ t

0
1{r≤rjs≤R}dθ

j
sÁ�±�´>³>¯�·6Ì�¯ ³>¯�·6º

0
¯�´�À3·E±j¶�¾j¶3¹�¿�¹�µEÇ�¿�±j·Eº6Å)²3¯

t→∞ Æ3Àt±�²3·�µE±�²3º r ¯oµ R Ä.Ë.Ç�º�ÈO�¶3º6¯�·U³>±�´3º#½3Î�º#°}¾j¹�´)µE¯�´�¾j´>µÕÅ)²3¯�ÁjÒ ¯�ºUµ"¿�Ñ&²3´�¼�¾j¹�µ_Ì�Ç�´3Ç�·E¾j¿.½�¾j´3º#Á�¯�º#Å)²3¯�ºUµE¹�±�´3º#½QÒ ¯�´3·6±�²+Ã
¿�¯�°�¯�´>µ-
�¾j².µE±�²3·"½3¯�Àt±�¹�´>µEº�Æ�½3¯�Á�±�²3·6¶t¯�º¢±�²�½3¯�Àt±�¹�´>µE¯�º"�tØ�¿�¯�º"Á�±�´>µE·6¹�¶3².µE¹�±�´3º#Å)²3¹�¹�°�À�±�·UµE¯�´)µ
¾jºUÊ+°�À.µE±jµE¹�Å)²3¯�°�¯�´>µ º6±�´)µ Á�¯�¿�¿�¯�º�½3²3¯�º�¾j²+Ë�°�±�°�¯�´>µEº�±LK�¿�¾�µE·E¾T»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�À�¾jº6ºE¯�À3·6Î�º ½3¯�¿�¾
º6¹�´3Ì�²3¿�¾j·6¹NµEÇ"¾j².µE±�²3·�½3¯¢¿�¾jÅ)²3¯�¿�¿�¯#¯�¿�¿�¯ÕµE±�²3·6´3¯jÈ ��Ò ¯�ºUµ_¼�¾jÁ�¹�¿�¯"Ñ�Á�±�´3Á�¯o³>±�¹�·�¯o´�º6±�´3Ì�¯M¾j´>µÕ¾j²�Á�±�°�Ã
Àt±�·UµE¯�°�¯�´>µ�½3¯�¿nÒ ¾j¹�Ì�²3¹�¿�¿�¯�½QÒ ²3´3¯ ¶t±�²3º6º6±�¿�¯jÆ.Å)²3¹0´3¯�¼�¾j¹�µ	¶t¯M¾j²3Á�±j²3À�½3¯�µE±�²3·6º�Å)²3¯�¿�±�·6º6Å)²QÒ ¯�¿�¿�¯
À�¾jº6º6¯�À3·6Î�º�½3²�ÀtÝ�¿�¯�´3±�·6½QÈ)®�±�·6º6Å)²3¯�¿�¯�µE¯�°�À3º¢¯�ºUµ�µE·6Î�º�Ì�·E¾j´3½QÆ>½3²�¼�¾j¹�µ¢½3¯&¿�¾ ´3±�·6°}¾j¿�¹�ºE¾TµE¹�±�´
À�¾j· ²3´y¼�¾jÁoµE¯�²3·�
�Àt±�²3· ¿nÒ ¹�´3ºUµv¾j´>µ

log t
�&µv¯o´3½�¾j´)µ�³�¯�·6º�¿nÒ ¹�´.Ä�´3¹nÆt±�´�´3¯�³>±�¹�µ ¿nÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µ

Ço³�±�¿�²3¯�·�Å)²3¯ À�¾j·�ÑCÃGÁ�±�²3À3º�Æ.¯oµMÆ�Ñ�¿�¾�¿�¹�°�¹NµE¯jÆ+À�¾j·�ºE¾j².µEº�Á�±�·6·6¯�º6À�±�´3½�¾j´)µ&¾j²+Ë�¾TÐ0±�¿�¯�°�¯�´>µEº�½3¯
¿�¾�¶t±�²3º6º6±�¿�¯�¿�±�·6º6Å)²QÒ ¯�¿�¿�¯�¼�·6Ý�¿�¯ ¿�¯ À�Ý�¿�¯ ´3±�·6½QÈ
ÍÕ¹NË.±�´3º�¯�´3º6²3¹�µE¯

r
¯oµ

R
½3¯�¼�¾jÓ�±�´�Å)²3¯ ¿�¯�º

n
½3¹�º6Å)²3¯�º

D(Aj,r)
º6±�¹�¯�´>µ�½3¹�º�»U±�¹�´>µEº�½3¯�²+Ë�Ñ

½3¯�²+Ëy¯oµ�¹�´3Á�¿�²3º�½�¾j´3º
D(0,R)

È�E�²y¼�¾j¹�µ�½3¯�Á�¯�º�½3¹�º�»U±�´3ÁoµE¹�±�´3º�Æ0½3¯�º�ºUÊ+°�ÇoµE·6¹�¯�º ·E¾j½3¹�¾j¿�¯�º�¯oµ
½3¯�¿�¾�À3·6±�À3·6¹�ÇoµEÇ�½3¯[Ù9¾j·6Új±h³tÆ_¿�¯�º

n
Àt¯oµE¹�µEº µE±�²3·6º�½�¾j´3º�¿�¯�º

D(Aj,r)
¯oµ�¿�¯�º�Ì�·E¾j´3½3º�µE±�²3·6º

Â3±�·6º¢½3¯
D(0,R)

º6±�´>µ�¹�´3½3Ç�À�¯�´3½�¾j´)µEº�Æ)Ñ�Á�±�´3½3¹�µE¹�±�´�µE±�².µE¯o¼�±�¹�º#½3¯&º6²3À3À�±�º6¯�·�Á�±�´3´+²�¿�¯�µE¯�°�À3º
À�¾jº6º6Ç�¯�´)µE·6¯�¿�¯�º�¹�´3ºUµv¾j´)µEº

0
¯oµ

t
½�¾j´3º�¿�¾ F�±�´3¯�¹�´)µE¯�·6°�Ço½3¹�¾j¹�·6¯jÆ_Á�¯�µE¯�°�À3º�Çoµv¾j´>µ�°�¯�º6²3·6Ç

½�¾j´3º¢²3´3¯&Ç�ÁvÂ3¯�¿�¿�¯�½3¯�µE¯�°�À3º¢·6¯�´3½�¾j´>µ	À3¿�²3º"ºUÊ+°�ÇoµE·6¹�Å)²3¯�º�¿�¯�º¢·6Ý�¿�¯�º"½3¯�º
Aj ¯oµ�½3¯&¿nÒ ¹�´.Ä�´3¹nÈ ��¯µE¯�°�À3º	À�¾jº6º6ÇjÆ.´3±�·6°}¾j¿�¹�º6Ç&¯�´3Á�±�·6¯�À�¾j·

log t
Æ+Á�±�´>³>¯�·6Ì�¯�¯�´[¿�±�¹�³�¯�·6º�²3´3¯�³j¾j·6¹�¾j¶3¿�¯�¿�¹�°�¹NµE¯

L
Ñ

½3¯�´3º6¹�µEÇ�¯cË.À�±�´3¯�´>µv¹�¯�¿�¿�¯jÈ�O�´�Àt¯�².µ�À�¾j· ¾j¹�¿�¿�¯o²3·Eº�Ætº6²3À3À�±�ºE¾j´)µ�Á�±�´3´)²3¯�Á�¯oµ6µE¯�³j¾j·6¹�¾j¶3¿�¯�¿�¹�°�¹NµE¯
L
Æ3Ço³T¾j¿�²3¯�·�º6Ç�À�¾j·6Ç�°�¯�´>µ�¿�¯�º�¿�±�¹�º	¿�¹�°�¹NµE¯�º	¹�´3½3Ç�Àt¯�´3½�¾j´>µE¯�º�½3¯�º�Àt¯oµE¹�µEº�¯oµ�Ì�·E¾j´3½3º	µE±�²3·6º�½�¾j´3º
¿�¯�µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯�½3¯��+À3¹�µ F�¯�·QØ.¿�¾�¿�±�¹t¿�¹�°�¹NµE¯&½3¯�º�Àt¯oµE¹�µEº	µE±�²3·6º�¯�ºUµ�½3¯ ��¾j²3ÁcÂ>Ê[½3¯ À�¾j·E¾j°�ÎoµE·6¯

L
Æ

°}¾j¹�º�¿�¾�¿�±�¹t¿�¹�°�¹NµE¯�½3¯�º�Ì�·E¾j´3½3º�µE±�²3·6º�´QÒ ¯�ºUµ�À�¾jº�½3¯ ��¾j²3ÁvÂ)Ê�È�®�¾�Á�±�´)µE·6¹�¶3².µE¹�±�´}½3¯�º�Ì�·E¾j´3½3º
µE±�²3·6º�¯�ºUµ�¶3¹�¯�´ º6Ö3·�Á�±�°�°�²3´3¯�¾j²+Ë

n
Àt±�¹�´>µEº
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½3¯�²+Ë�º6±�·UµE¯�º�½QÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µ�º�Ò ¯oÐ0¯�ÁoµE²3¯�´)µ	½3¯&°}¾j´3¹�Î�·6¯�¾jºUÊ+°�À.µE±jµE¹�Å)²3¯�°�¯�´>µ�¹�´3½3Ç�Àt¯�´3½�¾j´>µE¯jÈ
E�±�´3Á�¿�¯�º"·6Ç�º6²3¿�µv¾TµEº¢½QÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEº"¶3·6±C¸�´3¹�¯�´3º¢º6¹�´3Ì�²3¿�¹�¯�·6º#À3·6Ç�º6¯�´)µEÇ�º�½�¾j´3º¢Á�¯oµ	¾j·UµE¹�Á�¿�¯	±�´)µ
µE±�²T»U±�²3·6º ¿�¹�¯�²�Á�±�´T»U±�¹�´)µE¯�°�¯�´)µ�¾h³�¯�Á�¿�¯�º ·6Ç�º6²3¿�µv¾TµEº�
�Á�±�´3º6¹�½3Ç�·E¾j¶3¿�¯�°�¯�´>µ�À3¿�²3º�¼�¾jÁ�¹�¿�¯�º"�&½QÒ ¯�´+Ã
·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEº	¶3·6±h¸�´3¹�¯�´3º�·6Ç�Ì�²3¿�¹�¯�·6º�È E�¾j´3º�¿�¯�ÁM¾jº	½QÒ ²3´3¯�³j¾j·6¹�ÇoµEÇ�Á�±�°�À�¾jÁoµE¯jÆ+´3±�²3º�¾j²3·6±�´3º	½3¯
¿�¾�º6±�·UµE¯&ºUÊ+ºUµEÇ�°}¾TµE¹�Å)²3¯�°�¯�´>µ�Á�±�´>³�¯�·6Ì�¯�´3Á�¯�Á�±�´T»U±�¹�´>µE¯&¯�´}¿�±�¹�½QÒ ²3´}´3±�°�¶3·6¯�Ä�´3¹�Å)²3¯�¿�Á�±�´3Å)²3¯
½QÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEº�º6¹�´3Ì�²3¿�¹�¯�·6º 1

t

∫

B[0,t]
ωj
¯oµ�½QÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´)µEº�·6Ç�Ì�²3¿�¹�¯�·6º 1√

t

∫

B[0,t]
ωr
k

Æ#·6¯�º%Ã
Àt¯�ÁoµE¹�³�¯�°�¯�´>µ�³�¯�·6º�½3¯�º�³j¾j·6¹�¾j¶3¿�¯�º�½3¯���¾j²3ÁvÂ)Ê�¯oµ ³�¯�·6º�½3¯�º ³T¾j·6¹�¾j¶3¿�¯�º�Ì>¾j²3º6º6¹�¯�´3´3¯�º�ÆQµE±�².µE¯�º

�
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Á�¯�º�³T¾j·6¹�¾j¶3¿�¯�º�Çoµv¾j´>µ&¹�´3½3Ç�À�¯�´3½�¾j´)µE¯�º�È
� 	�� 
 ����^&%�
_\�� "�
 \M]��"Z�#�� %+] #�%
®�¯�·6Ç�º6²3¿�µv¾Tµ�À3·6Ç�Á�Ç�½3¯�´)µ�Àt±�º6¯�Á�¿�¾j¹�·6¯�°�¯�´>µ�¿�¾�Å)²3¯�ºUµE¹�±�´�½3¯�º6±�´9¾j´�¾j¿�±�Ì�²3¯ ¯�´�½3¹�°�¯�´3º6¹�±�´

d ≥ 3 ÈE�¾j´3º
R3 Æ3¿�¯�º�¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEº�´3¯ Àt¯�².³�¯�´)µ�¾M³�±�¹�·�½3¯�º6¯�´3º&Å)²QÒ ¯�´>µE·6¯�Á�±�²3·6¶t¯�º�ºE¾j´3º�Àt±�¹�´>µÁ�±�°�°�²3´QÆ+¯oµ�º6±�´>µ�½3±�´3´3Ç�º�¯�´)µE·6¯�½3¯�²+Ë[¿�¾jÁ�¯oµEº	½3¯�Á�¿�¾jº6º6¯

C1 Å)²3¹Q´3¯�º�Ò ¹�´)µE¯�·6º6¯�ÁoµE¯�´>µ�À�¾jº	À�¾j·¿nÒ ¹�´3½3¹�Á�¯�½QÒ ¯�´>µv·6¯�¿�¾jÁ�¯�°�¯�´)µ�½3¯ � ¾j²3º6º�Ï+Á�¯�¿�²3¹NÃGÁ�¹�À�¯�².µ�º�Ò ¯cË.À3·6¹�°�¯�·	À�¾j·�²3´3¯�¹�´>µEÇ�Ì�·E¾j¿�¯&½3±j²3¶3¿�¯
¼�¾j¹�ºE¾j´>µ�¹�´>µE¯�·U³�¯�´3¹�·[¿�¯�º[³�¯�ÁoµE¯�²3·6º�µc¾T´3Ì�¯�´)µEº�½3¯�º�½3¯�²+Ë ¿�¾jÁ�¯oµEº[¯oµ�¿�¯�²3·[À3·6±+½3²3¹�µ[³�¯�ÁoµE±�·6¹�¯�¿nÆ
¹�´>µEÇ�Ì�·E¾j¿�¯�½�¾j´3º�¿�¾jÅ)²3¯�¿�¿�¯�²3´ ½3¯�º�½3¯�²+Ë ¿�¾jÁ�¯oµEº�Àt¯�².µ}×oµE·6¯�·6¯�°�À3¿�¾jÁ�Ç�À�¾j·�²3´ ÁvÂ3¯�°�¹�´QÆ"¯�´
·6¯�´3±�´3ÓM¾j´>µ&º6¯�²3¿�¯�°�¯�´)µ&Ñ�±�¶.µE¯�´3¹�·�²3´3¯ ³T¾j¿�¯�²3·�¯�´>µE¹�Î�·6¯jÈ

�#¾j·�¾j¹�¿�¿�¯�²3·6º�Æ_À3²3¹�º6Å)²3¯�¿�¯}¶3·6±h¸�´3¹�¯�´ À3¿�¾j´ ´3¯[·6¯�´3Á�±�´>µE·E¯[À�¾jº�¿nÒ ±�·6¹�Ì�¹�´3¯�¯oµ�À3²3¹�º6Å)²3¯�¿�¾
À3·6±T»U¯�ÁoµE¹�±�´�º6²3·"µE±�².µ�À3¿�¾j´�½3²}¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�½3¯

R3 ¯�ºUµ	²3´}¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�À3¿�¾j´QÆ�¿�¯�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�½3¯ R3´3¯�·6¯�´3Á�±�´>µE·6¯�¾j²3Á�²3´3¯�½3·6±�¹�µE¯�Ä.Ë.Ç�¯�Ñ}¿nÒ ¾M³j¾j´3Á�¯jÈ��Õ¾j·�½3Ço¼�±�·6°}¾Cµv¹�±�´QÆ�Á�¯�¿�¾�¯�´)µE·E¾���´3¯�Å)²QÒ ¹�¿_´3¯
·6¯�´3Á�±�´>µE·6¯�¾j²3Á�²3´3¯�Á�±�²3·6¶t¯�·6Ç�Ì�²3¿�¹�Î�·6¯�Ä.Ë.Ço¯�Ñ�¿�Ò ¾h³T¾j´3Á�¯jÆ�¯oµ&Å)²3¯�Á�¯�Á�¹�·6¯�ºUµE¯ ³+·E¾j¹�Àt±�²3·�µE±�².µE¯
³j¾j·6¹�ÇoµEÇ ½3¯�½3¹�°�¯�´3º6¹�±�´

3
È

M&±�²3ºÕ¾M³�±�´3º_½3±j´3Á�²3´3¯¢¶t±�´3´3¯¢´3±jµE¹�±�´�½QÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEº�Àt±�²3·�¿�¯"¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�½QÒ ²3´3¯¢³T¾j·���ÇoµEÇ
·6¹�¯�°}¾j´3´3¹�¯�´3´3¯�½3¯9½3¹�°�¯�´3º6¹�±�´ µE·6±�¹�º�¾j².µE±�²3·�½QÒ ²3´ ¿�¾jÁ�¯oµ�¿�¹�º6º6¯�½3¯�Á�¯oµ6µE¯�³j¾j·6¹�ÇoµEÇjÈ	Ù9¾j¹�º�¿�¯
ÁM¾j¿�Á�²3¿�½3¯�Á�¯�º�¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µEº�´QÒ ¯�ºUµ�À�¾jº�Ço³+¹�½3¯�´>µMÈ�J�¯o³�¯�´3±�´3º�Ñ

R3 Æ�¯oµ�º6±�².³�¯�´3±�´3º%ÃG´3±�²3º½3¯�º�¿�¯�Ó�±�´3º�Á�¿�¾jº6º6¹�Å)²3¯�º�½QÒ Ç�¿�¯�ÁoµE·6±�ºUµv¾TµE¹�Å)²3¯�¯oµ�½3¯�°}¾jÌ�´3ÇoµE±�ºUµv¾TµE¹�Å)²3¯jÆÕ¯oµ�Àt±�²3·�Á�±�°�°�¯�´3Á�¯�·
·6¯�°�Ç�°�±�·6±�´3º%ÃG´3±�²3º�¿�¯"µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯�½QÒ I�°�ÀtÎ�·6¯jÆCÅ)²3¹)º6¯�·U³T¾j¹�µ#Ñ�½3Ç�´3±�°�¶3·6¯�·_¿�¯¢´3±�°�¶3·6¯¢½3¯�º6À3¹�·6¯�º
½QÒ ²3´�º6±�¿�Ç�´3±���½3¯#Ø�¿nÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µ�½QÒ ²3´3¯�Á�±�²3·6¶t¯�¾j².µE±�²3·�½QÒ ²3´3¯�¾j².µE·6¯jÆ�ÁjÒ ¯�ºUµ�Ñ�½3¹�·6¯�¿nÒ ¯o´)µE·6¯cÃ
¿�¾jÁ�¯�°�¯�´>µ"½3¯ � ¾j²3º6º�Æ�¯�ºUµ¢Ç�Ì>¾j¿3Ñ�¿�¾�Á�¹�·6Á�²3¿�¾TµE¹�±j´�¿�¯	¿�±�´3Ì�½QÒ ²3´3¯�½3¯�º"½3¯�²+Ë�Á�±�²3·6¶�¯�º¢½3²�ÁvÂ�¾j°�À
°}¾jÌ�´3ÇoµE¹�Å)²3¯�À3·6±+½3²3¹�µ À�¾j·�²3´�Á�±�²3·E¾j´>µ�²3´3¹�¼�±�·6°�¯�½�¾j´3º�¿nÒ ¾j².µE·6¯jÈ1O�· ¹�¿#º6¯�µE·6±�².³�¯�Å)²3¯�º6²3·
´3±jµE·6¯�³T¾j·6¹�ÇoµEÇ�Á�±�°�À�¾jÁoµE¯�¯cË.¹�ºUµE¯�²3´3¯�Ì�Ç�´3Ç�·E¾j¿�¹�ºE¾TµE¹�±�´�´�¾TµE²3·6¯�¿�¿�¯jÆ3º6¹�´3±�´9½3²9ÁvÂ�¾j°�À�°}¾jÌ�´3ÇcÃ
µE¹�Å)²3¯jÆ+½3²�°�±�¹�´3º�½3¯�¿�¾

1
Ã�¼�±�·6°�¯&½3¯�Á�¹�·6Á�²3¿�¾TµE¹�±�´�½3²�ÁvÂ�¾j°�À[°}¾jÌ�´3ÇoµE¹�Å)²3¯�¯�´3Ì�¯�´3½3·6Ç À�¾j·	²3´

¿�¾jÁ�¯oµ�¿�¹�º6º6¯#Ï0ÁjÒ ¯�ºUµ�²3´3¯
1
Ã�¼�±�·6°�¯�Â�¾j·6°�±�´3¹�Å)²3¯�Á�±�´3´+²3¯�½3¯�À3²3¹�º î��

 ��À�¾j·�¿�¯�¿�¹�³+·6¯�½3¯ � È0½3¯

J�Â�¾j° º6²3·&¿�¯�º�³j¾j·6¹�ÇcµvÇoº�½3¹�Ð0Ç�·6¯�´)µE¹�¾j¶3¿�¯�º�È
E�¯�À3¿�²3º�µv±j².µ#Á�¯�Á�¹.·6¯�ºUµE¯	³T¾j¿�¾j¶3¿�¯	¾j²3º6º6¹+¯�´�½3¹�°�¯�´3º6¹�±�´

d ≥ 3 ÆjÑ&Á�±�´3½3¹�µE¹�±�´�½3¯	·6¯�°�À3¿�¾jÁ�¯�·¿�¯�¿�¾jÁ�¯oµ L À�¾j·#²3´3¯�º6±�²3º%Ã�³j¾j·6¹�ÇoµEÇ�±�·6¹�¯�´>µEÇ�¯�Á�±�°�À�¾jÁoµE¯�½3¯�½3¹�°�¯o´3ºE¹�±�´ (d−2) Æ�½3¹�º6±�´3º"¯�´3Á�±�·6¯
L È M&±�²3º�¾M³>±�´3º�¾j¿�±�·6º�¿nÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µ ½3²�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´

B
½3¯

M
Å)²3¹"¯�ºUµ�½3±�´3´3Ç�Ñ�¿nÒ ¹�´3ºUµv¾j´>µ

t
À�¾j· ¿nÒ ¹�´)µEÇ�Ì�·E¾j¿�¯�ºUµE±+ÁvÂ�¾jºUµE¹�Å)²3¯ ∫

B[0,t]
HL
Æ�±LK

HL
¯�ºUµ�¿�¾

1
Ã�¼�±�·6°�¯�Â�¾j·6°�±�´3¹�Å)²3¯�½3¯�Á�¹�·%Ã

Á�²3¿�¾TµE¹�±�´9°}¾jÌ�´3ÇoµE¹�Å)²3¯�¯oµ ½3±�´3Á�½QÒ ¯�´3·6±�²3¿�¯�°�¯�´>µ ¾j².µE±�²3·�½3¯ L °�¯�´>µE¹�±�´3´3Ç�¯�Á�¹NÃG½3¯�º6º6²3º�È ®�¯À3·6±�¶3¿�Î�°�¯ ¯�ºUµ�¾j¹�´3º6¹Q¶3¹�¯�´�Àt±�º6ÇjÈ
Ù9¾j¹�º"²3´3¯�½3¹ ��Á�²3¿�µEÇ�¹�°�Àt±�·Uµv¾j´>µE¯�º6¯�À3·6Ç�º6¯�´>µE¯&À�¾j·"·E¾jÀ3Àt±�·Uµ�Ñ�¿�¾�½3¹�°�¯�´3º6¹�±�´�½3¯�²+Ë0Æ)À�±�²3·

¿�¾jÅ)²3¯�¿�¿�¯&´3±�²3º�¾M³�±�´3º�¼�¾j¹�µ	²3´�²3ºE¾jÌ�¯ Á�·6²3Á�¹�¾j¿t½3¯�º�Á�±+±�·6½3±�´3´3Ç�¯�º�Á�±�´.¼�±�·6°�¯�ºQØ.½3¯�µE¯�¿�¿�¯�º	Á�±+±�·%Ã
½3±�´3´3Ç�¯�º�´QÒ ¯cË.¹�ºUµE¯�´)µ_À3¿�²3º�¯�´�½3¹�°�¯o´3ºE¹�±�´ À3¿�²3º�Ì�·E¾j´3½3¯jÈC®�¾�º6±�¿�².µE¹�±�´ ¯�ºUµ_½3¯"´3±�².³>¯M¾j²�¹�´3º6À3¹�·6Ç�¯
À�¾j·�´3±�º�¾j´3Á�¹�¯�´3º�Á�±�²3·6º�½QÒ Ç�¿�¯�ÁoµE·6±�ºUµv¾TµE¹�Å)²3¯jÆ3¯oµ�¿�¯�º�¿�¹�¯�´3º	¶3¹�¯�´�Á�±�´3´)²3º�¯�´>µE·6¯ ¿�¯�°�±�².³�¯�°�¯�´>µ
¶3·6±h¸�´3¹�¯�´QÆ�¿�¾�µEÂ3Ç�±�·6¹�¯ ½3²�Àt±jµE¯�´>µE¹�¯�¿/
�´3¯o¸�µE±�´3´3¹�¯�´�±�²�´3±�´ �cÆ�¯oµ&¿nÒ Ç�¿�¯�Ácµv·6±�ºUµv¾TµE¹�Å)²3¯jÈ
®�¯}´3±CÊ>¾j²�½3¯[¿�¾�ÁcÂ�¾j¿�¯�²3·

pt(x,y)
½3¯[¿�¾�³j¾j·6¹�ÇoµEÇ}Á�±�°�À�¾jÁcµv¯

M
½3±�´3´3¯[¿�¾�À3·6±�¶�¾j¶3¹�¿�¹�µEÇ

¹�´.Ä�´3¹�µEÇ�º6¹�°}¾j¿�¯�Àt±�²3·}¿�¯�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´
B
½3¯�À�¾jº6º6¯�·[½3¯

x
Ñ
y
¯�´ ²3´ µE¯�°�À3º

t
Ï�¿nÒ ¹�´>µEÇ�Ì�·E¾j¿�¯

∫∞
0
(pt(x,y)−1)dt

¼�±�²3·6´3¹�µ¢¿�¾�¼�±�´3ÁoµE¹�±�´�½3¯ � ·6¯�¯�´
g(x,y)

½3¯
M
Ï)¿nÒ ¹�´>µEÇ�Ì�·E¾j¿�¯ ∫

L g(x,y)dy¼�±�²3·6´3¹�µ�¿�¯ Àt±jµE¯�´>µE¹�¯�¿QÇ�¿�¯�ÁoµE·6±�ºUµv¾TµE¹�Å)²3¯
V (x)

½3¯ L ¾j²�Àt±�¹�´>µ x Ï E := −dV ¯�ºUµ&¿�¾ 1 Ã�¼�±�·6°�¯½3¯�Á�¹�·6Á�²3¿�¾TµE¹�±j´�½3²�ÁvÂ�¾j°�À�Ç�¿�¯�ÁoµE·6¹�Å)²3¯ ¯�´3Ì�¯�´3½3·6Ç�À�¾j· L È

�
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O�´�².µE¹�¿�¹�º6¯
V
Àt±�²3·�½3ÇoÄ�´3¹�·�²3´�Àt¯oµE¹�µ�Á�±�´3½3¯o´3ºv¾Cµv¯o²3·�µE²3¶3²3¿�¾j¹�·6¯�Ñ�¾j·6°}¾TµE²3·6¯�º Ç�Å)²3¹�Àt±TÃ

µE¯�´)µE¹�¯�¿�¿�¯�º�¾j².µE±�²3·�½3¯ L Æ�½�¾T´3º�¿�¯�Å)²3¯�¿¢¿�¾�½3¹�ºUµv¾j´3Á�¯�Ñ L Æ�½3¹�º6±�´3º r Æ�¯�ºUµ�¶3¹�¯�´�½3ÇoÄ�´3¹�¯jÆ�À3²3¹�º±�´�³�Ç�·6¹�Ä�¯�Å)²3¯jÆtÀ3·6Î�º�½3¯ L Æ V + 1
2π
log r

¯�ºUµ�¶t±�·6´3Ç�¯oµ
E ∼ dr

2πr

È$O�´9ÁM¾j¿�Á�²3¿�¯�¾j²3º6º6¹_²3´3¯
¾jÀ3À3·6±hË.¹�°}¾TµE¹�±�´9½3¯

HL
½�¾j´3º Á�¯�Á�±�´3½3¯�´3ºE¾TµE¯�²3·�Æ�°�±�´>µE·E¾j´>µ Å)²QÒ ±�´yÀ�¯�².µ Ê�·6¯�°�À3¿�¾jÁ�¯�·

HLÀ�¾j·�²3´3¯ î Ã�¼�±�·6°�¯�±�·UµEÂ3±�Ì�±�´�¾j¿�¯�Ñ
E
È1�	¯�Á�¹#Àt¯�·6°�¯oµ ½3¯�ÁM¾j¿�Á�²3¿�¯�·�½3¯�º ¿�±�¹�º�½3¯�Á�±�´>µE·6¹�¶3².µE¹�±�´

½QÒ ¹�´3Á�²3·6º6¹�±�´`½3¯
B
½�¾j´3º�¿�¯�Á�±�´3½3¯�´3ºE¾TµE¯�²3·�ÈH�"´.Ä�´�¹�¿#¼�¾j².µ�¯�ºUµE¹�°�¯�·�À�¾j·�¯�·6Ì�±+½3¹�Á�¹�µEÇ�¿�¾�¼�·6ÇcÃ

Å)²3¯�´3Á�¯�½3¯�Á�¯�º�¹�´3Á�²3·6º6¹�±�´3º�ÆQ½QÒ ±LKy¿�¯�À�¾j·E¾j°�ÎoµE·6¯�½3¯�¿�¾[¿�±�¹_½3¯ ��¾j²3ÁvÂ>Ê�¿�¹�°�¹NµE¯�¯�´y¼�±j´3ÁoµE¹�±�´
½3¯�¿�¾�ÁM¾jÀ�¾jÁ�¹�µEÇ ½3²�Á�±�´3½3¯�´3ºE¾TµE¯�²3·�Æ�Å)²QÒ ±�´�Àt¯�².µ�Ä�´�¾j¿�¯�°�¯�´>µ�¯�¿�¿�¯�¾j²3º6º6¹�ÁM¾j¿�Á�²3¿�¯�·�È
ÉG¿�¯�ºUµ}¯�´ ±�².µE·6¯�À�±�º6º6¹�¶3¿�¯�½3¯�°�±+½3¹�Ä�¯�·�µE±�².µ�Á�¯�Á�¹&Àt±j²3·�¿nÒ ¾j½�¾jÀ.µE¯�·�¾j²�ÁM¾jº�½QÒ ²3´3¯�³j¾CÃ

·6¹�ÇoµEÇ
M
À3¿�²3º�´3Ç�Á�¯�º6ºE¾j¹�·6¯�°�¯�´)µ�Á�±�°�À�¾jÁoµE¯jÆ

B
½3¯o³>¯o´�¾j´)µ ¾j¿�±�·6º�²3´3¯�½3¹�Ð0²3º6¹�±�´&
�ÁjÒ ¯�ºUµUÃ%ÑCÃG½3¹�·6¯
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º6²3·�¿nÒ Â)Ê+À�¯�·6º6À3Â3Î�·6¯�½3¯�µE±�².µE¯�º�¿�¯�º�½3¹�·6¯�ÁoµE¹�±�´3º&µv¾j´3Ì�¯�´>µE¯�º Àt±�º6º6¹�¶3¿�¯�º�È�O�´�½3Ç�°�±�´)µE·6¯�½3¯�¼�¾j¹�µ
¿�¯ ·6Ç�º6²3¿�µv¾Tµ�º6²3¹�³j¾j´>µMÈ
�! Z�"	#�$+^&%�� #Q�Tilk

M
x+w0q��TfjscinuokGu	z+�vr�qos�~c�Tb<i���x�q&p)q��j�Tb<x+|}q��"w�i��
#Q�Tilk

ω
x+w0q �j�<¡��Tsc|}q

pji ��uosEqow�k�inqoblb�q�p)q mob�fCdvdhq
C2 dox+s M � 
��TkG�Tw.d (θt , t ∈ R+)

b�q_���Tk�g)uv�Mp)uvdoi���x�q�+�dox+s&b�q_��~�sEu
x+w�ilk�fjilsEq�k�fjw+g)qow�k

T 1M - � 
 b��TsEd�b�q�mv�T|�r��TsckGqo|}qow�k�fCdo�T|�rtkG�Tk�i���x�q�b��TsEdM��x�q t → ∞ p)q�b�f
b��Ti�p)q ∫

θ[0,t]

ω
dh�Tx>d�b�f�|}qvdox+sEq�p)q��Õin�Tx+�hilblb�q�p)q

T 1M
+�w0�Tsc|�fjb<i�dhuvq&r��Tx+s�qow}¡ofjilsEq�x+w0q

rtsE��~vf>~�ilb<ilkGu - qvdok�q6�)f)mokGqo|}qow�k�b�q�|}£o|}q���x�q[mvqob<x+i�p)q
∫

B[0,t]

ω
dh�Tx>d�b�f�b��Ti�pjx�~�sv�T�"w�inqow

p)q
M
�

� - #�i
ω
qvdok¢p)q�mEfjscsEu�ilw�kGuGgjs6f>~�b�q�dox+s

M
+Umvq���x+i¢qvdok#kG�Txo¤��Tx+sEd b�q�mvfCd�doiÕb�f�pjil|}qow.doin�Tw

p)q
M
qvdok

> 3- fjb��TsEd�b�f}b��Ti¢p)q 1√
t

∫

θ[0,t]

ω
mv�Tw��jqosng)q �jqosEd�x+w0q�b��Ti_g>fjx>dvdoinqow�w0q�mvqow�k�svuvqM�

� - #�i�b�f�pjil|}qow.doin�Tw p)q
M
qvdok�� qok�doi

ω
qvdok�¡�qosc|}uvq�rtsE{vdyp)qvd�r��Tilw�kGqvd�qok�w0e qvdok

r3fCd�p)q[mEfjscsEu�ilw�kGu�gjs6f>~�b�q�dox+s
M
�&fjb��TsEd�b�f�b��Ti�p)q 1√

t log t

∫

θ[0,t]

ω
mv�Tw��jqosng)q��jqosEd�x+w0q�b��Ti

g>fjx>dvdoinqow�w0q�mcqow�k�sEuvqM�
� - #�i�b�f�pjil|}qow.doin�Tw�p)q

M
qvdok �[qok�doi

ω
qvdok.¡�qosc|}uvq¢rtsE{vd�p)qvd¢r��Tilw�kGqvd�qokÕw0e qvdok�r3fCd p)q

mEfjscsEu�ilw3k%u�gjs6f>~�b�q�dox+s
M
��fjb��TsEd�b�f}b��Ti¢p)q 1

t

∫

θ[0,t]

ω
mv�Tw��jqosng)q��jqosEd�x+w0q�b��Ti¢p)q*)¢fjx�mvz+���

��fjw.d�mvz3f>��x�q�mEfCdv�"b�q�r3fjs6fj|}{ok�sEq w0�Tw�rtsEuvmoi�dhu�moil�Up)qvdvdox>d�p)q�b�f�b��TiÕb<il|�ilk%q�qvdok¢b�q |}£o|}q
��x�q�r��Tx+s�b6e ilw�kGu�gjs6fjb�q�~�sE�T�"w�inqow�w0q�mv�TscsEqvdGr��Twtp>fjw�kGqM�
®�¾y°�ÇoµEÂ3±)½3¯�Àt±�²3·�À3·6±�².³�¯�·�Å)²3¯�¿�¯�Á�±�°�Àt±�·UµE¯�°�¯�´>µ�Ì�Ç�±+½3Ç�º6¹�Å)²3¯�¯�ºUµ[¾jºUÊ+°�À.µE±jµE¹�Å)²3¯cÃ

°�¯�´>µ�¿�¯�°�×�°�¯�Å)²3¯�¿�¯�Á�±�°�Àt±�·UµE¯�°�¯�´>µ�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�¾�ÇoµEÇ ¹�´>³>¯�´>µEÇ�¯�À�¾j· ��È�®�¯	��¾j´QÆ3Àt±�²3·�¿�¯
ÁM¾jº

(1)
Á�¹NÃG½3¯�º6º6²3º�È �_±�²3·�Á�±�°�À3·6¯�´3½3·6¯�½QÒ ±LK�Àt¯�².µ�À3·6±C³�¯�´3¹�·�¿nÒ ¯cË3¾jÁoµE¹�µE²3½3¯�½3¯ ¿�¾�Á�±�°�À�¾j·E¾j¹NÃ

º6±�´�¾jºUÊ+°�À.µE±jµE¹�Å)²3¯�¯�´>µE·6¯�¿�¯�º&µE·E¾C»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�º&Ì�Ç�±+½3Ç�º6¹�Å)²3¯�º�¯oµ�¿�¯�º�µE·E¾T»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�º&¶3·6±h¸�´3¹�¯�´3´3¯�º�Æ
Å)²3±�¹�Å)²QÒ ¯�¿�¿�¯�º[º6±�¹�¯�´>µ�¿�±+ÁM¾j¿�¯�°�¯�´>µ}µE±jµv¾j¿�¯�°�¯�´>µ[½3¹�º6º6¯�°�¶3¿�¾j¶3¿�¯�º�Æ�¹�¿&¼�¾j².µ�·6¯�°�±�´>µE¯�·[½�¾j´3º�¿�¯

î�.
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·6¯o³>×oµE¯�°�¯�´)µ�²3´3¹�³�¯�·6º6¯�¿0½3¯�¿�¾ ³j¾j·6¹�ÇoµEÇ�Â>Ê+Àt¯�·6¶�±�¿�¹�Å)²3¯
M
Æ+ÁjÒ ¯�ºUµUÃ%ÑCÃG½3¹�·6¯�½�¾j´3º	¿nÒ ¯�º6À�¾jÁ�¯�Â>Ê+Àt¯�·%Ã

¶t±�¿�¹�Å)²3¯�½3¯ °�×�°�¯�½3¹�°�¯�´3º6¹�±�´QÆ.Å)²3¯�´3±�²3º�¹�½3¯�´>µv¹NÄ�±�´3º�¾M³�¯�Á�¿�¯ °�±+½3Î�¿�¯�½3²�½3¯�°�¹NÃG¯�º6À�¾jÁ�¯ ½3¯
�Õ±�¹�´3ÁM¾j·6Ç"Ø

Hd+1 ≡ Rd × R∗+
È

O�´`Àt¯�².µ�¼�¾j¹�·6¯�¿�Ñ�Å)²3¯�¿�Å)²3¯�º�Á�±�´3ºUµv¾Tµv¾TµE¹�±�´3º�È�E�Ò ¾j¶�±�·6½QÆÕ¿�¯�°�±�².³�¯�°�¯�´>µ�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�Â>Ê>Ã
Àt¯�·6¶t±�¿�¹�Å)²3¯�¾ ½�¾j´3º¢¿�¯�½3¯�°�¹NÃG¯�º6À�¾jÁ�¯�¿�¯�º"°�×�°�¯�º#µE·E¾C»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�º"Å)²3¯�¿�¯�°�±�².³�¯�°�¯�´>µ¢¶3·6±h¸�´3¹�¯�´
¯�²3Á�¿�¹�½3¹�¯�´QÆ0ºE¾j².¼	Å)²QÒ ¯�¿�¿�¯�º�´3¯�º6±�´>µ�À�¾jº À�¾j·6Á�±�²3·6²3¯�º�½3¯�¿�¾[°�×�°�¯�¼�¾jÓ�±�´ ÏQ¯�¿�¿�¯�º °�¯oµ6µE¯�´>µ�¯�´
À�¾j·UµE¹�Á�²3¿�¹�¯�·&²3´�µE¯�°�À3º�¹�´.Ä�´3¹_Àt±�²3·�¾Tµ6µE¯�¹�´3½3·6¯�¿�¯�¶�±�·6½ 
�Å)²3¹Õ¯�ºUµ�º6¹�µE²3Ç�Ñ[²3´3¯�½3¹�ºUµv¾j´3Á�¯�Â>Ê>Ã
Àt¯�·6¶t±�¿�¹�Å)²3¯&¹�´.Ä�´3¹�¯��cÆ)°}¾j¹�º¢¯�¿�¿�¯�º¢Ê�À�¾j·U³+¹�¯�´3´3¯�´>µ	µE±�²T»U±�²3·6º�Ñ�µE¯�·6°�¯TÆ+À3²3¹�Å)²3¯�¿�¯&°�±�².³�¯�°�¯�´)µ
¶3·6±C¸�´3¹�¯�´}·6Ç�¯�¿�´3¯&ºE¾j²3·E¾j¹�µ¢·E¯oº6µE¯�·¢µE±�²T»U±�²3·6º¢½�¾j´3º

R+

Ï)¹�¿3¯�´}¯�ºUµ	½3¯&°�×�°�¯�Àt±�²3·¢¿�¯���±jµ�Ì�Ç�±TÃ
½3Ç�º6¹�Å)²3¯jÈ �"´3º6²3¹�µE¯ 
�º6²3·

M
Á�±�°�°�¯	º6²3·

Hd+1 �_¿�¾&°�¯�º6²3·6¯�½3¯�®�¹�±�².³+¹�¿�¿�¯�¯�ºUµ"¹�´)³T¾j·6¹�¾j´>µE¯	À�±�²3·¿�¯���±jµ�Ì�Ç�±)½3Ç�º6¹�Å)²3¯�Á�±�°�°�¯�¿�¾�°�¯�º6²3·6¯�½3¯�³�±�¿�²3°�¯�¿nÒ ¯�ºUµ�Àt±�²3·�¿�¯�°�±�².³�¯�°�¯�´>µ�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´QÆ
Á�¯�Å)²3¹�º6¹�Ì�´3¹�Ä�¯�Å)²3¯jÆ�À�¾j·Uµv¾j´>µ&Ñ�¿nÒ ¹�´3ºUµv¾j´>µ

0
º6±�²3º�¿�¾�°�¯�º6²3·6¯�½3¯�®�¹�±�².³+¹�¿�¿�¯%
�À3·6±T»U¯oµEÇ�¯�º6²3·�¿�¾

¶�¾jº6¯�½�¾j´3º�¿�¯�ÁM¾jº�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´ �cÆt±�´�Ê�¯�ºUµ�µE±�²T»U±�²3·6º�Ñ�ÁvÂ�¾jÅ)²3¯�¹�´3ºUµv¾j´>µ
t
È�E�¯�À3¿�²3º�ÆtÀ�¾T·6µv¾j´>µ

½QÒ ²3´�Àt±�¹�´>µ�½3±�´3´3Ç}½3¯
Hd+1 Æ_¿�¾�°�¯�º6²3·6¯[Â�¾j·6°�±j´3¹�Å)²3¯�½QÒ ¾j·6·6¹�³>Ço¯}º6²3·�µE±�².µE¯}Â>Ê+Àt¯�·6º6À3Â3Î�·6¯Â)Ê+À�¯�·6¶t±�¿�¹�Å)²3¯�Á�¯�´)µE·6Ç�¯�¯�´�Á�¯�À�±�¹�´)µ�¯�ºUµ�¿�¾�°�¯�º6²3·6¯�²3´3¹�¼�±�·6°�¯}Àt±�²3·�¿�¯�º�½3¯�²+Ë�À3·6±)Á�¯�º6º6²3º


�¿�¾�¿�±�¹Q½3² ��±jµ&Ì�Ç�±)½3Ç�º6¹�Å)²3¯�Çoµv¾j´)µ&½3±�´3´3Ç�¯�À�¾j·�¿�¾�°�¯�º6²3·6¯�½3¯�®�¹�±�².³+¹�¿�¿�¯��cÈ E�±�´3Á�º6¹�±�´�¼�¾j¹�µ
µE¯�´3½3·6¯�¿�¯�·E¾hÊ�±�´�½3¯�Á�¯oµ6µE¯�Â>Ê+Àt¯�·%ÃGº6À3Â3Î�·6¯�³�¯�·6º ¿nÒ ¹�´.Ä�´3¹�Æ�±�´�±�¶.µE¹�¯�´)µ�¿�¾�°�×�°�¯�¿�±�¹�½3¯�º6±�·UµE¹�¯
Ñ�¿nÒ ¹�´.Ä�´3¹QÀt±�²3·�¿�¯�º�½3¯�²+Ë�À3·6±+Á�¯�º6º6²3º�Á�±�´3½3¹�µE¹�±�´3´3Ç�º�Ñ�À�¾j·UµE¹�·�½QÒ ²3´�°�×�°�¯ Àt±�¹�´>µMÈ
�	¯�º�·E¯o°}¾j·6Å)²3¯�º�Àt±j²3ºEº6¯�´>µ&Ñ�¾jº6º6±+Á�¹�¯�·�½�¾j´3º

Hd+1 Ñ�µv±j².µv¯&µE·E¾T»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�ÌjÇ�±+½3Ç�º6¹�Å)²3¯ ²3´3¯µE·E¾T»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�¶3·6±C¸�´3¹�¯�´3´3¯�¹�º6º6²3¯�½3²�°�×�°�¯�À�±�¹�´)µ"¯oµ�Á�±�´3½3¹�µE¹�±�´3´3Ç�¯�Ñ º6±�·UµE¹�·#¹�´�Ä�´3¯&¾j²�°�×�°�¯
Àt±�¹�´>µ�½3²�¶�±�·6½QÈ
Ù9¾j¹�º�Á�¯�¿�¾�´3¯�º6²���µ&À�¾jº�È�®�¯�º�½3¹�ºUµv¾j´3Á�¯�º�Â>Ê+Àt¯�·6¶�±�¿�¹�Å)²3¯�º�½3¯o³�¯�´�¾j´)µ�¼�¾jÁ�¹�¿�¯�°�¯�´>µ�¹�´.Ä�´3¹�¯�º

À3·6Î�º�½3²�¶t±�·6½QÆ�¹�¿#¼�¾j².µ�Á�±�´)µE·6Ý�¿�¯�·�¿�¾�À3·6±MË.¹�°�¹�µEÇ�¯�´>µE·6¯}Á�¯�º�µE·E¾T»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�º�È �	¯�¿�¾�º6¯�¼�¾j¹�µ�¾j²
°�±hÊ>¯�´�½QÒ ²3´[ÁvÂ�¾j´3Ì�¯�°�¯�´>µ	½3¯&Á�±�´)µE±�²3·�½QÒ ¹�´>µEÇ�Ì�·E¾TµE¹�±�´ ÏjµE±�².µE¯o¼�±�¹�º¢¿nÒ ¹�´>µEÇ�Ì�·E¾j´3½3¯�À�±�²3·�²3´�µE¯�¿
ÁcÂ�¾T´3Ì�¯�°�¯�´)µ_½3¯�Á�±�´>µE±�²3·�´3¯�Àt¯�².µ_À�¾jº_×oµE·6¯¢½3¹�·6¯�ÁoµE¯�°�¯�´)µ

ω
ÆhÀ3²3¹�º6Å)²QÒ ¹�¿�¼�¾j².µÕ¾M³�±�¹�·�²3´3¯"¼�±�·6°�¯

·6¯�¿�¯o³�Ç�¯�½�¾j´3º
Hd+1 ½QÒ ²3´3¯�À�¾j·UµMÆ#¯oµ�½QÒ ¾j².µE·6¯�À�¾j·Uµ�¼�¯�·6°�Ç�¯&
�À3²3¹�º6Å)²QÒ ¹�¿�º�Ò ¾jÌ�¹�µ�½QÒ ¾jÀ3À3¿�¹�Å)²3¯�·¿�¯�µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯�½3¯ �)µv±jÚ�¯�º"�cÈ�ÉG¿&¼�¾j².µ[½3±�´3Á�Á�±�´3ºUµE·6²3¹�·6¯�²3´3¯�¼�±�·6°�¯�¼�¯�·6°�Ç�¯�À3·6±�¿�±�´3Ì�¯M¾j´>µ[¿�¯

·6¯�¿�Îo³�¯�°�¯�´)µ�½3¯
ω
½�¾j´3º

Hd+1 Æ�¿�²3¹"¾jÀ3À3¿�¹�Å)²3¯�·�¿�¯�ÁvÂ�¾j´3Ì�¯�°�¯�´>µ�½3¯�Á�±�´)µE±�²3·�½QÒ ¹�´>µEÇ�Ì�·E¾TµE¹�±�´QÆÇoµv¾j¶3¿�¹�·#Å)²3¯�¿�¾ À�¾j·UµE¹�¯�¹�´3½3Ç�º6¹�·E¾j¶3¿�¯�½3¯�Á�¯�Á�±�´)µE±�²3·"¯�ºUµ�½3¯�Á�±�´)µE·6¹�¶3².µE¹�±�´�¾jºUÊ+°�À.µE±jµE¹�Å)²3¯�°�¯�´>µ
´3Ç�Ì�¿�¹�Ì�¯M¾j¶3¿�¯jÆ.¯oµ&·6¯�½3¯�º6Á�¯�´3½3·6¯�º6²3·

M
È

�	¯�À3·6±�Ì�·E¾j°�°�¯�´3¯�³j¾yÀ�¾jº�ºE¾j´3º}Å)²3¯�¿�Å)²3¯�º}´3±jµv¾j¶3¿�¯�º�½3¹ ��Á�²3¿�µEÇ�º�È �"´ À�¾j·UµE¹�Á�²3¿�¹�¯�·�¹�¿
´3Ç�Á�¯�º6º6¹�µE¯�½3¯ µE·E¾M³j¾j¹�¿�¿�¯�·�¾M³�¯�Á�¿�¯ °�±�².³>¯�°�¯o´)µ�¶3·6±h¸�´3¹�¯�´�½3¯�¿�¾�³T¾j·6¹�ÇoµEÇ+��¼�¯�²3¹�¿�¿�¯oµEÇ�¯��vÆ.Å)²3¹�¯�ºUµ
½�¾j´3º

T 1M
¿�¯�¶t±�´�·6¯�¿�Îo³�¯�°�¯�´>µ�½3²�¶3·6±C¸�´3¹�¯�´ ½3¯

M
Ï_¿�¯�º ��¼�¯�²3¹�¿�¿�¯�º6��º6±�´>µ�¿�¯�º�À�¾j·UµE¹�¯�º�½3¯

T 1M
Å)²3¹¢Á�±�·6·6¯�º6Àt±�´3½3¯�´>µ�Ñ�²3´�°�×�°�¯�Àt±j¹�´)µ�Ñ�¿nÒ ¹�´.Ä�´3¹#½�¾j´3º�¿�¯�·6¯�¿�Îo³�¯�°�¯�´>µ�½�¾j´3º

Hd+1 È
�"¿�¿�¯�º�º6±�´>µ ±�¶.µE¯�´)²3¯�º À�¾j·�¿nÒ ¾jÁoµE¹�±�´9Á�±�´T»U±�¹�´>µE¯�½3² ��±jµ�Ì�Ç�±+½3ÇoºE¹�Å)²3¯�½QÒ ²3´3¯�À�¾j·UµMÆt¯oµ ½QÒ ¾j².µE·6¯
À�¾j·Uµ	½QÒ ²3´[½3¯�²+Ë.¹�Î�°�¯ ��±jµMÆ)½3¹�µ)�GÂ3±�·6±)ÁoÊ+Á�¿�¹�Å)²3¯��vÆ>½3±�´)µ	¿�¯�º¢µE·E¾C»U¯�ÁoµE±�¹�·6¯�º�º6±�´>µ�±�·UµEÂ3±�Ì�±�´�¾j¿�¯�º�Ñ
Á�¯�¿�¿�¯�º�½3² ��±jµ�Ì�Ç�±+½3Ç�º6¹�Å)²3¯jÈ	�#µ�¿�¯=��±jµ�Â3±�·6±)ÁoÊ+Á�¿�¹�Å)²3¯�¯�°�Àt×�ÁvÂ3¯ Å)²QÒ ±�´�º6¯ Á�±�´>µE¯�´>µv¯ ½3²[Ä�¶3·6Ç
µv¾j´3Ì�¯�´>µhÆ3ÁM¾j·�¹�¿0´QÒ ¯�ºUµ�½3ÇoÄ�´3¹�Å)²3¯�º6²3·�¿�¯�Ä�¶3·6Ç�½3¯�º&·6¯�À�Î�·6¯�º&±�·UµEÂ3±�´3±�·6°�Ç�º�È
�"´.Ä�´ ¹�¿&·6¯�ºUµE¯�²3´3¯�Çoµv¾jÀt¯�¹�°�Àt±�·Uµv¾j´>µE¯jÆ¢¹�´3½3¹�º6Àt¯�´3ºE¾j¶3¿�¯9½�¾j´3º[¿�¯�º}ÁM¾jº

(1)
¯oµ
(2)
½3²

µEÂ3Ç�±�·6Î�°�¯#Ø�¹�¿&¼�¾j².µ�Çoµv¾j¶3¿�¹�·[¿nÒ ¯cË.¹�ºUµE¯�´3Á�¯y½QÒ ²3´ µE·6±�² º6Àt¯�ÁoµE·E¾j¿ ·6¯�¿�¾TµE¹�¼�¾j² ¿�¾jÀ3¿�¾jÁo¹�¯�´ ½3¯y¿�¾
³j¾j·6¹�ÇoµEÇ�¼�¯�²3¹�¿�¿�¯oµEÇ�¯jÆ>¯�´}º6¯&¼�±�´3½�¾j´>µ	º6²3·�¿nÒ ¯cË.¹�ºUµE¯�´3Á�¯!
�½3Ç%»6Ñ�Á�±�´3´)²3¯��¢½3¯&Á�¯&µE·6±�²�·6¯�¿�¾TµE¹�³�¯�°�¯�´)µ
¾j² ®�¾jÀ3¿�¾jÁ�¹�¯o´ ½3¯

M
È"®�¾y½3¹ ��Áo²3¿�µEÇ�¯�ºUµ}¿�Ñ�½3²3¯�¾j² ¼�¾j¹�µ�Å)²3¯�¿�¯�¿�¾jÀ3¿�¾jÁ�¹�¯�´ ½3¯�¿�¾9³j¾j·6¹�ÇoµEÇ
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