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INTRODUCTION

Dans les motivations d'un projet officiel de programme pour la terminale S en date

du 8 janvier 2001, les auteurs remarquent fort justement que :

« de nombreux éléves sortant de terminale vivent en mathématique dans un univers flou,
sans conscience claire du statut des objets manipulés (définitions, théorémes admis ou
démontrés), sans séparation nelte entre démonstration et étude de cas particuliers. Cel élal de
fait n'était pas inscrit dans les anciens programmes, il n'élait pas prévisible a partir de leur
libellé et il n'est évidemment pas voulu par les enseignants. Pour aider a endiguer ce phénomene
dont les causes sont multiples, le projet proposé attache une importance particuliere au statut
des objets manipulés. On ne se privera pas pour autant de l'utilisation de concepts " intuitifs "
(limite de fonction, aire,...). Les mathématiciens qui ont précédé Cauchy et Weierstrass ne
disposaient pas de la définition actuelle de la limite et ils ont cependant fait de vraies
mathématiques. Certains formalismes sont inadaptés a ce stade de la formation et il serail
dommageable de noyer l'essentiel d'une démarche dans des précautions artificielles a ce niveau.
Il convient cependant que les éléves sachent que les objets manipulés dans leur programme sont
clairement définis dans le champ des mathématiques et que les propriétés utilisées ou qui
paraissent aller de soi sont démontrées : définitions et démonstrations qui seront objet d'étude

pour les éléves continuant dans une voie scientifique. ».

L'objectif essentiel du présent ouvrage est de proposer a nos collégues des moyens pour
répondre positivement au souci lucidement évoqué ci-dessus. Avec I'ambition supplémentaire de
gommer ce « pour autant » qui marque l'embarras des concepteurs de programmes réduits a
proner une approche intuitive non formalisée de la notion de limite tout en souhaitant faire
respecter plus fermement le statut des objets manipulés. On nous suggere de chercher la solution
chez les mathématiciens « pré-epsilondeltaiques ». C'est précisément ce que nous allons faire ici,
tout en nous appuyant sur une démarche en accord avec les acquis modernes des mathématiques.
Cependant notre finalité est plus ambitieuse : il s'agit de donner aux éléves la possibilité
d'accéder a une part fondamentale de la culture mathématique, disons en gros le calcul
différentiel et intégral, d'une maniére formalisée accessible a 'intuition et qui les rende libres par
rapport a des choix didactiques faussement simplificateurs ou l'on " parachute " des vérités toutes
faites aprés une vague préparation pseudo-intuitive. Et, bien entendu, de restaurer la pratique des

démonstrations dans un domaine ot le mode visuel tend & servir d’unique pi¢ce a conviction.

Pour cela nous devons restituer aux mathématiques toute la force d'expression
qu'utilisaient précisément les mathématiciens d'avant la seconde moitié du 19¢me siecle (et dont
Cauchy lui-méme faisait usage.). Son expression moderne, fruit des progres relatifs aux
fondements des mathématiques réalisés tout au long du 20éme siécle, utilise la notion d'ordre de
grandeur absolu, dont l'introduction axiomatique simple et facilement acceptée par les €leves
vivifie une discussion sur les nombres réels en elle-méme formatrice, comme nous avons pu le

constater dans les nombreuses classes du second cycle et de la premiére année d'université ou
7



notre groupe a mené des expériences variées depuis prés de quatre ans. Car ce que nous
proposons ici dépasse le cadre théorique : I'essentiel du contenu destiné aux éleves (chapitre I) a
été testé de maniére systématique, aussi bien dans des classes scientifiques que dans des sections
ou la part des mathématiques est modeste. Presque toujours nous avons constat€é que
l'intermédiaire des ordres de grandeur, qui allie l'intuition et le formalisme d'une maniere
naturelle, permet aux éléves de tout niveau de s'exprimer avec une certaine liberté, et aussi d'agir

avec sécurité, pour peu que les mécanismes de calcul leur soient suffisamment familiers.

Un lecteur pressé peut construire un enseignement structuré accomplissant les
programmes officiels a partir du matériau proposé dans le premier chapitre. Mais s'il veut se faire
plaisir, nous lui proposons un chapitre II davantage destiné au professeur et aux sections
scientifiques, plein de saveur mathématique, ou l'on traite plus en profondeur les bases de
l'analyse réelle a partir d'une axiomatique légérement renforcée concernant les ordres de
grandeur et la notion de nombre ou de fonction explicitée. Un chapitre spécial (III) est consacré
aux fonctions transcendantes élémentaires qui constituent avec les fonctions algébriques le jardin
zoologique dont nous souhaitons faire découvrir les richesses a nos éléves. Le dernier chapitre
est consacré a la discussion épistémologique et logique des concepts utilisés dans les trois

premiers.

Le probléme du fondement a fait disparaitre I'ancienne approche du calcul différentiel en
termes d'infinitésimaux proposée par Leibniz. Nous voyons ici comment une théorie qui en
récupére la force est parfaitement fondée si I'on utilise la notion moderne de théorie axiomatique
que la grande clarification bourbakiste a mise au coeur des mathématiques. Nous espérons que
cette discussion, ou l'on se préoccupe en particulier de la nature des objets mathématiques, puisse
servir de grille de réflexion pour ceux qui souhaitent, a l'instigation des nouveaux programmes,

situer leur enseignement dans un contexte épistémologique et historique clairement précisé.

Il me reste a clore cette introduction en racontant briévement la petite histoire fort peu
linéaire qui a abouti a cette publication. En 1987, javais introduit dans la Gazette des
Mathématiciens une théorie élémentaire appelée ZFL en I'honneur de Leibniz, dont je vénére le
génie, ol la notion d'ordre de grandeur absolu était formalisée et justifié¢e sur le plan logique sans
recours a l'axiome du choix. J'avais a cette époque acquis une bonne connaissance de 1’ Analyse
Non Standard, ce nouvel achévement des mathématiques pressenti depuis 1958 par Laugwitz et
Schmieden, présenté en 1966 dans ’ouvrage d’Abraham Robinson dans I’esprit de la théorie des
modeles, puis axiomatisé en 1977 par Edward Nelson dans un esprit formaliste. J'avais contribué
a lintroduire dans la pratique mathématique avec mon bon maitre Georges Reeb et d'autres
compagnons. Mais je trouvais cela trop compliqué et trop peu constructif pour servir a affronter
le probléeme de l'enseignement élémentaire de l'analyse. L'existence de la théorie ZFL semblait
montrer qu'une approche minimaliste était possible. A partir de I'année 93, j'eus la chance de
trouver au sein de la petite section mulhousienne de I'REM de Strasbourg deux complices
intéressés, Abdenacer Makhlouf et Etienne Meyer, I'un universitaire, l'autre professeur de lycée,

devenu IPR entre-temps. Nous avons longuement travaillé sur les aspects fondamentaux relatifs
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a une éventuelle introduction des ordres de grandeur absolus pour structurer l'initiation a
l'analyse en Premiére et Terminale. La brochure n°103 (1996) publiée par I'APMEP a présenté
les conclusions de notre travail. Un petit groupe IREM, le GROG (Groupe de Recherche sur les
Ordres de Grandeur), s'est alors mis en place a Mulhouse et nous avons élaboré et commencé a

expérimenter des lecons destinées aux éleves.

Puis les Picards entrérent en scéne, de maniere fort énergique. Christian Boulinier, alors
formateur MAFPEN & Amiens, m'invita en 1997 a un colloque trés sympathique auquel
participait Marie-Jeanne Pommerol, directrice de 'REM de Picardie. Celle-ci tint & ce que
j'expose nos idées lors d'une rencontre IREM la méme année & Saint-Quentin, ou furent
présentées des brochures trés intéressantes concernant I'enseignement des mathématiques. Dans
l'assistance, Jacqueline Penninckx, alors IPR de 1I’Académie d’Amiens, comprit l'intérét que
pouvait présenter l'introduction des ordres de grandeur et se chargea d'organiser, en accord avec
ses collegues et I'Inspecteur Général Marc Fort, une formation en trois jours destinée aux
professeurs de I'Académie d'Amiens. Le succes fut considérable, et renouvelé 1'année suivante.
J'ai eu le privilege de rencontrer la un grand nombre de collégues enthousiastes, cultivés et
passionnés de l'acte éducatif, en dépit des difficultés qui sont inhérentes a notre beau métier.
C'est de ce vivier qu'est né le groupe IREM que j'ai eu la joie d'animer ces dernicres années. La
matiere premiere fournie par le GROG de Mulhouse a été abondamment expérimentée,
remaniée, étendue par les membres de ce groupe, dont I'atmosphére chaleureuse et amicale a
fédéré les énergies et dépassé les clivages administratifs. Agrégés, certifiés, IPR et universitaires
y ont travaillé avec un égal enthousiasme, méme a l'époque récente ou un oukase malheureux des
autorités universitaires picardes a failli supprimer I'TREM. Le soutien matériel de I'TUFM et du

Rectorat d'Amiens furent alors déterminants pour la poursuite de notre travail.

I1 aboutit aujourd'hui a cette brochure, congue et rédigée collectivement a partir de notre
expérience et du savoir que nous avons élaboré ensemble. On y reconnaitra des styles d'écriture
variés, reflets d'une diversité que nous n'avons pas voulu trop lisser, car elle témoigne de ce
qu'est notre groupe : un organe de réflexion, de dialogue constructif et plus profondément
d'amitié. Nous espérons que nos collégues y trouveront une source de vie, de rigueur et aussi de

fraicheur pour leur enseignement et leur plaisir.
Robert LUTZ

Professeur a 1'Université de Haute Alsace
IREM de Strasbourg et IREM de Picardie.



PARTIE 1

ACTIVITES POUR LA CLASSE

Ordres de grandeur............cooiiiiiiiiiiiinn, page 12
DErIVatioN. ..ot page 19
Comportement asymptotique.............coovvvennne page 29
Convergence des suites réelles..................... page 29
Alre sous une courbe...........ooiiiiiiiiiiiieenn, page 39

11



ORDRES DE GRANDEUR

Etude de I'ensemble N

Cette introduction
résume le débat
qu’il faut susciter
avec les éleves.

Pour s’y préparer
on peut examiner
les arguments dé-
veloppés dans la
partie IV de cette
brochure.

L’ensemble N contient une infinité de nombres. Certains sont facilement
accessibles, au moins par I’écriture : 0, 1, 358, 1375695, voire 10> '* ***,
mais on peut concevoir des nombres supérieurs a ceux que nous sommes
capables d’écrire, ou d’obtenir par un procédé mathématique. Ceux-la sont
hors de notre portée. ..

Les entiers explicités

Nous appelons entiers explicités, les entiers « bien» définis, par une
propriété exprimable en un nombre fini de termes du langage mathématique.
Nous admettons les propriétés suivantes, qui seront les seules utilisées pour
les obtenir :

1. Oet 1 sont des entiers explicités.

2. Six est un entier explicité, tous les entiers inférieurs a x sont
explicités.

3. Sixety sont explicités, x + y, xy et x” sont explicités.

Les entiers non explicités

Nous avons admis dans I’introduction qu’il existe des entiers non explicités.
Etudions leurs propriétés :

Si @ est un entier non explicité, @ + 1, w + 2, 2w sont des entiers non
explicités. Par conséquent, on peut obtenir autant d’entiers non explicités
que I'on veut...

D’autre part, si @ est un entier non explicité et x un entier explicité, on ne
peut avoir w < x (propriété 2) donc @ est supérieur a x.

Donc les entiers non explicités sont supérieurs a tout entier explicité donné :
ils seront appelés entiers trés grands (1g).

La « transition » entre les entiers explicités et les entiers trés grands

e Il n’y a pas de plus grand entier explicité car, si x est un entier
explicité, alors x + 1 I’est aussi.

Cette « transition floue » \® 11 'y a pas de plus petit entier trés grand car, si w est tres grand,

modélise certaines situa- alors @ — 1 Iest aussi.
tions : un tas de sable moins
un grain reste un tas, et
quelques grains plus un
grain ne font pas un tas...
Ou est la frontiére entre le —»

QS et les grains isolés ? /

entiers
explicités

12 Ordres de grandeur



Conséquences pour I'ensemble R

Comme dans N, on qualifie d’explicit¢é tout nombre bien défini

e . 1
mathématiquement. Donc, des réels comme — 4 ; 3 ; V2 ou 7 sont

explicités. Nous admettons que la somme, le produit, le quotient, la
puissance d’exposant » (entier explicité), de réels explicités sont explicités.

Les nombres trés grands dans R

R contient N, donc il contient les entiers trés grands.

Nous appelons trés grand positif tout réel supérieur a un entier trés grand,
et trés grand négatif tout réel dont 'opposé est supérieur a un entier trés
grand.

Que dire des réels qui ne sont pas trés grands ?

e Ily ales réels explicités, mais, contrairement a ce qui se passe dans N,
ce n’est pas tout :

\ . - . 1
e Prenons o tres grand positif. Considérons son inverse —. C’est un
w

nombre positif, non explicité. De plus, il est inférieur a tout réel
strictement positif explicité. Soit en effet x un réel explicité strictement

positif, son inverse — est aussi explicité donc il est inférieur & @. On en
x

g 1 e
déduit que — est inférieur a x.
10
Nous dirons que ce sont des réels trés petits positifs. Leurs opposés sont

des réels tres petits négatifs. Par convention, 0 est un réel trés petit.

e Enfin, si @ est trés grand, nous pouvons construire des réels comme

5+ — qui ne sont ni trés petits, ni explicités.
w

Tous ces nombres réels non trés grands sont appelés réels modérés.

Ordre de grandeur d’un nombre réel

Donner I’ordre de grandeur d’un réel, ¢’est dire si ¢’est :

e Unréel trés grand, négatif ou positif.

e Unréel modéré. Dans ce cas, on précise encore si ¢’est :
= Unréel tres petit, positif ou négatif
*  Un réel modéré non trés petit.

Exercice :

Compléter, si cela est possible, par des exemples de nombres :

Modéré
Modéré non tres Tres grand
petit

Tres petit

Explicité

Non explicité

13 Ordres de grandeur



Tables d’opérations avec les ordres de grandeur

Bien sir, ici et dans le
paragraphe suivant, il
faut fournir aux éléves
une grille vide et la leur
faire remplir !

Dans la suite de la bro-
chure, on se référe a ces
tables sous le nom de

wégles de Leibniz ». /

Table d’addition W
trés petit.
+ Ip ~Nmod ntp g
Ip Ip mod ntp 1g
mod ntp mod ntp mod g
g 1g 1g ?

Remarque : la somme de deux nombres trés grands peut étre étudiée de
plus pres :

tgp tigp =1gp etign+tgn=1gn.

Mais 'ordre de grandeur de la somme d’un trés grand positif et d’un trés
grand négatif dépend de ces nombres. Par exemple, si @ désigne un nombre
tres grand positif':

o + (3 — w) est modéré tandis que 2w + ( — w) est trés grand positif et enfin
o + ( —2w) est trés grand négatif.

Table de multiplication

X Ip mod ntp g

ip Ip Ip ?

mod ntp Ip mod ntp g

g ? g g
Remarques :

. . .1 1 . .
Si west trés grand, @ D'est aussi, — et— sont trés petits et
@ w”

1 1 . . . , 1 .
@wx—-=— est trés petit tandis que w” x—=m est trés grand,
0w @

donc on ne peut rien dire a priori du produit « trés petit x trés
grand ».

On peut déduire de ce tableau l'ordre de grandeur de certains
quotients puisque diviser par un nombre non nul revient a multiplier
par son inverse. Il faut remarquer que les ordres de grandeurs de

quotients du type fg (=tgxtp) ou % (=1tpxtg) ne peuvent étre

déterminés sans des renseignements supplémentaires sur les deux
nombres considérés pour « lever I'indétermination ».

14 Ordres de grandeur



Exercices

1. Soient x et y  positifs tels que 0 < x < y
Que peut-on dire de y lorsque x est fgp ? modntp ? Ip ?
Que peut-on dire de x lorsque y est tgp ? modntp ? tp ?

31100 000 000
1°1

2. Préciser I'ordre de grandeur des nombres , 12 ol w est

un entier trés grand.

Méme question pour 2°, 210000000 e

3. Nombres en écriture décimale :
a. Quelle est la 1 000 000 000“™ décimale d’un nombre trés petit ?
b. Que dire des décimales d’un nombre trés petit ?

4. Soit @ un nombre fg. Préciser I'ordre de grandeur des nombres
suivants :

1
a. egthaveca=b=w b. egbaveca=w et h=—
17}
1
c. egthaveca=weth=-w d. eghaveca=weth=—
P
1
e. egthaveca=weth=-6-w f. eabaveca=w’ etb=—3
P

S. Soit x un nombre positif. Préciser I'ordre de grandeur de \/; en
fonction de celui de x.

6. Inverses et quotients :

a. Soit x un réel différent de 0. Préciser 'ordre de grandeur de 1 en
X

fonction de celui de x.

b. Compléter, si possible, le tableau des ordres de grandeur de X,
Y

< tp modntp g

ip (#0)

modntp

g

7. Déterminer lordre de grandeur des expressions numériques
suivantes, ou A est un nombre fp non nul et @ un nombre tg :

h+1 h?
a. : >

h h™ +1

2 _ 1 2
b. 207 —1000+5 Lz : 10w° +1 : a)2 1 : +w+w
w Sw -2 o -1 \/5+a)+2a)2

. @ R 2h+1 1007 +1

h-2 " w+l ~ w+3 °  S5h-2

15 Ordres de grandeur



Les propriétés des
réels trés proches
sont ici données a
chercher dans les
exercices 2 et 3.

On peut choisir
celles qu’on propo-
sera de démontrer
aux €léves et celles
qu’on admettra
comme intuitives.
On peut aussi faire
un autre choix et

développer davan-
tage le cours...

Important !
Deux réels explicités
tres proches sont

anux...

6n peut demander ce
qui se passe si a ou b
n’est pas modéré, ou
poser la question sans
la condition et la faire
découvrir. Ceci vaut
aussi pour les ques-
@ns suivantes.

Le réel explicité:
d’aprés [’exercice
2...

Les réels trés petits
sont trés proches de
0 ; ’existence d’un
réel explicité trés
proche d’un réel
modéré non trés
petit est ici admise
intuitivement.

Nombres trés proches

Définition :

Deux nombres réels sont dits #rés proches si leur différence est tres petite.
On note x ~ y.

Remarques :
« x est trés petit » peut donc aussi s’écrire « x =~ 0 ».
« x est trés proche de y » peut aussi s’écrire x = y + h, avec h trés petit.

Exercices

8. Dans chacun des cas suivants, x et y sont-ils trés proches ?
x =125 et y=125,000007

x =125 et y=125,00000000000000002

x =125 et y=124.9999999999999

9. Donner un réel trés proche de x = 125.
Que dire de deux réels explicités trés proches ?

10. Soient a, d', b, b' et ¢ des nombres réels. Montrer que :
sia = q alors a et a' ont le méme ordre de grandeur.
siax~betb~calorsa~c.
sia~detbzbalorsat+tb~d +b.

sia~d et b= b'avec g et b modérés alors ab ~ a'b'.

. . . 1 1
sia ~ a' avec a non trés petit alors — ~ —.
a a

4

. (o . . a
f. sia=d' et h=b'avec a modéré et b non trés petit alors y ~ YR
g. sihesttpalors V1+h ~1 et plus généralement :

sia = d avec a et @ modérés alors Va = a'.

11. Donner l'ordre de grandeur des expressions numériques suivantes.
Dans le cas d’un modéré, donner le réel explicité tres proche :

2h+1 ’
a. avec h~ 0 b. avec 't
h+3 o+ “i8
c. 2a)—‘_laveca)tg d. 3a+] avecax~2,a#2
W+ a—
Vi+h-1 a-1
YT h~0.h=0 f. ———avecaxl,a=1
€ P avec , rdar3
2a—312 aveca~3,a+3 ——a-z——ta————z—aveca~-l g1
@ ras 2a* —8a—-10 ’

12. Soient € un nombre tres petit non nul et @ un nombre tres grand.
Donner I’ordre de grandeur de chacun des nombres suivants lorsque cela est
possible. Si le nombre est modéré, préciser le réel explicité trés proche :
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1 1 el e & -1

- _; e » s E ’ 2 .
£ & & &-2 c+1 e?-1
o+l o @ o | 100*+]  w-1 1+’ +o0’
k-l * .
10} -2 0+l Sw-2  w0-1 wo+0’+20
£ i et o 0 -1
- s — 5 & D ’ ) 2 .
1) & 1) e—2 cw +1 er-1

Corrigés de certains exercices

Exercice 2 :

a.
b.

Ona 1" = 1, pour tout entier naturel n, méme s’il est trés grand.

2% et 2190000900 g4t des entiers explicités, par contre pour @ tres grand,
2% est trés grand car il est supérieur a tout entier explicité. En effet, 2
est supérieur a 2* pour tout k explicité (2% = 2% x 2°7%), ce qui suffit.

Exercice 3 :

a.

Soit # un nombre trés petit. Appelons d sa 1000000000“™ décimale :
¢’est un entier compris entre 0 et 9.

Alors 10" 4 a pour chiffre des unités d: 10" A >d. Or 10" & est un
nombre tres petit (produit d’un modéré par un tres petit), donc d = 0.

b. Les décimales d’un réel trés petit sont nulles a tout rang explicité.
Exercice 7 :
a. Soit @ tg. Déterminer I’ordre de grandeur de a()o— 11
w—1 esttg; " —1 est tg (g + mod = 1g). On ne peut pas conclure
directement sur le quotient —g

w-1 _ w—1 B
o' -1 (0-No+l) o+l
donc g et son inverse est Ip.

Mais :

. Comme (tg + mod = tg), w+1 est

1000° +1
Soit w tg et A tp non nul. Déterminer I’ordre de grandeur de —5%)———;—

mod xtp = tp donc Sh tp.

tp + modntp = modntp donc 5h—2 est modntp, son inverse aussi.
modnip x tg = 1g donc 107 1g ; tg + mod = tg donc 10> +1 tg .
100® +1

sh 2 est /g comme produit d’un tg par un modntp.

Exercice 10 :

d.

Sia~a eth=b avec aet bmodérés alorsab ~a' b’

Eneffet,sia ~a’eth ~b’alorsa=a’ + hetb=>b"+ h’avec het i’ ip.
Donc a’b’=(a + h)(b+ h)=ab+ah’+ bh+ hh’:

hh'est tp ; sia et b sont modérés, ah’ et bh sont Ip ; et la somme de trois
Ipestuntp. Donc a’b’ ~a b.
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Contre-exemple :

1
supposons a~b et a 1g : par exemple a = @ et b =@ +— alors a* = a7 et
10

1 \
b? =@+ 2 + —. b*> n’est pas trés proche de ¢* dans ce cas.
®

Sihesttpalors v1+h ~1.

En effet, posonsm =1+a. A priori, a est modéré, méme inférieur a
1 puisque 1 + A est inférieur a 4...De plus, comme+/1+h est positif, a
est supérieur a —1. Montrons qu'en fait, a est tp :

Vi+h=1+a donc l+h=(0+a)’ =14+2a+a> dou h=a(2+a).
D’aprés les remarques sur a, 2 + a est modéré, non tres petit car

supérieur a 1.

Donc a =

est {p comme A.
2+4+a

Remarque : On trouvera une utilisation de ce résultat, et la correction de la

question € de I’exercice 11, dans le chapitre sur la dérivation.

Exercice 11 :

Donner I"ordre de grandeur des expressions numériques suivantes ; si ¢’est

un modéré, donner le réel explicité treés proche.

2w +1
c. lorsque w tg.
w+3
[’expression est de la forme 8 ,on ne peut conclure directement.
g
o2+ 1) 2+ 1
Mais 2o+ = O - D )car 2+—1-z2 et1+—3—zl.
®+3 3 ® @
o(l+ ) 1+
@ @
d. 3a+1 lorsque a=2, a# 2
a p—
Siax2 a#?2 alors3ax6;3a+1x7eta-2~0 d’ou 3a +21 t
a —
. 3a+1
Side plus @ > 2 alors a — 2 > () donc 1g+.
a —
Sia <2 alorsa—-2<0donc ja+l 1g—.

a_.

Ainsi, les éléves disposent d’un outil aussi puissant que la notion de limite.

Nous verrons I’usage qu’ils peuvent en faire pour la convergence des suites, deux
utilisations pour 1’étude des fonctions, dans les legons Dérivation et
Comportement asymptotique, et leur application au calcul de I’aire sous une
courbe. Le lecteur qui souhaiterait approfondir 1’étude de ces notions trouvera des
compléments au chapitre Il et une présentation des fonctions logarithme et
exponentielle au chapitre I11.

Mais Pefficacité des outils présentés ne dispense pas de s’interroger plus en
profondeur sur la validité de leur construction, ce qui est discuté en détails au
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DERIVATION

u moins trois problémes fondamentaux, présents sous forme implicite depuis
I’ Antiquité, sont a ’origine du concept de dérivation :

o en mécanique du point matériel, on savait depuis longtemps définir la vitesse
moyenne d’un point en mouvement entre les instants ¢ et ¢+ Ar, comme le rapport entre la
distance parcourue et ’accroissement de temps Ar . Mais I’étude de mouvements non uniformes,
tel celui d’un objet en chute libre, nécessite une notion de vitesse instantanée afin de pouvoir
évoquer ’accélération, c’est a dire la vitesse de la vitesse. Mais on ne peut pas se contenter de
poser At =0, car il faudrait diviser 0 par 0, une opération indéterminée du point de vue
algébrique ;

0 en géométrie, et dans ses diverses applications, par exemple I’optique, on est conduit
a rechercher les droites qui fouchent une courbe en un point. L’exemple de la parabole est
typique. Pour définir cette notion de droite touchante, appelée plus tard rangente dans une
terminologie scientifique plus proche du Latin, on peut considérer les directions des sécantes qui
passent par le point my considéré et par un point m de la courbe, puis amener les deux points a se
confondre en relevant la direction de la sécante « juste avant », ce qui ne veut rien dire. A
nouveau on voudrait diviser O par 0 ;

o dans diverses questions pratiques ainsi qu’en astronomie se pose la question des
maxima et minima d’une quantité variable y fonction d’une autre quantité x ; par exemple la
détermination des distances extrémes d’une planéte par rapport au soleil, ou le sommet de la
trajectoire d’un coup de canon par rapport & l’angle de tir... Autour d’un tel point,
’accroissement de y pour des accroissements de x de sens opposé a le méme signe, de sorte que
si I’on savait définir un accroissement relatif pour un accroissement nul de , a la maniére d’une
vitesse instantanée, celui-ci serait nul en un maximum ou en un minimum, ce qui donnerait un
critére pour détecter les points ou il faut chercher les valeurs extrémes de y.

Dans ces divers probléemes, il s’agit de donner un sens a un rapport

fla+h) - f(a)
h

lorsque /4 «devient petit ». Aprés plusieurs tentatives , Isaac Newton (1642-1727), professeur a
Cambridge, aboutit vers 1676 a la notion de fluxion qu’il appelle « le rapport ultime dans lequel
les quantités disparaissent » en précisant dan un texte publié¢ seulement en 1704 que «...ces
rapports ultimes ne sont pas réellement les rapports des quantités ultimes, mais les limites vers
lesquelles les rapports des quantités, décroissant sans limite, s’en approchent toujours ; et vers
lesquelles ils peuvent s’en approcher aussi prés que toute différence donnée, mais dont ils ne
peuvent jamais les dépasser ou atteindre avant que les quantités soient diminuées indéfiniment. »

On constate ici ’embarras de Newton, qui, en pére de la physique moderne, a une vision
dynamique de ses fluxions. Sa « définition », bien que floue, a suffi pour lui permettre de
justifier intuitivement I’introduction de regles de calcul sur les fluxions.

A la méme époque, sur le continent, le mathématicien et logicien Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) se préoccupe du probléme des tangentes d’un point de vue statique, en
introduisant un calcul sur des quantités infiniment petites qui lui donne les mémes régles que
Newton mais dans un esprit différent. Les deux points de vue se livreront une dpre concurrence
jusqu’au milieu du 19°™ siécle, ou la notion actuelle de limite sera précisée.

Nous allons reprendre ces questions en utilisant les concepts d’ordres de grandeur, qui
sont une version moderne et logiquement fondée des idées de Leibniz.
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Approche graphique du nombre dérivé

ous avons fait 18y On considere P, arc de la parabole d’équation y = x2, obtenu pour 0 < x < 2.
choix d’expérimenter | Les extrémités de P sont O (0 ;0)et F (2 ; 4).
une approche gra-

phique. Bien en-
tendu, les mémes|| [ __________ F
outils s’appliquent a 4 !
une approche ciné- i
\matique. / i
;
L |
3 |
i
£
H
t
]
_________________________________ t
i
]
b ]
2 i
|
i
______________________ |
1 ! l
| |
: !
| |
. 1 ! ? .
O 0.5 1 1.5 2 2.5
I. Soit A (1 ; 1), c’est un point de P.

1. Désignons par M un point variable sur P. Pour repérer la position de
M par rapport 4 A, on pose x,, =1+#h.

a. Entre quelles valeurs peut varier 4 ?
b. OuestMsih<0?Sih>07?
c. Que vaut yy ?

2. Calculer le coefficient directeur de la droite (AM).

Pour h tres petit, les
coefficients sont trés
proches de 2.

3. Que dire de ce coefficient si 4 est un réel tres petit ?

4. Ecrire une équation de la droite (AM) et une équation de la droite D,
passant par A et de coefficient directeur 2.

Pour h trés petit, les sé-
cantes forment un pin-
ceau trés fin de droites.
Graphiquement, ce pin-
ceau est représenté par
la droite D.

5. On suppose encore que 4 est trés petit. Comparer les ordonnées des
deux points de (AM) et D ayant pour abscisse 100. Reprendre la
comparaison pour les deux points d’abscisse 10000, puis les deux
points d’abscisse o, réel modéré.

II. Soit B (1,5; 2,25), autre point de P. Etudier les coefficients
directeurs des droites (BM), pour M variable sur P, si I’abscisse de
M est trés proche de celle de B: observe-t-on un phénoméne
analogue au précédent ?
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I11.

Soit C le point de P d’abscisse @, ol a est un réel explicité compris
entre 0 et 2. Etudier les coefficients directeurs des droites (CM), pour
M variable sur P, si ’abscisse de M est trés proche de celle de C.

Nombre dérivé d’une fonction en un point

admettons

Nous que
toute fonction construite
a partir des fonctions
élémentaires (a ’aide de
la somme, du produit, du
quotient, de la multipli-
cation par un réel, de la
composition) est expli-
citée.

Les intervalles et les fonctions qui interviennent désormais devront étre
explicités, c’est a dire bien définis mathématiquement. En particulier, leur
définition ne fera pas appel a des nombres trés petits ou trés grands.

Par exemple, considérons la fonction f définie sur R par :

x fx)=2x"-17.
C’est une fonction explicitée. Attention: rien n’interdit de considérer
I’image par / d’un nombre réel trés petit ou trés grand !

Par contre, si nous définissons la fonction f'sur un intervalle [a ; B] ol o et
B ne sont pas explicités, alors il ne s’agit plus d’une fonction explicitée.

De méme, soit 4 un réel trés petit et f'la fonction affine définie sur R par :

xB f(x)=hx+5
Il ne s’agit pas d’une fonction explicitée : elle n’est pas concernée par cette
legon.

Nombre dérivé

peut

/&1 choisi
d’introduire  1’écriture

en termes de limites a
différents stades, sui-
vant la progression : ici,
ou lors de P’étude des
suites. En fait, cette
écriture est disponible
dés I’étude des nombres
trés proches : dire que

lim f(x)=1,
xX—=a
dire que pour tout x trés

proche de a, fx) est trés
proche de /.

c’est

Soit a un réel explicité, et f une fonction définie sur un intervalle I qui
fla+h)—f(a)
~m,
h
pour tout réel A tres petit non nul tel que a + 4 appartient a I, alors on dit que

contient a. S’il existe un réel explicité m vérifiant

[ est dérivable en a. Le réel m est appelé nombre dérivé de la fonction f'en

a, on le note f(a).
Remarques :

a. Lorsqu’il existe, m est unique car deux réels explicités trés proches sont
égaux.

b. Si f est dérivable en a, f(a+h)— f(a) est trés petit pour tout /4 trés
petit. Donc f(a + h) est trés proche de f'(a) pour tout 4 trés petit.

¢. En termes de limites, on peut écrire f'(a) = lin(l) Sla+ hz nAC) .

h—

Exercices :

1. Montrer que les fonctions f, g, p et ¢, définies sur R par f(x) =k, ou k
est un réel explicité donné, g(x) = x, p(x) = x* et g(x) = x°, sont dérivables en
toute valeur explicitée a de la variable x.

2. La fonction f, définie sur R par fix) = | x|, est-elle dérivable en x =

0°?

3. Méme question pour la fonction définie par f{x) = | 1] .enx=1.
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Tangente

Si fest dérivable en a, alors la droite D, passant par le point de coordonnées
(a; fla)) et de coefficient directeur f(a) est dite tangente a la courbe
représentative de f en ce point. Cette tangente a pour équation :

y=f(a)x—-a)+ f(a)

f2)=2 /
T re=3 /
1 La tangente au point /
5 d’abscisse 2 a pour )
» équation : y=3x — 4 / / ///
S e

e TSR U W SN U S S S

Exercices :

4. Soit f'la fonction « carré » définie sur R par f{x) = x*. Montrer que f
est dérivable en x = —1. En déduire I’équation de la tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse —1.

5. Méme exercice si fest la fonction « cube », définie sur R par flx) =
x’, enx=4.

6. Méme exercice si f est la fonction « inverse » définie sur R* par

f(x):l,enx:l
x

7. Soit f'la fonction définie sur [0 ; + o] par f(x) = Jx.

a. La fonction fest-elle dérivable enx =0 ?
b. Montrer que la fonction f est dérivable en x = 1. En déduire I’équation de
la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1.

Propriétés algébriques des nombres dérivés.

On peut établir les résultats usuels relatifs aux nombres dérivés des
fonctions sommes, produits, quotients ou composées de fonctions dérivables
en un point.

Exemple : le produit

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I.

Soient a un réel explicité et # un réel trés petit non nul, tels que a et a + A
appartiennent a I.

Supposons f et g dérivables en a, alors :

fgla+h)—fg(a) _ fla+h)gla+h)+ fla+h)gla) - f(a+h)g(a)- f(a)g(a)

h h
fgla+h) - fe(a) _ fla+h)gla+h)—g(a)+gla)( f(a+h) - f(a))
h h
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peut souligner

« horizon » sur la cal-
culatrice et la notion de
« nombres trés pro-
ches ». Mais c’est aussi
une nouvelle occasion
de bien distinguer les
valeurs de x du tableau,
des nombres trés petits.
De méme, les valeurs
de fix) et g(x), méme
confondues par la cal-
culatrice, ne sont pas
« treés proches »...

ans chaque exer-
cice, on voit appa-
raitre la fonction dé-
rivée dés que I'on a
trouvé la relation qui
lie les réels explicités
a leur nombre dérivé.
La lecon se déroule
ensuite de maniére
plus classique, par
les opérations sur les
fonctions dérivables,
que P’on déduit des
propriétés  algébri-
des nombres

.

n 1
(;{ara]l‘ele entre l’efS\

fgla+h) - fgla) _
h

h) - f(a)
h

flas iy8@DZE@ | o) [T

gla+h)-g(a)

g étant dérivable en q, P ~ g'(a)
fétant dérivable en q, ACK: h})z aAC) ~ f'(a) et flath) = fla)
d’ou fg(a + h) —fg(a) ~ fgv(a) + gfv(a)

h
On en déduit que fg est dérivable en ¢ et que le nombre dérivé de la

fonction fg en a est (fg' + gf")a).

Approximation affine d’une fonction

b
1+x°

est dérivable en x = 0. En déduire I’équation de la tangente a la courbe

représentative de la fonction f au point d’abscisse 0.

1. Montrer que la fonction f, définie sur | -1 ; +oo [ par f(x)=

2. On note g la fonction définie sur R par g(x) =1 —x.
Quelle est la nature de la fonction g ?
Compléter le tableau suivant avec les valeurs fournies par votre
calculatrice :

-0.000 0,000
x -0,5 | -0,01 o1 0 oog | 0:00002 | 0.1
Sx)
g(x)

3. Explorer sur quel intervalle la calculatrice confond les valeurs de f{x)
et de g(x). Sur cet intervalle, on dit que la fonction g est une approximation
affine de f pour la calculatrice.

4. Prouver que la fonction g est une approximation affine de f pour les
nombres réels trés petits, c’est a dire que g(x) est tres proche de f(x), pour x
trés petit.

5. Généralisation : Soit f une fonction dérivable en un point a de son
ensemble de définition. Montrer qu’on peut alors utiliser le nombre dérivé
f(a) pour définir une approximation affine g de £, pour x tres proche de a.

Fonction dérivée

On note I un intervalle explicité sur lequel la fonction f est définie.

On dit que f est dérivable sur I, lorsqu’elle est dérivable en tout point de I.
Nous admettons que, si f est dérivable sur I alors il existe une fonction
explicitée unique, définie sur I, qui fournit les nombres dérivés de f en tout
point explicité de I. On I’appelle fonction dérivée de f'surI et on la note /.

Exemple : on a vu dans I’exercice 1, que la fonction « carré » est dérivable
en tout réel explicité a et que f'(a) = 2a. Ainsi la fonction x — 2x, définie
sur R, est la fonction dérivée de la fonction « carré ».
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Corrigés de certains exercices

Exercice 6 :
Onaf2)= -21~ Soit h p -

1 1 2-2-h
fQEM-f@)_24n 2 _2@+h) __h 1
h h h 2Q+hh 2Q2+h)
fe+m-f@) _ 1
h 4’
La fonction f est donc dérivable en x =2 et f’(2)=—i.

hesttpdonc2+ h=~2et

Exercice 7 :

SO+ -f(0) _Jh _ 1

h h Jn

h est tp donc \/Z est Ip et % est tg. Donc fn’est pas dérivable en 0.

h
Par contre, on peut remarquer I’existence d’un « pinceau tres fin» de
sécantes passant par I’origine du repére.

En effet, la sécante A

a. Calculons pour /4 tp le rapport

passant par O et par /
M(h; b a pour )/‘ P
équation : y = 1 x. // P

\Jh , T
Donc pour un point de D /
tel que y soit modéré, |

X = y\ﬁz est tp puisque h T
est 1p. “
On est ainsi amené a dire /’

que l'axe des ordonnées
est tangent a la courbe représentative de f.

N+ h -1

b. Cette fois on étudie le rapport — On peut multiplier par la

quantité conjuguée du numérateur, mais il peut étre intéressant de revenir
aux propriétés de la racine carrée :

Comme /1 + h est trés proche de 1 (voir I’exercice 10g. du chapitre
« nombres trés proches » dans la legon sur les ordres de grandeur), on peut
écrire :

N1 +h=1+h"(*)avec h’ tp; donc

Mais de (*) on déduit 1+4h =1+2n+h* dou h =h'(2+h’)
. h » h’ 1
puis Iz =2+het N = Stk

1+h1 _h
h he

ce qui fournit le nombre dérivé...
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DE CERTAINES FONCTIONS

Le but de cette lecon est I’étude des « branches infinies » de la courbe
représentative d’une fonction. Il s’agit de s’intéresser au comportement de la
fonction aux bornes de son ensemble de définition et a aux conséquences
éventuelles de ce comportement sur sa représentation graphique.

Exemple 1 :

Soit la fonction fdéfinie sur [ = ]2 ; +oo par : flx) =1+ }—1—2—

Nous avons choisi

de présenter cette | Noiong (C la représentation graphique de f dans le plan rapporté a un repére
notion aux éléves en h )

proposant plusieurs Ort. ogonal. . . . .
exemples, afin de L’intervalle |2 ; +oo[ contient des nombres trés grands positifs. Que dire
montrer "usage des de leur image ?

outils fournis par les

ordres de grandeur. | Faisons tracer la représentation graphique de f par une calculatrice et
Nous n’utilisons pas regardons 1’écran plutdt du coté des « grandes valeurs ». Nous observons a

ici le mot « limite ». .\ .
peu pres ceci

Les points de la courbe C semblent tous avoir une ordonnée supérieure ou
égale a 1. Si on trace la droite D d’équation y = 1, on s’apergoit que, dés que
x est « assez grand », on ne peut plus distinguer C de D. Le phénomene
persiste sur des « zooms » successifs.

Cette observation nous permet de conjecturer :
« pour tout x trés grand positif, f(x) est trés proche de 1 ».
Attachons nous 4 démontrer ce résultat.

Soit x trés grand positif, alors x=2 est trés grand positif et donc son inverse

est trés proche de 1.

3 est trés petit positif. Ainsi f(x) =1+
X - ¥ —

Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale
a la courbe C.

De plus, fix) > 1 car 1 est positif donc C reste au dessus de la droite D.

x-2
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Dans ]2 ; +oo|, il y a des nombres x trés proches de 2. Que dire de leur
image ?

Si I’on regarde de nouveau I’écran de la calculatrice graphique, on y verra a
peu pres ceci :

0]

La situation semble « symétrique » de celle du cas précédent, x et y
échangeant leurs roles. Mais n’est-il pas aussi possible que, lorsque x est trés
proche de 2, y soit trés proche d’une valeur modérée ?

Essayons alors une approche théorique :

Si x est trés proche de 2, alors x-2 est trés petit. Puisque x est un élément de

]2, +oof, x=2 est positif. Ainsi x-2 est trés petit positif, donc est tres

X —

grand positif. Ainsi I + est aussi trés grand positif.

x—2
Concluons : « quand x est strictement supérieur a 2, et trés proche de 2, f(x)
est trés grand positif ».

Dans ce cas, on dit que la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a
la courbe C.

Exemple 2

1
X2+
Notons 7" la représentation graphique de g dans le plan rapport€ a un repere
orthogonal.

Soit la fonction g définie sur R par : g(x) =2x + 1+

Que dire de g(x) quand x est trés grand positif ? trés grand négatif ?

Soit x tres grand positif.
Alors 2x, 2x+1, x? et x*+1 sont eux aussi trés grands positifs

, inverse d’un nombre trés grand (positif) est trés petit (positif).

x2+7
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On en tire deux conclusions :
» Pour tout x trés grand positif, g(x) est trés grand positif,
» Pour tout x trés grand positif, g(x) ~2x + 1.

Interprétons graphiquement
cette deuxieme conclusion. .
g(x) = 2x + 1 nous fait s
penser a la droite D P
d’équation y = 2x + 1.
Un point M de I a des
coordonnées de la forme : e

(x, g(x)). o
«Quand x est trés grand |
positif, g(x) = 2x + 1»
signifie que le point M est
« tres proche » du point de la droite D qui a la méme abscisse que lui, quand
celle-ci est tres grande.

Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = 2x+1 est asymptote
(oblique) a la courbe C.

Exercices :
1. Etudier le cas ot x est tres grand négatif.

2. Montrer que la distance euclidienne du point M(x; g(x)) a
’asymptote est trés petite pour x trés grand. Etudier la réciproque.

Exemple 3.

Soit la fonction 4 définie sur R par A(x) = x’.

Sa représentation graphique est une parabole P.

Puisque 4 est paire, on peut se contenter de I’étude pour x positif :
Pour tout x trés grand positif, #(x) est trés grand positif.

La situation fait penser a celle de ’exemple 2.
La parabole P admet-elle une asymptote « oblique » ?

Dans toute cette legon Soit D une droite d’équationy =ax + b (a et b réels explicités).

les fonctions doivent
étre explicitées, et pour
cela, les nombres g et b
sont explicités.

Onadonc: h(x)— (ax + b) =x —ax—b = x(x—a—é). Pour tous a et b
X

réels explicités et x trés grand positif, ce produit est trés grand positif.
Pour que D soit asymptote a P, il aurait fallu qu’il existe des nombres réels
a el b explicités tels que, pour tout x trés grand, h(x) — (ax + b) ~0.

La parabole P ne peut pas avoir d’asymptote oblique.

Exercice 3 :

Soit la fonction g définie dans ]1 ; +oo[, par g(x) = x° + ﬁ On note (, la

représentation de g dans le plan muni d’un repére orthogonal.
a. Prouver que C; admet une asymptote verticale que I’on précisera.
b. Prouver que C, n’a pas d’asymptote pour x trés grand positif.
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Résumeé :

Une courbe C représentative d’une fonction f comporte une « branche
infinie » dés qu’ elle contient des points dont I’une au moins des coordonnées
x ou f(x) est trés grande.

Les différentes situations sont résumées dans le tableau suivant, ou I’on

dresse I'inventaire des cas pour x positif :

tres grand positif

b explicité

Comportement de Condition .
X ) . Conclusion
Sx) supplémentaire

X ¢ iti Asymptot
trés proche de @ | €S grand positif ymptote

a explicité . . verticale

p trés grand négatif d’équation x = a
Asymptote
tres proche de b YIp

horizontale

d’équationy =b

Il existe a et b

explicités tels que Asymptote

pour tout x tres « oblique »

grand, d’équation

trés grand positif | f{x) — (ax + b) y=ax+b

est tres petit

Pas d’asymptote

Ilexiste a et b

explicités tels que Asymptote

pour tout x trés « oblique »

grand, d’équation

trés grand négatif | f(x) — (ax + b) y=ax+tb

est tres petit

Pas d’asymptote

On peut naturellement construire un tableau analogue pour x négatif.
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CONVERGENCE DES SUITES REELLES

Limite d'une suite

Si on considére une suite (#,) de nombres réels, il est naturel de se demander
ce qu'il advient des valeurs de u, quand » devient trés grand. Les exemples
qui suivent montrent la multiplicité des situations.

Si u, vaut : Pour tout n entier trés grand, on a :
Up= l Un = 0
n
-1y ~
TR L
n
n—1 1
— . u e
" 2n+l "2
u, =n uy est1g >0
Uy, =—n*+n u, est1g <0
u, =(=1)"n u, n'est ni modéré, ni tg >0, ni tg <0

On est ainsi conduit aux définitions suivantes :
Définitions :

e On dit que la suite (u,) converge vers un réel explicité / si, pour tout
entier n trés grand, u, est trés proche de /.

e On dit que la suite diverge vers + oo (respectivement — oo ) si, pour tout
entier » trés grand, u, est trés grand positif (respectivement tres grand
négatif).

e Dans les autres cas on dit simplement que la suite diverge.

Théoréme 1 :
Si la suite (u,) converge vers un réel explicité / alors / est unique.

Démonstration :

S'il existe deux réels explicités / et [' tels que u, ~ [ et u, =I' pour tout entier
n trés grand, alors [ = I' et donc [ = I' car deux réels explicités et trés proches
sont égaux.

Conséquence :
Cela permet d'écrire sans ambiguité lim u, =/, +o0, —o0 suivant que la suite

Fid 00
converge vers le réel explicité / ou diverge vers +oo ou —oo. Dans chaque cas
on dit que /, + o0, — oo respectivement, est la limite de la suite.

Exercices :

1. Décrire dans le langage des limites le comportement des suites (u,)
que voici :
sin n no . —n?

a u, = b. u, =—+sinn oy =" tnn +1
n 2 2nn -1
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Soit #n un entier naturel
non nul.
Soit :
=1+ +n)
pour tout réel ¢ positif.
f est dérivable sur
[0;40] et :
f'@)=n(1+ty"'=n
=n[(1+" -1].
1'(¢) 20, f est croissante
sur [0 ; +oof et f{0) =0
donc f{r) 20 sur [0;+oo].
(Si I'on souhaite ne pas
utiliser ici la dérivée,
on peut démontrer cette

inégalité
rence.)

par récuy

2. On consideére les suites u et v définies par u, = cosn et v, = sinn.

a. Montrer que si la suite # admet une limite, celle-ci est un réel
explicité I qui est solution de l'équation 2x* —x -1 = 0.

b. On suppose que la suite u converge vers [ : que dire de la suite v?
En utilisant le développement de cos(n+1) montrer qu'on aboutit a une
absurdité.

1

2
suite v est convergente et que sa limite est non nulle. En utilisant le
développement de sin(2n), montrer que cette situation est absurde elle aussi.
Qu'en déduit-on pour u ? pour v ?

¢. On suppose que la suite ¥ converge vers — = : montrer que la

Etude des suites géométriques

Théoréme 2:
Soit g un réel explicité non nul et la suite u définie par u, = ¢" pour tout
entier naturel n.
e Si g >1 alors u diverge vers +eo.
e Sig =1 alors u converge vers 1 (u est une suite constante).
e Si—1 <g <1 alors u converge vers 0.
¢ Si g < -1 alors u diverge.

Démonstration :

e Si g >1, on pose g = 1+ ¢ ou ¢ est un réel explicité strictement positif.
On a (1+ 0" = 1+ nt et 1+ nt est un réel tres grand positif dés que 7 est trés
grand. Il en est alors de méme pour ¢" d'ou lim u, = +co.

n—+oc
I.

e Sig =1 alors u, = 1 pour tout entier » d'ou lim u,

n—+®

1

eSi0<g<1lonposeq =-.0nagq >1et(q)" estunréel trés grand positif

dés que n est trés grand. ¢” est alors tres petit dou lim u, = 0.

n—+xo
eSi—-1<g<Oonposeq =-g.Onal <gq' <1 et(q)" est un réel trés petit
dés que n est trés grand. Comme ¢" = (—1)"(¢")" alors ¢" est aussi trés petit
dés que n est trés grand d'ou lim un = 0.

n—>+0

e Sig=-1 alors ¢" = (—1)" et u diverge.
e Sig <-1onpose ¢ =—-q. Onag'>1 et (¢')" est un réel tres grand positif
dés que n est trés grand. Comme ¢" = (—1)"(¢")" alors u diverge.

Exercices :

3. On dispose d'un vase dont le volume est 2 litres. On y verse
|

successivement 1 litre d'eau puis litre puis —}Tlitre et ainsi de suite

toujours en divisant par 2 la quantité précédemment versée. Le vase va-t-il
finir par déborder ? Si oui & quelle étape ? Si non quel niveau peut-on penser
atteindre en réitérant le processus indéfiniment ?

4. Pour un triangle 7 on appelle transformé de T et on note 7' le
triangle dont les sommets sont les milieux des cétés de 7. On part d'un
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triangle 7Ty et soient 7, = T¢', To = T4, ..., Ty= Tn-1',... On désigne par I, et a,
les périmétre et aire de 7,. Déterminer les limites de ces deux suites.

5. Pour un demi-cercle C de diamétre [AB], on note C’ et on appelle
transformée de C la réunion des deux demi-cercles situés dans le méme
demi-plan que C et de diameétres respectifs [AI] et [IB] ou I désigne le
milieu de [AB]. On part d'un demi-cercle Cy d'extrémités A et B avec
AB =1 puis on considére C; = Cy’, C; la courbe qui se déduit de C; en
remplagant chacun des deux demi-cercles qui constituent C; par leurs
transformées etc...., C, se déduisant toujours de C,,; en remplagant tous les
demi-cercles qui la constituent par leurs transformées. On désigne par /, et
a, la longueur de C, et l'aire du domaine qu'elle délimite avec (AB).

a. Dessiner les figures pour 0 <n < 3.
b. Déterminer les limites des deux suites (/,,) et (ay).
¢. Voyez-vous quelque chose de paradoxal dans les résultats obtenus ?

6. Pour un polygone P on appelle transformé de P et on note P' le
polygone qui s'en déduit en remplagant chacun de ses c6tés [AB] par la
ligne brisée ACDEB ou C et D sont situés sur [AB] et vérifient
AC =EB=E§, CDE étant de plus équilatéral et "grefté" a l'extérieur du
polygone P.

On part d'un triangle équilatéral 7, de c6té 15 cm.

La figure limite
s'appelle "le flocon
de neige de Von

Koch".

Soient T}, = Ty, Th = Ty',.... ... T, = T,1',...On désigne par [/, et a, les
périmétre et aire de T,,.

a. Dessiner les figures pour 0 <»n < 3.
b. Déterminer les limites des deux suites (/,,) et (a,).
¢. Voyez-vous quelque chose de paradoxal dans les résultats obtenus?

Théoréme des gendarmes

Théoréme 3 :

Soient (u,), (v.) et (w,) des suites réelles telles que, pour tout entier n tres
grand, on ait les inégalités: u, < v, < w,. Si les suites (u,) et (w,) convergent
vers le méme réel explicité / alors la suite (v,) converge aussi vers /.

Démonstration :

Si pour tout entier » trés grand on a les inégalités : u, < v, < w, alors on a
aussi : 0 v, — u, < w, — u,.

Or w, — uy,est trés petit donc v, — u, l'est aussi.

Pour tout entier » trés grand on a alors v, = u, ~ I, ce qui signifie que la suite
(v,) converge vers /.

31 Convergence des suites



Exercices :

diamétre mais comme celui de l'aire du disque au carré de son rayon. La

7. FEtudier la convergence de la suite de terme général :
1 1 1
+ 4+t .
n*+1 n?+2 n*+n

Uy =
8. Etudier la convergence de la suite de terme général :

! .2 . n
Uy = SIN — + SIn — + ...+ sin —
n? n? n?

3

x
(on utilisera l'encadrement : x — v <sin x < x, pour tout x réel positif).

9. Volume de la spheére selon Archiméde
On considere une sphére S de centre O et de rayon R et on souhaite justifier
la formule qui permet de calculer son volume. Il suffit évidemment de
calculer le volume d'une la demi-sphere S ' obtenue en sectionnant .S par un
plan diamétral n. Soit A la perpendiculaire a m passant par O et A
l'intersection de A avec S '. On partage le segment [OA] en n segments

égaux en introduisant les points A; avec 0 <j < n et tels que OA; =%OA.

Soit C; le cercle d'intersection de S ' et du plan perpendiculaire 4 A en A;
j plan perp \j
pour 0 <j < n—1: l'idée qui sous-tend le calcul est que pour » entier tres
grand positif, les cylindres droits dont les bases sont les cercles C; et la

hauteur OA ont un volume total trés proche du volume de S"'.

n

a. Faire une figure et montrer que le volume de S'' est encadré par la
somme des volumes des cylindres d'indices j avec 1 <j < n—1 et la
somme analogue avec cette fois 0 <j < n—1.

nn+1)(2n+1) ot

b. Démontrer par récurrence que 12> + 22 +...+ p? = 6

conclure grace au "théoréme des gendarmes".

Ici m est considéré non pas comme le rapport du périmétre d'un cercle a son

cohérence des deux aspects sera approfondie dans le chapitre consacré aux
aires et a l'intégrale, mais il existe un argument heuristique intéressant di a
Nicolas de Cuse (XV*™ siécle) : on se raméne par homothétie au cas ou le
rayon est 1 et il s'agit de prouver que si 27 est le périmétre du cercle
trigonométrique, alors son aire vaut . Pour cela on assimile le cercle a un
polygone régulier ayant un nombre trés grand de c6tés. Chacun des
triangles ayant pour base un c6té du polygone et pour sommet le centre du
cercle a une aire égale au produit de la base par la moitié de la hauteur a
savoir par 1/2; mais si on ajoute les aires de tous les triangles on trouve
l'aire du polygone i.e. l'aire du disque et cela vaut 1/2 multiplié par la

We tous les cOtés i.e. le périmétre du cercle... /
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Corrigés de certains exercices

l'a)un:iu_l_.’l
n

Pour tout entier » trés grand, sinz est modéré et u, est trés petit, d'ou

llm un = 0.

n-—>+o
n .
b) u, = —2— +sin »

Pour tout entier # trés grand, sinn est modéré, 2 est trés grand positif et u,

I'est aussi, d'ou lim u, =+ 0.

>+

C)u_—n2+n\/;+1~—\/g Jn

" 2nn-1 2| 1
2n\/;

1

Pour tout entier » trés grand, Jn est trés grand positif, L, et
n' 2mln

(n+0)

1
n2
sont tres petits.

1 1

N n? \ (s N
—n—l——— ~ 1 et u, est trés grand négatif, d'ou IIIE Un = — 00,
H—>+0
1

- 2n\/;

2.a) Si lim un =1, cos(2n) et cosn sont tres proches de / pour tout entier »
7>+

tres grand.

La formule cos(2n) = 2cos*n —1 donne uz, =2u,*> -1, dou 2/ -1 ~ L

Comme par définition / est explicité et que deux nombres explicités tres
proches sont égaux, on a 2/> -1 = [, ce qui montre que / est racine de

I'équation 2x —x —1 = 0 et donc que / vaut 1 ou — 5

b) Si/ = 1, pour tout entier » trés grand, on a u, = 1. De plus la formule
cos?n + sin?s2 = 1 donne v,2 = 0 et donc v, = 0.

Mais la formule cos(n +1) = cosncosl — sinnsinl donne alors 1 = cosl, ce
qui est faux.

. 1 . . 1 1
¢) Sil/= ——, pour tout entier #» trés grand, U, ~ —— et Uy~ ——.
2 2 2
1
— cosl+
La formule cos(n +1) = cosncos1 — sinusinl donne v, 2—1—— , ce qui
sin

prouve que (v,) converge vers une limite non nulle /.

Mais la formule sin(2#) = 2sinncosn donne alors /' = —I', ce qui est

impossible pour /' 0.

Finalement, # ne peut pas converger, et dans ce cas la formule
sin(n+1)—sinnsin - n

cosn = o montre qu'il en va de méme pour v.
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5. La suite (/,) est constante car a chaque étape un demi-cercle est remplacé
par deux demi-cercles de diametre moiti€. Par contre I’aire du disque étant
proportionnelle au carré de son rayon, on voit que la suite des aires est

géométrique de raison % d’ou une limite nulle. Le paradoxe apparent réside

en ceci qu’avec cette limite nulle on pourrait -a tort- se croire en situation
d’estimer que pour » entier tg > 0, C, se confond avec le segment [AB] dont

la longueur vaut 1 et non g

6. La suite (/,) est géométrique de raison g—, car a chaque étape un segment

est remplacé par 4 autres de longueurs trois fois plus petites. [."inégalité de
. (4 ! . .
Bernoulli : (~3—) = (1 + l) 21 +§ montre alors que pour » entier £g > 0, il

en va de méme de /,. Par contre en raisonnant sur le nombre de cotés du
n“™ polygone et en remarquant qu’il s’agit aussi du nombre de triangles

greffés a cette étape, triangles dont la longueur des c6tés vaut précisément /,
: \ » A3
onvoitque: a,,, =a,+3x4" x [~ x—
nombre de

coesde T, aire dun triangl e
équilatéral de coté /,,

2 n
4
d’ouon déduit que : a,., =a, +3x4" x(%) x{i =a, +#x(§)

d’ou il vient que :

7543 (. 4 42 471 22543 13543 4Y"
+—4‘ - = + 1—-|—

=aq, I+ —+ =+ 4=
9 9" 4 4 9

n

ce qui montre que la suite des aires converge vers 90\/§ .
Le “paradoxe” ici est qu’on dispose pour # entier £g > 0 d’une figure

T, dont le périmetre est trés grand alors que I’aire reste en dega de 90\/§ .

7.0na s, - S, = ! + I +..+L2nxL:-1~.Acestadeonsait

n+l n+2  2n 2n
que la suite ne peut converger. Mais par télescopage,

n—1
n . .
S, =8 = Z:(S2M =S, )2 5 et ainsi pour m entier g > 0 S, est tg > 0 car
k=0
du fait que la suite est croissante, il est plus grand que tous les S, avec n

rr n
modéré, et donc que tous les 3 correspondants.

11 | x|

- __ Izl donc
4l 41 x?+1] 4(x? +1)x241)

8. o |g-g(x)=

x'2—x21 = -i-'x'—xf]x'—xl < % x'—x' quand : x, x € [0 ; 1].

2) - g0 <]
d)Sin > m,ona:

<

—u

uAm—uO{ < =

1
—|u . .
2 2"

S o7

Up — Upy ,,,,_1‘

n-1
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AIRE SOUS UNE COURBE

Le calcul intégral est le point de rencontre de deux concepts qui se sont nettement
affirmés a partir du 17°™ siécle : celui d’aire et celui d’antidérivation.

L’aire délimitée par des figures géométriques simples (rectangles, triangles, disques)
était, en raison de ses applications pratiques, un concept honoré depuis la plus haute Antiquité. A
partir du 17°™ si¢cle, on chercha & calculer 1’aire du domaine plan comprise entre le graphe
d’une fonction positive, I’axe des x et deux segments paralleles a I’axe des y. Le cas des
paraboles et celui des hyperboles servirent de point de départ. Les géométres de I’ Antiquité, a la
suite d’Eudoxe et d’Archiméde, obtenaient leurs aires en les encadrant par celles de domaines
contenant le domaine considéré ou contenus dedans, puis vérifiaient la validité¢ du résultat par un
double raisonnement par DIabsurde. Cette « méthode d’exhaustion» fut reprise par les
mathématiciens arabes autour du 11°™ siécle et resta longtemps ’unique méthode reconnue.

La méthode d’exhaustion ne donnait pas le moyen de trouver laire cherchée, seulement
de la justifier aprés avoir trouvé un « candidat ». L’idée qui fit peu a peu son chemin apres la
Renaissance était que 1’on pouvait obtenir I’aire d’un domaine sous un graphe en le partageant
(en un sens a expliciter) en un trés grand nombre de lamelles rectangulaires verticales infiniment
fines... Entre temps, un essai qui connut un certain succes, en particulier sous la plume de
Galilée, fut celui des indivisibles théorisé par son éléve Bonaventura Cavalieri (1598-1647) dans
ses ouvrages de 1635 et 1647. L’idée était qu’un domaine plan était constitué de segments de
droite indivisibles. Pour calculer une aire, il suffisait de montrer que la décomposition en
segments du domaine considéré donnait des segments dans un méme rapport avec ceux d’un
domaine d’aire connue. Par exemple I’aire d’un triangle rectangle est la moitié de I’aire du
rectangle correspondant car ses segments paralleles a un c6té se retrouvent dans le rectangle
complémentaire.

Finalement, I’idée des lamelles infiniment fines s’imposa en méme temps que
I’émergence du calcul différentiel de Newton et Leibniz. Une des raisons est qu’a la suite de
Isaac Barrow (1630-1677), le prédécesseur de Newton a Cambridge, on s’apergut que 1’opération
de calcul des aires pouvait étre réalisée en inversant I’opération de calcul des dérivées : sommer
est I'opération inverse de calculer des différences. Pendant tout le 18°™ siecle cette
antidérivation, appelée depuis calcul des primitives, tint lieu de calcul intégral. Mais pour donner
un sens a ’intégrale comme aire sous le graphe, il restait a s’accommoder du fait que le graphe
d’une fonction n’est pas en général exactement confondu avec le bord supérieur d’une réunion
de rectangles, c’est a dire avec le graphe d’une fonction en escalier. C’est seulement au 19¢me
siécle que ce probleme fut résolu en termes de limites par Augustin Cauchy (1789-1857), puis
dans toute sa généralité par Georg Bernhard Riemann (1826-1866).

Nous allons utiliser le langage des ordres de grandeur pour définir 1'intégrale d’une
fonction explicitée a partir de la somme des aires de rectangles trés fins dont le bord supéricur est
trés proche de la courbe, ce qui revient a approcher la fonction par une fonction en escalier, avec
une erreur trés petite. Cette somme ne dépend que trés peu du choix de I’approximation, de sorte
qu’il existe au plus un réel explicité trés proche de toutes ces sommes. Pour les « bonnes »

fonctions, dites intégrables, ces sommes sont modérées et un tel nombre existe.
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La legon qui suit est une succession d’activités pour les éléves. Elle devrait leur faire saisir le
lien entre intégrale et aire.
Un cours plus complet est développé dans la partie I1.

Cas des fonctions en escalier

Exemple

Considérons I’intervalle /= [-2 ; 5].

Les nombres (-2), 0, 1, 2 et S constituent une subdivision de / car ils le partagent en intervalles
disjoints [-2 ; O[, [0 ; 1[, [1;2[ et [2; 5].

f(x)=4 pour xe[—2;0[

f(x)=3 pour xe[O;l[

f(x)=5 pour xe[1;2[

f(x)=1 pour xe[2;5]

est une fonction en escalier définie sur [-2 ; 5]. On peut remarquer que f est positive sur [-2 ; 5].

La fonction f définie par :

-

N
7

.
RN
v

P s e
\
7 e,
% S
/ 7 g e

AN

G
4

Il est facile de calculer I’aire A de la portion de plan limitée par I’axe (Ox), la représentation

graphique de f et les droites d’équation x = -2 et x = 5 car ce domaine est une réunion de
rectangles.

Ona:A=4x2+3x1+5x1 +1x3=19.

5
Dans ce cas, on dit que A est égale a « I'intégrale de fentre (-2) et 5 » et onnote : A = J:?f .

Fonction en escalier sur un intervalle explicité [a ; b]
Définition 1
On dit que @ est une fonction en escalier sur [a ; b] s'il existe une subdivision de [a ; b] :
X, =a <x;<x) <x3_ <x,=h

telle que sur chaque intervalle [x  ; x 1, @ est constante :
pour tout x de Jxi; X ii1f , p(x)=ck , ke {0, 1, ..., n-1}.

Remarque :
Si, pour tout ke {0, 1, ..., n—1}, cxest un nombre positif, on dit que la fonction est positive.
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Aire sous la courbe d’une fonction en escalier positive

Définition 2 :
Soit ¢ : [a ; b] - R une fonction en escalier positive.

n-1 b
On définit [ aire sous la courbe de ¢ par le réel Zc ( (X4 —x,) , noté I Q.
a
k=0

C’est la somme des mesures des aires des rectangles situés sous la courbe de ¢ et correspondant
a la subdivision.

Intégrale d’une fonction en escalier

Généralisons la formule précédente a toute fonction en escalier :

b n-i
Nous appellerons « intégrale de ¢ entre a et b » le nombre noté I 1) :Zc (X —x,) .
? k=0

On pourra parler dans ce cas d'aire algébrique.
Aire sous un arc de parabole

Soit fla fonction définie sur [0 ; 1] par f{x) = x*.

La représentation graphique P de fest un arc de parabole. On cherche I’aire de la portion de plan
limitée par I’axe (Ox), P, et les droites d’équation x =0 et x = 1.

Le probléme est moins simple car il ne s’agit plus de calculer I’aire de rectangles. Mais nous
allons essayer de nous y ramener en considérant des subdivisions de I’intervalle [0 ; 1].

Premiére étape : partageons I’intervalle en deux.

. . . A 1 .
Soit ¢ la fonction en escalier prenant méme valeur que fen xp = 0, x; = 3 x2 =1 et qui est

constante sur chacun des intervalles [0 ; %[, [—;— ; 1]. Dessinons les représentations graphiques de f°

et ¢ dans le méme repére :

=

o o o o
oy @O

I
Calculer L Q.
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Deuxi¢me étape : partageons I’intervalle en quatre.

Xy =

®

. . . . . 1
Soit alors la fonction ¢ en escalier qui prend mémes valeurs que fen xo =0, x; = 7

1

2
X3 = 3 et x4 = 1 et qui reste constante sur chacun des intervalles [0 ; —1~[, [l ; l[, [—1— ; —3~[, [i :1].
4 47747272747 4

Voici les représentations graphiques de fet ¢ sur [0 ; 1], @ est un peu plus « proche » de f:

y

H
Calculer : j'oqo.

Continuons, en prenant pour ¢ la fonction en escalier qui prend les mémes valeurs que f aux
1 2 3 n—-1

abscisses xp = 0,x, =—,x, ==,x, =—,...,x, , =——,Xx, =1 et qui reste constante sur les
n n n n
. 1 1 2.2 3 -1
intervalles [0 —[, [~ : <[ [Z: 2] o [ 1] -
n n n non n
y
Al ’
|
y =x?

.

Ao

|
e 4
T
x

=T N
=Y N
S|x.
ir
=]
d
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Pour approcher au mieux I’aire sous la courbe de /', il faudrait une fonction en escalier de
subdivision « trés fine », c’est a dire en » intervalles avec » entier trés grand.
Montrons alors que :

a. Pour tout xde [0; 1], on a fix) ~ ¢(x) :

Soit x un réel quelconque de [0 ; 1[. Il existe & tel que xe {E, k+1[ etl'ona: 0< x-—ﬁ S—1~.
n o on n o n
2
Alors : f{x) = pfx) = x° —(f—) = (x+zc—).(x—£) et 0 <flx) — p(x) < (x+£j(-l-) < £+-k—
n n n nj\n n n?

x k1 . .
—estip, et—<— donc aussi #p. Ceci nous assure f{x) ~ ¢(x) pour tout x dans [0 ; 1].
n n* n

1
b. .[ @ est un réel modéré trés proche d’un réel explicité :
0

[o-S(2 )L gt
k=0

n n =0 6n
(voir a ce propos I’exercice 9 de la legon « Convergence des suites réelles »)
n(n-H2n-1) 1

1 1
- 3 donc : .[)(pz-i

Pour tout » tres grand, on a :

1 ,
Il est alors naturel de prendre 3 pour mesure de I’aire sous la courbe.

Exercice (généralisation) :
On veut déterminer I’aire sous I’arc de parabole y = x%, x € [a; b]. Montrer, en introduisant la

subdivision x, =a+k avec n entier naturel /g et 0 < k < »—1, selon la méme méthode que

n
3 3

plus haut, que cette aire doit étre égale a

Cohérence avec I'aire connue jusqu’ici :

Soit la fonction f définie sur [0 ; 3] par flx) = 2x + 1.
Soit D la représentation graphique de f. i
On cherche a évaluer I’aire « sous la courbe » représentant f.

Le calcul de I'aire grace a la formule de 1’aire du trapeze donne :

A =12

Prenons encore pour ¢ la fonction en escalier qui prend les
. -1
mémes valeurs que faux abscisses 0, l, —2—, —3—.—, "
nnmn n
. -1
constante sur les intervalles [0 ; 1 [, [1;3[, [-2— ; 3[, ..... [n ;
non

,1 et quireste

Le calcul de I'intégrale donne :

333k 182 3 18 (n—1
Iowzz—(27+lJ=—22k+;ZI37.T+3 L

k=01 n” k=0 0 n

qui est trés proche de 12 pour » tg.

On retrouve (heureusement. ..) la valeur de A fournie par la formule traditionnelle.
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LIMITES DE SUITES

Ce chapitre prolonge celui sur la « Convergence des suites réelles » de la partie 1. Pour
des raisons de clarté, nous reprenons son contenu sans les exercices et en le complétant. On
suppose connues les régles de Leibniz et leurs conséquences sur la relation « étre trés proche »
(cf. chapitre « Ordres de grandeur »). On écrit fp pour « trés petit » et g pour « trés grand ».

Dans tout ce chapitre le mot « suite » devra étre considéré comme une abréviation pour
« suite explicitée ». Cette derniére expression signifie que la définition de la suite ne met en jeu
que des éléments dont on peut contrdler qu’ils sont bien les mémes pour tous, et en particulier

cette définition ne peut utiliser des réels tg ou tp : \/5 est précis et objectif en ceci que tous les
individus suffisamment préparés aux mathématiques peuvent s’accorder sur ses propriétés. Un
entier fg n’a pas la méme objectivité : si deux personnes distinctes désignent respectivement par
m et n des entiers fg positifs on ne peut par exemple décider lequel des deux est le plus grand...
La philosophie de cette remarque est la méme que celle présentée par E. BOREL dans son article
« La définition en Mathématiques » (Les Grands courants de la Pensée Mathématique, Cahiers
du Sud 1948, réédité par « Rivages » en 1986). Il va de soi que toutes les suites rencontrées dans
les programmes du lycée sont explicitées.

Pour une suite (u,) telle que précédemment, les valeurs prises aux rangs entiers modérés
sont elles-mémes des réels modérés, mais il est naturel de se demander ce qu’il advient des
valeurs de u, quand n augmente indéfiniment, ce qui en langage des ordres de grandeur signifie
qu’il devient trés grand. Les exemples qui suivent montrent la multiplicité des situations :

Si u, vaut : Pour tout n entier trés grand, on a :
1
Up= = u, ~ 0
n n n
=1y
Uy =+ . Uy ~ N
n-1 1
U, = U, ~ —
" 2n+l )
u, =n upest1g>0
Uy =—n*+n uyesttg <0
u, =(-1)"n uy, n'est ni modéré, ni g >0, ni tg <0

On est ainsi conduit aux définitions suivantes :

Définitions :

La suite (u,) converge vers un réel explicité I, si pour n entier tg > 0 u, ~ I (ce qui implique
qu’alors u, est modéré). On dit que la suite diverge vers + o (respectivement — o) si pour n
entier tg > 0, u, est 1g > 0 (respectivement 1g < 0 ) ce qui exclut qu'elle converge ; de facon
générale on dit que la suite diverge si elle ne converge pas.

Ainsi dans les exemples introductifs les suites indiquées sont-elles respectivement

| . .
convergentes vers 0, \/; —, divergentes vers + o, — o, divergente simplement.

2
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Théoréme 1 :

Si la suite (uy,) est convergente vers un réel explicité I, celui-ci est unique et la suite est bornée
(par un réel explicité).

preuve : On considére I’ensemble / des indices » pour lesquels / — 1 < u, < /+1. Tout entier /g
positif appartient a 1. Soit k un entier tg fixé : si n n’est pas dans 1, n < k et donc N \ 7 contient un
plus grand élément ny. On en déduit que min{uy ; u; ;... u o [ — 1} est un minorant de la suite

A

",

() et que par contre max{uop ; %1 ,....4, ;[ — 1} en est un majorant. Si maintenant on suppose

que [’ est un réel explicité tel que pour » entier tg > 0 on ait u, ~/’, alors/ ~/’d’ou /1" ~0 et
comme / —/’ est explicité, il est nul.

Conséquences : Ce qui précéde permet sans ambiguité d’écrire lim u, = [, + 00, — o0 suivant

n—>+oe
que la suite converge vers | ou diverge vers £ . Ondit quel, + o, — o est la limite de la suite.
Théoréme 2 :
Si la suite (u,) est convergente, pour des entiers naturels m, n trés grands on a [OUJOUrs Uy =~ Vy.
: P &

preuve : si/ est la limite de la suite on peut écrire u,, ~/ et v, ~I pour m, n entiers ig >0 ...

Remarque : Ceci fournit un critére de divergence d’une suite notamment lorsqu’elle est bornée.
Par exemple la suite définie par u, = (—1)" est divergente car si # est un entier fg, il en va de

méme de n+1 et cependant |u,. ) —u,| =2.

Exercice 1 :

Pour » entier > 0 on pose S, =1 +—;— + -;— +...+ l Démontrer que Sy, — S, > %
n

Que peut-on dire de la limite de (S,) ?

Réciproquement, on admet comme une propriété fondamentale de R (complétude) Iénoncé
suivant :

Propriété de Cauchy :

Si (uy) est une suite (explicitée) de nombres réels telle que pour tous entiers naturels m, n tres
grands on ail uy, ~ uy,, alors la suite est convergente.

Remarque : Pour une suite qui ne serait pas « explicitée » la propriété de Cauchy peut étre prise
en défaut : il suffit de penser a une suite constante dont le terme générique serait justement un
nombre réel fg > 0... Cela dit, on sait qu’il n’est pas question de démontrer en classe cette
propriété qui est fondamentale pour le corps des réels, et fausse pour le corps des rationnels,
mais elle se rattache assez bien a la pratique des calculatrices par les éléves : quand ceux-ci
voient I’affichage de leur calculatrice programmable se stabiliser, ils ne voient pas a priori les
termes de la suite s’approcher trés prés de /, mais bien plutét les termes successifs de la suite Etre
mutuellement trés proches - au sens du pouvoir séparateur de la machine - lorsque » augmente, et
c’est alors qu’intervient I’explication théorique a propos de la convergence.

Exercice 2 :

A part les équations polynomiales de degré 1 et 2, ¢t quelques autres ol on a soigneusement
arrangé la présence de « racines évidentes », a part les équations trigonométriques ou la encore
on a organisé la présence des « valeurs remarquables », on ne sait pas en général résoudre de
fagon exacte les équations. E.Galois a montré qu’il était illusoire d’espérer des formules de
résolution générales pour les équations polynomiales de degré supérieur ou égal a 5. De fait la
convergence de suites bien construites et la programmation du calcul des valeurs de leurs termes
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successifs sont la grande méthode de résolution des équations (résolution approchée a la
précision voulue). Trés tot, c’est a dire dés la Premiére, et sans déja connaitre le calcul des
dérivées, on peut fournir des exemples de résolution approchée :
a. Soit fix) = 4x’ + 4x -1 défini pour tout x réel : montrer directement (sans €tude de
variation) que la fonction f'est croissante strictement dans R. En déduire que si I’équation
J(x) = 0 admet une solution, celle ci est unique et comprise entre 0 et 1.
b. Justifier que f{x) = 0 équivaut a g(x) = x ou g(x) est défini par g(x) = Z_(;%r—ls

€. Démontrer que pour x € [0; 1] il en va de méme de g(x) et que pour x, x’ € [0; 1] on
dispose de I’inégalité Ig(x) —g(x’)l < —21—lx »x".

d. Soit la suite » définie par récurrence : uy = 1 et u,+; = g(u,) pour tout entier n > 0.

1 Ly . . A
Montrer que pour » > mona|u, — u,,,l < 2—m et en déduire que si » et m sont des entiers

naturels tg alors uy, = u,.

e. Soit a la limite de la suite » : montrer que o est solution de I’équation g(x) = x et donc
aussi de f{ix) = 0. Donner un rang » a partir duquel on soit siir que u, differe de o de
moins de 10°.

f. Programmer le calcul de la suite u et donner une valeur approchée de o a mieux que 10°.

Théoréme 3 :

Soient (u,) et (v,) des suites réelles telles que la premiére soit croissante, la seconde
décroissante, avec pour chaque entier n, u, < v,,; on suppose de plus que lim (v, — u,) = 0.
N—r+c0

Alors les suites (un) et (va) convergent toutes deux, lim u, = lim v, et cette limite appartient a

n—+on n—r+w

tous les segments [uy, ; v,| (propriété des « segments emboités »).

preuve : Sim, n sont des entiers trés grands avec par exemple m <n, 0 < Uy — Uy < Vg — Uy <V
— Uy, ce qui montre que U, — U, est trés petit et donc selon ’axiome précédent la premiére suite
converge vers un réel explicité /, puis pour » entier trés grand v, ~ u, ~[. Si on suppose qu’il
existe un entier »n tel que v, < /, alors le plus petit d’entre eux »y est un entier explicité : mais
alors pour n entier /g on aura / — v, > [ - v, ce dernier €tant un réel explicité et non-nul ce qui

fait que / — v, ne peut étre fp : absurde. On procede de méme pour établir u, < 1.

Exercice 3 (Méthode de Héron d’Alexandrie) :
1. Pour un rectangle R de longueur L et largeur /, on appelle transformé de R et on désigne

5 A . \ . . + ,
par R le rectangle ayant méme aire et dont I'une des dimensions est £2_1 . Calculer I’autre en

fonction de L et / . Montrer que si on désigne par L et les longueur et largeur de R ona

) ) . ) ~ + , -~ )
nécessairement les relations suivantes: L = —Lz—l et/ < 1 < L < L. Autrement dit le

rectangle transformé est plus proche du format carré que le rectangle dont il est issu et
possede la méme aire que lui.

2. Onsupposeque L=5et/=1.
Dessiner les transformés successifs de R: Ry =R, R, = Ry , R = Ry, R;= R, , avec
précision et I’'un sous I’autre. En convenant de poser pour tout entier naturel n - R,.; = R,

et en convenant de noter L, et /, les longueur et largeur de R,, programmer a la calculatrice le
calcul simultané des deux grandeurs précédentes. Que constatez-vous ?
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3. On suppose maintenant que a est un réel explicité supérieur a 1 et on considére le
rectangle R o L =aet!=1. On met en place les suites (R,), (L), (/;) comme a la question 2.
Montrer que les deux suites (L,) et (/,) satisfont les conditions du théoréme 3. Justifier que
leur limite commune est un nombre x strictement positif et vérifiant x* = a. Quelle propriété
connue vient-on de démontrer pour ¢ > 1 ?
Que dire dans les autres cas ? Justifier que L+ = -%(L,, + -Lq— ).
n

4. Cette partie suppose qu’on ait déja vu la notion de dérivée avec les éleves et qu’ils
sachent mettre les tangentes a une courbe en équation afin de mettre en ceuvre la méthode de
Newton.

a. Représenter la fonction f définie par : f{x) = x* — 5, dans un repére orthonormé d’unité
2 cm. On considére le point Ay d’abscisse S de la courbe représentative : donner 1’équation
de la tangente en A puis la dessiner. Déterminer 1’abscisse d’intersection de cette tangente
avec I’axe Ox et placer le point A; de la courbe situé a la verticale de cette intersection.
Placer le point A, obtenu en réitérant le processus précédent a partir de A; au lieu de Ay, puis
Asz obtenu a partir de A; : qu’en pensez-vous ? En continuant le processus indéfiniment on
construit une suite de points (A,) de la courbe et on note (x,) la suite de leurs abscisses :
préciser la valeur de xg et déterminer 1’expression de x,+; en fonction de x,,.

b. Comparez la suite (x,) a la suite (L,) dans le cas ou @ = 5 : qu’en déduit-on quant a
lim x, ? Programmer la suite (x,) a la calculatrice et comparer la valeur de stabilisation de

n—+w

I’affichage avec celle que fournit la touche \] de la machine. Généraliser en remplagant 5
par un réel strictement positif.

Exercice 4 (approximation de  par la méthode des isopérimétres) :

1. On suppose que P est un polygone régulier de périmétre p et on désigne par c et i les
rayons des cercles circonscrit a, et inscrit dans, ce polygone : 7 étant supposé défini comme
le rapport du périmétre d’un cercle a son diamétre, quel encadrement de © peut-on écrire ?
Que se passe-t-il en particulier sip =2 ?

2. On suppose ici que P est un triangle équilatéral de périmétre p = 2; dessiner la figure
accompagnée des deux cercles et calculer ’encadrement de m auquel on aboutit. Qu’en
pensez-vous ?

3. On recommence mais cette fois avec un hexagone régulier de périmetre 2 : dessin,
encadrement de mt. Que constate-t-on ?

4. Soit O le centre des deux cercles qui correspondent a 1’hexagone précédent dont les
sommets successifs sont notés ABCDEF. On introduit le point I du « petit arc » AB du cercle
circonscrit a I’hexagone et qui partage ce dernier en deux arcs égaux. Soient A’ et A” les
deux milieux des arcs Al et IB. Montrer que si on construit de méme B’, B”, C’, C”, D, D”,
E’, E”, F°, F” on obtient un dodécagone régulier de périmetre 2 et de centre O. Soit H
I’intersection de (AB) et de (Ol), K la projection orthogonale de A’ sur (OI) : calculer
d’abord OK en fonction de OH et Ol, puis utilisant deux méthodes distinctes de calcul du

— — .
produit scalaire OA’. Ol déterminer la longueur OA’ en fonction des longueurs OA et OK.
Calculer les rayons des cercles inscrit et circonscrit correspondant au dodécagone et
déterminer I’encadrement de m qui s’en déduit.

S. On désigne par (P,) la suite de polygones définie comme suit: Py est le triangle
équilatéral de périmétre 2, (P;) I’hexagone régulier de méme périmetre, (P) le dodécagone
régulier construit précédemment et pour chaque polygone de la suite, son suivant est
construit a partir de lui selon le protocole vu a la question 4. On désigne par ¢, et i, les rayons
des cercles circonscrit et inscrit correspondant au polygone P,. On veut calculer (in+1 ; cyr1)
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Intcy
2

Cpal = \/ int1cn. Programmer le calcul simultané de ces deux suites et de leurs inverses a la

calculatrice. Pour quelle valeur de » la machine confond-elle les deux grandeurs -1— et l ?

Cn Iy
Quelle est la valeur approchée de m qu’on obtient a ce moment 1a ? Quel est le nombre de
cotés du polygone correspondant ?

en fonction de (i, ; ¢,) : en utilisant la méthode de la question 4, montrer que ins = et

6. Démontrer que les deux suites (in) et (¢,) satisfont les hypothéses du théoréme 3 (on

. Cn-1—lp. co-1 e ..
prouvera notamment 0 < ¢, — i, < —”42—”—1 < ....< 20,, 0y et préciser leur limite commune.

Méme question pour les suites inverses.
Théoréme 4 :

Soient (u,) et (v,) des suites réelles telles que pour n entier tg > 0 on ait u, < v,
Si limu, =+ on a nécessairement lim v, =+o. De méme si lim v, =—co alors

n—r+ n—+x H—+

lim u, = —o. Siles deux suites convergent respectivement vers l et I’ alors [ < I’

n—+x

Soient (uy), (vn), (Wn) des suites réelles telles que pour n entier tg > 0 on ait les inégalités :
Uy < vy < Wy On suppose que les suites (un) et (w,) convergent vers le méme réel I.
Alors nllﬂia v =1 (« théoréme des gendarmes »).

preuve : En ce qui concerne la premicre partie de 1’énoncé il suffit d’observer qu’un réel
supérieur a un /g positif est lui-méme tg positif et qu’un réel inférieur & un /g négatif a la méme
qualité.

De plus si on a des limites explicitées / et I’ , sous I’hypotheése / > [’ et pour #» entier fg :

Uy — Vo =(Up — D+ =1+ (I’ - vy) qui est la somme de deux fp et d’un entier explicité
strictement positif donc est strictement positif ce qui est absurde.

Quant a la seconde partie on voit que 0 < v, - 4, < w, — u, pour n entier 1g > 0.

Comme alors w, — u, est trés petit, le résultat est acquis.

Indications et correction de certains exercices :

Exercice 1 :

Sy S, = 1 1 1 1

1 . .
+ +...+ — 2 nx—=—. A ce stade on sait que la suite ne peut converger.
n+l n+2 2n 2n

. . n . .
Mais par télescopage, S, — S, = (S 2 =S, )Z 5 et ainsi pour m entier tg > 0 S, est 1g > 0 car
du fait que la suite est croissante, il est plus grand que tous les S, avec n modére, et donc que

tous les g correspondants.

Exercice 2 :
11 1 x|

i 11
4l +1 x2+1) 4 +1)x?+1

c. 'g(x) - g(x'){ = ), donc :

lg(x) - g(x")] < -}‘-}x'2 —x2| = i—‘x'—xﬂx'—x] < —lz—}x'—x] sous I’hypotheése x, x ' e [0 ; 1].

1

1 1
2

d. Si}’l27‘71.,|7fln“uml< 22

a-m

_un—l —_um-l‘ < un~2 —'um»2\ < —uOI <
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Exercice 3 :

1. L’autre dimension de R est %éli qui est inférieur ou égal a -L-zﬂ en vertu de I’inégalité

4L1 < (L +1)* qui découle elle-méme de 0 <(L—/)*. Donc L et I sont définies respectivement

par izLTH et [ =f—ul. [L.a moyenne L—2+—l est comprise entre les nombres L, / et ainsi
+

211 _ L x [ > [ ce qui achéve la preuve de I<i<L<L.

L+l L+I

2
3. Les inégalités précédentes justifient que [/, </ <L
L+, L, +1 / L -1,

=Ty < ~] =

n+l 2 n+l 2 n 2

5 = Lo - lo : : L
Dou0O<L -I < ———2—"— qui montre que pour » entier naturel tg ona L, — [, ~ 0. Le théoréme 3

<L, et de plus

n+l

L. -1

n+l

s’applique donc et si @ est la limite commune de ces deux suites on obtient que @ > 0, mais de
plus I’égalité L,l, = a montre que @ = a. On a ainsi démontré I’existence de la racine carrée
pour un réel @ (@ > 1 -mais on s’ affranchit aisément de cette restriction).

4. L’équation de la tangente a la courbe en son point d’abscisse x, est donnée par la formule :

Y =J(xn)(x - Xn) + fXn).
Cela donne pour abscisse de son intersection avec ’axe Ox la valeur x,,, =

B f(xn)
f'(x,)

remarquant que le nombre dérivé f(x,) # 0 du fait que x, > 0. Ceci est la formule récurrente
générale de la méthode de Newton, qui s’actualise dans notre cas particulier en

2
x =2 +> =l(xn +—5—) a comparer a la formule L =%(Ln +Lij ouon feraa =5 : avec

+x, en

n+t n+i
2x, 2 x

n
la méme initialisation les deux suites coincideront...

n

Exercic.e 4 L . N ‘ '
4. Utiliser OA’. OI =0A’.0A’ = OK. OI d’ou OA™” = OIL.OK, tandis que par ailleurs ona K

milieu de [1 ; H] d’otl OK = Q—Hzi@.

5. Les mémes relations s’obtiennent dans le passage du rang » au rang n + 1 ce qui donne les

i +c¢
n n — /s
et cr7+l - ln+]cn

6. Les méthodes sont analogues a celles de I’exercice 3.

relations 7,,, =
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LIMITES DE FONCTIONS

Dans ce qui suit les fonctions seront toujours des fonctions explicitées dans le méme sens
que ce qui a été vu pour les suites, ¢’est-a-dire que leur définition ne fait appel qu’a des réels
eux-mémes explicités ; par exemple si une telle fonction est définie sur un intervalle, les bornes
de celui-ci seront des réels explicités ou bien + c. Une version économique en explications, et
qui pourrait s’adresser a des éléves mal & I'aise dans les subtilités de I'explicité, serait de dire
quon ne s’intéresse qu’aux fonctions qui se construisent a partir des fonctions de base:
puissances, racine carrée, sinus, cosinus, valeur absolue... par les seules opérations usuelles et la
composition. Quoiqu’il en soit, toutes les fonctions des programmes du lycée sont explicitées...

Définitions

Limite d’une fonction

Soit fune fonction, 4 une partie de R incluse dans I’ensemble de définition de f, @ un réel
explicité ou bien encore a = + . 11 s’agit de préciser ce qu’il peut advenir des valeurs de f(x)
lorsque la variable x est « voisine » de a tout en restant dans 4.

On dira que x est voisin de a si a est un réel explicité et que x ~a, ou bien si a = + o et
que x est trés grand positif, ou bien finalement si a = — oo et que x est trés grand négatif.

Pour que la question précédente se pose, il faut évidemment que ’ensemble 4 contienne
des valeurs qui soient voisines de a au sens précédent. Dans ces conditions, / étant un réel
explicité ou encore + oo, on dira que f{x) tend vers / lorsque x tend vers a en restant dans A4 si
pour tout réel x de A4 qui soit voisin de a, f{x) est voisin de /. On montre comme dans le cas des
suites que lorsqu’une telle situation se présente, / est unique ce qui permet de le noter
[ =1lim f(x).

x—ra
xeAd

Continuité

Plus particuliérement si dans la situation précédente a € A alors [ = fla) car il s’agit de
deux réels explicités qui sont trés proches I'un de I'autre. On dit alors que la fonction est
continue en a. Si la fonction est continue en tout réel explicité de 4, on dit qu’elle est continue
dans A.

Exemples :

Des formules de Leibniz on déduit immédiatement -1a encore les théorémes du type
limites et opérations sont superflus, mais aisés a justifier- que si :

. .1
+ o0 (qu’on écrit encore lim — = +o0) et
0" x

1. A=1]0;+ oof et flx) = —, alors lirr(l)f(x)

xeA

o =

lim f(x)=0.
ed

2. A =] o0 0f et fix) = % alorslim /(x) = ~ @ (ou Llfﬁlﬁl?:_w) et lim f(x)=0.
xeA xeA

On remarque qu’ici le symbole lin}) f(x) n’a tout simplement aucun sens si 4 = R’, mais
x>
xeA
lorsqu’il n’y a pas de risque d’ambiguité, 'usage est d’omettre 4 dans I'écriture du
symbole.
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3. A=[0;+w[etflx)= \/;, alors lin?) f(x) =0car si L était modéré, il en irait de méme

\/)_c

1V . \ . . . .
de (TJ et x ne serait pas trés petit. De plus im f{x) = + oo car si \/;c est modéré, son
X X+

carré I’est aussi. En utilisant I'inégalité l\/)_c —\/c_1| <A\ ”x —al par exemple, on obtient
que pour a explicité : lim Jx=4a.

x—a

Exercices

. .1 , : . :
1. Que dire de sin— pour x ~ 0 ? (¢f [’exercice 2 du chapitre « Convergence des suites
. :

, . . . !
réelles »). Déterminer lim xsin —.

x>0 X
2. Calculer:
x+sinx x™ -1
lim ; = : Im ou m, n sont des entiers naturels donnés;
x>~ lx‘+1 x40 X+COSX L |
\/;~2 ) x+1 ) \/;—1 L x . 2x3—x2—1. . 2xt—x-1

im ; lim ;lim ———; lim —: IIm — ; lim — —
x4 x._4 x-»-1 Ix2__1 x>l \/x2_1 xﬂ()x{,‘xt x->1 x“+x...2 x>0 xS oy — 7

3 ; | u, est un réel explicité¢ > -2
. On définit par récurrence la suite (u,) par
" U, =+2+u,

a. Représenter la fonction x — /2 + x ainsi que la droite d’équation y = x et utiliser ces
représentations pour construire géométriquement les points de Ox d’abscisses ui, u2, u3, us...
avece Uy 3—1, Up =2, Uy = 7.

b. Que peut-on conjecturer quant a la monotonie de la suite u pour ces divers choix de la
valeur initiale en examinant les constructions précédentes ? Démontrer ces conjectures.

¢. Démontrer que quel que soit le choix de la valeur initiale on dispose de I'inégalité :

Ups | ——2| < % Uy -—2! pour tout entier naturel n. Qu’en déduit-on du point de vue de la

convergence de la suite u ?

4. On sait que pour tout réel x il existe un unique entier n tel que n < x < n+1 et qu’on
appelle partie entiére de x, notée E(x) ou encore [x]. Ceci est une conséquence de ce que la suite
des entiers naturels dans R n’est pas majorée (on dit que R est archimédien) -propriété qui
n’est pas a démontrer : ¢’est un des axiomes de R qui joint a 'axiome de Cauchy caractérise R
parmi fous les corps ordonnés. Cette fonction est l'occasion de présenter aux éléves des
fonctions en escaliers mais aussi de construire des fonctions qui soient périodiques sans étre
d’origine trigonométrique, tout cela avec des phénoménes naturels de discontinuité...

a. Donner un exemple de valeurs x, y telles que E(x+y) # E(x) + E(y). Montrer que par
contre on a toujours E(x + 1) = E(x) + 1. En déduire que la « courbe » d’équation y = E(x) est

invariante par translation de vecteur (1] . Comment peut-on déduire le tracé complet de la
courbe a partir des valeurs prises entre 0 et 1 ? Faire le dessin.
b. Déterminer lim E(x) et lim E(x). En quels points a de R a-t-on E(a) = Iim E(x) ?
x—2 x—2" x—a

xeR
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¢. Quels sont ceux ou F est discontinue ? Que se passe t-il du point de vue graphique en
un point de discontinuité ?
d. Représenter graphiquement la fonction x — x — E(x) aprés avoir établi qu’elle était de

période 1. Représenter de méme x — (x — E(x))* et x — ——g-(— Préciser le comportement des
x—E(x

fonctions a droite et a gauche des points de discontinuité.

e. Montrer que la fonction x — E(x) +\/x — E(x) est continue partout et la représenter.

f. Prouver que pour tout x réel : £( %) + E( %1—) = E(x).

n k
g. En utilisant E( 5—;—1—) = E(x) - E( % ), déduire une autre écriture de S, = ZE(X *2 J

k+1
o\ 2

ou x est un réel fixé et » un entier naturel. Donner lim §, en distinguant les cas x > 0 et x <0.

H—»%

5. La « définition » des fonctions trigonométriques par « enroulement » de la droite x =1
sur le cercle unité centré a l’origine améne a considérer que cosinus el sinus sont continues en
tout réel explicité. C’est ce qu’on suppose dans la suite :

. sinx . . (-
a. Pour x réel, x # 0 on pose flx) = — . Montrer que la fonction f est paire et vérifie
x
I'inégalité flx) < — . Interpréter graphiquement ces résultats en utilisant notamment les deux
x|

hyperboles d’équations y = 1 et y = _—1 Préciser les points de contacts entre la courbe
X x

représentant f et chacune des deux hyperboles d’une part, ’axe des abscisses d’autre part.

On veut déterminer le comportement de f au voisinage de 0. Soit x € 10 ; —723[ et M le point du

cercle trigonométrique associé a x, 4 celui qui est associé a 0. La droite (OM) recoupe la droite
d’équationx =1 en N.

En considérant les aires des triangles O4AM, OAN et celle du secteur circulaire OAM montrer que
siny < x < tanx, puis que cosx < f{x) < 1. Montrer que pour x 20, 1 — f{x) ~0 et en déduire
lxlirtl) f(x). Comment peut-on en déduire directement £1$ f(x)?

k4
a0y vel-"0f
3

Quelle est la signification graphique du résultat ? (On remarquera qu’ici on peut écrire sans

ambiguité lim MY _g , 4 la différence de ce qui a été vu dans ’exemple 2).

x>0 X
Donner I’allure de la courbe de f en liaison avec les deux hyperboles et en tenant compte de
I’étude au voisinage de 0.

b. Utiliser le résultat précédent pour calculer :
. sin3x . sin5x ) 3x . l—cosx . L1 . .1
lim — ; lim ; hm— ; lm——— ; lim xsin— ; lim xsin—
-0 g1n 2x =0 tan 2x x=0 gin 6x x—=0 X X0 X X X

et pour x réel explicité non multiple de = et » entier naturel :

. X X x . . . .
lim (cosxcosacosz....cos—i—;) (on pourra utiliser la formule sin2a = 2sinacosa).

X—+0
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a. Soith=0eta=~1+h.

Justifier que @ ~ 1. On pose £= a —1. Montrer que && + 2) = h et en déduire que & = h( —;— + tp).

Ainsi dans la suite on utilisera : pour 4 ~0,\/1 +h=1+ %h + hxtp.

Ecrire une égalité analogue pour \/4 + h avec h = 0.

b. Déterminer en utilisant la méthode précédente lim Viex e1-2x -4 -5 .
=0 242x—42-3x

, ) VX x4l =X —x+1
¢. Déterminer lim }
Ao x+x+1

d. Soit flx) = \/x* + x. Préciser son ensemble de définition et montrer que la courbe
représentative en repere orthonormé admet un axe de symétrie. Montrer que pour x fg > 0 on
dispose d’une égalité du type f(x) = ax + b +& avec £ ~0 ; préciser le signe de ¢ et la signification
graphique de ce qui précéde. Faire le dessin.

Théoreme 1:

o g -~ . sinx
On a vu I'usage des encadrements pour étudier la limite en 0 de la fonction x — —— et
x

on dispose pour les fonctions d’un analogue du théoréme vu pour les suites et dont la preuve est
identique :

On suppose que pour x voisin de a : f(x) < g(x) , alors si lim f(x)=+©, on a aussi
Xa

lim g(x) = +o0, fandis que si lim g(x) =—-w, on a aussi lim f(x)=—co. Silim f(x)=[€ R et si
limg(x)=0"e R, alors I < I'.

Si pour x voisin de a : f(x) < g(x) < h(x) et si li_m f(x)= 11m hix)=1 € R, alors lim g(x)=1

(« théoréme des gendarmes »).

Exercice 7

en utilisant le « théoréme des gendarmes ».
x—0 2x X—+o0 X

. . 1 . .
Déterminer lim xE(—) ainsi que lim Ex)

Théoreme 2 :

Le résultat suivant fait la connexion entre limite de suite et limite de fonction. Sa
réciproque est vraie, méme si peu utilisée dans la pratique, ce qui fait qu’une présentation
alternative de la question pourrait définir le concept de limite de fonction en le ramenant a celui
de limite de suite supposé déja connu. Réciproquement, en supposant connu le concept de limite
de fonction, on peut évidemment introduire le concept de limite de suite en considérant que
celle-ci est une fonction dont I’ensemble de départ est N : dualité du continu et du discret....

En tout cas le contenu du théoréme est a corréler a la pratique des éléves qui pour
conjecturer a propos du comportement de f{x) pour x ~ a, utilisent la calculatrice en examinant
les valeurs prises successivement par f(x) en des x de plus en plus proches de «...

51 Limites de fonctions



Soit f: A4 — R. On suppose quelim f(x)=1. Pour toute suite (x,) de points de A

admettant | pour limite on peut écrire : lim f(x,)=1.
>0

preuve : si »n est un entier naturel fg, x, est trés proche de a et x, € A, d’ou f{x,) est trés proche
de L

Exercice 8

a. Démontrer que les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limites en + co a I'aide du
théoréme 6 et de I’exercice 2 du chapitre « convergence des suites réelles ».

b. Le démontrer directement & partir de I'unicité de la limite et de la périodicité.

c. Généraliser aux fonctions périodiques.
Théoréeme 3 (« des valeurs intermédiaires ») :
Soitf: [a; b] — R continue en tout point explicité de [a ; b]. Si | est un réel explicité
compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) =1 admet au moins une solution dans [a ; b].

preuve : en posant g(x) =/ —f{x) on explicite une fonction continue dans |a ; b].

Elle vérifie g(a).g(b) < 0 et il s’agit de prouver qu’elle s’annule dans cet intervalle. On définit
par dichotomie deux suites (a,) et (b,) de I'intervalle [a ; b] :

Tout d’abord on pose ag = a, by = b. Si on suppose a,-; et b, définis avec a,-1 < b, et

2(an-1).g(bn-1) < 0, alors g(an-1).g( M) < 0 ou g(bu-1)g( ai'gﬂi) < 0. Dans le premier

2
cas on pose d, = day- €t b, = gﬂ:’—éﬁ”—l , et dans le second : a, = An=t byt etb,=b,_.
Onobtient a, | < a, < b, < by1.
De plus g(a,).g(b,) < 0 dans tous les cas et b, — a, < ZH;& <...< in ce qui montre que

les suites satisfont les hypothéses du théoréme 3. Leur limite commune @ vérifie grice aux
théorémes 4 et 6 :

g(w).g(w)= lim g(a,)g(b,) <0, douen fait g(w)* =0 et g(w) =0... CQFD.

Remarques :

a. La preuve fait fonctionner la dichotomie qui est une méthode simple et utile et surtout
montre bien en quoi les suites sont la grande méthode de résolution des équations. De plus elle
est constructive en ce qu’elle donne un algorithme programmable avec boucle et test
conformément aux recommandations des nouveaux programmes.

b. Cette méme méthode permet de démontrer I’inégalité des accroissements finis dés qu” on
aura introduit la notion de dérivée, d’ou on tirera ensuite le théoréme faisant le lien entre signe
de la dérivée sur un intervalle et sens de variation de la fonction (faire m = 0 puis M = 0 dans
I’énoncé ci-apres).

En effet :
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Inégalité des accroissements finis :

Soit  f une fonction explicitée dérivable dans un intervalle I, m et M des constantes
explicitées telles que pour tous x de I on ait m < f’(x) < M. Alors pour a <b dans I (explicités) :
m(b —a) < f(b) —fla) < M(b —a).

En particulier si ’f’(x)l < k pour tousaetbde I : lf(a) —f(b)l < k1a -b].

preuve : On observe tout d’abord que si dans un repére donné on considére des points 4, B, C
tels que I’abscisse de C soit comprise entre celles de A et de B, alors I’'une des pentes de (4C) et
(CB) est supérieure ou égale a celle de (4B) et I'autre est inférieure ou égale a celle de (4B).
Ainsi on prend pour 4 et B les points de la courbe de fayant pour abscisses respectives a et b et
on raisonne par ’absurde en supposant que la pente de (4B) est strictement supérieure & M.

C désignant le point de la courbe d’abscisse moyenne de a et b, si la pente de (AC) est plus
grande que celle de (4B) on pose 4| = A, By = B, tandis que sinon on convient de poser 4, =C,
B] :B.

Dans les deux cas les abscisses a; et by vérifient a< a; < by < b avec de plus b; — a; = Z)_;_q et

pente(ABy) > pente(AB). En réitérant le processus précédent a partir de 4, et By on construit une
suite (4,) de points de la courbe dont les abscisses a, sont croissantes, une suite (B,) de points de
bn—l ;an—-l : de
plus la suite des pentes des droites(4,B,) est croissante et est minorée par celle de (4B).

Les suites (ay,) et (b,) vérifient les hypotheses du théoréme 3 (intervalles emboités) et convergent
donc vers un réel w qui satisfait pour tout entier n : a, < w < b,. Appelons Q le point de la
courbe d’abscisse correspondante et pour chaque # soit P, celui des points 4,, B, tel que la droite
qui le joint & Q soit de pente la plus grande. Alors la pente de (QP,) est au moins égale a celle de
(A,By,) pour chaque # et a fortiori a celle de (4B) ce qui s’écrit :

f&x)=f(@) b))~ fa,) f(b)-f(a)

la courbe dont les abscisses b, sont décroissantes avec: a, < b, et aussi b, — a, =

ou x, désigne I’abscisse de P,. En passant a la

X, @ b,-a,  b-a
limite, selon les théoréemes 4 et 6 1l vient ;
fMw)= I%Ql > M ce qui est absurde. On procederait de méme pour assurer I’autre
inégalité.
Exercices

9. Démontrer la convergence de la suite définie par uy = 100 et u, =7 + cos( % ).

On introduira la fonction f* définie par f{x) = n+cos( %) et on cherchera une solution évidente de
I’équation f(x) = x.

10. Résolution de I’équation cosx = x
a. Montrer que si ’équation cosx = x admet une solution, celle-ci est nécessairement
comprise entre 0 et 1. En utilisant la variation de la fonction f{x) = x — cosx, x € [0 ; 1], justifier

’existence d’ une solution (théoréme des « valeurs intermédiaires ») et que celle-ci est unique.

On la notera w dans la suite ; montrer que w € [—é— ; 1.

b. Imiter la preuve du théoréme des « valeurs intermédiaires » pour élaborer un
programme de calcul approché de @ par dichotomie. Combien faut-il de tours de programme de
votre calculatrice pour stabiliser I’affichage de celle-ci ?
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c. Représenter dans le méme repére les courbes d’équations y = cosx, y = x.

d. On définit la suite (u,) par up = 1 et u,+; = cos u,. Utiliser les graphes précédents
pour construire géométriquement les points d’abscisses u, ua, u3, us,... sur ’'axe Ox. Que se
passe-t-il en poursuivant cette construction ?

e. Démontrer que pour x € [% ; 1] on a aussi f(x) € [% ] et | f (x)l 0,9. Prouver

alors que tous les termes de la suite u sont dans cet intervalle et que |u,.; — a)l < 107 °. Montrer

que la suite (u,) converge vers w.

f. Donner un rang » pour lequel on soit sir que |u, — a)l < 10™ °. Programmer le

calcul de la suite (#,) a la machine et donner la solution de I’équation x = cosx a 10" ° pres.
g. Comparer les performances des deux démarches de calcul approché de w.

11. Soit f une fonction continue de [a ; b] dans lui-méme. Montrer que f{x) = x possede au
moins une solution (« point fixe de f'»).
Montrer que si une suite (u,) de [a; b] satisfait la relation de récurrence u,+; = flu,) et qu’elle
converge alors sa limite est un point fixe de f.

Indications et corrigés de certains exercices :

Exercice 1:

Pour # entier naturel tg, x = — = 0.

1
n
| . .. . .. A . . .
Si sin— avait une limite en 0, il en irait de méme de la suite (sin #) ce qui est absurde
X
(cf. exercice 2, legon « Convergence des suites réelles »).

Par contre pour x = 0, xsin 1 produit d’un #p et d’un modéré est ip.
X

Exercice 4 :
x+1

g. Les deux membres de 1’égalité E(g) + E( ) = E(x) coincident sur I’intervalle [0 ; 1] et

satisfont tous deux I’égalité fonctionnelle f{x + 1) = fix) + 1, donc coincident partout. On a alors :

X
" +1

x+2° ok R kRN X ) _ X
> “ZE( ] 255 "ZE(J E(z} £ E(zj

Pour # entier 1g > 0, EL ~ () avec le signe de x, donc on obtient que six > 0 alors S, ~ E(x),

tandis que dans le cas contraire S, ~ E(x) + 1.

Exercice 5 :
. l-cosx . l-cos’x
b. lim — =lim =
0 x” 0 1 +cosx
Pour ntg :
X .X X
. . sin sin . . .
x X X sin2x sinx ) plkal sin 2x sin2x 9~ sin 2x
cosx.cos—z-.cosz..‘coszn :2 —. . . = = e ~ 5
Sinx ~ . X . X . X .X x . X X
2sin” 2sin”  2sin ~ 2"'sin © sin ~
2 4 2 2 2
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Exercice 6 :

a. h=0et az\/l +hdonc(a—1)(a+1)=het a—1 =L1. Comme a+ 1 > 1, il n’est pas
a+

treés petit et donc @ — 1 = 0 car il est produit d’un trés petit par un modéré.

&e+ 2) = h est une rééeriture de (@ — 1)(a + 1) = h et comme ¢ = 0, des régles connues il

! -—1-+t uis € = i =h l+t
ci2 2 TP cv2 2 7)
A _ _ h h h
De méme si #= 0 alors\/4 + h=2 1+Z:2(1+§+tp)=2+z+h.tp.

découle

b. Avec x = 0, selon la méthode précédente :

1+1x+xt +(1—x+xt )—21—3x+xt
rx+dl-2x-a-3x (2777 5 gt P

N2+2x —2-3x ﬁ(1+;x+x1p]—\/§(l—3x+xip)

1 1
— X + X.4 + 1,
4 P 4P ]

V2 V2
4 ' 4
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AIRES ET INTEGRALES

Introduction

Dans le plan usuel on sait mesurer laire de certaines figures : cela signifie qu’on associe
a ces figures un nombre réel positif qui est supposé dire de chacune d’elles qu’elle est
équivalente du point de vue de son étendue a un certain nombre de fois un certain carré pris
comme référence.

Ceci conduit a définir ’aire d’un rectangle comme le produit de sa longueur et de sa
largeur, 1'unité de longueur utilisée étant justement la longueur du c6té du carré pris comme
unité d’aire. Le segment est assimilé & un rectangle de largeur nulle et de ce fait son aire est 0.
On pose que l’aire posséde une propriété d’additivité : des figures disjointes étant données
d’aires respectives a et a’, la figure réunion des deux est d’aire a + a’. Partant de 12 on est amene
a calculer I’aire d’un triangle en le dédoublant par symétrie par rapport au milieu d’un de ses
cOtés et donc a évaluer aire d’un parallélogramme qui lui-méme, par découpage et recollement,
est équivalent a un rectangle. On obtient ainsi la formule usuelle qui donne I’aire du triangle par
le demi-produit de la base et de la hauteur et celle du trapéze s’obtient de manicre analogue. Le
disque posséde lui aussi une aire qui est apprise trés tot mais dont la justification n’est possible
qu’en classe de premiére ou de terminale. Plus généralement dans cette derniere classe on
s’attache a mesurer « I’aire sous une courbe », ¢’est a dire que pour une courbe représentant une
fonction positive f définie sur un intervalle [a ; b] dans un repére orthonormé, on s’intéresse a

a<x<bh

0<y< f(x)
Le premier probléme est que, pour I'instant, on n’a donné de la notion d’aire qu’une
approche assez intuitive qu’il s’agira de préciser.

I’aire du domaine formé des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient :

Définition 1 :

Soit une fonction en escaliers f définie sur un intervalle [a ; b], positive : il existe une
subdivision de [a ; b] a savoir xp =a <xy <x; <x3 .. <x, = b, telle que sur chaque intervalle
ouvert Jx; x;:;[ la fonction prenne une valeur constante c;. Le domaine sous la courbe apparait
comme une réunion de rectangles de base (x;.) —x;) et de hauteur c;. Ces rectangles ne sont pas

disjoints, mais un segment étant d'aire nulle on est amené a définir [’aire sous la courbe par la
J=n-1

b
formule ZCJ(X]H“X]) qu’on notera _[ f (lire intégrale de a a b de f).
7=0 a

Plus généralement pour une fonction en escalier de signe arbitraire on continue de noter
b J=n-1
L f = Zc,(xm—xj) qui cette fois s’interpréte comme une « aire algébrique » c’est a dire que
/=0
sont comptées positivement les aires des rectangles situés au dessus de I'axe des abscisses,
négativement les autres.
(On remarquera que dans ce qui précéde, fn’est pas a priori supposée explicitée.)

Exercices

1. Calcul de Paire sous la courbe de fou fest définie sur [0 ; 1] par Aix) = X

a. Dessiner la courbe représentant f en repére orthonormé avec unité graphique égale a
10 cm. Que représente géométriquement I'intégrale a calculer ? Introduire une fonction en
escalier ¢ selon le procédé vu dans la legon « Aire sous une courbe » du chapitre [.

k=n
b. On a besoin de connaitre la formule de calcul de Zk’. On va procéder selon la
k=0

méthode inventée par Al Karagi (mathématicien persan du XI™ siécle) : on considére deux
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demi-droites Ox et Oy perpendiculaires et pour chaque entier » on convient de noter A, et B, les
points de Ox et Oy respectivement tels que OA, = OB, =1+ 2+ 3 +...+ n. On note C, le point tel
que OA,CyB, soit un carré. Pour n >1 calculer laire de la figure délimitée par le polygone
AniAnCiBi. By Ch1 Ay En déduire le résultat, puis déterminer 1aire cherchée.

2. On considére la “courbe” d’équation y = 2x — 1 pour x dans [1; 3]. Calculer directement
I'aire sous la courbe puis selon la méthode vue dans la legon « Aire sous une courbe ».
Commenter.

Les exercices précédents conduisent a définir I’aire sous la courbe d’une fonction positive
explicitée définie sur un intervalle [a ; b] comme étant -5’1l existe- un réel explicité trés proche

b
de I @ ou g est elle-méme une fonction en escalier vérifiant pour tout x de [a ; b], f(x) = ¢(x).

Pour qu’elle soit consistante, cette définition nécessite le lemme suivant :

Lemme : Si ¢ et y sont des fonctions en escaliers définies sur un intervalle [a ; b], telles que

pour tout x de [a ; b], on ait p(x) ~ y(x), alors rqp = _[bl// .

preuve : Il est immédiat de voir qu’on ne modifie pas I’intégrale d’une fonction en escalier en
introduisant un point de subdivision supplémentaire et du coup un nombre fini de points
supplémentaires ; il s’agit 1a simplement de la distributivité de la multiplication par rapport a
I’addition. Ceci permet de supposer que pour les deux fonctions on utilise une méme
subdivision :

Xo=a <xy) Sx;<x3... <x,=b,

Soient ¢; la valeur de ¢ sur ]x;; x;.4[ et ¢; + & avec &~ 0 celle de w:

Jj=n- Jj=n- J=n=1

i 1
Ijgochj(xjH —x,) et Lbl//=2(cj +&)(x,, ——xj)::_[fgp +Z:gj(xj+I -X,).
Jj=0 j=0 J=0

Mais si u et v désignent respectivement le plus petit et le plus grand des &, on a:
J=n_l J=n_1

u(b—a) < ZEJ(X}H“X])SV(})—CI) ce qui montre que Zg,(xm—x,) est tres petit.
J=0 J=0

Définition 2 :
Soit une fonction f définie sur un intervalle[a ; b].

b
On dit qu’elle est intégrable s’il existe un réel explicité trés proche de I @ ou @ est une fonction
a

en escalier vérifiant pour tout x de [a ; b], f(x) ~ ¢(x). Dans ces conditions ce réel est unique et
b
s appelle intégrale de f sur le segment [a ; b]. On le désigne par j I

Lorsque la fonction f est positive dans [a; b] -et seulement dans ce cas- cette intégrale
s'inferpréte comme étant ['aire sous la courbe représentant f en repére orthonormé.

Théoréme 1 :
Soit f une fonction explicitée définie sur [a ; b]. Si, pour tous x et x’ € [a ; b] tels que x =x’, on a
J(x) =f{x’), alors il existe une fonction en escalier ¢ telle que @p(x) =~ f(x) pour tout x de [a; b] et
que qu S0it modéré.
1l en résulte que si l'on admet que pour tout réel modéré il existe un réel explicité qui lui soit trés
proche, la fonction f est intégrable (notons aussi qu’on exige plus que la continuité en tout point

explicité de [’intervalle, mais voir pour ces questions le chapitre intitulé « Plus loin avec
['ombre »).
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—d s Lo
comme nous I’avons déja
n

fait (partie I, legon « Aire sous une courbe ») pour 0 < k& <n. On définit la fonction en escalier ¢
qui coincide avec f aux points de la subdivision et qui est constante sur les intervalles |xx ; xx+1][.
Alors pour chaque x € [a; b ¢(x) = @(xx) = fixi) =f(x). En b on a ¢(b) = f(b). 1l reste & montrer

que _[(0 est bien modéré. Soit M = max f(x,)etm= mln f(x,() Alors m < ¢(x) < M, de sorte

preuve : soit » un entier naturel trés grand et posons x, =a+k

que m(b —a) < _[(0 < M(b — a). 1l suffit donc de montrer que m et M sont modérés. Supposons
par exemple M tg positif. Pour chaque entier j tel que fla) +j <M —1,ie. j< M- 1 — fla),
notons k; le plus grand entier < » tel que S )< fla)+ ). Alors fa)+ )< flxy, )= f(x).
I1 en résulte que f(x,() )= fla)+j. Mais alors f(x, )-f(x,)~1etcomme x, >x, ,onen

déduit que b — a est supérieur a la somme d’un nombre tres grand de réels trés proches de 1. Ceci
contredit le fait que « et b sont explicités. Ainsi M et, pour un motif analogue, m, sont modérés.

Remarques :

a Les fonctions polynémes satisfont cette condition dans tout intervalle fermé borné par
application des regles de Leibniz et compte tenu que les éléments d’un segment sont modérés.

o La fonction valeur absolue en vertu de ce que “xl —'x'” < ‘x - x'} satisfait cette condition
dans R tout entier
o La fonction ‘/— en vertu de 'f Vx| < } x x| la vérifie dans [0 ; +oo.

. . sin(x + A) = sin xcosh + sin Acosx
o En utilisant les développements . ) pour h =0, on
cos(x + h) = cosxcosh —sin xsin h

voit que les fonctions sinus et cosinus satisfont cette condition dans R.

0 Sous les hypothéses du théoreme 1 la preuve montre que :

(1): Lbf = lim [ Zf( J] de sorte que :

n—r+mw =0

n-1
(2): bl _[b f = lim (lz f( +kb—aj] qui fait apparaitre le premier membre
._a a sl n =0 n

comme la limite des moyennes arithmétiques des valeurs de la fonction en des points
régulierement espacés de 'intervalle de départ et qui fait qu’on ’appelle valeur moyenne de la
fonction sur I'intervalle.

n-1

0 Sion revient sur la formule (1) on voit que _[ S = lim [Z fx, )dxkj ou les x; sont les

points de subdivision et ou dxx = x4+; — xi est la différence entre deux abscisses consécutives de

b
cette subdivision, autrement dit : _[ f= Zf (x)dx| ou la somme est étendue a un trés grand
a

b
nombre de termes, les dx étant tres petits. Pour rappeler ce phénomeéne on écrit _[ f(x)dx| au lieu
a

de J‘bf, ce qui a I’avantage, de plus, de désigner la variable lorsque la fonction utilise des

parametres.
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. - ! 1 b b -a’ . .
Ainsi on écrira : JO x2dx =§, J x2dx =7 (chapitre I, legon « aire sous une courbe »),
a

l 1 . . i fr .
jo x'dx = 7 (ex.1 ci-dessus), tandis que la notation jo costx.dx permet de savoir que x est la

variable et ¢ le paramétre.

Théoréme 2 :
Soient deux fonctions f et g intégrables sur un intervalle [a ; b]. Alors :

. b b b
(i) f+ g est intégrable et J f+g= J f+j g.
(ii) A désignant une constante, Af est intégrable et Jbl.f =A. be )

(iii) si pour tout x de [a ; b], f(x) <g(x), alors be < Jbg.

preuves :

(i) soient ¢ et y deux fonction en escaliers définies sur [a ; b] qui sont trés proches de f
et de g en tout point de I’intervalle. Leur somme est une fonction en escalier tres

. b b b b .
proche en tout point de f + g Comme jgpzj f et que jx//zj g on a aussi

b b b b
J o+ J W “J‘ f+ J g ce dernier étant un réel explicité, en tant que somme de deux

réels explicités. Mais il est immédiat de voir en se ramenant a une subdivision

b b b
commune et par distributivité que J o+ J W z.f (p+w).

(ii) La preuve de (ii) est du méme tonneau.

(iii) Quant a (iii) on traite d’abord le cas des fonctions en escaliers pour lesquelles il
s’agit de la sommation membre a membre d’inégalités de méme sens en nombre fini ;

. . . b b . b b . , o e,
ensuite si on avait J f> J g, la soustraction J f- J g serait un réel explicité > 0
a a a a

b b
donc non fp mais trés proche de j Q- j w <0 ce quiest absurde.

Remarque :

le (iii) garantit que si f, fonction définie sur un intervalle [a ; b], est explicitée et positive, alors
son intégrale est positive ce qui est plutdt rassurant pour un nombre qui mesure une surface du

b b b
plan ! De plus dans le cas général de ce (iii) la soustraction J g - J f= J g — [ apparait, elle

aussi, comme une aire : quitte a prendre une nouvelle origine, ce qui revient a ajouter une méme
constante aux deux fonctions et ne modifie pas leur différence, on peut supposer que les deux
courbes sont au dessus de I’axe des abscisses et le principe d’additivité des aires montre que

a<x<h

f)<y<g)
I1 faut noter que la possibilité d’un tel changement d’origine est conséquence du fait que les
fonctions f et g sont bornées sur [a ; b].

b b . e
J g- J f est I'aire du domaine caractérisé par {
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Propriété :
Soit une fonction f explicitée, définie sur [a ; b], telle que pour x ~x’ dans [a ; b], on ait :
f(x) =f(x’). Alors fest bornée (par des réels explicités...).

preuve : On raisonne par I’absurde. Soit ¢ le milieu de I'intervalle [« ; 5]. On sait que f n’est pas
bornée sur I’'un au moins des intervalles [a ; c], [¢ ; b]. Si elle n’est pas bornée sur le premier on

. a+b . . a+b
convient de poser a; = a, b; = tandis que dans le cas contraire, on pose a; = 5 et
by =b.

Dans les deux cas on a construit un nouvel intervalle [a; ; ;] < [a ; b] sur lequel f n’est pas

) b-a ..l . , )
bornée et by — a; = T En réitérant le processus on construit par récurrence deux suites

explicitées (a,) et (b,) qui satisfont les hypothéses du théoréme 3 de la legon « limites de suites »
(conséquence de la propriété de Cauchy). Ces deux suites convergent donc vers un réel explicité
o : pour n trés grand tous les éléments de [a, ; b,] sont trés proches de @ et donc leurs images
sont toutes trés proches de flw) qui est lui-méme un réel explicité, ce qui contredit le fait que f
n’est pas bornée sur cet intervalle.

Exercice 3 (on utilise ici le fait qu’une isométrie du plan conserve les aires des figures) :
Jo <x<1

0<y<x?

a. Quelle est I'image du domaine par réflexion dans la droite d’équation

y =x ? En déduire les valeurs des intégrales suivantes : J‘Ol Jxde et J-Ol (\/; - xz)dx .

(\ﬁ+ﬁ+ﬁ+...+\/ﬁ
nin

b. Calculer lim

=+

] (utiliser la remarque du théoréme 1).

Théoréme 3 :

Soit une fonction f explicitée, définie sur un intervalle 1. Soient a <c<b explicités dans 1. Si f est
intégrable dans [a ; c] et [c ; b), alors elle I'est aussi dans [a ; b] et :

j:f + Lbf = j:f (relation de Chasles).

preuve : On prend @ et y en escaliers et trés proches de f sur 'un et Iautre intervalle et on
s . ) asx<c x—@(x)
définit une fonction en escaliers par : .
c<x<h x->w(x)
Cette fonction est trés proche de f dans [a ; b] et on utilise le fait que la somme de deux réels
explicités est un réel explicité.

b a . .
Convention : Pour a > b, on convient de poser j /= —j / lorsque cette derni¢re expression a
a’ b

un sens et ainsi lorsque la fonction fest intégrable dans tout sous-intervalle fermé et borné de /,
on peut écrire la relation de Chasles pour tous a, b, ¢ de I. C’est le cas notamment pour les
fonctions polyndmes, sinus et cosinus, valeur absolue, racine carrée...
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Théoréme 4 :

Soient f et F des fonctions explicitées, définies sur [a ; b] telles que :
1) Pour tous x, x" dans [a ; b], si x =x  alors f(x) ~f(x’).
F(x+h)-F(x) _

2) Pourxdans [a;b]eth=~0(h+0)telquex+ he[a,b] h f(x).
Alors : J‘bf:Fﬂ)) - F(a).
n—| -
preuve : F(b) — F(a) = ZF(ka)——F(xk) ou (Xx)os<n €st définie par x, =a+k avec n

k=0 n
entier trés grand.
E,tE +E, ot E,

— n_l P

On peut écrire ainsi : F(b) — F(a) = b-a Zf(a +k2--ﬁ)+ (b-a)
n o =0 n

EotE +HE,+...+E,

On observe alors que est tp car c¢’est la moyenne arithmétique de nombres

n
tp, il est donc compris entre le plus grand et le plus petit du lot.

b-a)z ij

n

oy 1
De plus, selon le théoreme 1 : qu(a+ k
n k=0

PR - b o N P r L 1~y
On en déduit I f ~ F(b) — F(a) et comme ce sont deux réels explicités, leur différence est un
a

réel trés petit et explicité donc ne peut étre que 0 : ils sont égaux.

Remarque : 1a encore beaucoup parmi les fonctions usuelles satisfont ces conditions :
polynémes, fonctions trigonométriques. Par exemple :

T
Soit a calculer I’aire sous une arche de sinusoide i.e. IO sin x.dx. On applique le théoreme

précédent avec f= sin et F'= —cos et on obtient une aire égale a 2.

1
De méme le calcul de IO x2dx est beaucoup plus aisé que dans la legon « Aire sous une courbe »

en considérant la fonction F' définie par F(x) =%x3 .

Exercices

4. Retour sur I’aire du disque et le nombre 7.

On a vu par un argument heuristique (remarque a la fin de la legon « Convergence des suites
réelles » du chapitre I), qu'on va maintenant rendre rigoureux, que m étant défini comme le
rapport du périmétre d’un cercle a son diametre, il était aussi le rapport de son aire au carré de
son rayon. Il s’agit de montrer que I’aire du disque unité vaut n (le début de I’exercice peut étre
fait en premiére aprés avoir donné I’argument de Nicolas De Cuse, pour montrer ainsi comment
on peut le rendre rigoureux...).

Pour cela construisons une suite (P,) de polygones réguliers inscrits dans le cercle de rayon 1 de
la fagon suivante : Py est un triangle équilatéral, P,.; se déduit de P, en insérant entre les
sommets consécutifs de P, le point milieu de I’arc de cercle ou si I’on préfere, A et B désignant
deux tels sommets et O le centre du cercle, on insére 'intersection I du cercle avec la bissectrice

intérieure de ’angle AOB.

<Ly

n+l n*
2

a. On veut montrer que si d, = (aire du disque — aire de P,), alors d

Avec les notations ci-dessus justifier que I’aire de la portion de disque située dans le demi-plan
de bord (AB) et contenant I est inférieure au double de I’aire de AIB. Démontrer I'inégalité
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désirée et conclure quant a la limite de la suite (d,). Justifier que si » est un entier tg, I'aire de P,
est trés proche de celle du disque.
On prend » fg : montrer que A et B désignant toujours deux sommets consécutifs de P,, on a:

de AOB
ﬂ?—fﬁ—-——— % Conclure quant a Iaire du disque.

b. Déduire de ce qui précede que : J: V11— x2.dx =~Z~

2 2
\/1— 12 +\/1-2£ +\/1 --32 +....
¢. Déterminer lim L n L

h—»+0! n

5. Calculer les intégrales suivantes :

f sinx 41 y ez_lwdt
fo coszx I,/1+x I COS\/‘ o tlnt

6. Soient | = foz cos?xdx J= I02 sin 2xdx :calculer I+J [ —J [letJ.

7. Ici on suppose qu’on vient d’introduire la fonction logarithme népérien et le nombre e qu’il
s’agit d’encadrer grossiérement (on détermine sa partie entiére) :

) , ) 1 .
a. Dessiner la courbe d’équation y=—, x > 0, en repére orthonormal et donner
y 5 s
x

I’équation de la tangente au point d’abscisse 2. Cette tangente coupe les verticales d’équations
x =1 et x = 3 respectivement en A et B dont on note A’ et B’ les projections orthogonales sur
I’axe Ox. Déterminer I’aire de AA’B’B.

b. Soient C et D les points de ’hyperbole d’abscisses 1 et 2, C’et D’ leurs projections sur
Ox. Calculer I’aire de CC’D’D.

¢. Déduire de a. et b. la partie entiére du nombre e.

T
8. Pour # entier naturel non nul, on pose /, = J"‘ tan” x.dx
0

a. Justifier I’existence de cette intégrale qu’on ne cherchera pas a calculer.
b. Démontrer que la suite (/,) est décroissante.

c. Prouverque / +1/ ,, = . En déduire que (7,) converge et preciser sa limite.

n+1
d. Prouverque /, -1,,, :_lm_
n+l n+3

et écrire les égalités obtenues pour n =10, 4, §8...

Calculer [ et justifier la formule due a Leibniz : z_ lim|1- ~1» + —1- - —1~ +...+ (=1 )
4 e 3 5 7 2n+1

e. Ici on suppose connu le logarithme népérien. Calculer /; et imiter la méthode

1 1 1 +(-1)"")

précédente pour calculer : lim (1 ——+ E -t

areet 4 n

i
9. Retrouver la limite précédente a partir des intégrales : J, = fo x"dhx .
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1
10. Soit / = J. 1"y 1+t.dt pour nentier naturel. Déterminer lim /.

0 =y +o0

11. Pour chaque entier naturel » on considére la fonction f, définie sur [0; 1] par:

n

f.(x)= % eton pose: I, = J.]fn(x).dx.
1+ x+x? 0

a. Donner les équations des tangentes a la courbe représentant f, en ses points
d’abscisses 0 et 1. Déterminer les positions relatives de la courbe, des deux tangentes et de la
corde qui joint les deux points précédents. Déterminer I’intersection des deux tangentes, puis
utiliser le principe d’additivité des aires pour donner un encadrement de /.

b. Calculer 10 + ]] + 12.

c. Démontrer que pour 0 <x <1 et tout entier n > 0, on a : f,+1(x) < fu(x). Qu’en déduit-
on pour les intégrales /I, et 1,1 ?

d. Prouver que pour 0 <x <1 ona: f,(x) <x" et en déduire que la suite (/,) converge en
précisant sa limite.

12.

A. Pour x dans -1 ; 1[, on pose : f(x):%ln(1+x).

l1-x
a. Etudier la parité de fet donner son tableau de variation accompagné des limites utiles.
Tracer la courbe C représentant f (unité graphique 5 cm).
b. Calculer en cm” I’aire du domaine A compris entre la courbe C, I’axe des abscisses et

la droite verticale d’équation x = % .

c¢. Pour xe [O,%[ donner la dérivée de la fonction définie par g(x) = f{sinx).

B. Dans toute la suite du probléme a désigne un réel de I’intervalle [0 %[ et pour n > 1

s 2n
. asin™t
(entier), on pose : [, (a)= I At
0 cost
- 2n
asin™"a g s
a. Prouver que 0 </ (a) < ———— etendéduire lim / (a).
cosd R+
.3 =5 < 2n—1
. sin"{ s/ sin .
b. Pourn>1lette [0;a],onpose: F (f)=sint+ 3 + 5 +..+ 51 Ecrire la
n—

dérivée de cette fonction et la réduire a ’aide de la formule de calcul de 1 + g + g +q +...
Calculer F,(0).
c. Montrer que F,(a) = f{sina) — I,(a) en utilisant A.b. et B.b. et en déduire lim £, (a).

n—>+o0

1 1 1
, ==+ 1}+ Tt
2 32 52 72 2n-1).2
Montrer que cette suite converge vers une limite qu’on précisera.

d. Soit la suite définie pour » > 1 par : v

13. (encore 'aire du disque)
On considére dans un repére orthonormé xOy du plan le cercle de centre O et rayon R.
Donner son équation cartésienne et en déduire une interprétation géométrique de I’intégrale :

I = jORJRZ-xZ.dx.

Quelle formule connue donne la valeur de / ?
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Dans ce qui suit on veut retrouver cette formule. On admet ici qu’il existe une fonction F
satisfaisant les hypothéses du théoréme 4 en prenant I’intervalle [0 ; R] et la fonction f définie par

f(x)= JR = x? (F est une primitive de f dans cet intervalle).
Soit G la fonction définie dans I’intervalle [0 ;%] par G(f) = F(Rcost).
Déterminer les valeurs #y et ¢; telles que I = G(#;) — G(#).
Déterminer G '(f) pour ¢ appartenant a [0 ;—725] a l’aide du théoréme de dérivation des

fonctions composées.
Exprimer sin’x en fonction de cos2x, en déduire le calcul de G(t;) — G(ty) et la valeur de /.

Théoréme 5:

Soit (f, F) un couple de fonctions satisfaisant les conditions du théoréme 4, et (g, G) satisfaisant
lui-aussi a ces conditions sur le méme intervalle. Alors F.g et f.G sont intégrables et on dispose
de la formule suivante dite d’« intégration par parties » :

j"Fg = F(b).G(b)- F(a)G(a) - jbf G

preuve : Du fait que fest bornée selon la propriété qui suit le théoré¢me 2, on déduit que pour x ~
x"dans [a ; b], F(x) ~ F(x") (modéré.tp = tp). On a la méme propriété pour G, mais aussi du coup
pour F.g et £G (régles de Leibniz) ce qui assure I’intégrabilité selon le théoreme 1. Il suffit alors
d’appliquer le théoréme 4 en observant que pour x dans [a¢ ; b] et h~0Otelquex+h e [a; b]:
F(x+m.G(x+h) - F(x).G(x) _ F(x+m)(G(x+h-G(x))= Gx)(F(x+ h=F(x))
h - h
~ F(x).g(x) + f(x)G(x).

Exercices

14. Calcul de JT In x.dx, _Lex".ln x.dx, _[: e’ .cosx.dx, Iole" (x?=3x+2)dx, etc....

T

15. Pour tout entier naturel » on pose 1, = _[02 sin” x.dx (intégrales de Wallis).

a. Démontrer que cette suite est décroissante et minorée. Calcul pour n =0, 1, 2.
b. Pour »n > 2, donner une relation de récurrence entre I, et 1, par une intégration par

parties.
¢. En déduire le calcul de /5 et L1 en fonction de &.

] : s . . sessn 2
d. Justifier que —** < Dot <1 ot en déduire tim [ 2:A0-CR) -
13.5..2k 1)

" ” o k

e. Démontrer que (n+1)1,..1, est constante et en déduire les limites de (/) et de (/.. Vn ).

n

X

V1+x?

a. Démontrer que la suite (#,) converge. Calculer u;.
b. Donner une formule de récurrence entre les termes successifs. Calculer les termes
d’indices 3 et 5.

16. Soit u, = IOI dx pour n> 0, entier.
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(Inx
x2
a. Donner une relation de récurrence entre les intégrales successives et établir que :

lln :1——1[1+l+—1-+—1-—+. + 1).
! 12

17. Pour un entier n > 0 soit [, = J‘)e ) ~dx .

! e 3 a
b. Montrer que la suite d’intégrales est bornée et en  déduire
1 1
11m(1+—+-——-+— -——j.
n—r+on 1 T3 n
1

18. Pour un entier n> 0 soit /, =

i t
_ 2
v [[a-nedr.
a. Calculer /) puis /,.; en fonction de 7,

b. Endéduire\/;:1+L+ ,1 +—tt o
2.1 2720 2°.3 2"n!

111 1
¢. Montrer ue:\/E:lim 1+—+ +— .t .
d n»m( 2 2o 203 2”.an

Indications et corrigés de certains exercices

Exercice 3:
a. Par la réflexion on voit que :
Uy . . Ay ! .
J x“dx = aire du carré de coté 1 — J‘O\/;dx, d’ou:

0

1 2 1 2 2 1 1
J‘O\/;dx—g et J‘O(\/;-—x hx—g_'g—é‘.
b. Selon la remarque qui suit le théoréme 1, on a:

lim\ﬁ+‘/§+‘/§+"'+‘/;—'[]\/;dx=2

nosen ndn

Exercice 4 :

0 3

a. Si I désigne le milieu de 'arc de cercle d’extrémités A et B, la parallele a (AB)
passant par | est la tangente au cercle en [. On en déduit, le cercle restant constamment du méme
coté de sa tangente, que Iaire S de la portion de disque contenue dans le demi-plan de bord (AB)
contenant I est inférieure au double de I'aire du triangle AIB : il suffit pour s’en convaincre
d’observer que si A’ et B’ sont les projections orthogonales de A, B sur la tangente, Iaire du
rectangle AA’B’B est précisément le double de 'aire de AIB, tandis que I’arc Al passe dans le
triangle AIA’ et analogue pour I’arc BI. On en déduit que I’aire S’ séparant I’arc AB de la ligne
brisée AIB est inférieure a Iaire du triangle AIB. Comme S =S’ + Aire de AIB, il vient S > 2S°.

Mais en sommant toutes les inégalités analogues on voit que d,:; < 3 d, et par récurrence

0< d, < 2_nd0 d’ou pour » entier tg positif, d, ~ 0, donc : aire du disque = aire de P,. A partir

de maintenant » est un entier naturel 7g :

. ABxOH (. . . s
L’aire de AOB vaut — ou H désigne I’intersection de (AB) et (OI). Comme le périmetre
de P, reste inférieur a celui du disque (convexité) et qu’il posséde 3.2" cotés égaux a AB, » étant
trés grand on sait que AB ainsi que sa moitié AH sont trés petits ce qui via le théoréme de
arcede AOB _ OH _ 1

AB 2 2

Pythagore assure que OH = OA = 1. Donc
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airede AOB  airede P,
AB périmetre de P,

meéme pour les périmétres (c’est la définition méme du périmétre du cercle !). Donc en vertu des
reégles de Leibniz :

_ airede AOB  airede P, __ aire dudisque

Mais

. On sait déja que: aire du disque ~ aire de P, et il en va de

LI = — X et compte tenu de ce que des réels
2 AB périmetrede P, périmetre du cercle

aire dudisque |

explicités et trés proches sont égaux, ——— = —.
périmétre du cercle 2

L T . . o
b. J-O VI-x"dx = 7 vient de ce que le premier membre représente I’aire située sous le

quart de cercle de rayon unité et on applique le résultat précédent.
¢. Selon la remarque qui suit le théoréme 1 :
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UN PEU PLUS LOIN AVEC L’OMBRE

Ombre d’un nombre réel
Dans le chapitre sur les suites on a introduit la propriété de Cauchy :

Propriété de Cauchy : Si (u,) est une suite explicitée de nombres réels telle que pour tous entiers
naturels m, n trés grands on ait u, ~ u,, alors la suite est convergente.

Cette propriété peut étre énoncée dans une version un peu plus générale comme suit :

Propriété de Cauchy (forte) :

Tout réel modéré x est trés proche d’un réel explicité (nécessairement unique) appelé son ombre,
notée °x.

Pas plus que la version faible cette « propriété de Cauchy » n’a a étre démontrée, mais
elle donne de la droite réelle une vision particuliérement frappante, ou on distinguerait les /g
positifs, les rg négatifs, et pour le reste des modérés qui seraient tous agglutinés dans des halos
disjoints, chacun des halos étant formé des réels treés proches d’un unique modéré explicité.

A Taidc des formules de Leibniz on prouve que I’ombre satisfait les résultats « évidents »
pour des réels modérés x, y :

(x+ ) = %+ %

(x.y) = (°x).(y)

six <y, alors °x < °

On prouve maintenant que cette version implique bien la premieére :

preuve : On suppose la propriété de Cauchy « forte » et soit une suite explicitée (u,) de réels
telle que pour tous entiers naturels m et » trés grands on ait u,, =~ u,. Soit m un entier t{g > 0 ; on
considére les entiers k tels que uy € [un—1 ; u,+1] (bien sir tous les entiers trés grands satisfont
cette propriété). Le minimum de ces entiers k ne peut étre treés grand car alors ce serait le plus
petit des entiers trés grands ce qui est une notion contradictoire. Donc ce minimum est modéré,
i.e. explicité ce qui fait que le terme correspondant de la suite est explicité lui aussi, et que tous
les termes de la suite sont modérés. On voit alors que la suite converge vers @ = “up,.

Conséquences

On constate alors que dans le théoréme 1 du chapitre sur les intégrales, la condition suftisante
d’intégrabilité, qui était donnée pour plus forte a priori que la continuité en tout point explicité,
lui est de fait équivalente :

Théoreme 1 :

Soit une fonction explicitée f définie sur [a ; b]. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) fest continue en tout point explicité de I'intervalle [a ; b].
(ii) pour tous x, x’ de[a ; b], x ~x  implique f(x) =~ f(x’).

preuve : (ii) implique (i) est clair ; inversement supposons que (/) soit vrai, et considérons x et x’
trés proches dans [« ; b] : ils sont nécessairement modérés car a, b sont explicités et donc par
continuité aux points explicités flx) ~f{°x) ~f(x").
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Finalement la propriété d’étre bornée par des réels explicités que posséde une telle fonction peut
étre renforcée en :

Théoréme 2 :

Soit une fonction explicitée f définie sur [a ; b]. Si f est continue sur [a ; b], alors ses valeurs
explicitées admettent un maximum et un minimum explicités.

b—a

preuve : Soit nunentierzg>0et x, =a+k pour 0 < £ < .

n
On considere f(x;) le plus grand possible.
Il est clair que si x est dans I’intervalle, il existe j tel que x ~x; d’o0 fix) ~fx;) < flxy).
Ceci vaut en particulier si f{x) est explicité et dans ce cas on a flx) < f{°x) car fix) = f°x) <
SCxi).

On raisonne de fagon analogue pour le minimum.

Remarque : cette démonstration donne directement Dargument essentiel utilisé dans la
démonstration du théoréme 1 du chapitre « Aires et intégrales ». Mais il utilise un outil plus fort !
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PARTIE III.

FONCTIONS TRANSCENDANTES
ELEMENTAIRES

Les concepts de nombre et de suite explicités.... page 70

Le logarithme et ’exponentielle.................... page 7 1

Les fonctions trigonométriques..................... page 1
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La définition des fonctions transcendantes élémentaires, ¢’est a dire les fonctions In,
exp, sin, cos, est trop délicate pour figurer dans les programmes du second cycle. On
se contente généralement d’énoncer les propriétés de ces fonctions et d’habituer les éleéves a s’en
servir correctement. Cependant, des éléves curieux et motivés pourraient tirer profit, peut-étre
sous forme de problémes, a découvrir toute la richesse mathématique qui se cache dans ces
fonctions. Nous donnons ici, surtout pour le plaisir de nos collégues, un traitement de la question
dans notre contexte mathématique élargi, en supposant uniquement connue la puissance entiere
d’un nombre réel ou complexe, définie par récurrence et I’existence d’une racine n“™ pour les
réels positifs, en oubliant tout ce que nous savons a propos des fonctions transcendantes
¢lémentaires. C’est aussi I’occasion de mettre en évidence les propriétés, restées a 1’état intuitif
dans les chapitres précédents, que nous devons attribuer au concept de nombre réel explicité et
de fonction explicitée pour rendre la théorie harmonieuse. Nous en verrons la justification
logique au chapitre suivant.

1. Les concepts de nombre et de suite explicités.

Jusqu’ici, nous avons dit qu’un réel, une suite ou une fonction sont explicités lorsque
nous savons les caractériser par une définition qui en contient toutes les propriétés. Ceci exclut
’intervention des ordres de grandeur, ou du vocable explicité, dans ces définitions. Dans la suite,
nous n’allons pas utiliser cette description empirique du caractére explicité en ce qui concerne les
nombres réels, mais seulement nous en inspirer pour donner un sens a quelques axiomes qui
nous serviront dans nos démonstrations. En voici une liste aussi réduite que possible.

(Ri) Les entiers 0 et 1 sont explicités.

(Rii) Tout entier naturel inférieur a un entier explicité est un réel explicité.

(Riii) Si x et y sont des réels explicités, et n un entier naturel explicité, alors les réels
i

| .
lx‘, E(x), —x, x+y, xy, < six#0, x", Ix n sont explicités.

On définit alors les ordres de grandeur de nombres réels comme au chapitre [, a partir des
entiers explicités. 11 s’aveére qu 'un réel x est trés petit si et seulement si sa valeur absolue est
inférieure a tout réel explicité positif y.

En effet, un réel x non nul est trés petit ssi — >#» pour tout entier explicité n, en

x|
o i 1
particulier (axiome (Riii)) pour n=E| — |+1>—.D’ou x| < y.
Y

Il en résulte quun réel explicité trés petit est nul, sinon sa valeur absolue serait inférieure
a elle-méme. Donc deux réels explicités tres proches sont égaux (utiliser (Riii)). Nous avons
utilisé ce fait pour justifier I’unicité de la limite d’une suite explicitée au chapitre 1I.

En ce qui concerne les suites, les procédures qui donnent des suites explicitées a partir de
nombres et de suites explicités sont plus variées : opérations algébriques, définition par
récurrence a partir d’un passage explicité (empiriquement) de chaque terme au suivant etc....
Notons qu’une suite explicitée prend une valeur explicitée pour tout indice explicité.

Nous saurons reconnaitre facilement dans les démonstrations qui suivent si une suite est
explicitée ou non. Cependant, il faut commenter I’axiome de Cauchy, introduit au chapitre 11, qui
Sfournit un réel explicité a partir d’une suite explicitée dont les valeurs pour les indices trés
grands sont toutes trés proches.

Cet axiome relie certaines suites explicitées, dites suites explicitées de Cauchy, a des réels
explicités qui sont leurs limites. Il n’est plus de nature algébrique comme I’axiome (Riii). II
s’agit du ceeur de 1’ Analyse réelle, dont sont issus les théorémes d’existence de solutions pour
divers types d’équations, numériques ou fonctionnels. Son expression en termes d’ordres de

70 Fonctions transcendantes élémentaires



grandeur rend compte de I’idée intuitive de convergence. En particulier chaque suite décimale
explicitée est de Cauchy et détermine un nombre réel explicité.

Nous avons vu (partie II) que la principale utilisation de I’axiome de Cauchy est
I’existence d’une limite commune pour deux suites explicitées adjacentes. Mais nous allons avoir
besoin d’un résultat plus fort :

Théoréme des suites croissantes. Toute suite explicitée croissante et majorée par un nombre
explicité admet une limite.

La démonstration consiste a construire & partir de la suite donnée (u,) majorée par un réel
explicit¢ M une sous-suite explicitée (v p)z (u” ) adjacente a une suite explicitée (w,), dont la

limite commune sera la limite cherchée. Pour cela on utilise la construction par récurrence
suivante, initialisée par v, =u,, w,=M :

Soit mp le milieu de (v,,w,). Sipour tout n>n,,ona u, <m,,onpose v, = Uy, et

W, =m,. Sinon, on prend pour 7, le premier indice tel que u, 2m,eton garde w,, =w,.

On obtient ainsi une suite explicitée croissante majorée par tous les termes d’une suite explicitée
décroissante, avec 0<w, -v <277 (M —u,). Les deux suites ont une limite commune L. De

plus la suite explicitée d’entiers (n,) est strictement croissante. Pour chaque indice trés grand », il
existe donc un et un seul indice p tres grand tel que n, <n <n,,, . Alors, grice a la croissance de

la suite initiale, ona v, <u, <v_,,, de sorte que u, est trés proche de L.

p+l e
Par symétrie, on a un résultat analogue pour les suites décroissantes et minorées.

2. Le logarithme du baron Napier et I’exponentielle.

2.1. Les puissances fractionnaires.

Soit b un réel positif. Nous savons définir par récurrence b” pour les exposants entiers.
Par passage a I'inverse on étend I'opération aux exposants négatifs. Puis cela passe aux
exposants rationnels en utilisant I’extraction de racines ¢"“™*. Nous en utilisons les propriétés
algébriques sans en dresser la liste. Comment de cette algébre et grace a I’axiome de Cauchy
pouvons nous en tirer les fonctions logarithmes et exponentielles ?

Nous procéderons dans un ordre assez proche de I'Histoire.

2.2. Le logarithme en base explicitée b > 1.

Historiquement, le logarithme (de logos, la raison, et arithmos, le nombre) du baron
écossais John Napier (1550-1617) est apparu en 1614 comme un moyen remarquablement
efficace pour rendre le calcul numérique plus rapide, en particulier en ce qui concerne
I’établissement de tables astronomiques. D’ailleurs Napier a profit¢ de la nécessité pour
systématiser |’écriture décimale des nombres sur une seule ligne. Plus tard Laplace a écrit que
I'invention des logarithmes « en raccourcissant le travail, a doublé la vie des astronomes ».
[.’idée géniale a été la transformation des produits en sommes grice aux propriétés des suites
géométriques, c’est a dire des puissances d’un nombre fixé b >1 appelé base du logarithme.
Posons b =1+a. Alors pour tout entier n, ona »™"' > b" et b" > 1+ na (suite croissante et non
majorée). Il en résulte que pour tout réel x > 0 et tout entier n, il existe un et un seul entier p tel

que b” <x' <p”"" . Appelons le décimal p,-107" approximation décimale par défaut du
logarithme de x en base b a 107" prés et notons-le L, ,(x). Voyons les propriétés algébriques

de cette famille de fonctions (les démonstrations sont de bons exercices).
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(1) L,,(1)=0

(i) L,, (x)+ L,, (y) <L, (xy)<L,, (x)+ L,, (V)+ 107"

(ill) Lb,n (x) < Lb,nH (x) < Lb,nﬂ (x) + 10-’74 < Lb,n +1 0_”

(V) L, ()= 5 +1

V) Loy (0L, ()< L, (2)< (L., (x)+107 )L, ,.(c)+107™) pour b>1et c>1
(vi)si x <y alors L, (x)< L,, (»)

On obtient des formules analogues pour les approximations par défaut R, , (x)= L,, (x)+10".

Il résulte de (iii) que pour x et b explicités, les suites explicitées L, , (x) et R, (x)sont
adjacentes. Elles ont une limite commune notée L, (x), qui est trés proche de tous les réels
L,, (x) et R,, (x) pour n tres grand. Les autres propriétés donnent les relations attendues (utiliser

les approximations et le fait que deux réels explicités trés proches sont égaux :

LO=0: s L)=L+L0): LT Lc(x)zing;; S x<y alors
bC’

L,(x)< L,(y). L’¢galité L,(x)=0 implique x = 1, donc deux réels qui ont le méme logarithme
en base b sont égaux.
Pn
La relation constitutive 5" < x'" <b”*' suggére que »'*" est une approximation de x et

I’on aimerait écrire 5*) = x. Mais pour cela nous devons d’abord définir " pour tous les réels
explicites y > 0 (on étend aux exposants négatifs par inversion).

Or, la suite d’encadrements décimaux p,10™" <y <(1+ p, IO fournit deux suites

adjacentes b7 et plrep o qui encadrent leur limite commune explicitée x, que nous notons
b’. Mais alors, par définition, y = L, (x).

On en déduit que »>** = b”b* en comparant les logarithmes des deux membres.

2.3 Le logarithme népérien.

Contrairement a ce que son nom indique, ce n’est pas Napier qui a inventé le logarithme
népérien...La base 10 lui suffisait. Le logarithme en base ¢ est venu bien plus tard, et doit

beaucoup a Euler. Voici une maniére de I’introduire, indépendamment du paragraphe précédent.
i

Pour x > 0, on considére la suite En(x)zn{x" —1] . Elle représente les pentes des

I
droites du plan de coordonnées passant par les points (0,1) et {w,x”]. Comment évoluent ces
n

pentes lorsque » tend vers I’infini, du moins pour x (et donc aussi la suite) explicité ?
Proposition. Pour tout x > 0 explicité, la suite En(x) admet une limite notée Inx et appelée

logarithme népériende x. Ona In1=0 et 1 1 <lnx<(x-1).
x

Démonstration :
Pour x > 1, la suite est minorée par 0. Elle est décroissante. En effet :
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En+,(x)—E"(x):(n+l)(x”*' —lj—n[x” ——1): (n+l{x”+‘ -x”]—(l—x”j

! _ b R 1 1
=x" (}’l+1 x n(n+l)_1 ___(x n_lJ =x"| x n(n+1)_1 (n+1—-1-u—u2—-.-~u”)

1

“n(n+l)

est négatif car la raison u = x est supérieure a 1. Donc la suite a une limite (théoréme des

i
suites croissantes du §1). Nous en déduisons que x” tend vers 1. Utilisons a nouveau la formule
sommatoire des progressions géométriques :

1 1 1 1 -1 1
on a n(x”~1}xl”>x—1:(x”—1][1+x"+---+x” ]>n(x"—l}> 0; donc a la limite

x—lzlnle—l.
x

I 1 -
. 1 n
Pour 0 <y <1, nous avons E, (y)z —y”En(}-] qui tend vers —In— car y” = (l]
y Y y
tend vers I’inverse de 1. La double inégalité s’en déduit dans ce cas.

Corollaire. Deux réels qui ont le méme logarithme népérien sont égaux. Si x < y alors
Inx<kny.

Proposition . Pour x, y positifs et explicités,Inxy =Inx+1ny.

| 1 1 I 1
En effet, cela se déduit de n{x"y" —1] = n(x” —1))}” + n{y” ~1] car y” tend vers 1.

Proposition. Pour x > 0 explicité et p entier explicité, on a ln(x”): pln(x).

P 1
En effet, ona pm| x”" -1 =pm(x”’ —1}

Corollaire. Pour x > 0 explicité et z réel explicité, on a ln(xz ) = zln(x).
En effet, on étend d’abord aux exposants rationnels par voie algébrique ; puis aux réels
par encadrement décimal et croissance du logarithme.

I
D’apres ce corollaire, on a ln(b‘“”] =1 pour tout réel positif explicité b. Il existe donc un

et un seul nombre e > 0 tel que In e = 1. Il est tel que ln(e'"”)z Inh.lne=Inh.Dou ™ =h.
Par ailleurs, pour tout réel explicité x, on a ln(e")z xlne=x.0OrsiL,(y)=x,onavu
que y=¢", de sorte que mhy=x=1, (y) Ainsi le logarithme népérien coincide avec le

L
logarithme en base e. On en déduit que L, = Le 83 = 1—12% et donc b* =e*™ comme on en a

’habitude.
Pour avoir plus de précisions sur le nombre e, et plus généralement sur ¢* pour x explicité,

X

nous n’avons que la caractérisation n[e” - IJ =Xx+s5, ou (s,) est une suite explicitée qui tend
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xX+s

Id

n
vers 0. Cela donne encore e” :(1+ j . Montrons que pour » trés grand, ceci est trés

n

x\' . ) . ., .
proche de | 1+—| . Pour cela nous allons utiliser un résultat combinatoire intéressant en soi,
n

dont nous laisserons la démonstration en exercice (utiliser la formule du binéme puis celle des
progressions géométriques) :

Lemme. Si |u[ <1 alors (1+3j <L.
n 1—u

. . . x+s, ) x\" s, .
Ceci permet d’évaluer la différence A4 = (1 + . ) - (1 + MJ =-2B, ou
s

n n n
]Bn] < n[l + b} lorsque » est trés grand, et donc s, trés petit. Posant m = qu1)+ 1, et par

n

division euclidienne » = mp + r avec r < p on obtient via le lemme précédent :

Sn(1+m—
\

mp

pm+r r
i I Y\ g
S + — | qui est un nombre modéré.

B, —
SIpC )

D’ou A4, est tres petit.
Ainsi, nous avons montré que pour x explicité, ¢ est la limite de la suite explicitée

n
X . . A . o e
(1 +—j . En utilisant a nouveau la formule du bindme et celle des progressions géométriques
n

(ce sont les deux formules les plus importantes de toute I’ Analyse !) on montre facilement que e*
R . .., x x’ x"
est aussi la limite de la suite explicitée 1+ 1 + o Fot—.
ro2 n!

2.4. Les fonctions explicitées In et exp.

Jusqu’ici nous avons seulement défini le logarithme et I’exponentielle pour des
arguments explicités, avec des propriétés algébriques ou liées a la relation d’ordre utiles pour le
calcul numérique. Donc cela suffit pour tout usage pratique, mais pour la cohérence du discours
mathématique, on aimerait des fonctions définies pour tous les arguments et qui vérifient les
mémes propriétés. A ce stade il faut introduire un axiome qui affirme I’existence de ces
fonctions. Nous en reparlerons au chapitre suivant. Pour le moment, contentons nous d’admettre
cette existence. Nous appellerons ces fonctions In et exp. On a vérifié sur les arguments
explicités qu’elles sont strictement croissantes, réciproques 1'une de I’autre, échangent sommes
et produits, échangent 0 et 1, que exp est positive. Par ailleurs on a vu que

1——£Slnx£x-—1 pour x > 0; de maniére équivalente, on a y+1<expy et, pour 0 <y<lI,
X

expySL.

L’axiome d’existence affirme que ces relations se « transférent » aux réels non explicités,
dans I'idée qu’une propriété qui est vraie dans tous les cas particuliers est vraie. On peut alors en
déduire de nouvelles limites, en voici quelques unes.
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Proposition. Ln est dérivable et sa dérivée est la fonction — .
X

! Sln(x+h)—1nx£ﬁ.

h x
X

En effet, on déduit de la double inégalité ci-dessus que :

= | >

1+

Pour x explicité et A tres petit, le rapport d’accroissement est bien trés proche de —.
X

On obtient de la méme fagon que la fonction exp est sa propre dérivée.

En ce qui concerne le comportement asymptotique, remarquons que In2" = nln2 tend

vers I'infini avec I’entier n. Comme In est croissante, cela implique que Inx tend vers Iinfini
1

In| x?

s - . 1 .
lorsque x tend vers I’infini. En utilisant le fait que 0 < ——< 1—=——| pour x > 1 et p entier
X
x P

.., . In x . o
naturel non nul, on trouve que pour p explicité et x trés grand, le rapport —— est tres petit, c’est

P
x
a dire que e logarithme tend vers I'infini plus lentement que n’importe quelle puissance
explicitée de x inférieure & 1. On en déduit que I’exponentielle tend vers I'infini plus vite que
n’importe quelle puissance entiére explicitée de x.

Remarque.

Nous ne disons rien pour les puissances non explicitées car nous n’avons pas défini la
notion de limite pour des fonctions non explicitées. On peut le faire de maniére classique, mais
alors il faut démontrer que pour les fonctions explicitées, les deux définitions sont équivalentes.
En échange, on pourra transférer les propriétés concernant les dérivées et les propriétés
asymptotiques sans aucune restriction, mais avec leur signification classique. Nous reviendrons
sur ces questions dans le dernier chapitre.

Les fonctions trigonométriques.

La maniere la plus simple de définir les fonctions sinus et cosinus consiste a étendre
I’exponentielle aux nombres complexes. 11 s’agit d’un bel exercice pour le plaisir des collegues.
Aussi le laisserons-nous sous forme d’énoncé commenté.

(1) On étend la notion de nombre explicité aux complexes, via les parties réelles et
imaginaires. Puis on définit les complexes modérés ou trés petits via le module ou, de maniére
équivalente, via les deux composantes réelles.

(2) On définit les suites explicitées convergentes et on montre que la convergence
équivaut a la condition de Cauchy généralisée. On remarque que la suite des conjugués tend vers
le conjugué de la limite.

(3) Pour chaque complexe explicité z on considére les suites explicitées (u,(z)) et (v, (z))

n n
définies comme dans le cas réel par u, (z) = (1 + —Z—) et v, (z)=1+ % ot i,— . Leurs propriétés
n ! n!

sont des conséquences de la formule sommatoire concernant les suites géométriques et de la
formule du bindme, qui restent valables dans le cas complexe.
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On montre d’abord que pour # trés grand, u, (z)~ v, (z).
Puis on montre que v, (z) est une suite de Cauchy, donc converge, ce qui implique la

convergence de u,(z) vers une limite commune que I’on note expz. On a évidemment exp 0 = 1.
Si z est réel, on retrouve 1’exponentielle réelle.
En utilisant la suite #, (z) on montre que exp(z, + z,) = exp z1.exp z,. D’oli siz = x + iy, avec x, y

réels, alors expz =expxexpiy. On montre de méme que exp pz = (exp z)p pour tout entier
explicité p.
(4) On remarque que expz est le conjugué de expz. D’ou expiy est de module 1. On

note expiy = cosy +isin y. On en déduit la formule de Moivre :

exp piy = cos py +isin py = (cos y +isin y)* = (expiy)’.

(5) Les formules d’addition se déduisent de expi(y, + y,)=expiy, expiy,.

(6) On montre a I'aide des deux formules magiques que un(z)—l—zls 5

1z[<2.

o]
3 k4 . 3 - . . . r - r
On en déduit |expz —1- zl < 2‘—1H Si I’on accepte qu’il existe une fonction explicitée qui €tend
—|z
les relations qui précédent a tous les complexes, on en déduit immédiatement les dérivées des
fonctions explicitées sinus et cosinus.

(7) I n’y a pas de fonction logarithme aussi sympathique que dans le cas réel. Ici

’exponentielle enroule la droite imaginaire sur le cercle unité d’une maniere qui reste a préciser.
1

. . . . . n L, .
Si }ui =1, on aimerait considérer la suite y, =—| " —1| mais il n’y a pas de racine n
i

ieme

privilégiée dans le corps des complexes, et de toute fagon, déterminer les racines n“™* suppose
que I’argument soit défini, ce qui est justement notre probléme. Il y a une exception : les deux
racines carrées d’un complexe unitaire peuvent étre calculées algébriquement. Si le nombre
appartient au premier quadrant (i.e. si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont positives ou
nulles, alors il admet une et une seule racine carrée dans le méme quadrant, donc aussi une racine

m !
2" )M dans ce quadrant. Ceci permet de définir sans ambiguité la suite =——lu? -1}
q p g Vom ;

puis on montre que cette suite converge vers un réel explicité y du premier quadrant tel que

. . . . , T
expiy =u. En particulier pour ¥ = i on obtient un nombre que I’on note 7 On a alors

exp2ir =i* =1, de sorte que exp(z + 27r): expz, ce qui rend sinus et cosinus périodiques de

période 27.
P

Si I’on calcule la longueur de I’arc de polygone régulier qui joint les puissances u?" pour les

entiers p = 1,..., 2", on trouve le nombre P, (u): j ¥.| ; ainsi, dans le premier quadrant, le réel

positif y défini ci-dessus est la limite de cette longueur. Il en résulte que ’argument du nombre
complexe u représente la longueur de I’arc de cercle correspondant.
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PARTIE 1V,

JUSTIFICATION LOGIQUE,
MATHEMATIQUE
ET
EPISTEMOLOGIQUE

DES ORDRES DE GRANDEUR

77



ans le chapitre I nous avons essayé de mettre en évidence |’efficacité des concepts

d’ordres de grandeur pour initier les éléves a la pratique de I’analyse. La question de
la Iégitimité de ces concepts a été posce, mais au lieu d’y répondre, nous les avons renforcés
dans les chapitres II et III pour construire un cours d’initiation a I’analyse plus complet, dont le
charme et I’efficacité renforcent 1’urgence de répondre a cette question. Le moment est venu de
I’aborder sur le fond, ce qui va nous amener a relire les mathématiques avec I’ceil de
I’épistémologue et du logicien.

Nous allons d’abord concentrer notre attention sur le concept de nombre entier. Cette
notion centrale des mathématiques a émergé lentement de I’habitude qu’a prise I’homme de
compter les objets matériels de toute nature, puis de calculer sur les nombres pour éviter de
manipuler ces objets eux-mémes. Comment en est-on arrivé a la conception actuelle des nombres
entiers ? A-t-elle atteint sa forme définitive ou peut-on utilement I’enrichir, en particulier de
notions d’ordres de grandeur absolu, alors que 1’on a seulement I’habitude de considérer des
ordres de grandeur relatifs ?

1. La genése du concept mathématique d’entier naturel.

An début, au temps des Sumériens, il y avait, ges, I’un, le principe masculin et min, deux,
le principe féminin, et puis es, beaucoup... Puis ils fixérent I'immensité a sar, 3600, la totalité,
qui s’accordait tres bien avec leur systéme de numération ou se mélaient les bases 10 et 6. Peu a
peu I’expérience empirique développée a Babylone et en Egypte mit en évidence des recettes de
calcul qui permettaient d’abréger le comptage. L.’énoncé de ces recettes dans le langage courant
devint le premier état du corpus mathématique, dont ’un des document le plus célebre est le
Papyrus Rhind rédigé par le scribe égyptien A’hmose il y a environ 3650 ans. Puis vinrent les
Grecs épris de rhétorique, qui inventérent la déduction logique. Les mathématiques devinrent un
discours ou I’on part de vérités primitives, qui sont intuitivement ¢évidentes, et que ’on ne
cherche donc pas a justifier davantage, pour aboutir par le raisonnement a des vérités
démontrées. Cette vision axiomatique a trouvé son plein épanouissement aux 19°™ et 20°™
siecle, lorsqu’il apparut que tout le corpus mathématique était exprimable et démontrable dans le
contexte de la théorie des ensembles axiomatisée par Zermelo et Fraenkel. (théorie notée ici ZF)
ou de I’une de ses variantes.

Désormais les mathématiques sont constitués de trois composantes complémentaires :

- une composante empirique,

ou I’on discute les propriétés intuitivement évidentes concernant |’organisation des
collections d’objets matériels ; on y prouve des faits par enchainement d’évidences reliées par
des passages évidents en regard de leurs conséquences matérielles. Ici les nombres entiers sont
ce qu’il y a de commun a diverses collections d’objets que 1’on peut apparier €élément par
¢lément. L’infini est uniquement présent a 1’état potentiel, lorsque I’imagination se laisse
fasciner par le constat que I’on peut toujours compter plus loin qu’un nombre que ’on a déja
atteint...

- une composante abstraite,

ou I’on attribue les propriétés précédentes a des entités intérieures a la pensée humaine
sous forme de concepts dotés de propriétés exprimées dans un langage spécialisé. Ces propriétés
appelées théorémes peuvent étre déduites de propriétés primitives appelées axiomes a 1’aide de
raisonnements effectués selon des régles qui s’inspirent des constats que I’on peut faire a propos
des raisonnements empiriques. Mais ces regles vont plus loin que ces constats. Le raisonnement
par I’absurde est un exemple typique d’un tel dépassement : on ne peut pas prouver par
’absurde que dans une collection potenticllement infinie il n’existe pas d’objet matériel vérifiant
une certaine propriété, mais on peut démontrer par ’absurde le théoréme abstrait « il n’existe pas
de nombre rationnel de carré 2 ». Avec une logique aussi puissante, il est facile de raisonner sur
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un concept d’infini actuel, qui est censé représenter fidélement les propriétés intuitives de I’infini
potentiel évoqué dans la composante empirique.

- une composante formelle,

ou désirant détacher les mathématiques de tout recours aux intuitions éventuellement
trompeuses de I’esprit humain, on ne retient que la forme du discours présent dans la composante
abstraite, sans plus penser que ce discours concerne des objets qui existent quelque part, méme si
ce n’est que dans I’esprit humain. Une théorie formelle est faite de formules grammaticalement
correctes exprimées dans un langage dénué de toute signification intuitive. Certaines formules
sont les axiomes de la théorie et on en déduit des théorémes a I’aide d’un petit nombre de regles
de déduction qui sont inspirées de celles de la mathématique abstraite. La différence essentielle
avec la mathématique abstraite est qu’une théorie formelle ne « dit » rien sur rien. Elle peut étre
interprétée par un observateur extérieur en termes abstraits, mais cette interprétation ne fait pas
partie de la théorie. Son seul critére de vérité est de ne pas contenir de contradiction, c’est a dire
un théoréme et sa négation. On dit alors que la théorie est logiquement consistante.
Malheureusement, Kurt Gédel a prouvé en 1926 qu’aucune théorie contenant I’arithmétique ne
peut étre prouvée consistante... Ceci sonne le glas de ’espoir naif, caressé par David Hilbert au
début du 20°™ siécle, de mettre I’infini actuel en formules sans risquer la contradiction. Il est
piquant de constater que I’aspect le plus solide des mathématique reste la composante...
empirique ! La solidité de la mathématique abstraite est affaire de convention collective, de bulle
spéculative en quelque sorte, dont nous sommes convaincus qu’elle n’explosera pas un jour. Car
nous spéculons sur les mathématiques pour gagner du temps (donc de l'argent) dans nos
entreprises matérielles...

La distinction entre ces trois aspects des mathématiques (qui sont donc résolument
plurielles !) est utile pour structurer le contenu de leur enseignement. 11 est évident qu’une bonne
dose de mathématique empirique est nécessaire pour former I’intuition ; une pratique assidue de
la mathématique abstraite forge I’imagination et la capacité de raisonner en mariant le sens et la
forme. Enfin un zeste de formalisme permet d’affiner la capacité a distinguer les mode¢les de la
réalité... Toute tentative pour évacuer I'une des trois composantes prive les éléves de la pleine
richesse culturelle des mathématiques. La difficulté est de trouver un dosage harmonieux...

Dans le présent document, la distinction entre les trois aspects est indispensable pour
discuter valablement de la signification qu’a Il’introduction des ordres de grandeur dans
I’initiation & I’analyse.

Dans ce but, revenons sur le passage des entiers empiriques au concept abstrait
d’ensemble N des entiers naturels. Les axiomes de la théorie abstraite des ensembles ont pour
conséquences I’existence d’un et d’un seul ensemble sans aucun élément, dit pour cette raison
ensemble vide, et pour chaque ensemble, du singleton dont celui-ci est le seul élément. On peut
alors définir le suceesseur sE d’un ensemble £ comme la réunion de E et du singleton {£}. Aux
entiers empiriques 0, 1, 2, etc.... on peut associer les ensembles &, s&, ss&, etc.... (allez aussi
loin que vous voulez!), qui & chaque stade sont a la fois éléments et sous-ensembles du
successeur suivant. Dans cette construction pas a pas, I’infini reste tout aussi potentiel que dans
le contexte empirique et la théorie des ensembles n’apporte rien de plus qu’une « théorie des
collections d’objets matériels » (ce qu’elle est d’ailleurs dans I'esprit de la plupart des
praticiens).

Le grand bond en avant de la mathématique abstraite consiste a introduire hardiment
I’axiome « il existe un ensemble qui contient le successeur de chacun de ses €léments et dont
I’ensemble vide est un élément ». On en déduit aisément qu’il existe un unique ensemble qui soit
minimal parmi ceux qui vérifient cette propriété. C’est lui que I'on appelle N et ses éléments sont
appelés entiers naturels. Cette appellation rappelle que les successeurs de & sont €léments de N.
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Le caractére minimal implique que tout élément de N autre que & admet un antécédent et que N
lui-méme n’a pas d’antécédent.

I1 semble donc que N soit un bon modéle pour I'infini actuel, qui transcende I’ infini
potentiel de la mathématique empirique. Mais I’existence d’un tel ensemble n’est qu’un
axiome... On ne peut pas « montrer » ou « construire » N. Les seuls éléments de N que I’'on
connaisse sont les successeurs de & ...

La relation d’ordre total sur N et les opérations arithmétiques sont des sous-produits des
autres axiomes de la théorie abstraite des ensembles : I’ordre est lié a I’inclusion, la somme 4 la
réunion et la multiplication au produit cartésien. Ces objets abstraits ont des propriétés qui
modélisent parfaitement celles de 1’ordre et des opérations sur les entiers empiriques. Peut-on
affirmer pour autant que toutes nos intuitions & propos des entiers empiriques se trouvent ainsi
modélisées ? Puisque tout le monde est d’accord depuis longtemps, on a envie de dire oui... tant
que ’on n’a pas pris au sérieux la question enfantine...

. Jusqu’a combien peut-on compter ?

-Aussi loin que tu veux, mon enfant !

-Oui mais c’est combien « aussi loin que je veux » ?

-Dis un nombre jusqu’ot tu sais compter...

-Mille...

-Ajoute un et tu sauras aussi. ..

-Mais alors je peux toujours compter jusqu’au suivant ... et cela ne s’arréte pas. Je
n’arriverai jamais au bout. ..

. L’enrichissement conceptuel de la théorie des ensembles.

Le constat empirique de I’enfant lui fait simplement découvrir I'irritante finitude des
capacités humaines ; mais il ne le conduit pas pour autant a affirmer qu'il existe des entiers
inaccessibles, puisque 1’existence d’un tel entier signifierait pour lui « compter jusque 1a »... La
question devient plus ouverte si on la pose dans le cadre de la mathématique abstraite. En effet, il
s’agit de savoir si tout élément de I’ensemble N est 'un des successeurs de . En d’autres
termes 1’infini actuel coincide-t-il avec I’infini potentiel ?

La difficulté de cette question ne tient pas a son sens mais a son expression ! En effet, il
est impossible de I’exprimer dans le langage mathématique interne a la théorie des ensembles. 11
y faudrait une phrase qui ne s’arréte jamais, du style « pour tout x € N, on a x = & ou x = s ou
x=ssJou......... » et rien ne sert de masquer la difficulté en écrivant « etc ». Pour formuler
correctement une question qui signifie au moins partiellement la méme chose, il nous faudrait
donc enrichir le langage ensembliste en introduisant un vocable externe a ce langage, assorti de
propriétés vérifiées empiriquement par le concept métamathématique de « successeur de
’ensemble vide ». Adoptons provisoirement un vocable qui n’a pas de signification
mathématique courante, par exemple 1’adjectif correct. Voici quelques propriétés qui s’imposent
d’elles-mémes (mais elles peuvent étre renforcées) :

(a) I'élément O (usuellement noté 0 en tant qu’entier naturel) est correct.
(b) le successeur de tout entier correct est correct.
(c) tout élément inférieur a (c’est a dire contenu dans ) un entier correct est correcl.

Dans le langage ainsi enrichi, on peut maintenant poser la question « tout entier naturel est-il
correct 7 ». Mais on ne peut pas y répondre dans la théorie enrichie des trois axiomes externes
(par rapport a la théorie des ensembles ZF) ci-dessus. En effet, I'affirmation tout entier naturel
est correct est clairement compatible avec ZF, mais ne Iui ajoute rien. Il est plus surprenant de
constater que laffirmation contraire (d) « il existe un entier non correct » est également
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compatible avec ZF ! Pour justifier cette assertion, il suffit de prouver que I’ajout des axiomes
(a), (b), (¢), (d) a ceux de ZF donne une théorie, notée provisoirement ZF+, relativement
consistante par rapport a ZF. Cela signifie que si ZF+ contient une contradiction (c’est a dire un
théoreme dont la négation est aussi un théoréme) alors ZF contient aussi une contradiction.
Comme on accepte par convention que ZF est consistante, on doit aussi accepter que cette
convention s’étende a ZF+. Mais |'une des régles de déduction utilisée dans la logique des
théories mathématiques stipule que si une théorie contient une contradiction, alors la négation de
n’importe quel théoréme est un théoréme. Ainsi, pour vérifier la consistance relative de ZF+ par
rapport a ZF, il suffit de prouver de maniére empirique que si ’énoncé « 0 = 1 » est un théoréme
dans ZF+, il I’est aussi dans ZF. Voici une preuve inspirée d’un récent article de R. Lutz § L.G.
Albuquerque sous presse dans la revue Synthése.

Imaginons une démonstration de « 0 = | » & partir des axiomes internes a ZF et des
axiomes externes (a), (b), (c), (d). Le vocable correct apparait dans cette démonstration a chaque
fois que I’on y utilise I’'un des axiomes externes, et uniquement a ces endroits. Notons 4, ... 4,

les occurrences successives de ces axiomes, en respectant 1’ordre chronologique. Remplagons
alors les A4; par des théorémes de ZF selon la recette suivante :

- un axiome de type (a) est remplacé par « 0 <m, =m,~ »

- un axiome de type (b) est remplacé par « n<m, = sn<sm =m »

- un axiome de type (c) estremplacé par « (m<n e n<m)) = m<m =m »
- un axiome de type (d) est remplacé par « In,n>m, =m," »

Toutes les variables m, n, se référent évidemment a des entiers. Les m, sont des entiers que 'on

choisit tels que, pour chaque i=1,...,k—1 on ait m,, >m,". Ce choix a une solution purement

i+1
empirique, puisque le nombre & est empirique. On obtient de cette fagon une démonstration de
« 0 =1 » sans sortir de la théorie ZF.

PR

La preuve ci-dessus, de nature métamathématique (nous avons préféré ici parler de
preuve empirique pour donner toutes ses lettres de noblesse a cette forme de mathématique), peut
étre reprise pour n’importe quelle affirmation interne au langage de ZF, a la place de « 0 =1 ».
En effet, la seule propriété de cet énoncé que nous avons utilisée est que le vocable correct n’y
apparait pas. Il en résulte que nous avons prouvé une propriété de la relation entre ZF+ et ZF
plus forte que la consistance relative, qui s’exprime ainsi :

Tout énoncé interne au langage de ZF qui est un théoréme dans ZF+ est aussi un
théoréme dans ZF.

On dit que ZF+ est une extension conservative de ZF. Le mot « extension » contient le
fait que tout théoréme de ZF reste un théoreme dans ZF+, ce qui était implicite dans notre
présentation de ZF+. Ainsi, une extension conservative de ZF ne trahit celle-ci ni par défaut, ni
par exces. Du point de vue de la validité logique, la théorie des ensemble enrichie ZF+ a
exactement la méme valeur que ZF. Mais elle a un avantage mathématique et didactique sur ZF,
car elle permet la modélisation de concepts intuitifs plus élaborés grace a la plus grande richesse
de son langage. En effet, les entiers naturels non corrects sont plus grands que tout entier obtenu
« en montant 'escalier de la succession » autant de fois (au sens empirique) que I’on veut. Ils
méritent donc d’étre dits trés grands, car ils ont la vertu intuitive essentielle que nous attendons
de ce concept.

Bien siir, un praticien des mathématiques qui serait de mauvaise foi ou qui confondrait
mathématique abstraite et mathématique empirique pourrait rejeter I'usage de ZF+ comme
contexte de sa pratique en nous mettant au défi de lui donner un exemple empirique d’entier tres
grand. Les lignes ci-dessus devraient lui faire prendre conscience de I’absurdité d’une telle
exigence, d’autant que la plupart des objets de la mathématique abstraite classique ne la satisfont
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pas: par exemple les nombres réels \/5 ou m ne sont que des sous-produits d’axiomes
existentiels. ..

Une autre inquiétude a laquelle nous avons dii répondre est que « tout ceci est une
conséquence de I’axiome du choix », ce qui semble pédagogiquement monstrueux si I’on oublie
que la complétude du corps des réels, base de tous les théorémes classiques d’existence de
limites, est déja un sous-produit de 1’axiome du choix (ou du moins d’une de ses versions
affaiblies). Mais il y a mieux : la preuve de conservativité de la théorie ZF+ donnée ci-dessus est
hautement constructive. 11 s’agit d’un algorithme qui transforme une démonstration externe d’un
théoréme interne en démonstration interne. Elle n’utilise pas du tout I’axiome du choix et reste
donc valable méme si ’on ne le met pas dans la liste des axiomes de ZF. Rappelons que
I’axiome du choix est une affirmation trés forte et longtemps controversée a propos de 1’infini
actuel de la mathématique abstraite. Elle prétend que pour toute famille (£,), , d’ensembles, il

iel
existe une fonction qui associe & chaque valeur de I’indice i un élément de I’ensemble E;
correspondant. Cela parait évident dans le cas de collections empiriquement finies d’objets
matériels. Accepter d’étendre cette propriété aux familles infinies d’ensembles infinis sans
craindre qu’il en sorte une contradiction est plus hardi... Mais les conséquences en sont si utiles
pour compléter le discours mathématique abstrait que les mathématiciens ont fini par mettre
I’axiome du choix au rang des évidences que I’on ne discute plus. Mais ici la saveur du mot
« existence » est aussi peu ontologique que possible...

De toute cette discussion, il résulte que le seul argument pour ou contre 'usage de ZF+
est cclui de la commodité didactique (si ’on exclut les usages pour la modélisation dans les
autres sciences, la ou I'idée de grand nombre est omniprésente, par exemple en physique, en
économie etc...). L’extension que nous venons d’élaborer reste certes trés rudimentaire, mais
elle a valeur de paradigme. Maintenant que le verrou a sauté, la porte est ouverte a des
extensions plus élaborées susceptibles de rendre les services que nous avons mis en valeur dans
les chapitres précédents. Avant de les passer en revue, il convient de lever les doutes immédiats
que peut susciter I'introduction des ordres de grandeur auprés de ceux qui n’ont jamais été dans
la nécessité de préciser leurs idées quant a la démonstration par récurrence et a la définition de
sous-ensembles d’un ensemble en mathématique abstraite. Il s’agit de la principale difficulté
psychologique que rencontre I’introduction des ordres de grandeur auprés des professeurs (les
€leves, étant moins rompus a une pratique mathématique scrupuleuse, y sont nettement plus
indifférents...). La encore la distinction entre mathématique empirique et mathématique abstraite
est essentielle pour clarifier le débat.

. Les deux paradoxes fondamentaux de ZF+.

Voici une « preuve » que ZF+ est contradictoire.

« Il résulte des axiomes externes que si un entier »n est correct, alors n + 1 ’est aussi. Comme 0
est correct, on en déduit par récurrence que tout entier est correct, ce qui contredit ’axiome (d). »

Pour celui qui écrit cette « preuve » la démonstration par récurrence peut signifier
« monter I’escalier aussi loin que I’on veut ». Dans ce cas il a parfaitement raison a condition de
se placer dans le contexte de la mathématique empirique. Et il aura ainsi prouvé que tous les
entiers empiriques sont des entiers empiriques, le mot correct ne leur ajoutant rien...Mais
I’axiome (d) ne dit rien au sujet des entiers empiriques. Il s’agit d’un axiome concernant
uniquement la mathématique abstraite.

Si maintenant la « preuve » concerne la mathématique abstraite, alors il faut regarder la
démonstration par récurrence dans ce contexte. Elle revient a considérer le sous-ensemble E des
entiers naturels qui sont corrects. Or par hypothése E est autosuccesseur et contient 0 ; comme N
est un ensemble minimal ayant cette propriété, on en déduit que £ =N,
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Est-ce la fin de notre réve (d’ordres) de grandeur ? Non, car il y a dans cette
démonstration un viol caractérisé de la théorie ZF. Qui nous a permis de considérer le sous-
ensemble des entiers corrects ? Pourquoi pas celui des entiers sympathiques, bleus ou jaunes ?

Que dit 'axiome de ZF relatif a la définition de sous-ensembles ? Rien de plus que ceci :

pour toute propriété a une variable libre P(x) exprimable dans le langage de ZF et tout
ensemble H, il existe un et un seul sous-ensemble de E de H dont les éléments sont ceux de H qui
vérifient P(x).

Ainsi, les propriétés externes au langage de ZF, comme notre vocable correct ne sont pas
concernés !

Notre second paradoxe releve du méme abus, mais il ouvre des perspectives fascinantes.

On sait que deux des propriétés de I’ensemble N que Péano a mis a la base de
I’arithmétique sont les suivantes :

- toute partie de N admet un plus petit élément ;

- toute partie majorée de N admet un plus grand élément.

Or, il n’existe pas de plus grand entier correct. En effet, le suivant serait encore correct, ce qui
est contradictoire. De méme il n'existe pas de plus petit entier trés grand (c’est a dire non
correct). En effet, ’entier précédent n —1 serait encore trés grand, sinon n serait correct.

Nous venons de démontrer deux théorémes de ZF+. Iis semblent contredire les propriétés ci-
dessus. Mais vous devinez pourquoi il n’y a pas de contradiction : il n’y a pas d’ensemble des
entiers corrects ni d’ensemble des entiers trés grands !

En revanche, nous avons gagné un aspect précieux de ZF+ pour la modélisation de I’idée
intuitive de transition floue : on sait quand c’est « avant », on sait quand c’est « aprés », mais il
n’y a pas d’instant précis ou a lieu la transition. L exemple typique, qui a fait réfléchir plus d’un
philosophe depuis I’ Antiquité, est la constitution d’un tas de sable. On ajoute un grain a ce qui
n’est pas un tas et on n’a pas encore un tas. On enléve un grain a un tas et on a encore un tas.
Une autre histoire typique est celle de ’homme qui descend du singe... ou simplement de
I’enfant qui devient un adulte, de I’herbe qui devient un arbre etc.... En fait, dans la vie réelle,
toutes les transitions ont ce caractere flou qu’une mathématique trop pauvre comme celle de ZF
ne permet pas de modéliser. Ici, ce caractére flou est inscrit dans la constitution de la modeste
extension ZF+, tout simplement parce que 1’on a introduit des concepts externes qui ne sont pas
assortis d’une définition exprimable dans le langage de ZF, et donc ne définissent pas des sous-
ensembles, ce qui permet une plus grande liberté.

Dans les chapitres précédents, nous avons introduit des notions beaucoup plus élaborées
que celle d’entier correct ou trés grand, avec des propriétés plus fortes. Nous allons les
commenter maintenant a la lumiere de ce que nous avons compris a propos de ZF+. Cela nous
permettra aussi de délimiter leur champ d’application respectif.

Tout d’abord nous allons remplacer le vocable provisoire « correct » par un vocable dont

le contenu affectif soit aussi proche que possible de 1’'usage que nous en faisons dans nos
extensions du contexte mathématique. Ce choix obéit au souci pédagogique suivant : les éléves
ne sont pas explicitement concernés par la distinction entre mathématique empirique et
mathématique abstraite ou formelle. Pour eux (mais non pour leur professeur !) tout ceci se
confond. Il convient donc que le vocabulaire soit aussi porteur que possible, méme s’il faut en
délimiter la signification en précisant les régles du jeu au moment voulu.
Aprés de longues discussions et expérimentations, nous avons sélectionné 1’adjectif explicité que
nous avons introduit dans les chapitres précédents, a la place de ’adjectif correct utilisé ci-
dessus pour les besoins techniques de notre discussion concernant les extensions conservatives
de ZF.

83 Justification logique. ..



Réciproquement, tous les indices trés grands dépassent n, de sorte que les termes

correspondants u, sont dans I’intervalle [a,b]. I en résulte que pour tout entier modéré k. on a

1 Ca .
u, — L[ < T Ceci implique que u, = L, donc la suite converge.

Le nombre L n’est ni unique ni modéré en général (par exemple dans le cas d’une suite
constante a valeur trés grande). Mais pour des suites raisonnables, le second défaut disparait,
comme le montre le résultat suivant, qui concentre I’essentiel du classique « critére de
Cauchy » :

Théoreme (D). Soit une suite qui converge et qui prend des valeurs modérées a tous les rangs
modeérés. Alors elle prend aussi des valeurs modérées aux rangs trés grands.
<1 . Soit

En effet, soit @ un rang trés grand et 4 I’ensemble des rangs n tels que |1, —u,,

n, le plus petit élément de 4. Si »n, était trés grand, alors n, —1 le serait aussi, et donc serait
¢lément de A4 car la suite converge. Ceci contredit la minimalité de »,. Ainsi ce nombre est

mod¢ré, donc aussi u, . Il en résulte que u,, est modéré.

Nous avons déja exigé des suites explicitées qu’elles prennent des valeurs explicitées a
tout rang explicité (cette propriété passe aisément a travers notre preuve de conservativité). Le
théoréme D leur est donc applicable, et en passant & I'ombre nous obtenons immédiatement a
partir des théorémes C et D la formulation du concept de limite utilisée dans les chapitres
précédents :

Théoréme de convergence. Une suite explicitée est convergente si et seulement si il existe un réel
explicité L (et un seul) tel que pour tout n trés grand, u, ~ L.

A partir de 1a on démontre aisément les propriétés habituelles des limites : sommes,
produits, gendarmes etc.... Il reste a établir le lien entre cette notion de limite et celle qui s’est
imposée au 19°™ si¢cle. Nous avons pour le moment la traduction suivante :

Une suite explicitée est convergente si et seulement si il existe un réel explicité L tel que,
pour tout intervalle ouvert]L—g,L +g[, avec ¢ explicité positif, il existe un rang explicité a
partir duquel tous les termes de la suite sont dans cet intervalle.

En effet, la limite issue du théoréme de convergence vérifie cette propriété d’aprés le
théoréme C. Réciproquement, les rangs trés grands dépassant tout rang explicité, les termes qui
leur correspondent sont plus proches de la limite L que les bords de tout intervalle explicité qui
contient cette limite ; ils lui sont donc tres proches.

Il reste a enlever le qualificatif explicité dans cette traduction et 1’on obtient la version
classique de la convergence. Cette suppression nécessite un axiome qui est la traduction formelle
de I’idée intuitive que « ce qui est vrai dans tous les cas particuliers est vrai en général ». Plus
précisément le schéma d’axiome de transfert s’énonce grossiérement ainsi, a propos des nombres
et des suites :

Une propriété interne concernant des nombres et des suites est vraie si et seulement si
elle est vraie lorsque tout ou partie des objets sur lesquels on quantifie sont supposées explicités.

Moyennant cet axiome, on obtient I’équivalence entre les deux notions de limite pour les
suites explicitées, ce qui est rassurant. On en déduit aussi qu’une propriété interne vérifiée par les
suites explicitées est vraie pour toutes les suites. Par exemple les théorémes généraux sur les
limites : sommes, produits etc....
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Du point de vue épistémologique, il est maintenant intéressant de comprendre pourquoi,
comme nous I’avons annoncé plus haut, ’axiome du choix doit étre adjoint a la théorie des
ensembles ZF pour que la preuve de conservativité s’étende a 1’extension avec transfert.

Considérons par exemple une occurrence d’un axiome de transfert qui soit de la forme :

« s’il existe un x vérifiant la propriété P(x) alors il existe un y explicité vérifiant P(y) ».
Ici P est une propriété interne au langage de ZF.
Dans une traduction locale on voudra écrire « s’il existe un x vérifiant P(x) alors il existe

un y e E vérifiant P(y) » ou E est I'’ensemble fini qui croit au fil de la traduction d’une

démonstration externe, selon la procédure que nous avons illustrée plus haut en matiére de
preuve de conservativité. Mais si le £ entrant ne contient pas de y qui convient, il faut lui en
adjoindre un en choisissant parmi tous les x qui satisfont P. S’il n’y a pas unicité, ni aucune
procédure explicite pour faire ce choix, il ne reste plus que le recours a I’axiome du choix,
exactement comme dans la démonstration classique de ce que toute suite de Cauchy converge
dans le corps des réels considéré comme 1’anneau quotient de 1’anneau des suites de Cauchy de
rationnels par I’idéal des suites qui tendent vers 0.

. Extension aux fonctions : les axiomes de détermination.

La discussion ci-dessus peut étre reprise pour la notion de convergence concernant les
fonctions réelles de variables réelles. Tant qu’il s’agit seulement de calculer des limites ou de
démontrer des propriétés algébriques a propos de fonctions explicitées, on n’utilise que trés peu
de propriétés du concept de fonction explicitée : essentiellement ce qui concerne la fabrication de
fonctions explicitées a partir d’autres a I’aide des opérations algébriques : sommes, produits,
quotients, composition. On utilise également I'affirmation qu’une telle fonction prend des
valeurs explicitées en tout point explicité, ce qui est aisément acceptable a partir de 1’idée
intuitive correspondante. Du point de vue de la conservativité, tout ceci passe aisément le cap des
traductions locales, sans recours a 1’axiome du choix. Bien entendu, pour établir I’équivalence
entre formulation interne et externe de la notion de limite, il faut étendre le schéma de transfert
aux fonctions, ce qui suppose que I’on utilise I’axiome du choix dans la preuve de conservativité.

Mais il y a nouvelle demande qui émerge dans le cas des fonctions. Elle concerne la
définition d’une fonction explicitée a partir d’une construction externe. L exemple typique en est
la fonction dérivée. Si nous considérons une fonction explicitée dérivable en tout point explicité
d’un intervalle explicité, nous aurons pour chacun de ces points un nombre dérivé explicité.
Dans les cas pratique, qui concernent les éléves, on voit tout de suite apparaitre une fonction
explicitée qui prend en ces points explicités la valeur du nombre dérivé, ce qui justifie la maniére
dont la fonction dérivée a été introduite au chapitre 1.

Mais dans les questions théoriques, il faut affirmer Pexistence d’une telle fonction. Son
unicité releve du transfert, mais son existence reléve d’un nouveau schéma d’axiome, que I’on
pourrait appeler de détermination de fonctions. 11 affirme que toute procédure qui associe a
chaque réel explicité d’un intervalle explicité une valeur explicitée détermine une (unique par
transfert) fonction explicitée qui coincide avec I'effet de cette procédure sur les réels explicités.

On obtient de cette fagon une fonction F en intégrant une fonction continue . Pour a et x

explicités, elle est définie par F(x)= rf(l)dl au sens de I'ombre de l’intégrale d’une

approximation de f par une fonction en escalier, comme dans les chapitres précédents. Ailleurs

la fonction F n’est pas définie par une telle construction, mais existe en vertu de 1’axiome de
détermination. On garde la méme notation, mais les propriétés internes de F doivent étre
démontrées par transfert & partir du cas ou x est explicité. Par exemple la linéarité de I’intégrale
ou la formule de la moyenne se vérifient sur les intervalles explicités et par transfert cela suffit.

De cette fagon, on montre aisément la réciproque du théoréme fondamental du Calculus :
la fonction F a pour dérivée f.
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En effet, par transfert et formulation externe de la limite pour les fonctions explicitées. il
a F(x+h2_F(x)zf(x). Par la
formule de la moyenne, le premier membre est trés proche d’une valeur f (5) pour un certain &

suffit de montrer que pour tout x explicité, et tout 4~ 0, on

compris entre x et x + 4 . Par continuité de £, ona f(£&)~ f(x) ce qui clot la démonstration.

On en déduit comme d’habitude que toute fonction continue admet une primitive, ce qui
permet de définir de justifier I’existence de solutions pour de nombreuses équations
différentielles.

9. Relation de tout ceci avec I’Analyse Non Standard : ’extension conservative IST.

Jusqu’ici nous avons délibérément évité toute allusion a 1’ Analyse Non Standard, de peur
que certains préjugés attachés & ce vocable par quelques mathématiciens professionnels
n’empéchent le lecteur de suivre la démarche simple et constructive que nous lui proposons, ef
dont la nature épistémologique est différente de celle de I'ANS comme nous avons tenté de le
montrer ci-dessus. Ces préjugés sont les inévitables relents de la bataille historique, étalée sur
trois siécles, qui a conduit & I’évacuation des infinitésimaux leibniziens pour cause de non-
existence en tant qu’objets mathématiques empiriques. Notre proposition est certes liée a I’ANS
par certains aspects fondamentaux, tels I’introduction d’extensions conservatives de la théorie
des ensembles comme I’est la théorie IST de E. Nelson, mais elle a son originalité propre
puisque, comme nous I’avons montré plus haut, on peut aller asscz loin dans le cadre d’une
extension conservative de la théorie des ensembles sans axiome du choix (I’ouvrage sur Le
Constructivisme Non  Standard de JM.Salanskis, aux Presses Universitaires du
Septentrion, 1999, est éclairant a ce sujet). Disons que, du point de vue de la recherche
mathématique, I’émergence de I’ANS a brisé le vieux tabou relatif aux infinitésimaux ce qui,
loin de susciter I’enthousiasme auquel on aurait pu s’attendre, puisqu’un probléme ancien tant de
fois débattu trouvait enfin sa solution, a plutdt suscité la méfiance et une bonne dose
d’incompréhension, tout en permettant de résoudre élégamment divers problémes ardus.

Cependant du point de vue de I’enseignement des rudiments d’analyse, 1’introduction «
minima des ordres de grandeur résulte plutdt d’une réflexion systématique entre mathématiciens
rompus a des versions faibles de ’ANS et pédagogues avertis, présentée initialement a 1’état
théorique dans la brochure 103 de I’APMEP. Elle a été abondamment poursuivie et
expérimentée depuis par les artisans du présent ouvrage, qui en proposent le résultat a I’attention
des collégues confrontés a la difficulté d’enseigner I'usage de notions dont les définitions restent
a Iétat intuitif. Ici nous faisons entrer une part de ces aspects intuitifs dans le discours
mathématique formalisé...
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