GENERATIONS GEOMETRIQUE ET ALGEBRIQUE DES TRIPLETS
PYTHAGORICIENS

André STOLL
Lycée Couffignal Strasbourg

« L'algébre et la géométrie somt comme ['avengle et le paralytique » Jean Frenkel, un de mes
professeurs a université de Strasbourg, rappelait réguli¢rement cette maxime a ses étudiants.

Récemment, en classant les « Ouverts » de ces dernicres années, )’y ai repensé en
revoyant la couverture du numéro 87 daté de juin 1997. Celle-ci présente une construction trés
simple de toutes les fractions pythagoriciennes x/y, cest-a-dire telles gue xX2+¥P=52 avec x, y, 3 entiers
naturels non nuls, premiers entre exx. Cette construction est rappelée ci-dessous. La
présentation se termine par la remarque suivante : « /e plus remarquable est que chaque triplet
pythagoricien est ainsi obtenn, une et une seule fois »' . Cette affirmation est donnée sans
démonstration. Le but de cet article est d’en présenter une. Et, bien-sar, I'algebre nous
rendra un grand service.

1. Génération géométrique des triplets pythagoriciens

La construction : Un cercle est inscrit dans un carré de c6té unité dont 'un des sommets
est P. Soit A I'un des points de tangence sur un c6té du carré ne passant pas par le point P.
La droite (AP) coupe le cercle en A’. Le rectangle A’A1A2A3 inscrit dans le cercle donne le
premier triplet (3, 4, 5) (Les cotés sont dans le rapport 4/3)

A o Ap
As A,
Az . o Asm
Axs e AR
Asy ; : ' ““Asz
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Al g Aay
A'ﬁ : i o ’ g A32;
A e . Ay
pi— e — Au

FIGURE |

En joignant P a Ay, Az et A3, on obtient Ay, A2, A3’ les points d’intersection avec
le cercle correspondant aux triplets  (5,12,13), (21,20,29), (15,8,17)

! John H. CONWAY, The book of numbers p.172 Springer Verlag 1996
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respectivement. Joignant a nouveau P aux sommets des rectangles insctits on
obtient d’autres triplets et ainsi de suite.

Théoréme 1 :

Tout triplet pythagoricien est ainsi obtenu une et une seule fois.

2. La métamorphose : de géométrique, le probléme devient algébrique
Dans le plan muni d’un repére orthonormé {P, Z 5—;}, on considere le cercle C de

11 1 .
centre 0(5,5) et de rayon 5. On appelle respectivement Ci, Ca, Cs et I' les quarts
. 1 1 1 1 '
de cercle C correspondanta: Cy: 3Sx<let0Sy<5; Coig<x<let535y<1;

1 1 1 1
Ci:0sx<jetzsy<1; [:0<x<jet0<y<3. FIGURE ?

FA

1. On appelle ¢ Papplication de C sur lui-méme qui a tout point  ¥* ¢,
M associe M’ le deuxieme point d’intersection de C avec la

droite (PM).

Proposition 1: Si M a pour cootrdonnées (a, b) alors les

a b '
Lo > 2 2V oud=a2+h? 1N
coordonnées de M’ sont (41 n ]) oud = a2+ b2 M

¥ Xy

. . , ) . 1
Démonstration : I’équation du cercle Cest: x>+ y2—x—y + 7 =0, celle

. _b o -
de la droite (PM) est: y = —x. Par substitution on est amené a
. P 2
résoudre 'équation du second degté : (a2 + b?) x2— (a + b) ax +a¢ = 0.
Ot x = a est solution de cette équation. On en déduit Iautre solution puis le

résultat ci-dessus.

2. Partant d’un point A’ appartenant a I', on construit le rectangle

. R FIGURE 3
A’A1A2A3 dont les cOtés sont paralleles aux axes de

A A,

coordonnées et de telle sorte que A1 € Ci, Az e Cy, Az e Ca.
Il est clair que si A’(a,b) alors Ai(1-a, b), A2(1-a,1-b),

As(a,1-b). L application qui au point A’ associe le point A; (i=1, 2 0
ou 3) est notée ;. “
3. On appelle k 'application

N A'A; — 1-2a P
T AA; T 1-2b

4. Soit T Pensemble des triplets pythagoriciens cC’est-a-dire des
triplets d’entiers naturels non nuls (n, p, q) tels que n? + p2 = g? et PGCD(n, p,

9 =1

k:I—> R, A’a,b)!

Il n’est pas difficile de prouver que n et p sont de parités différentes. On peut alors
prendre le nombre n impair; (n, p, q) € T étant donné, on cherche un point

A’(xy) €l tel que k(A= g . Cette recherche conduit au systéme suivant :
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1-2x
12y " p°
solution : x = g;q_ ety :9..2{.]_2. Cette application T ——> T est notée f.

I::

et . Ce systéeme a exactement une

D]

1
x2+y2—x——y+Z=O,OSXS

5. La construction géométrique du {1, nous indique comment calculer trois
nouveaux triplets pythagoriciens a partir d’un triplet pythagoricien. Cette
méthode est résumée dans le tableau suivant :

(n,p,)—>A" —> A, —> A’ | >k(A’;):%*‘“‘>(N,P,Q=\/T\IW)

s(9=n 9-p (9239.:2) (q+nq+p) (q—nq+p)
A(°q’2q)A’ q”q Az 29 ° 2q As 29 > 2q

A qtn As gtn qtp Al
1\ 2(2n-2p+3 22n—‘_ +3 2 2(2n+2p+3q) > 2(2n+2p+3 3
(20-2p+3q) > 2(2n-2p q) ( pt3q)° 2( p+3q)

qtp
’)(_’)n+2p+3q) 2(=2n+2p+3q)

Ni= n-2p+2q N2= n+2p+2q N3 = —n+2p+2q
P1 = 2n—p+2q P2 = 2n+ p+2q P3 = —2n+ p+2q
Q1= 2n-2p+3q Q2= 2n+2p+3q Q3= —2n+2p+3q

6. L’introduction des matrices permet de simplifier les notations. Posons

1-22 122 -122
R1:(2-l 2) Rz:(z 1 2) R3:(-.2 2)_
2-23 223 —2 3
Ni n
Avec ces notations : ( ) R{J
Q

7. Remarque : le lecteur vérifiera que les trois triplets (N;,P;, Q) ainsi obtenus sont
des triplets pythagoriciens et que de plus N;> n et P;> p.

t

[SS I

3. Génération algébrique des triplets pythagoriciens

Théoréme 2 :

Tout triplet pythagoricien peut étre obtenu a partir du triplet pythagoricien (3,4,5)
par application répétée de Ri, Rz R . De plus, cette décomposition est unique.
En d’autres termes : soit t € T, il existe un et un seul p-uplet (i,, i,, ... i) avec

3
i €{1,2,3} telquet= Ri Ri ... R (4}
: s

Démonstration du Théoréme 2
Proposition 2 : Soit t = (a,b,c) € T, t# (3,4,5) alors un et un seul des 3 triplets
t = Ri7'(t) avec i € {1,2,3} est un triplet pythagoricien .
Démonstration :
Les mverses des matrices Ri, Ro, R3 sont :




André STOLL

a= a+2b-2c
En posant {p=-2a-b+2c ona: t; = (a,p.y),
y=-2a-2b+3c
t2 = (a,-B.y), 3 = (~o,~B.y).1l est clair que a?>+p>=y?
et que PGCD(a,B,y) =1.
Supposons a = 0, alors 2c = a + 2b. D’ou en
élevant au carré et en introduisant a2+ b2= ¢2:
4c2 = a? +4b? +4ab = 422 + 4b% Et, apres
simplification : 4b = 3a . On en déduit Pexistence
d’un nombre e tel que : a=4e, b=2e, c=be.
Enfin, comme PGCD(a,b,c) =1, on a: a=4, b=3,
c¢=5. Ce cas ayant été exclus, on a nécessairement
a > 0 ou
nécessairement § > 0 ou B< 0. Enfin, lorsque
o <0 alors on a aussi B< 0 car p = a —3(a+b) +4c.

Fn effet o > 0<a+2b<2¢ C%b<a et de méme

o < 0. De la méme maniére, on a

3 N .
B< 07 b<a, dou le résultat.

Finalement, sia > 0 et > 0 alors seul ty €T, si
a>0et B< 0 alors seul o € T et sia < 0 alors
B<Oetseultse T

Proposition 3: Soit (ai,bi,ci) ce triplet, alors
a>ay

Démonstration : En effet, sio > 0 alors :

am=a=a+2(b-c)<acarc>betsia <0
alorsa; = —a = -a-2b+2c =a+2(c-a-b)<a.
En réitérant le processus, on construit une suite
d’éléments de T : (a, b, ¢), (a1, bi,c1), (az, ba, c2),
(a3, b3, c3), ...

Proposition 4 : Cette suite est finie.

La méthode de descente infinie

Cette méthode, inventé par Pierre
de Fermat (1601-1665) peut s’énoncer
de la maniere suivante: il n’existe
qu’'un nombre fini d’entiers plus petits
qu’un entier donné. On peut également
Pénoncer de la maniére suivante :

Soit (a,) une suite décroissante
d’entiers naturels, alors il existe m € N,
tel que pour tout n = m, a, = a,.

Pierre de Fermat a utilisé cette
méthode pour prouver le théoréme:
« Latre d'un triangle rectangle en nombres ne
peut étre un carré » ce que 'on traduirait
actuellement en disant que le systéme
d’équations :

a® +b? =&
{ ab = 2¢
n’a pas de solution dans N ’ autre que
la solution évidente a = b = ¢ = (.

Pour démontrer ce théoreme,
P. Fermat suppose qu'un tel triangle
(a,b,c) existe. Il construit alors un
triangle (a’b’,c’) ayant les mémes
propriétés et tel que : a’<a, b’<b, ¢’<c.
Il obtent ainsi une suite strictement
décroissante  de nombres entiers
naturels.

Ce qui est impossible.

Je renvose le lectenr intéressé par cette démonstration an
livre de Catherine Goldstein, Un théoréme de

Fermat et ses lecteurs awx éditions Presses
Universitaires de V'incennes.

En d’autres termes, il existe un entier naturel m tel que (am, bm, cm) = (3, 4, 5).
Démonstration : il suffit d’appliquer la méthode dite de descente infinie de

Fermat (voir encadré).

EXEMPLE : La démonstration ci-dessus nous fournit une méthode pour calculer le

p-uplet (i, i, ... i)
t1 = (2225, 3 648, 4 273)
t3 = Ra-1(t2) = (275, 252, 373)
ts = Ri~1(ty) = (15, 8, 17)

t2 = Ri7\(ty) = (975, 448, 1 073)
t = RoI(ts) = (33, 56, 65)
ts = Rs-I(ts) = (3, 4, 5)

et par conséquent : (2 225, 3 648, 4 273) = R1 RsR2R1 R3(3, 4, 5)
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Relation entre les théorémes 1 et 2

Ces deux théorémes sont clairement équivalents. (Il suffit de se souvenir que le
produit de la matrice R; par un triplet pythagoricien cotrespond 2 la construction
yie® ).

Par exemple, la construction du point du cercle C qui correspond au triplet
t1 = (2 225, 3 648, 4 273) est la suivante :

Al Aty Az BN A} (ERATN A?,ﬂ-“(p—) Asli‘l,l‘*) A312"—E—> Asszﬂl-‘% A3123i—?—-> K313 HAETN Asias
4. Equations x>+ y*+ z2=t* et xX*+y? =22+ ¢

1. Quelques solutions de ces deux équations.

Soit t un nombre entier quelconque ; le quadruplet (x, y ,z, t) = (t, 0, 0, t) est
solution de I'équation x> + y2 = z2 + (2 soit M une mattice produit dans un ordre

t 0
quelconque des matrices Ry, Rz, R, alors les produits M(Oj et M(tJ nous donnent
0 0

0

deux autres solutions de cette équation et le produit M(O] nous donne une solution
t

de I'équation x2 + y2 + 2 = 22 |

-89 92 128}

ExempLe : M =R{ R»2Rs = [—188 191 268 |;
~208 212 297

= -89,y =-188,z2=-208,t = let x =92,y =191, z = 212, t = 1 vérifient

x2+y? =22+ 2,

x = 128,y = 268, z = 297, t = 1 vérifie x2 + y2 + t2 = 22

2. Ensemble des solutions de x2 + y2 = 22 + 2

Soit t € N* fixé .
Posons S(t) = {(a;b;c)e N?| a2+ b2 =2+ tz} . Il est aisé de montrer que si
X € S(t) alors RiX € S(t) pour i€ {1,2,3}.
Inversement, a quelle condition Ri-'X appartient-il a S(t) ?

a

Avec les notations du § 0, posons X = (b] ety =-2a-2b+ 3c.

C
(t—0)(ctatb) = 2(c —(a+b))(c + (a + b))= —2(2ab + a2 +b2— c?) = -2(2ab + t2) < 0
Comme a + b + ¢ > 0, on a nécessairement y < c.

Si ¥ 2 0 alors, de la méme maniére qu'au § 0, 'un des trois vecteurs Ri'X
appartient a S(t) et on recommence la méme procédure. Posons a ptésent :

E(@) = {XeS( ] Y < 0} ; nous pouvons énoncer le

Théoréme 3

Quel que soit X € S(t), X est de la forme MU ou U € E(t) et M est produit dans
un ordre quelconque des matrices R;.
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Le probléme qui se pose alors est de trouver Iensemble E(t) Cest-a-dire

, | _ fetbr=cre ()
Iensemble des solutions du systeme 3c<2a+2b (2

En élevant 'inéquation (2) au carré et en multipliant (1) par 9, on obtient tout
calcul fait : 5% + 5b2 — 8ab < 9t% a et b jouent des rdles symétriques. Il suffit donc
de chercher les solutions vérifiant a < b.

Enfin pour b fixé, I'étude de la fonction définie pour a €[b, +oof :

a ———¥y(a) = 5a2 — 8ab + 5b2— 92, montre que 'on peut se limiter au cas ou

OSbslg—t,OSaslgt.
EXEMPLES
k=1, E®) ={(1,0,0),00,1,0),(1,1,1)}

=7 %t ~ 14,8: il suffit de chercher a, b, ¢ vérifiant ¢2 = a2 + b2 - 72

0< a <14, 0< b £14. Un tableur nous rendra quelques services (premiére ligne : a ;
premiere colonne : b ; puis dans chaque case le nombre a2 + b2 — 72)

bla 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0 -49] -48] -451 -40] 33| -24f -13 0 15 32 51 721 951 120 147
1 -47)  -44) -39 32 231 12 1 16} 33 52 73 96; 121! 148
2 411 -36] -291 -20 -9 4 191 _36] 55 76 991 124) 151
3 =31 241 -15 -4 9] 24] 41 60 81 104} 129 156
4 -17 -8 3 l6f 31 48] 67 88; 111] 136] 163
5 1 12] 25| 40f 57 76 971 120] 145] 172
6 23] 36! 51 68 87; 108 131§ 156] 183
7 49, 64 811 100] 121} 144, 169| 196
8 791 961 1151 136} 159 184] 211
9 1131 1321 1531 176] 201} 228
10 151] 1721 1951 2201 247
11 1931 216] 241] 268
12 2391 264! 291
13 289 316
14 343

Le triplet a =13, b =1, ¢ =11 ne convient pas cat 3¢ 2 2a + 2b
E(7)={(5.5,1)6,1,4(1,84)9,2,6)(2.9,6)(11,39)(3,11,9)(13,13,17)(7,b,b) (b,7,b) | 0<b<14}
Le

Théoréme 3 peut étre généralisé 2 Z2 de la maniére suivante :

Théoréme 4

a

Quel que soit X = (bJ eZ? tel que 2> + b? = ¢2 + 2 X est de la forme MU ou
C
100
JMU ou U € E(v), | :(O 1 0) et M est produit dans un ordre quelconque des
0

matrices Ri ou (Rj)-".
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-1 00 100
En effet, le produit de X par 'une des trois matrices I :( 1 OJ , :(0—1 0) ou J
01 001

nous ramene aux hypothéses du

Théoreme 3.
OrI1 = R5'R; = R5'R2 et I» = Ry'R> = R3'Ry. D’ou le résultat.

17 17 1 1
Exemple (X = (-(J , X=1 12( 6] = I IQR32R1(OJ = R3—1R1R32R1(0j .
18 18 0 )

5. Le groupe orthogonal

On l'aura compris : si tout ceci « marche bien » C’est tout simplement patce que
les matrices R1, Ro, R3 sont des matrices orthogonales pour la forme quadratique
Q(X>Y>Z) =x>+ yz -z (*)
Pour ceux qui Pauraient oublié, je rappelle qu'une matrice M est dite orthogonale
(sous-entendu pour la forme quadratique Q) lorsque :

VXeR> QMX) = QX) (*9

100 X

En introduisant la matrice | :[ 01 0) et en posant X = (y] la relation (*) se
00-1 z

traduit par Pégalité Q(X) = XJX et (**¥) par MJM =].

I’ensemble des matrices orthogonales forme un groupe noté O(Q).

SiMe O(Q) et Ne O(Q) alors :

— MN € O(Q) car {(MN)J(MN) = N(MJN) N =NJN =] ;

— M est inversible car dét(J) = détMJM) = dét2M) dét(]) donc dét(M) = %1 ;

— M- € O(Q) car (MM =(MJM)1 = J.

Considérons a présent le sous-ensemble E des matrices orthogonales 2
coefficients entiers. E est un sous-groupe de O(Q) carsiM € E et N € E alors
MN € E (évident patce que Z est un anneau) et M~ € E car dét(M) = +1.

Théoréme 5

E est engendré par les trois matrices Ry, Ro, Rs, leurs inverses et la matrice J.

Tout d’abord, il est clair que ces sept mattices appattiennent a E.
Inversement, soit P € E ; il s’agit de montrer que P est produit de ces matrices.
Introduisons la forme polaire de Q, C’est-a-dite I'application ¢ : R3 x R3——> R,
X, Y) 20X, Y) = XJY {en particulier Q(X) = o(X, X)}.
En appelant, e1, e, €3 les trois vecteurs colonnes qui forment P, on a :

Qer) = Qe =1 ,Qes) ==1 etlorsquei#j, Qfe, &) =0 (1)
Comme Q(er) = 1 , il existe une matrice M produit dans un otdre quelconque

des matrices Ri ou (Rj)™! telle que: e1 =Me ou e1 =JMe avec e€E(1) (voir § 4 et
Théoréme 4).
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i
Posons pour i=1,23 f = M-l(e) = [blj M € E, les relations (®) sont
G

conservées : Q(f1) = Q(f2) =1 ,Q(fs) = -1 etlorsquei#j, o(fi, ) =0
1
Lotsque e = |1} alors az + bo—c; = 0etal + b2 —c3 = 1. D'ou 2 ashy = 1.
. 2 2

Cette équation n’a pas de solution dans 'ensemble des entiers. Ce cas n’est pas
1

possible. On a donc e = (OJ puis O(f;, ) =0 =22 =0et Q) =1 = ba—c2 =1
0

0 0 0 0
et par conséquent f> = (l) oufr, = (~1) . De la méme maniere, f3 = (0) ouf; = (O] .
0 0 1 ~1
Finalement : P=(ey, €2, e3) = M(fy, f2, £3) = MS ou S est produit des matrices I1, I
et ]. OrI1 = R5'R; = R3'Rz et I» = Ry'R> = R3'R; et la démonstration est terminée.

-17 -6 18
Exemple:P=| -6-1 6
18 6-19

17 1 1
e1 = I Iz[ 6) =1 12R32R1(0j = R3‘1R1R32R1(0) etP = R3‘1R1R32sz.
18 0 0

Questionnement

Ce paragraphe pourrait faire lobjet de problémes de la rubrique « A vos stylos »

1. Comment construire géométriquement les solutions des équations du § 4 — 2 la
manicre de la construction qui est a origine de cette atticle — 7

2. Trouver des générateurs du sous groupe E du groupe de Lorentz formé des
matrices a coefficients entiers. (Rappel: le groupe de Lorentz est le groupe
orthogonal de la forme quadratique Q(x,y,z,t) = x2 + y2 + 22 — t2)

3. Méme question pour le sous groupe E du groupe orthogonal de la forme
quadratique Q(x,y,z,t) = x2 + y2 — 22 — 2 formé des matrices a coefficients
entiers.



