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SUR LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE DU TRIANGLE
DANS LE PLAN COMPLEXE

par Jos. E. HOFMANN (Ichenhausen)

Quelques questions de géométrie élémentaire du triangle se traitent de facon
particulicrement simple sous forme vectorielle si le centre du cercle circonscrit au
triangle est employé comme point de référence. Prenons le rayon du cercle
circonscrit comme unité, alors les vecteurs 4, &, ¢ désignant également les sommets
du triangle sont des vecteurs unité, que nous écrivons de facon appropriée a l'aide
de nombres complexes. Si on représente un point du cercle unité par le nombre

complexe g, alors on note T son symétrique par rapport a Paxe réel. Les exemples
qui suivent montrent comment on peut utiliser de facon simple et cfficace

. . . U
Iinterprétation vectotielle et la relation T = >

1. Au sujet de Porthocentre, du cercle d’Euler ~ et problémes
apparentés.

(1,1) Soient a4, b, ¢les vecteurs désignant les sommets d’un triangle inscrit dans le
cercle unité (fig. 1). Alors
(a + b) est le symétrique du
centre O du cercle
circonscrit par rapport a la
corde [ab] ; ainsi le vecteur
(a + b) est perpendiculaire
a cette corde. Complétons
a présent le parallé-
logramme de sommets
(@ + b), cet O avec le point
donné par le vecteur
a+ b+ ¢=dquise trouve
sur la diagonale issue de O
du parallélogramme. Par
conséquent, la droite (ud)

.
se trouve étre la hauteur du atb
. . FIGURE |
triangle issue de ¢ coupant
la droite (gb) Puisque Cercle circonscrit, orthocentre et cercle o Euler

I'addition vectorielle est commutative et associative, d se trouve étre aussi sur les
hauteurs issues de 4 et coupant () et de & coupant (). Cela montre que les trois

* N.D.T. : Qutre-Rhin, le cercle d’'Euler est appelé cercle de Fewerbach, en hommage 2 FEUERBACH qui a
démontré, en 1822, que ce cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit et aux cercles exinscrits du
triangle abe. Cf. A. GRAMAIN : Géométrie élémentaire — HERMANN.
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hauteurs du triangle se coupent en #z point, a savoir Vorthocentre d = a + b + ¢ . Si
nous faisons un instant, abstraction du cercle circonscrit, les quatre points 4, b, ¢, d
jouent exactement le méme trdle : chacun d’eux est un orthocentre du triangle
déterminé par les trois autres points. Nous parlons de manicre appropriée de guatre
points orthogonalement liés ou de quadrangle orthocentrigue.

(1,2) A présent, soit "a'—;—'[z le milieu de la corde [4/] et du segment [O, a+4]. La

. a+tb . .
droite passant par —5— de vecteur directeur ¢ rencontre [¢d], la section d’une

. cotd d , , .,
hauteur, en son milieu ——, et 5 est le centre du parallélogramme déterminé par O,

. 1 , d e
a + b, d, c. Par suite, le cercle de rayon 5 centré en 7, le milieu du segment [Od),

- b+¢ cta a+b n s . . atd
passe par les milieux —5—, =5—, =5~ des c6tés du triangle abe, par les milieux —5—,

-b‘%l , %{ des «parties supérieures des hauteurs » (Cest-a-dire les segments
d’extrémités 4 et respectivement 4, 4, ¢), et par les pieds des hauteurs #, », » du
triangle ; on 'appelle cercle ’EULER du triangle abe . Autrement dit :

Soient les quatre points a, b, ¢, d orthogonalement liés, alors les quatre triangles déterminés par
trois de ces points ont le méme cercle ’EULER. Celui-ci passe d’une part par les six milienx: des
c61és de chaque quadrilatére complet formé par ces points, d'antre part par les pieds des hantenrs des

triangles.
(1,3) Ajoutons encore aux
sommets &, b, ¢, dde la fig. 1 les
points (b + ¢), (¢ + a), (a+ b)
(fig. 2), alors ces points sc
_w+e  trouvent sur le cercle unité
centré en 4. Ce sont les
sommets d’un nouveau triangle
qui est le  symétrique par

rapport a g du triangle abe

précédent et dont O est
Porthocentre. Ainsi, les points
O, b+ 0, (¢c+ a), (a+ b sont
lié¢s orthogonalement ; les
milieux des c6tés du triangle abe

Un couple de triangles coordonné

FIGURE 2

' K. W. FRUERBACH : Eigenschafien einiger merkwiirdiger Punkte des geradlinigen Dreiecks und mebrerer durch sie
bestimmier Linien und Figuren. Nuremberg, 1822. Pour en savoir plus, cf. J. S. MACKAY : Proceedings Edinburgh
Math. Soc. 11,1893, p. 19 et suivantes, et J. LANGE : Geschichte des Fenerbachschen Kreises, programme de Berlin,
1894 ; et également M. SIMON : Uber die Entwicklung der Elementargeometrie im XIX. Jh., compte rendu annuel de
la Fédération des Mathématiciens allemands, supplément I, Leipzig, 1906, p. 124-130, et M. ZACCHARIAS
dans IEncyklopdidze der math. Wiss., 111 AB 9, Leipzig, 1914.
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sont les milieux des parties
supérieures des hauteurs du
triangle (b + ¢, c+ a,a+ b) et
réciproquement. Nous avons
alors  huit  triangles  qui
admettent le méme cercle
d’EULER passant par douze
points particuliers. La droite
passant par les centres O et 4
des deux cercles congruents
est la droite d’EULER 2 des

dCUX triangles' IJCS centres de ,r%c:/trianqle formé a un angle obtus
., d ) ..
gravité du triangle d’origine 8
K FIGURE 3

24 . .,
et 3 du triangle associé sont
aussi situés sur cette droite.

‘ . . d d 2d s
(1,4) Si deux des cinq points O, 3525 3 d sont connus, alots on en déduit les

autres. En outre, si nous connaissons aussi le rayon du cercle ’EULER ou d’'un des
deux cercles circonscrits, alors ces trois cercles nous sont connus avec leurs centres.
A une résetve pres, indiquée plus loin, il y a une infinité de triangles abe, qui sont
inscrits dans le cercle centré en O et ont 4 pour orthocentre. Choisissons par
exemple le sommet ¢ sur le cetcle centré en O, alors le sommet opposé (a + b) est

déterminé sur le cercle centré en d comme le symétrique de ¢ par rapport 2 5. Les

paralleles (cd) et (O, a+b) rencontrent le cercle ’EULER aux sommets d’un rectangle,
dont les autres c6tés portent les autres sommets 4, & (tespectivement (b+¢), (c+a))
des triangles associés.

St le triangle abe est acutangle, d se trouve a lintérienr du cercle circonscrit centré en
O. Si le triangle est rectangle, d se trouve sur le cercle circonscrit. Dans ce cas, le cetcle

d’EULER et le cercle circonscrit de centre 4 sont tangents, et la longueur IOdl est le

diameétre du cercle ’EULER. Si le triangle abe a un angle obtus, d se trouve hors du
cercle centré en O, mais de sorte que le cercle ’EULER compe le cercle citconscrit. La
figure 3 montre comment est alots la configuration.

(1,5)  Comme les triangles bed, cad, abd ct abc engendrés par les points
orthogonalement liés 4, 4, ¢, d ont le méme cercle I’EULER, leurs cercles circonscrits
sont congruents. Les centres de ces cercles circonscrits sont les points associés (4 + o),
(¢ + a), (a+ b), O, qui, de leur coté, sont également orthogonalement liés et qui

2 L. KULER : Solutio facilis problematum guorundam geometricorum difficillimorum, novi commentarii Ac. sc. Petrop.,
17 (1765), p. 103-123 et surtout 114 ; Opera ommnia, XXV, éd. Andr. Speiser, Zirich, 1953, p. 139-157 et
surtout 149. Le traité fut présenté a I’Académie de Saint-Pétersbourg le 21 déc. 1763 en style ancien.
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forment quatre triangles dont les cercles circonsctits sont congruents comme les
précédents et ont pour centres les points 4, 4, ¢, d. Les huit cercles ainsi engendrés se
coupent toujours a trois en chacun des points orthogonalement liés de ces deux
paires de quadruplets.

[équivalence des quatre points orthogonalement liés 4, &, ¢ 4 se montre
particulicrement bien avec le principe du triangle de HOLZ 3

Les trois vectenrs partant d'un sommel el allant vers les autres sommelts pewvent toujours étre
Joints, en ajoutant l'un de ces vecteurs au bout d'un des deuxc autres mais en sens inverse, pour
Jormer une ligne brisée en trois parties, inscrite dans le cercle unité et dont les extrémilés sont
diamétralement opposées sur ce cercle.

C1

FIGURE 4

-~
Le théoréme de Holz

Si le quadruplet orthogonalement lié est déterminé a partir des longueurs des
vecteurs, il en résulte une équation de degré 3 pour le diamétre du cercle dans lequel
la ligne brisée peut étre encastrée % Cette équation a trois solutions réelles ; la
disposition (leur ordre étant permutable) des vecteurs dans ces cercles est
précisément illustrée de trois manieres a la fig. 4 5.

3 K. B. HOLZ : Das ebene obere Dreeck, Hagen 1. W, 1944, Cf. aussi L. BIEBERBACH : Theorie der geometrischen
Konstruktionen, Bale, 1952, p. 114-115 et 156.

# Le probleme de lencastrement est aujourd’hui cité de facon générale selon 1. NEWTON : Anithmetica
universalis, ch. XIII, 8¢/10¢ conférence de 1675-76, éd. W. WHISTON, Cambridge, 1707, p- 97-113, ainsi par ex.
chez H. DORRIE : Mathematische Miniaturen, Breslau, 1943, p. 31. Ce n’est pourtant pas tiré de NEWTON, mais
de Fr. van SCHOOTEN : De organica conicarum sectionum in plano descriptione tractatus. .., cui subnexa est appendix: de
cubicarum aequationum resolutione, Leiden, 1646, p. 102-108 et 111-117, réimprimé dans une forme corrigée dans
R. DESCARTES : Géometrie, éd. Fr. van Schooten, I, Amsterdam, 1659, p. 354-359 et 361-367. Ceci a sans
doute servi de modele 2 Newton qui possédait cette édition de la Géomerrie.

Fixons par ex. l bcl =u ,l L‘(J' =y ,l abi = w, alors 'équation cubique (déja présente chez Schooten) s’écrit
=@+ P+ x+ 2uvw.

3 Ces trois cas se présentent aussi chez SCHOOTEN * et NEWTON !, L’élégante résolution cinématique de
BIEBFRBACH 3, p. 115-116, au moyen d’une feuille transparente et d’'un compas s’avére aussi, 2 bien y
regarder, étre une variante de la résolution de SCHOOTEN. Ce travail se trouve en annexe i Fr. VIETE :

Supplementum geometriae, Tours, 1593, réimprimé dans les Opers, éd. Fr. van Schooten, Leiden, 1646, a
Poccasion d’une insertion en rapport avec la trisection de angle.
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2. De Pégalité des arcs.

(2,1) Soient (ab) et (¢d) deux cordes paralleles du
cercle unité (fig. 5), alors les arcs de cercle entre ces
paralleles ont la méme mesure. Orientons-les dans le
sens positif inverse des aiguilles d’une montre ; alors, a 'b

OQ'

. ‘ a i v'
avec les notations de la figure, on a7 =7, donc " o

= - fgalite des arcs
. galité des arcs FIGURE 5

Abaissons par exemple la perpendiculaire issue de ¢ a (ab), elle rencontre le cetcle
ab

en—dz—*T.

(2,2) Désormais, nous avons les points 4, 4, ¢ sur le cercle unité (fig. 6) ; les
hauteurs du triangle 2bc coupent le

cercle, respectivement aux points
be a ab

pPET 4= **[—.Oron

a par exemple

i

é: ~~§: ? . Il en résulte que la

droite () est la bissectrice

intérieure de Pangle prg .

Par conséquent, les hauteurs du
triangle abc sont les bissectrices
intérieures des angles du triangle
adjoint pgr, et lorthocentre du

a-b-c*

FIGURE 6 T 7 triangle initial est en méme temps
Triangle et triangle adjoint le centre du cercle inscrit du

nouveau triangle ©.
: . . 1 b
En outre, soit » (cf. (1,2)) le milieu du segment [4A ; ainsi w = 5 (a b+ o— ”7) ,
ab + cd
etc, et d—w = 5. > etc.

(2,3) A présent, construisons encote les points (—a), (=), (—), symétriques
respectifs par rapport a O des points 4, b, ¢. Aprées cela, la droite (—,7) par exemple
est la bissectrice extérieure de P'angle ;@ Ajoutons aussi les autres bissectrices
extérieures (—a,p), (—b,9) du triangle pgr; un triangle en résulte, semblable au triangle
abe par ’homothétie de centre 4 et de rapport 2. Maintenant, prenons pat exemple le
sommet — 4 — b + ¢ 2 la place de ¢; alors, ¢ est le milieu du segment [—a—b+¢, d] . Le
cercle initial est le cercle ’'EULER de ce triangle agrandi, dont le cercle circonscrit
est de rayon 2. Par ce moyen, nous sommes tevenus d’'une autre maniére aux
premiers résultats.

¢ Cf. Ph. NAUDE dans les Miscellanea Berolinensia 5, 1737, p. 17, ou bien FRUERBACH ! : § 24.
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Nous pouvons aussi exprimer les résultats sans fraction en remplacant p par p?, g
par ¢> et r par 2. Alors nous devons aussi remplacer 2 par —gr, b par —p et ¢ par —pg
et nous obtenons le centre du cercle inscrit sous la forme —(gr + 7p + pg) , les
centres des cercles exinscrits sous la forme (—gr +7p +pg), (gr— 1p +pq), (gr 10 —pg) .

3. A propos du coefficient directeur et de ’équation de droite.

(3,1) Soient les points 4, b sur le cercle unité; tragons le diamétre paralicle a la
corde [ab], passant par le centre O du cercle, d’extrémités x et —x. Ainsi, on a
— X2 = ab. Le produit ab est appelé le coefficient directenr de la corde [ab). Les cordes ayant
le méme coefficient directenr sont paralléles.

Comme exemple d’application, traitons le théoréme de la droite de WALLACE 7 :

Soient quatre points a, b, ¢, d sur le cercle unité, alors les perpendiculaires aux
cOtés (be), (ca), (ab) du triangle abe passant par 4
rencontrent ces cOtés respectivement aux points

1 b 1
qu(/H»Hd—jz),v:-z-(c+a+d~%),

w=y(a+b+d-2).

Nous affirmons :
Les points #, », w sont situés sur une seule et méme
droite, la droite de WALLACE du triangle abc par
rappott au point 4 appartenant au cercle circonscrit
au triangle.
Par exemple, awvd est un quadrilatere inscriptible
mais non inscrit dans le cercle unité. Par suite,

dav = dwv Droite de Wallace FIGURE 7
La paralléle a (v») passant par ¢ coupe la droite (dw)
sous le méme angle. Ce point d’intersection se trouve sur le cercle unité. Etant
donné que (ab) et (dw) sont perpendiculaires, le point d’intersection est représenté

b . . . b
par — %— Le coefficient directeur de la droite (#») est donc — %[- Ce terme est

symétrique en 4, b, ¢ Cest pourquol les trois
droites (vw), (wu), (#v) ont le méme coefficient
directeur ; en conséquence, elles coincident.

b - a+b

(3,2) Solent a, b deux points sur le pourtour du
cercle unité et ¢ un point qui n’est pas situé sur la
droite (ab) (fig. 8). Ajoutons ensuite (@ + b) a 4, O,
b pour avoir un losange et placons s le symétrique
de g par rapport a la diagonale (O, a+b) du
losange. Tandis que nous formons les vecteurs

FIGURE 8 a

fiquation de droife

T W. WALLACE dans Th. LEYBOURNE : Mathematical repository (old serdes) 2, 1798, p. 111.
N.D.T. : Cette droite est plus couramment dite « de SIMSON » dans la littérature francaise.
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unité =~ et = nous obtenons les points d’intersection des vecteurs s et £ (ou de
sl 1l

leurs prolongements sur le cercle) avec le cetcle unité. Le segment joignant les

extrémités de ces vecteurs unité est parallele a la corde [44] ; ainsi, on a

5 = _ . ) i _ TR — =
== = 4b. Or, on alf] = lql ; par consequent,M X lzl =% ;dou|s = abT

- X

ERNE

. . . . oatb .
Maintenant, construisons le symétrique de g par rapport au point —5— milieu de

la corde [4f], qui est o = a + b — g, et le symétrique de s par rapport au méme point,

qui est {=a+b—abZ|.

Donc f est en méme temps le symétrique de g par rapport a la corde [44]. Le
point g est sur cette corde si et seulement si o = g

Par suite, |3+ abT =a + b| est ['équation de la droite (ab). Le membre de gauche

gt aby est appelé la partie directrice ; elle est déterminée précisément par le
cocfficient directeur. Le membre de droite est appelé le ferme constant. 11 est
déterminé dans Péquation par la place des extrémités de la corde [44] (ou d’une
manicre plus générale : d’'un point connu de la droite). Cela fournit — vu que nous
pouvons remplacer g aussi bien par @ que par 4 — une vérification.

(3,3) Revenons a présent sur la droite de WALLACE (3,1). La partie directrice de

_ abe _
son équation est $— "7~ % ; on trouve le terme constant en faisant par exemple

% = #. Nous obtenons apres une transformation aisée

b 1 b —
Q_%Q:E[(4+b+¢‘+d)—gf(—a‘+z+ (,‘+Z)]

Cette équation est symétrique en 4, b, ¢ ; Cest pourquoi la droite qu’elle représente
passe non seulement par #, mais aussi pat » et w. Naturellement, cela se vérific aussi

. 1 .
par le calcul. En outre, le point 7 = 5 (@ + &b + ¢ + d) se trouve sur la droite de
.1 .
WALLACE. Ici, 5(2 + b + ¢) est le centre du cercle 'EULER du triangle abc ; pour

. . d 1 . N .,
finir, on dispose le vecteur 5 de longueur 5 en ce point. Dés lors, 7 est situé sur ce

cercle 'EULER, mais aussi sur le cercle ’EULER des triangles bed, cad, abd.

Dans un quadrilatére inscrit, on considére pour chague sommet la droite de WAILLACE relative
an Iriangle formé par les trois antres sommels | les quatre droites ainsi engendrées passent par un
seul et méme point, @ savoir le point commun d'intersection des cercles d’EULER de ces quatre
triangles 8.

¥ Probleme de E. LEMOINE dans les Nouv. annal. (2) 8, 1867, p. 47.
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4. Autres exemples d’application.

(4,1) Nous affirmons :

Les paralléles respectives aux bissectrices intérieures d’un triangle passant par les miltesx des
cités de celui-ci se coupent en un méme point.

Comme 2 la fin de (2,2), désignons les sommets du triangle inscrit dans le cercle
unité par p2, 42 . Par suite, les milieux des arcs opposés aux sommets sur le cercle
unité sont notés — gr, — 1p, — pq. ° La bissectrice intérieure de angle qz/];’\rz passe

pat p? et —gr ; elle a ainsi pour partie

2

directrice ¢ — p2qr<. La parallele a cette
bissectrice passant par le milieu du coté

opposé% (4> + 1) a pour équation :

R r P
RPPR 3 P-4
En soustrayant la premiere équation
multipliée par g de la seconde multipliée
pat p et en divisant par p — ¢, nous

obtenons :

FIGURE G

*

“Pq q:—;—gﬂ+g2+r2+qr+gp+pq).
Trois droites gui passent par un point
Cette exptession est construite symétriquement en p, g, 7 ; par conséquent, g sc
trouve sur les trois paralléles aux bissectrices.
Construisons le symétrique du centre du
cercle inscrit 7 = —(gr + 7p + pg) par rapport
au centre O du cercle circonsctit, a savoir
J =—1i;alors g est placé au milieu du segment
/4 ou d = (p? + 4> +7r°) est orthocentre du
triangle. Des relations semblables
sappliquent aussi 2 lensemble  des
bissectrices extérieures.

(4,2)  Dans un trait¢ d’ARCHIMEDE

devenu accessible seulement depuis 1927 4
FIGURE 10

La prémisse d'Archimede

? Hofmann n’évoque pas I"ambiguité de signe qui existe sur les racines carrées des nombres complexes p° , ¢°
')+ 2

et 2 . 1l faut choisir par exemple g et r de facon que —ar soit positf (ndlr).
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aptés avoit été traduit de Parabe 10, on trouve le théoréme suivant qui est équivalent
au théoréme d’addition des fonctions trigonométriques :
Sur le cercle unité se trouvent quatre points 4, 4, ¢, d, de sorte que 4 est le milieu
TN . . . N
de P'arc ‘abe . Alors la perpendiculaire issue de 4 a la plus longue des cordes [af] et
[ac] partage en deux parties égales la somme labl + ]bcl des longueurs de ces cordes
(fig.10).
~ 3 . ~ Py S .
Supposons qu’on ait labl > [bcl . Comme 4 coupe larc abc en deux parties

égales,ona ¢ = % Prolongeons la corde [44] au-dela de & jusqu’a g, de sorte que

lb\",l = lbcl , alors (g0) est paralléle a la bissectrice intérieure (b,—d) de I'angle abe . La
perpendiculaire a (@b) issue de 4 rencontre le

. ab
cercle encore une fois en — - Comme les

b
cordes [e] et [- d,— %] sont entre des cordes

paralleles du cercle, elles sont de meéme

b
longueur. En outre, comme (—%, —d, b, () est

un parallélogramme, on a

ab ab

R—b=—— +d;doncg=b+d—7 . Par

suite, "“"‘M; v = % (a + b+ d*%}) est le milieu
du segment [ag] = [ab]\J[bg] avec

la{! = |abl + lbf;’[ = lab‘ + lbv . D’apres (2,2),
ce point est aussi le pied de la perpendiculaire
a (ab) issue de d. Par ce moyen, le théoreme,
connu sous le nom de prémisse : J
d’ARCHIMEDE, est démontré.

/ c’
Le point de Fermat
(4,3) Soient 4, b, ¢ les sommets d’un triangle FIGURE [l
équilatéral inscrit dans le cercle unité et orienté dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre, alots b = ag, ¢ = ug? ou

1 1 . N s i,
e=5(-1+ \-3), €2 = (-1~ \J-3) = & sont les racines troisiémes de Punité.

Solent maintenant # v deux points quelconques du plan complexe, alors ils sont
complétés en un triangle équilatéral, otienté dans le sens inverse des aiguilles d’une
montre, par ce point » pour lequelona # + gv + g2w=0.

Y0 C. SCHOY : Die trigonometrischen Lebren des persischen Astronomen al-Bivini. .., éd. J. Ruska & H.Wieleitner,
Hanovre, 1927, p. 3. Sur la portée de la prémisse d’Archimede, cf. J. TROPFKE dans Archiv [ Geschichte d.
Math., d. Nat. u. d. Technik 10,1928, p. 430-462, en particulier p. 433-436.
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Donnons-nous un triangle abe otienté dans le sens des aiguilles d’une montre inscrit
dans le cercle unité, et construisons des triangles équilatéraux sur ses cOtés a
Pextérieur. Leurs sommets libres &', &', o' doivent étre associés respectivement avec
les cOtés [ch], [ad, [4b], pour que nous obtenions des triangles équilatéraux orientés
dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre, sur lesquels nous pouvons appliquer
la formule ci-dessus.

a=—&b—¢c a—ad =ateb+ec=t
Il S’ensuit 16'= — ¢ c—eca donc b—b=b+er+ea=1te .
= —fa—cb c—c=cteatreb=1&

Il en résulte que les vecteurs @ — 4/,
b— b, c — ¢ sont de méme longueur et

. 21
forment deux a deux un angle de = -

La parallele a la droite (@) passant
par Torigine coupe le cercle unité aux

points l_lt’]— et —ﬁ ; de cette maniére, le

coefficient directeur de cette droite est
/2

i L
= — = et équation de la
R -
2 7

égal 2 — ;

droite (aa’) est 7 (3—a)= #(3-a),

, correspondant a Péquation de (bb")
ca’s ¢%ab’ qui est £27(x— b = /- T) et a

Iliustration du théoréme de Morley l’équation de (L‘L") qm est

EL(z—0 =&z —7).
Si on additionne ces trois équations, alors les deux membres s’annulent ; donc la
troisicme équation résulte des deux premicres et, de ce fait, les trois droites passent
par le méme point g, connu sous le nom de point de FERMAT du triangle!. 11 se

NS . . . . 2n
trouve 4 /intérienr du triangle si chacun des trois angles est plus petit que =~

(4,9 Les points dintersection des trisectrices intérienres d'un triangle les plus proches des cotés
sont les sommets d'un triangle équilatéral. Pour montrer ce théoreme intéressant qui a
produit toute une littérature 2, nous désignerons les sommets du triangle inscrit

' Le point de FERMAT (N.D.T. : dit aussi 4 TORRICELLI) a été découvert par TORRICELLL, en rapport avec le
probleme de FERMAT selon TORRICELLI (P. DE FERMAT : (Buwres 1, éd. P. Tannery — Ch. Henry, Paris, 1891,
p- 153 ; cf. (Buwres V, éd. C. de Waard, Paris, 1922, p. 127-128, et E. TORRICELLI : Opere 111, éd. G.Vassura,
Faenza, 1919, p. 425-431).

12 Ce théoreme fut présenté en 1904 par Fr. MORLEY par lettre a des amis en Angleterre. Il a été imprimé
pour la premiére fois dans W. L. MUIR : Morky's Trisections Theorem, Proceedings Edinburgh Math. Soc. 32,
1913.
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dans le cercle unité par &3, 5, 3, et les points qui partagent en trois arcs élémentaires
égaux Parc (£2,7%) ne comprenant pas & par H% et b?, et encore les points qui
pattagent en trois arcs élémentaires égaux l'arc (3,4%) ne comprenant pas 5 par a
et e (fig. 12). Soit # le point d’intersection de la trisectrice de 'angle (5, &, @° ) la
. t P Pa

plus proche de 4 avec le troisieme arc, alors on a3 x 75" x75" = 4 donc ¢ = & &b.
L’autre point de cet arc situé sur la seconde trisectrice est par conséquent 244 Le
point d’intersection » des trisectrices les plus proches de [43,4%] résulte du systeme
d’équations :

w+ PP =+ B

w+ PP =0+ &

Nous éliminons # et simplifions par a — 4.
Ainsi nous trouvons :
w=—abla + b) + @+ ab + ),

de méme

u=—cbeb+ 0+ ale*? +ebe+ et

v=—ccafecta)t ebe? +eac+ 2.
Aprésent,onan+ev+ew=ab(l + &+ ¢&2) =0 ; Cest pourquoi #w est
effectivement un triangle équilatéral.

5. De la longueur des vecteurs.

(5,1) Soilent p et g deux points sur le pourtour du cercle unité, alors le carré de
leur distance est déterminé par :

l9-22= @-p@ -5) =S

Donc /a mesure affectée d’un signe de la longuenr réelle du vectenr pg ~ est :

|91 = ==l

Son signe change quand on échange p et 4.

(5,2) Affectons a présent aux sommets d’un triangle inscrit dans le cercle unité
les nombres &2, 42, 2, comme a la fin de (2,3) ; le centre du cetcle EULER est alots
défini par :

d_@d+h+e
2 2

et le centre du cercle inscrit par 7 = —(be + ca +ab). Ainsi, on a :

d ._(@atb+e? ot |g’ .
-

_(a+ b+ )b+ ca+ ab)
- 2abe

27 i— 2 z

EA

12
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Pour déterminer la mesure de la longueur du rayon du cercle inscrit, abaissons sur
la corde (42,/%), d’équation g + 2073 = 22 + 12 (cf. (3,2)), la perpendiculaire issue de 7
Son équation a pour premier membre §— @267 et pout tetme constant

_ (@—=>&a+b
i = p

¢quations de droite, on obtient apres une transformation facile

I — & . En se débarrassant de T par addition des deux

. _ (btro(cra)(ath -4 (b+o(cta)(atb)
R—1t= Dabe etp=2= 2abc

En outre, on a = 1. D’autre part, on a:
] + b+ + o+ +)(c+a)(atb
Mzz(a b+ O(be + ca + ab) :1+§b (cta)a ?”—‘rzinp
abe

abc

Mais, comme le centre du cercle inscrit et le centre du cercle circonsctit sont au plus
distants de 7, le signe + ne concorde pas avec p. Il en résulte la relation ’EULER 13

|42 =r-2mp

Si, au licu du cervle inserit, on considére Pun des cervles exinserits, il faut prendte le signe

d
i

+ devant 27p. De plus, nous obtenons : -2':— p=0

De ce fait, le cercle insctit est fanmgent intérienrement au cercle ’EULER et est
complétement entouré par celui-ci. Ce qui se traduit par : « Les cervles exinserits sont
tangents extérieurement au cercle ’EULER ™ ».

(5,3) En plus, il s’ensuit, de fagon analogue :
(b0 (b—a)(c—a)

Pa=— 2abe

La formule de STEINER 15 en résulte apres un calcul élémentaire :

oot pot+pi—p=41

o

- A s . V anala , .
Le milieu du c6té [4%/%] du triangle est —5—. Par conséquent, la distance du

. . ., , . - a+ b2
centre du cercle circonscrit a ce coté est égale, avec le signe convenable, a + ST

Ainsi, la somme des distances du centre du cercle citconsctit aux trois cotés est égale
. (@+B)c + (P+@)a + (B+a)b _ (b+(c+a)(a+h) — 2abe
a 2abe - 2abe

:ir+p

3 N.D.T. : HOFMANN écrit ici relation de CHAPPLE — EULER et fait référence 2 :
W. CHAPPLE dans les Miscellanea curiosa mathematica, 1, 1746, p. 123 (cité d’apres SIMON ! p. 140).

4 EULER 2 a certes le calcul de lzl 2, mais pas encore la forme # — 2re.

15 Cette proposition provenant en réalité de FEUERBACH !, p- 4, est cependant toujours citée d’aprés STEINER
dans la nouvelle littérature ; ainsi, par exemple, chez DORRIE 3, p. 59-60. Mais 13, il manque l'indication que la
somme est a prendre algébriguement.
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La somme des distances du centre du cercle circonscrit aux cotés du triangle est
donc égale a r + p si le triangle est acutangle ou rectangle. Si le triangle a un angle obtus, la
distance au plus long des cOtés est a retrancher de la somme des deux autres distances.
r + p est donc la somme aloébrigue des
distances du centre du cercle
citconscrit a chacun des cotés du »
triangle. )

(5,4) Soit U le cetcle circonscrit et

I le cercle inscrit 2 un triangle, alors il
y a une infinit¢é d’autres triangles

admettant U comme cercle circonscrit

et I comme cercle inscrit. Les cercles
d’EULER de ces triangles ont tous le

N roo. o = T
méme rayon 3; ils sont tangents £ P
intérieurement au cercle inscrit. Quand

le triangle se déplace dans U autour de

I, le cercle EULER tourne autour du | n cercle des six points
cercle inscrit qui reste stable. Son

centre reste a la distance constante é FIGURE 13
r . . . . . .

5 — p de 7 et décrit donc un cercle concentrique au cercle inscrit. L’orthocentre du

triangle décrit aussi un cercle, dont le centre est le symétrique 2/ du centre O du
cercle circonscrit par rapport a 7, et le rayon est égal a r— 2 p.

Ces propriétés sont aussi valables pour les cercles d’EULER et les orthocentres
des triangles insctits dans le cercle U et ayant un cercle convenable pour cercle
exinscrit.

Des relations semblables s’appliquent aussi a Pinfinité de cercles inscrits ou de
cercles exinscrits des triangles qui ont, comme en (1,4), méme cercle circonscrit et
méme cercle ’TULER ; cependant, cette fois, la valeur de @ change constamment.

(5,5)  Les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur ses bissectrices
exctérienres sont sur un méme cercle 15(fig. 13).

Cette proposition est une conséquence de celle de (4,1). En effet, elle équivaut a
la suivante : les six points en question sont a la meéme distance du point

. . 1 . . .
d’intersection m = (P2 + g +2 + gr + rp + pg) des paralléles aux bissectrices

intérieures du triangle passant par les milicux des cotés.

16 Théoreme d’EUTARIS (pseudonyme de RESTIAU) dans H. VUIBERT : Jowrn. Math. Elément. (Bruxelles),
Novembre 1877, cité d’apres SIMON ' p. 135.
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Pour le prouver, coupons la bissectrice extérieure g + p>¢/% = p> + gr par la

. . . P N . . r
perpendiculaire a celle-ci issue de 42, a savoir g — pPgrs = ¢° —B;-. Nous obtenons

Q:%(p2+q2+qr~p2”§) donc

_ PP gt tpgr
l ¢1 5 _ PPt pan)(pPgtgPrRptpgr)
m=31"= 4p242r

Cette expression est symétrique en r ; c’est pourquoi tout est démontré.
} q b %

Naturellement, cette proposition varie aussi de fagon appropriée selon que 'on

prend en compte les bissectrices extérieures ou intérieures.

(5,6) Un peu plus compliquée, et difficilement accessible d’une autre fagon, par
des moyens élémentaires, est la question suivante 7 :

Comment résoudre le probléme de la construction d'un triangle connaissant le centre du cercle
inscrit, le centre du cercle circonscrit et Uorthocentre ?

Prenons pour origine le centre du cercle circonscrit ; le centre du cercle inscrit est
alors défini par / et Porthocentre par 4 Nous obtenons 27 et connaissons

|i
regle et au compas. Prenons 7 pour unité de longueur, on a alors :
atb+c=Nd-2{;bc+ catab=—1,
iy = @bt aatab) _ d-2i
| 7
#+PR+E=d
PE+ P+ 2P =2 4220

7

2=1r-2p)et Id ~ 22" = r-2 p, donc aussi r et p, tous deux constructibles a la

et

&-2i

72

deZLQ owes

On est amené a un probleme du troisiéme degré ; les sommets du triangle sur le
cercle circonscrit sont les solutions de I’équation cubique :

2(d-2 d-2i
?3—d{2+[12+( z)} “= 0.

A Ve
7 72
Comme les coefficients de cette équation peuvent étre exprimés rationnellement en

fonction de d et 4 le triangle est déterminé de facon unique.
6. Les tangentes.

6,1) Dans I'équation de droite de (3,2), déplacons le point & sur le cercle unité
. q \ plag P _
jusqu’en 4, nous obtenons alors ’équation de la tangente en 4 au cercle unité sous la

2 —
forme |2 + &*F = 24| .

7 Probleme d’EULER * : Operz a.a.0., p. 150-151. Cf. DORRIE 3, p. 20-26.
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D’aprés cela, les tangentes au cercle unité en des points « et # du pourtour de ce

. a . ath
cercle se coupent au point ¢ =~~~ . En outre, 5 est I'image inverse du milieu 5= de
[ab).

L équation de la polaire par rappott au cercle unité 7 ¢ + 4% = 2 s’ensuit en divisant
pat a. Si 4 est un point guelongue du plan, cette équation représente la polaire du

point a pat rapport au cercle unité. Inversement, soit pg + 4% = r I'équation d’une
. . 1 2 .
droite ne passant pas par lorigine (r # 0) ; alors, en la multipliant par 7, on obtient

Péquation d’une polaire. Puisqu’il y a un réel a droite, il faut que les coefficients de g

__‘l_.

et de ¥ soient des complexes conjugués ; le coefficient a caractérise le pole de la

droite. Par ce moyen, toutes les propriétés des polaires relatlves au cercle unité sont
immédiatement déductibles. En remplacant dans le second membre de Péquation de

la polaire +2 par =2, on obtient aussi 'édguation de I'antipolaire et toutes les propriétés
de l'antipolarité.

(6,2) Démontrons tout d’abord le théoréme dit de NEWTON 8 :

La droite passant par les milieus: des diagonales d'un quadrilatére circonscrit d un cercle passe
par le centre de ce cercle.

Solent 4, b, ¢, d les points de contact des quatre tangentes avec le cercle inscrit,
considéré comme cercle unité ; ainsi, le milieu de 'une des diagonales est
ab_ + o _ > abe
ath T ord T (@rb(rd)
Par suite, m: = Yabc: Ya Ot m: m définit la direction du vecteur » et est
manifestement construit de facon symétrique en 4, b, ¢, 4. Donc les deux vecteurs
allant du centre du cercle inscrit aux milieux des diagonales sont colinéaires ; par
conséquent, la drite des milienx: passe par le centre du cercle inscrit.

m__.

(6,3) Les tangentes au cercle unité en trois points 4, 4, ¢, sommets d'un triangle,

2bc 2ca 2ab
se coupent aux points 7, ——, —— . Le centre # du cercle circonsctit au triangle
1 le, sur la médiatrice d 2u 240
tangentiel se trouve, pat exemple, sur la médiatrice du segment| ——,—— |. La partie

directrice de 'équation de cette médiatricc est $— a?-“; et le terme constant est

.
cta d+/7 cta a+b
La médiatrice a donc pour équation :

2 = 2a(bc — &)

XTI T G (e

De méme :

18 CE SIMON ! p. 162 et DORRIE ? p. 52-54. Ce probleme est a relier 4 la détermination du lieu des centres de
toutes les ellipses qui sont inscriptibles dans un quadrilatére convexe. Je n’ai pas pu trouver ce passage chez
NEWTON.
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2b(ca— B
kk Dou:
: __2abdatbto _ 2§190+m+al;)
b "= roeraarh) U7 T r(raath)
‘ et, par exemple,
2be B 2022
bte ~ % T (b+i(cta)(ath)

2abe
avec le module * W

cl

T2ab . .
/amw Cest Texpression du rayon r du cercle

circonsctit au triangle tangentiel. Elle
vérifie encore la relaton I’EULER (5,2). 11
en tessort que r doit avoir le signe —. Dong,

FiuRe 14 bes triangles Bomorhétiques onaag+b+c=— p_f_ 11 s’ensuit que O, le
centre du cercle inscrit dans le triangle tangentiel et en méme temps le centre du
cercle circonscrit au triangle de départ, pattage le segment [#h], ot # est le centre du
cercle circonscrit au triangle tangentiel et »# = @ + b + ¢ Porthocentre du triangle de
départ, dans le rapport r: p a partir de #. Cf. fig. 14.

Soit maintenant 4’ le point d’intersection de la droite passant par #, de vecteur

) ) ) , ar , 2abe
directeur 4, avec le cercle circonscrit, alors on a @' — # = P donc 4' = —_‘“““@ Fa)(ath)
etc. Les rayons [ua'], [ub"], [#'] sont paralléles aux rayons [Od], [O8], [Od ; donc les
triangles abc et a'b'c’ sont semblables et semblablement placés. Le rapport des mesures

-
entre deux segments correspondants des deux figures est 5 ct le centre de
homothétie est ¢ = — « x;_in. Par conséquent, g divise extérieurement le segment

[#0], prolongé du c6té de O, dans le rapport;g a partir de .

Les points / et g sont fixes quand O et # sont fixes, c’est-a-dire pour tous les
triangles inscrits dans le cercle de centre # et circonscrits au cercle de centre O. Les
triangles formés par les points de contact des tangentes au cercle inscrit ont un seul
et méme cercle ’EULER.

(6,4) Quand un guadrilatére circonscrit est-il en méme temps un guadrilatére inscrdt, c'est-a-dire
bicentrigue ?

Nous partons de quatre points 4, b, ¢, 4 sur le cercle unité, points de contact des
cOtés d’un quadrilatére circonscrit a ce cercle. Nous supposons de plus que les
cotdes [ac] et [bd) se coupent 4 Vintérienr du cercle (fig. 15). Pour que le quadrilatére
soit en méme temps nscriptible, 1 faut, par exemple, que les angles des sommets

. 2ab 2 . ¥ . T
opposés — et —; soient supplémentaires, donc que les atcs @b et «d du cercle
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. , TN
unité aient pour somme un demi-cercle. En conséquence, les arcs ab et od sont

. d
égaux, donc —% = 2o

Ce qui signifie : Le guadrilatére des tangentes est inscriptible quand les diagonales du
guadrilatére formé dans le cercle inscret par les points de contact se coupent a angle droit.

Les équations de ces diagonales sont

ctaF=a+ ¢+ bdT=b+ ddonc E:C%

atbtetd .
s =~ est leur point de concours et en

meéme temps (cf. (3,3)) le point commun aux
cercles d’EULER appartenant aux quatre
triangles du cercle inscrit qu'on peut former
avec les points 4, b, ¢, d. La réciproque est
évidemment vraie :

Si le point d'intersection des diagonales d'un
guadrilatére inscrit se trouve sur chacun des cercles
A’LULER des quatre triangles formés avec trois des
guatre sommets du quadrilatére inscrit, alors les v
diagonales de ce guadrilatére se coupent d angle I '.gi:g.
droit. Un quadrilataire bicentrique FiGURE 15

(6,5) Revenons a présent a notre quadrilatére bicentrique et cherchons le centre
m du cercle circonscrit : celui-ci se trouve par exemple sur les médiatrices (cf. (6,3))

= _ 2a(bd — &) — _ 2dbd-7)
AR T G AT R T G
Compte tenu de ac + bd = 0, nous obtenons
_ 2abid Y a
7 (@b b+ (ctd)(d+a)
Or,on a
(at+b)(b+o)(c+ad)(d+a) = (actbd)y? + > d(be+ed+db)
et

Yax Y abe = 4abed + Y a*(bet+cd+db) |

donc, dans le cas présent, (a+b)(b+o)(c+d)(d+a) = — 4abed + Y ax Y abc.
En plus, Y abc = abcd xz-}; = 2abcds ; ainsi, apres un court calcul, on a

m= s: (55 -1). De ce fait, le centre O du cercle inscrit, le centre » du cercle
circonscrit et le point d’'intersection s des diagonales sont sut #ze droite ; O se trouve
entre 7 et 5 et les longueurs des segments [#0] et [7s] se comportent comme p? 4 2.
De plus, on a
5y 4abed ¥ a > abe _ [”7[ ’
(s 7 -1)2 (& a Y abe — 4abed)? ’
Pour calculer le rayon r du cercle circonscrit, formons

mm=
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2ab _ 2ab(—bed—acd+abd+abc)
atb ™ T (b (b )+ d)(d+a)
et sa valeur complexe conjuguée. Il s’ensuit alors apres un bref calcul :
4abed (Babed — > ay abe)
(S S abe— dabedy . Alnsi,ona:
4abed 2
2 = TR it A,
7+ ]ml z (Za S abe— 4ab€d) et
4abed
rz—lm|2 -2 x X503 abe— dbed donc 1?

R=|m| ) =222 +|m| 2"
Il en résulte le théoréme connu :

o

87 la relation ci-dessus est vérifiée par les rayons r et p de denx cercles et la distance [ml de lenrs
centres, alors il existe une infinité de quadrilatéres bicentriques circonscrits au cercle de rayon p et
inscrits dans le cercle de rayon r ; les segments joignant leurs points de contact avec le cercle inscrit se
conupent toujours en un méme point s, et méme a angle drott.

7. A propos de Paire des surfaces.

(7,1) Pour déterminer Paire A du triangle dont les c6tés sont tangents au cercle
unité en 4, 4, ¢, calculons tout d’abord la mesure orientée de la longueur des cotés du
triangle (cf. fig. 14) : nous formons en effet

2ab  2ac _ 24(b—

atb ~ atc  (atby(atd)”

2a b—f}ll -1

Cette longueur orientée a pour module @ D@ty > donc le triangle a pour aire

(b—9)(e—a)(a—b)
A= (b+o)(ctay(a+b) \/—
En effet, cette expression est affectée d’un signe et dépend du sens de rotation qui
résulte de la suite des sommets choisie. Si les parties réelles et imaginaires des
vecteurs unité complexes 4, b, ¢ sont rationnelles, les longueurs des cotés et laire du
triangle sont aussi rationnelles ; nous avons donc un triangle de HERON devant
nous.

(7,2)  Aprés cela, nous prenons comme triangle le triangle de HERON de
sommets &%, #*, & comme a la fin de (2,2). A présent, les mesures orientées des

., , . bo—i? .. C .,
longueurs des c6tés sont, conformément a (5,1), I \/-1 etc. ; ainsi, la moitié de la

(b=¢)(¢—a)(a—b)

2abc \/—_1 )
En appliquant la formule de (5,2) pour p, on obtient désormais l'aire du triangle
) (P~ (P~P)(P—1?)
sous la forme A= YN

somme des cHtés est :

Y N. FUss : Nova Acta Petrop. 13, vers 1795-96, édité en 1802, p. 166.
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(7,3) La formule du triangle sert a définir 'aire I de la surface d’un quadrilatere
de sommets &, #2, 2, & . Comme nous tenons compte du sens de rotation des
triangles 4 /% et A2Pd? , nous obtenons comme aite

P _ (-2 (P—A)(E—dP) " (P~ (P~P)(P~P)
' 41 4PN -1
(@ AP-B) @l PP
B 42Ped-1
11 faut que les cotés du quadrilatére soient otientés de la sorte :
2 pg P .
w N N S TV
Ensuite nous obtenons comme somme de la moitié des cotés d’apres cette suite
dont nous soustrayons toujours 'un des cotés :

(ac—bd)(a+c)(b-d) {act+bd)(a+o)(b+d)
—2abad\[-1 > —2abad\[-1
(ac—bd)(a—q)(b+d) (actbd)(a—c)(b—d)

—2abed -1 ° 2abed\-1°
Nous passons de la premiére expression (dont le calcul est immédiat) a la deuxiéme
en remplagant 4 par —b, de celle-ci a la suivante en remplagant ¢ par —, et finalement
de celle-ci a la dernicre en remplagant 4 par —4. En multipliant les quatre dernieres
expressions, nous obtenons le carré de I ; par ce moyen, nous trouvons la formule
connue de I'aire pour un quadrilatere 20.

(7,4) Lraire de la surface du triangle #ow inscrit dans le cercle unité peut aussi
s’écrire sous la forme :

21 u uul
. rlv] =—=|p71
= vy

4IIW/\/_——1- 21w 4\/——1 o1

Cette formule est encore vraie si #, z, w sont trois points guelrongues n’étant plus situés
sur le pourtour du cercle unité. Nous les utilisons pour démontter le théoréme de
PASCAL 1 :

Les droites joignant les sommets opposés d'un hexagone inserit dans un cercle se conpent en des
points alignés (fig. 16).

Soient a4, b, ¢, d, e, fles sommets de I’hexagone, les points d’intersection des
droites joignant les sommets opposés sont

u= by () ; v="(cd) N (fa) ; w = (de) N (ab) .

Les équations des droites (4) et (¢f) sont respectivement

2 La formule de l'aire des surfaces a été présentée pour la premiére fois par les Hindous puis, sous leur
influence, par les Arabes. En Occident, elle se trouve indépendamment de ces prédécesseurs dans ’édition en
latin, étudiée et complétée par W. SNELL, de Ludolf VAN CEULEN : De arithmetische en geometrische Fondamenten,
Leiden, 1615, 2 1619. Cf. aussi |. TROPFKE : Geschichte der Elementarmathematik, IV3, Berlin, 1940, p. 150-168.
1 Ce théoreme apparait déja dans Essay pour ks conigues de 1640 (forme primitive), puis sous sa forme actuelle
dans la version définitive des Conica (1654) dont I'impression en 1676 se fit sur la base d’un rapport de
LEIBNIZ ; égarée chez le typographe, cette version n’a jamais été publiée.
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ST =b+cet g+efT=e+/f.
Par suite, leur point d’intersection # est caractérisé¢ par
#(be—ef) = bfe+f)—eflb+ 0 ;
Abe—e) =(b+0)— (e +))

Par conséquent, 'aire du triangle #vw est proportionnelle a :

bi(etfj—eflb+e) (b+o—(etf) bo—g ~f b— 0 be 1 b
cd(f+a)—fa(ctd) (c+d—(f+a) cd—fa| = 0 deaof|xlg 1 f
de(a+by—ab(d+e) (d+e)—(a+b) de—ab d-a 0 eb da 1 d

Le premier déterminant de ce produit

MR 3 est égal a zéro ; donc laire du triangle

c,.:\' Y / h uvw est nulle. De ce fait, les points #, v, w

se trouvent vraiment sur une droite,
comme affirmé.

En projetant cette figure, a partir
d’un point non situé dans le plan du
cercle, sur un plan non paralléle au plan

4 du cercle, nous obtenons le théoréme
général de PASCAL pour les sections
. o o ' coniques.

ou

(7,5) St d’aventure on interprete les
points ¢, ¢, @, respectivement liés aux
Lo points 4, f, d par homographie sur le
ow : cercle, alors la droite de PASCAL
. ‘ S ' passant par les points #, », w de la fig.
x d 16 est axe de cette homographie ; ses
FIGURE 16 Théoréme de Pascal . . .
points d’intersection x, y avec le cercle
unité
sont les points fixes de '’homographie. On utilise cette propriété pour résoudre par
exemple le probléeme dit I’OTTOJANO 2 :
FEtant donnés un cercle et trois points non situés sur ce cercle, déterminer un triangle inscrit dont
chagque coté (éventuellement prolongé) passe par un de ces points.
On prend pour cercle le cercle unité ; soient p, ¢, r les points distincts deux 2
deux, soient x, y, ¢ les sommets recherchés du triangle. Il faut donc tésoudre les trois

¢quations: p+ P =y +g, gtg=stx, rtx)F=x+y.

22 Ce probléme (pour trois points placés sur une droite) tire son origine des Tactiones perdues d’APPOLONIUS,
sur lesquelles nous connaissons plus de détails par PAPPUS : Colletiones, V11, prop. 117. Le probléme plus
général fut posé par G. CRAMER dont 'éléve G. F. M. M. SALVEMINI DE CASTILLON travailla 3 sa résolution 2
partir de 1742 et publia en 1776 une géométrie élémentaire. Le probléme pour un polygone 4 # sommets fut
résolu par A. GIORDANO alors 4gé de 16 ans 4 partir d’Ottojano en rattachement i Pappus. Cf. M.
BRUCKNER : Das Ottgjanosche Problem, Programm, Zwickau, 1892, et TROPFKE 17, p.125.
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Listane NIVELLE

Grace aux deux premiéres équations, on peut exprimer x et y comme des
fonctions linéaires de g ; en remplagant dans la troisiéme équation, nous obtenons
ainsi une équation quadratique en £ qui peut étre mise sous la forme ¢+ #¥ = »
apres division par g et, de cette maniere, représenter une droite. Dont les points
d’intersection avec le cercle unité fournissent les deux valeurs recherchées 21 et 2.

Dans le cas présent, nous construisons le plus convenablement possible trois
couples de points de T'homographie sur le cercle déterminée par Parrangement z,,
b0, 1o x, g, z,. Nous caractérisons les points allant de pair g1 et 22 respectivement
avec ¢, ¢, aet b, f, d. 1’axe de cette homographie est la droite mentionnée ci-dessus.
La réalisation bien connue est représentée sur la fig. 17. La mise en équation montte

h

Propléme d’Ottojano

FIGURE 17

que le probleme peut étre transposé du triangle 2 un polygone 4 # sommets inscrit
dans le cercle et conduit encore a une équation quadratique. Par une homographie
appropti€e, on arrive a généraliser et a traiter des sections coniques.

Ces quelques essais sont destinés a montrer comment I'idée mentionnée au début
— employer des nombres complexes en relaton avec le cercle unité — peut étre
exploitée efficacement. 11 existe beaucoup d’autres applications élémentaires mais,
comme il ne s’agissait que de préciser I'idée, nous ne poursuivrons pas plus loin.
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