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IAlvant Propos.

>% v{%&

« Je pense quil nest pas possible de comprendre les mathématiques daujourd’hui si
lon n'a pas au moins une idée sommaire de leur histoire. »

Cette remarque, extraite de « pour /'honneur de l'esprit humain » est de Jean DIEUDONNE.

Et dans un autre ouvrage, il écrit ceci: « On reproche souvent 4 lenseignement actuel des
mathématiques son caractére prématurément abstrait. on a tendance a introduire
demblée les notions fondamentales sous leur aspect général, qui ne parait avoir guére
de points communs avec les objets des mathématiques traditionnelles. Si cette maniére
de faire est souvent justifiée par la nécessité darriver rapidement a des théorémes as-
sez généraux pour étre utilisables dans des contextes variés, il nen reste pas moins
que ces notions générales peuvent étre mieux comprises si [on est conscient de leur
origine et de la facon dont elles ont évoluées a partir de concepts plus particuliers, mais
plus proches de l'intuition. »

Je souscris totalement a ce constat. Comment alors introduire au lycée, une approche historique et
épistémologique des mathématiques.

On peut prévoir quelques heures dans I’année ou sera évoquée la naissance de concepts mathémati-
‘ques.

Ces heures doivent-elles étre prises sur les heures d’enseignement. Une réponse tout a fait négative
m’a été donnée par un L.P.R.: « un professeur de mathématiques ne doit pas faire du culturel pendant
ses cours, il est payé pour faire des mathématiques. ». (Je n’invente rien). Un club pourrait alors en
étre le lieu, mais malheureusement impossible dans la plupzrt des lycées de campagne, ou les éléves
doivent utiliser les transports scolaires aux horaires contraignants et trés stricts.

Une solution m’avait été suggérée par un autre I.P.R : faire des devoirs-maison a base historique.

Jen ai donc retenu 1'idée, d’autant’ plus facilement que j’avais timidement commencé a le faire.
(Devoir sur la quadrature du segment de parabole).

Dans cette brochure, on trouvera donc la plupart des devoirs donnés a des éléves de 1° S et T° S. Ces
devoirs ont été bien acceptés par la grande majorité des éléves. La plus grande difficulté est d’obtenir
leur confiance. Faire des devoirs qui ne sont pas de « style bac » peut paraitre a certains (éléves, pa-
rents, collégues, administration) une perte de temps. Cette confiance est par ailleurs trés fragile et
peut, comme cela a été le cas, étre rompue a tout moment, trés brutalement.

Ces devoirs sont précédés d’une introduction permettant de situer la problématique. Ils sont parfois
suivis d’une correction sommaire.

Dans une deuxiéme partie, se trouve une série d’articles parus dans le journal de la régionale de
Rouen de I’A.P.M.E P. et qui peuvent étre donnés aux éléves.

Enfin, j’ai regroupé dans la demiere partie des textes présentant certains mathématiciens dont tout
lycéen devrait avoir entendu parlés durant sa scolarité.

Tous commentaires, toutes suggestions seraient les bienvenus.

Monsieur FRECHET Michel
38, rue du mont d'Aulage

76 270 NEUFCHATEL EN BRAY
®: 02.35.94.56.13

Fax: 02.35.94.16.07

<@ michel.frechet@wanadoo.fr
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Le théoreme de PyrhagGore.

Les pythagoriciens n’auraient pas démontré ce «théoréme », mais construit arithmétiquement des
triplets, dits triplets pythagoriciens. Voici ce que dit Proclus:

Si lon écoute ceux qui veulent enquéter sur les choses anciennes, on pourra en
trouver qui font remonter ce théoréme a Pythagore et qui assurent qu il sacrifia
un beeuf aprés sa découverte. Quant a moi, si je suis impressionné aussi par
ceux qui, les premiers, ont reconnu la vérité de ce théoréme, jadmire encore
plus l'auteur des Eléments non seulement pour la démonstration par laquelle il
l'a fermement établi de maniére tout 4 fait évidente, mais aussi pour la géné-
ralisation qu'’il en donne au livre VI, qu’ll a revétue d'arguments scientifiques
irréfutables. En effet, il y démontre en toute généralité que dans les triangles
rectangles, la figure sur le coté sous-tendant I'angle droit est égale aux figures
semblables et semblablement décrites sur les cotés de 'angle droit...

Il y a deux types de triangles rectangles: les isocéles et les scalénes. Dans les
isocéles il ne nous sera pas possible de trouver des nombres coincidant avec les
cotés. Car il n'y a pas de nombre carré double d'un nombre carré, si on ne parle
pas de maniere approchée, en effet le carré de 7 est double de celur de 5 4 une
unité pres par défaut. Mais dans les triangles scalénes il nous est montré trés
clairement qu'il est possible de prendre le carré sur le coté sous-tendant I'angle
droit égal a ceux sur les cotés de l'angle droit. Tel est le triangle dans la Ré-
publique dans lequel trois et quatre contiennent l'angle droit, et cinq le sous-
tend; or le carré sur 5 est égal aux carrés sur ceux-13. Car d'une part celui-ci est
vingt-cinq et des carrés sur ceux-14, celui sur 3 est 9, celul sur 4 est seize. Ce
qur vient d'étre dit au sujet des nombres est donc clair.

Certaines méthodes nous ont aussi été transmises pour trouver de tels trian-
gles dont l'une est attribuée a Platon, l'autre a Pythagore. La méthode pytha-
goricienne part des nombres impairs, elle pose en effet I'impair donné comme le
plus petit coté de I'angle droit et prenant son carré et retranchant une unité de
celui-ci, elle pose la moitié du reste comme le plus grand coté de !'angle droit.
E't en ajoutant l'unité restante a celui-ci, elle produit I'hypoténuse. Par exemple
en prenant trois en le carrant et en retirant une unité de neuf, de huit on prend
la mortie, quatre, et 4 celui-ci ajoutant de nouveau une unité, on produit cing.
E't le triangle rectangle ayant pour cotés trois, quatre et cinq est ainsi trouve.
La méthode platonicienne procéde a partir des nombres pairs. En effet prenant
le nombre pair donné elle le pose comme 1'un des cotés de I'angle drort, le divise
en deux parties égales et carre la moitié; en ajoutant une unité 4 ce carré elle
produit I'hypoténuse, en retranchant une unité 4 ce carré elle produit I'autre
coté de l'angle droit. Par exemple, prenant quatre et carrant la moitié de celui-
cl 2 produisant 4, en retranchant une unité elle produit 3, en l'ajoutant elle
produit 5, et elle a comme résultat le méme triangle que celui obtenu par I'au-
tre méthode; en effet le carré sur celui-ci est égal 4 ceux sur trois et quatre pris
ensemble.

Admettons qu'en fait ces ajouts historiques sont hors de notre sujet Mais
comme la démonstration de l'auteur des Eléments est claire, je crois qu'il ne
faut rien ajouter de superflu; mais se contenter de ce qui a ét$ écrit d'autant
plus que ceux qui ont fait des additions, comme les disciples de Héron et de
Pappus, ont été obligés de postuler par avance quelque chose qui est démontré
dans le livre VI et cela pour rien de sérieux.

Proclus de Lycie, les commentaires sur le premier livre des éléments d’Euclide.




Il m’a paru intéressant de faire travailler des éléves de premiére S sur cette démonstration.

Ce théoreme est appelé « pont-aux-anes » par Paul TANNERY, «théoréme de la jeune mariée »,
selon un manuscrit de G. Pachymére, peut-étre par référence au nombre dit « nuptial » de la Républi-
que de Platon, censé réguler mariages et naissances dans |’état ideal.

Le texte de Proclus nous parle de deux méthodes pour trouver des triplets pythagoriciens.

Les voici:

Méthode dite de Pythagore:

On donne un nombre impair 2n +1 petit c6té de I'angle droit
on prend son carré (2n+1)2=4n?>+4n + 1

on retranche 1 4n? + 4n

on divise par 2 2n%2+ 2n grand c6té de I'angle droit
on ajoute 1 2n?+ 2n +1 hypoténuse

Démonstration moderne:

(2n+1)2+ (202 + 2n)2=4n2+4n+1+4n" + 8n> + 4n2=4n" + 8n° + 8nZ + 4n + 1 = (2n2 + 2n + 1)?
Exemple:sin=3;a=7;b=24;,c=25et 77 + 242 = 49 + 576 = 625 = 25

Méthode platonicienne:

On donne un nombre pair 2n un coté

on divise par 2 n

on éléve au carré n?

on ajoute 1 n?+1 hypoténuse
on retranche 1 n2-—1 autre coté

Démonstration moderne:

(2nP+ (n2—1pP=42+n* -2+ 1=n*+2n2+ 1= (N2 + 1)

Exemple: 0
/T
sin=3;a=6;b=8,c=10 S~
\\\\\
et6*+82=36+64=100=10 \ ~
7
H /
\\ 7
A
z
™~ _
B F c
D L E

10



Théoreme de PYTHAGORE.

On a retrouvé la démonstration du théoréme de PYTHAGORE par EUCLIDE sur des mor-

ceaux de parchemin qui n’étaient malheureusement pas dans l'ordre. Sauriez-vous rétablir I'ordre et
les liaisons afin que cette démonstration soit juste et cohérente?

0

Propriété n°47

Dans tout triangle rectangle, le carré construit sur 'hypoténuse est équivalent a la
somme des carrés construits sur les cotés perpendiculaires.

Soit le rectangle ABC rectangle en ﬁ\b; je dis que 'on a: BC>=BA*+AC?.

Nous avons: 'gA}J = Cﬁ" = 1dr. et les deux droites (AB) et (AH), situées de part et
d’autre de (AC), formant en A des angles adjacents supplémentaires, sont colinéaires.
11 en est de méme et pour les mémes raisons des droites (AC) et (AO).

Mais
Aire(CDLF) = 2xAire(ACD)
Aire(CZHA) = 2xAire(ZBC).

On démontrera de la méme manidre, en tracant les droites (AE) et (CK), que:
Aire(BELF) = Aire(ABKO) et par suite:

Nous avons d’autre part.. @= ﬁ =1dr
et en ajoutant de part et d'autre I'angle @: @ = @

Sur le coté BC, construisons le carré CDEB, sur le coté BA, le carré ACZH et sur le coté
AC, le carré ABKO. Du point A tracons la droite (AL) paralléle a la droite (CD) et les
droites (AD) et (ZB).

Aire (BCDE) = Aire(ACZH) + Aire(ABKO).
Or Aire (BCDE) = BC?, Aire (ACZH) = AC? et Aire (ABKO) = AC?, d'otx:
BC?=AB?+ AC?

Nous avons aussi:

DC=BC et ZC=CA,
c'est a dire deux cotés respectivement égaux et les angles compris entre ces cotés égaux;
les bases donc AD=ZB et les triangles ACD et ZBC sont aussi égaux.

Propriétés n° 41

Si un parallélogramme a la méme base qu'un triangle et est situé entre les mémes paral-
leles que celui-ci, la surface du parallélogramme vaut le double de celle du triangle.

Propriété n°4

Si deux triangles ont des cOtés égaux respectivement et les angles compris entre ces cotés
égaux, ils auront de méme égaux les troisiémes cotés et les triangles seront aussi égaux,
ainsi que leurs angles restants opposés aux cotés égaux.

10

Propriété n°26

Si deux triangles ont deux angles égaux entre eux respectivement ainsi que les cotés
adjacents ou sous-tendants 'un ou I'autre de ces angles, ils ont aussi égaux les troisiémes
cotés et les troisiémes angles.

1
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Quadrarure d'un segment de parabolle:

Ce devoir est le premier dont j’ai eu I'idée.
Ce fut aussi ma premiére rencontre avec Archimede.

La lecture de ses ceuvres m’enchanta et je
pensais alors que mes éléves de Terminales
C seraient aussi subjugués que moi par
I’audace de cette démonstration.

Beaucoup de choses, notamment [’aspect
géométrique des propriétés de la parabole,
ne pouvaient étre traitées dans ce devoir, j
c’est la raison pour laquelle je passai par
P’analyse pour obtenir la propriété caracté-
ristique de cette conique. Le début est donc
un peu fastidieux, on peut faire beaucoup
plus simple, (voir notamment le devoir sur la
tangente a la parabole méthode Fermat —
Descartes). Néanmoins ce devoir fut apprécié et réussi par les éléves. Je le laisse sous sa forme primi-
tive, tout en pensant que 1’on peut en améliorer la forme.

Aire Segment Parabole ABC = 4/3 Aire Triangle ABC

Archimeéde a donc calculé de nombreuses aires de surfaces courbes. La méthode présentée ici suppose
le résultat connu. On peut alors se poser la question: comment arrive-t-on a ce résultat?

Doit-on penser comme Descartes: « £t 1l me semble que certaines traces de cette vraie ma-
thématique s'apercoivent encore chez PAPPUS et chez DIOPHANTE, qui, tout en
n’appartenant pas aux premiers dges, ont cependant vécu bien des siécles avant notre
temps. Mais jai tendance a croire que par une ruse funeste ces auteurs lont ensuite
étouflée; car, ainsi que bien des artisans l'ont fait pour leurs inventions, comme chacun
sart, ils ont peut-étre craint quétant tres facile et simple, elle ne perde de son prix a se
divulguer, et ils ont préféré nous montrer a sa place, pour se faire valoir a nos yeux,
quelques vérités stériles démontrées déductivement avec une certaine subtilité, comme
des effets de leur art, plutot que nous enseigner cet art lui-méme, qui aurait levé toute
admiration. »

Il se trouve qu’au XVI° siécle, la plupart des ceuvres des mathématiciens Grecs n’étaient pas encore
présents dans les bibliotheques. HEIBERG retrouva en 1906 et 1908, un palimpseste, ou sous le texte
d’un recueil de priére se trouvait le traité encore inconnu portant le titre: « La méthode a Eratos-
théne ».

On peut lire ceci, en introduction: « M apercevant, comme je l'al déja dit, que tu es studieux,
que tu domine d'une maniere remarquable les questions de philosophie et que tu sais
apprécier 4 sa valeur l'enquéte mathématique sur des problémes nouveaux qui se pré-
sentent, jai jugé a propos de te décrire, et de développer dans ce livre, les propriétés
caractéristiques d’une méthode qui te permettra daborder certaines propositions ma-
thématiques par le biais de la mécanique. Mais je suis persuadé que cet outillage peut
servir méme pour la démonstration des théorémes; certaines propriétés, en effet, qui
m étaient dabord apparues comme évidentes par la mécanique, ont été démontrées
plus tard a la géométrie, parce qu'une étude faite par cette méthode n'est pas suscep-
tible de démonstrations; car il est plus aisé dédifier la démonstration apres avoir ac-
quis préalablement quelque connaissance des objets de la recherche au moyen de cette
méthode que de chercher sans la moindre connaissance. »

Puis suivent un calcul de quadrature d’'un segment de parabole, utilisant des balances
et une méthode que 'on peut apparenter a la méthode des indivisibles de Cavalieri.

En voici la traduction moderne:
13



ABC est un segment de parabole, AB //FH, C sommet =

FE
GE BA

BE

N

\
-,

On trace BD //EG //axe CJ; DA tangente en A a la parabole.

CM FM?
(Apollonius, prop XX),: =BJ MBS
FMJE est un parallelogramme = FM=EJ CJ  JA?
J est le milieu de BA
CM _CN
Thalsg:4 CJ CA_ CM CN EJ* KC*  CN_KC KC_ CN CA
| EJ _KC CJ CA JA? CA? " CA CA”“CA ~CAXKC
JA CA
CN [KC| CN+KC [RN
KC ™ |CA| KC+CA |KA
KC _EdJ
thape 4 KA JA ?—i —% mais: _ BJ _KF_ BJ—FEJ_KE—KF
- BN _KE J milieu de BA BJ KE BJ KE
KA KE

2°) Appolonius, prop XXII et XXIII: C milieu de JP = K milieu de EG

BE _FE
BA GE

BE _FE
BJ KE

K milieu de EG

BE |
= 9BJ |

14
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FE

[KC_CN
“|CA™ KC

BE_FE

~BJ _KE



BE FE NI —_ A
BA=GE<Z>XBE——XBA

: e

i
|
\L \\\K

—

SR =FE E
E - E
B B
Thalés: pa'= 1 = o = [GE] x LK = [FE] x LA = [FE] x LR
FE est un « morceau » du segment de
\ parabole; GE est un « morceau» du
triangle ABD. Il y a donc équilibre, si

I'on considére une balance de pivot L.
On place le segment de parabole en
R, symétrique de A par rapport a L:
Chaque segment FE, variant de 0 a
Cd, sera placé en T, T étant le milieu
de SR = FE (c'est a dire son centre de
gravité), ainsi la parabole est sur un
des cotés de la balance. Ou placer le
triangle pour qu'il y ait équilibre?
Le « poids » du triangle doit étre pla-
cé en son centre de gravité.
Or, X, centre de gravité, est tel que
1

5) LX=3LA.

Ainsi, « poids » du segment de parabole x LT = « poids » du triangle x LX

« poids » du segment de parabole x LA = « poids » du triangle x -El,: LA

« poids » du segment de parabole = -;—« poids » du triangle

aire CAdJ = aire ACP
aire CJBL = aire CLDP

1 =>aireABC = aireACdJ + aireBCJ = 2xaire ACJ = 1 aire ABD
aire BCJ = 3 aireCBL

4

aire du segment de parabole = % aire ABC

15



|QUADRATURE D’UN SEGMENT DE PARABOLE]|

Le but de ce probléme est de calculer I'aire d’un segment de parabole en utilisant la méthode
d’ARCHIMEDE (- 287,— 212). Bien sdr, certaines propriétés seront démontrées a partir de la défini-
tion moderne de la parabole: courbe représentative de la fonction f(x) = p.x2, mais nous suivrons
pas & pas Archiméde dans son raisonnement.

1°)_Définitions et propriétes :

Soit f(x) = p.x? I'équation d’une parabole dans un repére orthonormal et soit y = ax + b I'équation
d’une droite A coupant la parabole P en deux points distincts A et C.
a)- Trouver une condition entre a, b et p pour que P~A =J.
b)- Montrer que si I'on méne une paralléle & (yy') passant par D le milieu de [AC], elle coupe
P en un point B ot la tangente a P est paralléle a (AC).

Définitions :

- SEGMENT DE PARABOLE : surface délimitée par (AC) et P

- SOMMET DU SEGMENT DE PARABOLE : B

—DIAMETRE DU SEGMENT DE PARABOLE : segment [DB]

- HAUTEUR DU SEGMENT DE PARABOLE : hauteur du triangle ABC issue de B.

Propriétés :

A)- Propriété caractéristique de la parabole :

Sur 'arc de parabole ABC, on prend un point E d’abscisse xo; de E, on méne la paralléle a (AC),
elle coupe P en un autre point F et (BD) en Z.
On va montrer que :

BD _ AD?
Bz 2z

a) Calculer les coordonnées de D en fonctions de a, b et p sans calculer celles de A et C.
b) En déduire les coordonnées de B; en déduire BD.

¢) Calculer I'équation de la droite (EZ).

d) En déduire les coordonnées de F; montrer que Z est le milieu de [EF].

e) Calculer EF?, puis EZ%.

f) Sans calculer les coordonnées de A et de C, calculer AC?, puis AD?.

g) En déduire (1).

(Cette égalité de rapport a été démontrée par APPOLONIUS ( -262; —205))
B)- Milieu du segment [AD]

Soit | le milieu du segment [AD]. On trace la paralléle & (DB) passant par |, elle coupe la para-
bole en J. On trace la paralléle & (AD) passant par J, elle coupe (BD) en K.
Montrer que:

=3
IJ=7.D8B

C) Calcul d’aire :

a)- Montrer que L = (IJ)~(AB) est le milieu de [AB]; en déduire que le sommet du segment de
parabole AJB est J

b)- On va montrer que aire ABJ = % .aire ABC. (On ne travaille qu'avec des triangles )

a)- Montrer que :
LJ=2IL ; aire ALJ = 3.aire AIL ; aire LJB = 7 aire BLI ;
aire BLI = aire ILA ; aire ADB = 4. aire AlL .
f)- En conclure que : aire AJB = 1 aire ABC .

8
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En faisant la méme chose de I'autre c6té de D, en prenant I' le milieu de [CD}, on trace la paral-
léle a (DB) passant par I, celle-ci coupe la parabole P en J'.

On montre alors que aire AJ'B = % .aire ABC. Ainsi,on a :

aire AJB + aire AJB =%.aire ABC .

2°)Aire du segment de parabole 3 :

On a approché l'aire du segment de parabole par I'aire du polygone AJBJ'C; (Calculer cette
aire.). On recommence le processus avec les segments de parabole (AJ), (UB), (BJ), et (J'C); on
approche ainsi I'aire du segment de parabole par un polygone inscrit dans le segment et on conti-
nue jusqu'a ce que la différence entre I'aire du polygone et I'aire du segment de parabole soit aussi
petite que I'on veut. A la limite, nous aurons I'aire du segment de parabole.

Montrer que I'on obtient une suite géométrique de premier terme A, = aire ABC dont la somme
converge vers l'aire recherchée I. Calculer la raison de cette suite.

Ainsi :

lim (AgtA+.. +A) =2
X—»+00
a)- Calculer la limite en utilisant les formules sur les suites géométriques
B)- Archiméde ne connaissait pas ces formules; voici sa méthode:

Aprés avoir remarqué que : %+ % X %= % , montrer par récurrence que

vn, neN, AgtA+ ... +A, = % Ag — 1 A, puis montrerque lim A, =0.

3 X—p+00

En déduire que :

[RFN

lim (AgtAqt...+Ap) =
X—>+00
Ag

n
Généralisation : peut-on avec cette méthode, calculer lim (1 - :, s *g-) )?

n—+c0

3°)Application numérigue :

Soit la parabole d’équation f(x) = x* et la droite d’équation y = — x + 6, calculer I'aire du segment
de parabole délimité par cette parabole et cette droite .

A

./D/ :

\

17



18



TrianGle de PASCAL.

L’idée de ce devoir m’est venue lors d’un atelier du congrés APMEP de Marseille 1997: « le triangle
arithmétique a travers les dges » de Michel GUILLEMOT. Peu de temps auparavant, j’étudiais la
résolution d’équations polynomiales, avec une classe de premiére S. Nous avions vu la résolution de
I’équation de second degré avec discriminant, abordée lors d’un précédent devoir celle du troisiéme
degré. Un éléve demanda alors si des formules existaient pour tous les autres degrés. La réponse est
évidemment, en général, négative. Lorsque Michel GUILLEMOT nous montra comment procédaient
les savants chinois du XIV® siécle, je pensais au sujet de ce devoir.

¢ La premiére partie permet aux éléves, de découvrir intuitivement, le triangle arithmétique, qui sera
étudié en classe de terminale. Ils sont invités a émettre une conjecture et a I’utiliser, sans démons-
tration.

e La deuxiéme partie propose alors la résolution d’une équation particuliére du cinquiéme degré (ses
racines sont entiéres), en utilisant le triangle que nous appelons aujourd’hui « triangle de Pascal ».

Nous savons aujourd’hui que le triangle arithmétique était connu bien avant le XVII® siécle. Nous lui
donnons le nom de Pascal, car ce mathématicien — philosophe de génie, fut le premier, a notre con-
naissance, a avoir laissé un traité ou figurent 19 propriétés avec démonstration, de cette configuration
triangulaire de nombres, puis diverses applications, dont la « formule du bindme », son utilisation
pour la résolution du « probléme des partis », une méthode pour calculer toutes les sommes de la
n
forme D (a + ir)° , ou p est un entier fixé et r la raison d’une suite arithmétique.
1=1

. 1 ‘ 1 I L ] §
s/l a x/1 X/ B 2, 2
X -
v ¥ T W,
8
A L3
13 [
3
) [ 2J (]
4l 4
H » x
Ho s )
S <
. ¢ 3
T -
: :
g -
Triangle de Pascal. 1654. Triangle arithmétique trouvé dans un

ouvrage chinois de Chou Chi-Kié (1303)
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Triangle de Pascal 1 résolution d’une éguation du % &me deGre.

1-¢re partie: triangle de Pascall.

On appelle triangle de Pascal, la disposition de nombres suivante:

1
1°" ligne 1 1
2°™ ligne 1 2 1
3°™ Jigne 1 3 3 1

4°™ ligne 1 4 6 4 1
1. Quelle est la régle de construction de ce triangle?
2. Ecrire les lignes 5 et 6.
3. Développer successivement:
(@ +b)’; @+b)’ @+b) @+b)

4. Que constate-t-on?
5. Développer (a + b)° sans faire le calcul, mais en indiquant la méthode utilisée.

2¢me partie: Résolution de 'équation: x> — 30x* + 355x° — 2070x? + 5944x — 6720 = (

Voici une méthode chinoise (page suivante), datant de 1303, pour résoudre une équation du cin-
quiéme degré.

1. Décrire la méthode.

2. Expliquer pourquoi cela marche.

3. Est-ce une méthode générale?

4. Terminer, avec cette méthode, la résolution de I'équation proposée.

! Blaise Pascal Né a Clermont-Ferrand le 19 juin 1623, décédé a Paris le 19 aoQt 1662.

Le pere de Pascal (Etienne) avait des idées non orthodoxes sur I'éducation et décida d'éduquer lui-méme son fils. Il décida que
Pascal n'étudierait pas les mathématiques avant 15 ans et fit disparaitre tous les écrits mathématiques de leur maison. Cependant,
Pascal eut la curiosité éveillée par cela et commenga a étudier par lui-méme la géométrie a I'dge de 12 ans. Il découvrit que la
somme des angles d'un triangle valait deux droits et quand son pére s'en rendit compte, celui-ci lui donna un exemplaire des
Eléments d'Euclide.

A l'age de 14 ans, Pascal commenca a assister aux exposés de Mersenne. Ce dernier appartenait a 'ordre des Minimes, et son
salon a Paris était un lieu de réunion pour Fermat, Pascal, Gassendi, Descartes et d'autres. A 'age de 16 ans, Pascal présenta
une simple feuille de papier a une de ces réunions; il contenait une série de théorémes de géométrie projective, y compris celui de
'hexagone mystique.

Pascal inventa la premiére machine & calculer (1642) pour aider son pere. L'appareil, appelé Pascaline, ressemblait aux machines
a calculer mécaniques des années 1940. On a méme suggéré que Pascal était I'auteur de l'invention des roues de brouette.

Des études en géométrie, en hydrodynamique, en hydrostatique et en pression atmosphérique le conduisirent a inventer la serin-
gue et la presse hydraulique et a découvrir le principe qui porte son nom.

Il étudia les sections coniques et obtint dimportants théorémes en géométrie projective. Dans sa correspondance avec Fermat, il
posa les fondements de la théorie des probabilités.

Son oeuvre philosophique la plus connue, les Pensées, est un recueil de pensées sur la souffrance humaine et la foi en dieu.

Son dernier travail traita de la cycloide, la courbe décrite par un point de la circonférence d'un cercle roulant.

Pascal mourut a 'age de 39 ans dans d'atroces douleurs d'un cancer de I'estomac qui s'était propagé au cerveau.
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Résolution de I'équation *:
X’ —30x* +355x° —2070x% + 5944x — 6720 =0

1 — 6720 | -6720
1 1 5944 | 5944 | 5944
112 |1 — 2070 | — 2070 | — 4140 | — 2070
11 3] 3 355 | 355 | 1065 | 1065 | 355
11 4|6 [ 4] 1 -30 | -30 | -120 | —180 | —120 | —30
1 | 5 [10[10] 5 [ 1 1 1 5 10 10 5
2520 | 2754 |- 1175| 245 | 25
x=1+y Y’ =25y +2450° —1175y° + 2754y —2520 =0
1 — 2520 | - 2520
1 1 2754 | 2754 | 2754
1 | 2 | 1 —1175 | — 1175 | — 2350 | - 1175
1 | 3] 3|1 245 | 245 | 735 | 735 | 245
14| 6| 4 -25 | -25 | -100 | —150 | —100 | —25
1 | 5 |10 10| 5 | 1 1 1 5 10 10 5
—~720 | 1044 | _580 | 155 | —20
y=1+2 2’ 207" + 1557 — 5807 + 10447 —720 =0
1 ~720 | -720
1 1 1044 | 1044 | 1044
112 |1 —-580 | —580 |—1160 | — 580
1 1 3] 31 165 | 155 | 465 | 465 | 155
11 4|6 | 4|1 -20 | -20 | -80 | —-120 | -80 | —20
1151010 51 1 1 5 10 10 5
—120 | 274 | -225| 85 | —15
z=1+t £ — 15 + 850 — 225 + 274t —120 =0
1 -120 | -120
1| 1 274 | 274 | 274
1 [ 2] 1 —-225 | —225 | —450 | —225
113731 85 85 255 | 255 85
11 4|6 | 4|1 -15 | -15 | -60 | -90 | —-60 | —15
151010 5] 1 1 1 5 10 10 5
24 -50 35 | _10
t=1+u W —10u' +350° —500° + 24u =0 Du =0 =t=1=7=2=y=3 =>x=4

2 Les systémes d'équations polynomes dans le S| YUAN YUJIAN (1303).
Mémoires de l'instituts des hautes études Chinoises, vol VI. PUF, Paris 1977.
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Suites €1 LoGarithmes

Bouvart et Katinetl

NOUVELLES TABLES Dt

Logarithmes

Dans son ouvrage « Introduction a P’analyse infinitésimale » EULER, dans le chapitre VI, définit les
« quantités exponentielles et les logarithmes » de la maniére suivante:

Nous considérons donc d'abord les quantités exponentielles, ou les puissances dont
T'exposant est une quantité variable, car il est clair que ces sortes de quantités ne peu-

vent étre rapportées aux fonctions algébriques, puisque celles-ci n’admettent que des ex-
posants constants.

Plus loin:

Soit a = 10; a cause de l'arithmétique décimale dont nous nous servons, il sera facile
d’avoir les valeurs de y, lorsqu’on prendra pour z des nombres entiers. En effet, on aura

100 = 10- 102 = 100: 10° = 1000; 10 = 10000 & 100 = I de méme 1071 = Jio 01 107%=
1 1

700 = 001 1073 = 2000 = 0,001: & si I'on prend pour z des fractions, les valeurs de y
pourront étre indiquées & I'aide de I'extraction des racines; ainsi 1012 = '\/_1_0 =3 162277&.

Si étant donné le nombre a, on peut conclure de chaque valeur de z, celle de y; récipro-
quement ayant pris pour y une valeur quelconque positive, on congoit qu’il existe pour z
un nombre convenable pour que & = y; cette valeur de z, en tant qu'elle peut étre regar-
dée comme une fonction de y, s'appelle ordinairement le LOGARITHME de y
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Enfin:

Soit la base logarithmique a = 10, qui est celle des tables ordinaires, & proposons
de trouver le logarithme approché de 5. Comme ce nombre est renfermé entre les
limites 1 & 10, dont les logarithmes sont 0 & 1, on procédera de la maniére sui-
vante a l'extraction des racines, & on continuera les opérations jusqu'a ce qu'on
soit arrivé a des limites, qui ne diftérent plus du nombre proposé 5.

A= 1,000000 1A = 0:000000 soit
B = 10,000000 ; IB = 1,000000 ; C=\AB
C=3162277 ; IC = 0,500000 D=+BC
D=5623413 ; ID = 0.750000 E=~\CD
E=4216964 IE = 0625000 ; F=\DE
F=4869674 ; IF = 0,687500 ; G=~DF
Y=5000003 1Y = 0.6989702 ; Z=\XY
Z= 5000000 1Z = 0,6989700 ;

Ainsi, en prenant les moyennes proportionnelles, on est parvenu a trouver
Z = 5,000000, a quoi répond le logarithme cherché 0,698970, en supposant la base
logarithmique = 10. Par conséquent, 1069897100000 = 5 4 peu prés. C'est de cette ma-
niére que BRIGGS & ULACQ ont calculé la table ordinaire des logarithmes, quoi-
qu’on ait imaginé des méthodes plus expéditives pour les trouver.

J avoue n’avoir pas trés bien compris, a 1a premiére lecture, comment tout cela fonctionnait.

De nos jours, pour calculer un logarithme, il suffit de taper sur la calculatrice pour obtenir le résultat. Les
plus anciens se souviennent des fameuses tables de logarithmes dont parle EULER.

Mais comment étaient calculées les valeurs figurant dans ces tables avant le calcul informatique?

Lors d’un stage MAFPEN, les animateurs du groupe « épistémologie et histoire des mathématiques », groupe
dont j’ai le plaisir de faire parti aujourd’hui, m’apportérent la réponse ce que j’ai essay¢ de faire comprendre
ensuite a mes éleéves. C’est le sujet de ce devoir donné en classe de premiére S.

Parler de logarithme en 1° S peut sembler a priori une hérésie, hors programme, mais si 1’on examine de
plus prés la question, on ne déborde pas de ce satané programme, ou figure 1’étude des suites arithmétiques et
géométriques.

Logarithme vient du grec

e logos qui signifie parole, discours, mais aussi, depuis les pythagoriciens®, rapport entre deux nombres, et
par suite raison,

e arithmos qui signifie nombre.

Le logarithme est donc le rapport entre deux nombres, une raison.

Lorsque I’on étudie actuellement la fonction logarithme comme « 1a primitive de % qui s’annule pour x = 1 »,

on occulte I’aspect épistémologique. La relation f(ab) = f(a) + f(b) devient une conséquence et non la raison
premicre de cette fonction: transformer la multiplication en addition; ce qui permit de simplifier énormément
les longs calculs astronomiques. Laplace ne s’y est pas trompé*.

La définition que nous impose actuellement les programmes officiels n’a pas toujours été de nature intégrale.
Voici la page d’introduction d’un cours d’algebre a 1’'usage des classes de mathématiques de 1’enseignement
secondaire conforme aux programmes du 30 avril 1931,

3 Voir annexe: Proportions, musique et nombres sourds.
* Voir citation mise en exergue du devoir.
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364
CHAPITRE XX
LOGARITHMES

I. — Définitions des logarithmes.

571. — Définition. — Donnons-nous un nombre a supérieur a
I'unité et considérons les deux progression suivantes:

I {1, a, a2, ad, a4, ..., av, ...
0,1, 2, 3, 4, ..., p, ...

La premiére est une progression géométrique qui commence par
1 et dont la raison est a; la seconde est la progression des nom-
bres entiers commencant par zéro. Nous dirons que les termes de
méme rang des deux progressions se correspondent.

Ces deux progressions définissent ce qu'on appelle le systéme de
logarithme de base a.

572. — Modifions maintenant les deux progressions en insérant
entre deux termes consécutifs n — 1 moyens.

Si entre ar et a P*! on insére n — 1 moyens géométriques, la rai-
son de la nouvelle progression est (n° 567):

n +1
aP n
0=/ = Va.

Sientre p et p + 1, on insére n — 1 moyens arithmétiques, la rai-
son r de la nouvelle progression est (560) :

1
r=—
n

Nous obtenons ainsi les deux progressions:

- { 1,q 9% @3 g ...,q" ...
0O, r, 2r, 3r, 4r, ..., nr, ... °

qui ne sont que les progressions du début complétées par
I'insertion de nouveaux nombres, puisque nous avons:

o
nr=1
Nous dirons que:

Le logarithme d’un nombre de la progression géométrique est
le nombre correspondant de la progression arithmét:que.

On trouvera en annexe un article paru dans le journal de l1a régionale APMEP de haute Normandie
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Suites ARITHMETIQUES, GEOMETRIQUES €T loGARiTHMES.

L'invention des logarithmes, en ré-
duisant le temps passé au calcul de
quelques mois & quelques jours,
double pour ainsi dire la vie des as-
tronomes.

Pierre Simon de LAPLACE (1749, 1827)

/

John NAPIER ou NEPER®

) — Moyennes arithmétique et géométrique de deux nombres a et b, a € R}, b € R}.

A). Moyenne arithmétique de a et b.

a et b peuvent étre considérés comme deux termes consécutifs d’'une suite arithmétique, de raison
b —a (ou a — b, mais par convention, toutes les suites de ce probléme seront croissantes).

a+b . I . .
Montrer que a, 3 b sont trois termes consécutifs d’'une suite arithmétique dont on donnera la

raison.
a+b
2

est la moyenne arithmétique de a et b.

B). Moyenne géométrique de a et b.

Ces mémes nombres a et b peuvent étre considérés comme deux termes consécutifs d'une suite
géomeétrique.
Quelle en est alors la raison?
Trouver un nombre m tel que a, m, b soient trois termes consécutifs d’'une suite géométrique dont
on donnera la raison.

m est appelé moyenne géométrique de a et b.

C). Applications numériques

o) Donner les moyennes arithmétique et géométrique de a=4etb=9
B) Donner les moyennes arithmétique et géométriquede a=1etb=2.

Il) — Systéme de logarithmes de base a.

On choisit a € ] 1, +o [ et on considére les deux suites:

L.{(gn): 1! a, azg asy a4g “ee an, .

(an): 0, 1, 2, 3, 4, ... n,
Définitions:

e Le systéme, formé de ces deux suites définit ce qu'on appelle un systéme de logarithmes en
base a.

e A chaque terme de (g,), on fait correspondre le terme de (a,) de méme indice. On obtient ainsi
une fonction de {g,, n € N} dans {a,, n € IN}, fonction appelée logarithme en base a et notée
log .

Ainsi, Ioga(a") =netlog (a)=1etlog (1)=0

Le « but de la manceuvre » est d'aggrandir I'ensemble de départ pour qu'il s’approche de plus en
plus de R.

® John NAPIER ou NEPER (1550 — 1617) est connu pour étre l'inventeur des logarithmes. En son honneur, un logarithme porte
son nom: « In » dit logarithme néperien. (Touche E] de la calculatrice).
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1%° étape:

A). Construire une suite géométrique (g',) en insérant entre deux termes consécutifs de (g,) leur
moyenne géométrique. Donner la raison de cette suite (g').

B). Quelle est alors la suite arithmétique (a‘,) correspondante? En donner la raison.

C). Calculer Ioga(\/z ) et Ioga(a\/E ).

2*™ étape:

A). Construite une suite géométrique (g",) en insérant entre deux termes consécutifs de (g,) deux
nombres. (Ces nombres sont appelés premier et deuxiéme moyen géométriques). Quelle est alors
la raison de (@")?

B). Quelle est la suite arithmétique (a”,) correspondante? En donner la raison.

C). Calculer log (\/a ) et log (R )2:
N°™ étape:

A). Construire une suite géométrique (G,) en insérant entre deux termes consécutifs de (gn), (n — 1)
termes. Quelle est la raison q?

B). Quelle est la suite arithmétique (A,) correspondante? En donner la raison r.

C). Calculer Ioga((% ), avec 1 <p<n.

Derniére étape.

On peut ainsi remplir de nombres rationnels I'ensemble de départ, mais on est encore loin (trés trés
loin!!!) de R. Vous verrez cela plus tard, si vous étes sages.

i) — Logarithme d’un nombre A.
A la N®™ étape, on obtient le systéme de logarithmes suivant:
Ly: {(Gn): 1, q @ @, .. "=a, q",
(An): O, r, 2r, 3r, ... nr=1, (n+1)r ..
A). A figure dans la premiére ligne, c’est a dire est un terme de (Gy), calculer log_(A).

m+1

B). A ne figure pas dans (Gy), dans ce cas, il existe m (m € N) tel que: q" < A< q™", on admet

alors que:
mr < log (A) < (m + 1)r.
IV) — Applications numériques:
On prend a = 10, on obtient ainsi le logarithme décimal noté Iog6

A). Calculer log(10), log(1), log(100), log(100000); log(/10 ), log(\\/10 ).

B). Construire la suite (G,) ayant 15 termes entre 1 et 10. (On arrondira a 107 prés).
C). Donner un encadrement de log(3) a I'aide de deux fractions.

® Touche [log] de Ia calculatrice.
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V) — Texte a commenter.

Lire le texte ci-dessous et refaire en expliquant le calcul.

Pour trouver le logarithme d'un nombre donné, comme par exemple de 9: parce que ce
nombre 9 est entre les nombres 1, 10, dont les logarithmes sont connus, savoir
0,0000000 et 1,0000000, ou 0,00000000, 1,00000000, en les augmentant chacun d'un

zéro, pour avoir plus exactement le logarithme qu'on cherche, faites ainsi.

Entre 1 et 10, augmentez d'autant de zéros que leurs logarithmes en contiennent,
comme ici de sept zéros, pour avoir exactement dans le méme nombre de figures le lo-
garithme qu'on cherche. Savoir entre A et B, trouvez un moyen géométrique C lequel
étant moindre que 9,0000000, il faudra chercher entre le moindre C et le plus grand B,
un autre moyen proportionnel [, qui est encore moindre que 9,0000000: c'est pourquoi,
entre le moindre D et le plus grand B, on cherchera un troisiéme moyen proportionnel
E, entre lequel et le plus grand B, on trouvera un quatriéme moyen proportionnel 7,
qui est ici encore moindre que 9,0000000: c'est pourquoi il faudra trouver, entre le
moindre F et le plus grand B, un cinquiéme moyen proportionnel G, qui se rencontre ici
plus grand que 9,0000000, ainsi entre le plus grand G et le prochainement moindre #
on cherchera un sixiéme moyen proportionnel H qui, étant moindre que 9,0000000, on
doit chercher entre ce moindre H et le prochainement plus grand G, un septiéme
moyen proportionnel I, qui est bien plus grand que 9,0000000,.majs non pas avec un si
grand excés comme le précédent G. Cest pourquoi, en cherchant entre le prochaine-
ment moindre et le prochainement plus grand des moyens géométriques proportion-
nels, on aura des nombres qui approcheront toujours de plus en plus du nombre propo-
sé 9,0000000, lequel enfin se rencontre ici le vingt-sixiéme moyen proportionnel: aprés
quoi il sera facile de reconnaitre son logarithme, car, comme entre les nombres A, B,
nous avons trouvé un moyen géométrique proportionnel C, si entre leurs logarithmes
on trouve un moyen arithmétique proportionnel, celui-ci sera le logarithme du premier
moyen géométrique proportionnel C. C'est de la méme maniére que l'on trouvera les
logarithmes de tous les autres moyens géométriques proportionnels et, par conséquent,
du dernier 9,0000000, ou du nombre proposé 9, dont le logarithme se trouvera tel,
0,95424251.

J. OZANAM’

7 Jacques OZANAM (1640, 1717).
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Correction

I) — Moyennes arithmétique et géométrique de deux nombres a et b, a € R}, b € R.

A). Moyenne arithmétique de a et b.

a+b |b-a

+b NP a+b
a, a_2_, b sont trois termes d’une suite arithmétique, car: 5 —a= b - 5 =5 |=T"

B). Moyenne géométrique de a et b.

a, m, b sont trois termes d’une suite géométrique si

m=£<:> m2=axb<:>m=\/axb etq=\/g

a m

C). Applications numériques

o) Les moyennes arithmétique et géométrique de a = 4 et b = 9 sont -1§= 6,5ety9x4=6

B) Les moyennes arithmétique et géométrique de a=1etb = 2.sont-231 et \/1 x2=1/2

Il) — Systéme de logarithmes de base a.
1% étape:

La suite (g’n) estdonc: 1,fa . a,a\Ja ,a* a\Ja,a’ a\Ja,..,a"\a a", ...

Sa raison est \[E .
A chaque moyenne géométrique, on fait correspondre la moyenne arithmétique, ainsi la suite
arithmétique correspondante est:

1 3 5 7 2n+1

0, 7 1, 3 2, 3 3, PR A B LR On obtient donc le systéme de logarithme de base a sui-
vant:

(@n): 1, \a, a, a\Ja, @ a~Ja, a’ a~a, .., a'\a, a", ..

L: 3 Y. _1_ § é Z_ 2n -1
(a’ n)' Ov 2 ) 1» 2 ) 2: 2 ] 3, 2 ) weey 2 ) ]
< crire: _1 _3

On peut donc écrire: log (\/a ) = > et log,(a\Ja ) = >
2°™ étape:

Insérer deux nombres entre deux termes consécutifs de la suite géométrique (g,) revient

. e 1 X N .
a trouver deux nombres x et y vérifiant X -);= % 1 , ou q est la raison.

q
Xy 4 3 3 .
X DX =axeo X =aex=4a =q, (saraison.)
y a
La suite arithmétique correspondante est 0 12 1 45 2 7 (sa raison'l)
'3)3' !3!31 737 '3
3 3 3 3 3 3
L (@) 1, \/Z, a?, a a, a\a?, & a"\/; az\/;z, a .. a"“\/; '*1\/;’ a’
Ny o 1 2 4 5 7 8 3n-2  3n-1
(an). 0, 31 31 1: 3, 3- 2| 3! 3- 31 1 3 ' 3 ' n,
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Derniére étape.
A la N°™ étape, on obtient le systéme de logarithmes suivant:
n+1
1

f©Gw: 1, a0, % & .. q"=a, g™, .. . n ~
L""{(A,,): 0, r, 2r, 3r, ... nr=1, (n+f)yr ... 2497 V4 etr=4

etlog ((\/a )= 2

IV) — Applications numériques:

ENN

A). log(10) = 1; log(1) = 0; log(100) = 2; log(100000) = 5; log(\/10 ) = -12-; logy\10 ) =

B). Si I'on veut 15 termes entre 1 et 10, on pose n= 16; on adonc q= 1% etr= T15

i q q ir Jir

0 1 0 |0
(a0)°

1 (1%)1 1.154781985 _1__ 0.0625

16

2l 186 ) 1.3335214321 2 1(0.125
(10) 16

31 16 3 1.5639926526| 3 (0.1875
(\10) 16

4 16 4 1.77827941 4 10.25
(10) 16

5| 18 5 2.053525026| 5 [0.3125
(10) 16

6l 16 2.371373706| 6 (0.375
(V10)° 16

= - -

8
)

9 (1%)9 3.651741273 % 0.5625

1

10| 16— ., |4-216965034| 10 [0.625
(\10) 16

11 18 " 4 869675252 11 10.6875
(\10) 16

12| 16 12 5.623413252| 12 (0.75
(\10) 16

13| 16 13 6.493816316( 13 10.8125
(\10) 16

14] 16 1 7.498942093| 14 |0.875
(\10) 16

15| 18 5 8.659643234| 15 {0.9375
(\10) 16

16| 16 10 16 |1
(V10)* 16

C). Ainsi, 1l6= 0.4375 < log(3) < 0.5= -1% la calculatrice donne: log(3) = 0,47712125472
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Texte a commenter.

nombre |log

A {1,000 0,000 0 e Pour calculer logC, on cherche un nombre vérifiant: %= % (C
C (3162 0,500 % est dit « moyenne géométrique de A et B ».) 1
=70 ~ =102 - it 1
D |5623 0,750 3 On trouve C -\/'1_5 ~ 3.162, or, en \/ﬁ = 10 2 ;(en fait 5 est la
4
moyenne arithmétique de 0 et 1) donc [logC =1 .
E [7.499 |0,875 7 2
8
o Pour calculer logD, on cherche un nombre D tel que —g= %
F |8,660 0,938 15
16| On trouveD =+/10/10 ,
1
H |8977 0,953 61 1+ ,
64 |_c'est a dire 10 & la puissance 5 =2

L {8,998 0,954 977 . 3
1024| Ce quidonne |logD =2l -
O {9 0,954 | 7817 L_O
_ ‘ 8192 ° Pour calculer logO, on cherche O tel que O°N
9 i ‘ On trouve 10 puissance: %214 + %g—g—g) X —;—= g%
9,002 0,954 | 3909 7817

4096 | Ce qui donne |logO = g=o- ~ 0,954| ; on arréte ici car 10°%*=9 3

M 19,007 0,955 | 1955| 10 ~* prés. On obtient ainsi des logarithmes décimaux, c'est a dire
2048 | vérifiant log(10) = 1.

K |9,017 |0955 | 489

512
J |9,058 [0957 | 245
256
| {9140 |0961 | 123
128
G {9,306 0,969 31
32
B |10 1 1

LOGARITHME, f. m. (Arithmét.) nombre d'une progression arithmétique, lequel répond a un
autre nombre dans une progression géométrique.

Ces logarithmes ont été inventés pour rendre le calcul plus expéditif. ..

Le mot logarithme est formé des mots grecs logos, (Aoyoo) discours, & arithmos, (apitnpoc)
nombre; c'est & dire, discours sur les nombres.

Définition donnée par « l'encyclopédie méthodique, mathématiques » de Diderot et d’Alembert (1784-1789)
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TanGenTe A I parabole — polémioue « FErmar — DESCARTES ».

Fermat :

Application de sa « méthode pour chercher la plus grande ou la plus petite valeur. et pour les
tangentes. »

e Principe fondamental : Si une quantité cherchée dépend d’'une variable x. et si une valeur
x1 de cette variable répond & une valeur maximum ou minimum de la quantité cherchée, x + e
répondra a la méme valeur de cette quantité, pourvu qu'on suppose I'accroissement indétermi-
né e infiniment petit.

¢ Tangente a la parabole :
Soit une parabole dont le sommet est D, et axe DC; par un point B de la courbe dont
Fordonnée est BC et I'abscisse CD, on veut mener une tangente
B a cette courbe. Supposons la question résolue, et que BP soit la
tangente cherchée. Appelons I'abscisse DC, x, et prenons une
abscisse DI = x —e, si du point I nous élevons IO perpendicu-
laire & l'axe et terminé a la tangente, nous aurons par la com-
paraison des triangles BCP, OIP, BC:OIL::CP:IP, ou en élevant
au carré et représentant CB par y, y°:OI%:CP%IP? appelons s
P o I c la sous tangente CP, la proportion précédente pourra s'écrire
comme il suit : y:0I%:5%(s —e)> Si le point O était sur la parabole, dont nous supposons
Iéquation y? = Zpx donnée, on aurait BC%0I%:CD:ID ou y*:0I*:x.x —e. Si donc nous regardons
e comme assez petit pour qu'on puisse supposer le point O, sur la parabole et sur la tangente,
la comparaison des derniéres proportions donnera évidemment:x.x —e: s (s —e)? d'o
e(s’ —2sx) + e’ =0, et par suite
s* —2sx =0 ou 5 = 2x, qui fera connaitre la sous-tangente s et par suite le point P ou passe la
tangente au point B de la parabole.

(1)

Descartes :

Or, aprés qu'on a trouvé une telle équation, au lieu de s’en servir pour connaitre les quantités
X, ou y, ou z, qui sont déja données, puisque le point C est donné, on la doit employer a trouver
v ou s, qui détermine le point P qui est demandé. Et & cet effet, il faut considérer, que si le
point P est tel qu'on le désire, le cercle dont il sera le centre, et qui passera par le point C, y
touchera la courbe CE sans la couper; mais que si ce point P est tant soit peu plus proche ou
plus éloigné du point A qu’il ne doit, ce cercle coupera la courbe, non seulement au point C,
mais aussi nécessairement en quelque autre. Puis il faut aussi considérer que lorsque ce cercle
coupe la ligne courbe CE, I'équation par laquelle on cherche la quantité x ou y, ou quelque au-
tre semblable, en supposant PA et PC étre connus, contient nécessairement deux racines qui
sont inégales. Car par exemple, si ce cercle coupe la courbe aux points C et E, ayant tiré EQ
paralléle 3 CM, les noms des quantités indéterminées x et y conviendront aussi bien aux lignes
EQ et QA qu'a CM et MA; puis PE est égale 4 PC a cause du cercle, si bien que cherchant les
lignes EQ et QA, par PE et PA quon suppose comme
donnés, on aura la méme équation que si on cherchait
CM et MA par PA, CA; dou il suit évidemment que la
valeur de x ou y, ou de telle autre quantité qu’'on aura
supposée, sera double en cette équation, cest a dire
quil y aura deux racines inégales entre elles, et dont
I'une sera CM, 'autre EQ, si c'est y; et ainsi des autres.
11 est vrai que si le point E ne se trouve pas du méme
coté de la courbe que le point C, il n’y aura que 'une de
ces deux racines qui soit vraie et 'autre sera renversée A e ™MP

ou moindre que rien: mais plus ces deux points C et E

sont proches I'un de Fautre, moins il y aura de différence entre ces deux racines; et enfin elles
sont entiérement égales, s'ils sont tous deux joint en un, c'est a dire si le cercle qui passe par C
y touche la courbe CE sans la couper.

33



Appolonius savait déja tracer la tangente en un point a une parabole. Voici les propositions:

PROPOSITION XXXIII, livre I

Si I'on prend un point sur une parabole; si. de ce point, I'on abaisse une droite
d’'une maniére ordonnée sur le diamétre, et si I'on pose une droite égale a celle que
cette derniére droite découpe sur le diameétre, dans la direction de celui-ci, et a
partir du sommet, la droite de jonction, menée du point ainsi obtenu au point que
T'on a pris, sera tangente a la section.

PROPOSITION XXXV, livre I

Lorsqu'une droite rencontrant un diamétre a I'extérieur de la section est tangente
a une parabole, la droite, amenée de maniére ordonnée du point de contact sur le
diametre, découpera sur le diamétre, & partir du sommet de la section, une droite
égale a celle qui est située entre le sommet ct la tangente; et nulle droite ne tombe-
ra dans I'espace compris entre la tangente et la section.

Voici la démonstration d’ Appolonius:

Relation caractéristique de la parabole:

PROPOSITION XX
4 ['E et AZ ordonnées, c'est a dire paralléles a la tangente a la pa
r rabole en A. (TE //AZ)
ZA_AZ’
AE TE?
A T -
PROPOSITION XXXIII
o Hyp: AB diamétre , Al ordonnée , AE = EA; Al tangente a la pa-
rabole

Supposons le contraire,
HB ordonnée; Z € [HB] = BH>Z7ZB =

BE _HB’
AE  TA?
BH > ZB

B_Hz>ZBZ &B_A=@:>_BA2=Z_BZ
CA° " TA* T AA TA T AN’ TA®

2
prop XX = %—g—= ?]ASZ
BE BH° ZB®> BA’
AE " TATA AN
BE_4BExEA  4BExEA BA’
AE ™ 4AE xEA ~ 4AE x EA ~AA’
4BE x EA BA? 4BExEA 4AE xEA
4AExEA AN T BAZ T AN

AE=AE=-;-AA:>4AE><EA=4AE2=AA2

4BE x EA 4AE x EA
BAZ = AN
4AE x EA = AA®

ABSURDE car E milieu de [AA]

4BE x EA
= ——

BAZ >1< 4xBExEA>BA? .
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Fermat et Descartes ne cherchent donc pas a construire une tangente a la parabole. Cette construction
leur était connue.

Fermat met en ceuvre « sa méthode pour chercher la plus grande ou la plus petite valeur,
et pour les tangentes ». le premier exemple qu’il donne est le suivant:

Principe fondamental : Si une quantité cherchée dépend d'une variable x, et si
une valeur x; de cette variable répond a une valeur maximum ou minimum de la
quantité cherchée, x + € répondra a la méme valeur de cette quantité, pourvu
qu’on suppose l'accroissement indéterminé e infiniment petit.

Ier exemple: On veut diviser une droite donnée a en deux segments x, a — x, dont le
rectangle x (a—x) soit maximum. Si nous désignons par x la valeur inconnue qui
correspond au maximum, d'aprés le principe posé ci-dessus, x + e donnera pour le
rectangle cherché la méme valeur maximum que x. On aura donc:
xa@a-x)=@x+e)a-x-e),

de cette égalité, on déduit:

ela—2x)-e*=0,

ouf@—2x)—e=0;
mais e étant aussi petit qu'on voudra, la derniére égalité ne peut avoir lieu que si:
a

a—23c=00ux=2

Aprés un exemple du méme type, Fermat fait usage de sa méthode pour trouver les tangentes aux
courbes suivantes: parabole, ellipse, cissoide, conchoide, cycloide et a la quadratrice de Dinostrate.

Lagrange parlera de cette méthode en ces termes:

« Les contemporains de Fermat ne saisirent pas I'esprit de ce nouveau genre de
calcul; ils ne le regardérent que comme un artifice particulier, applicable seule-
ment a quelques cas ... »

Descartes, quant a lui, n’admet pas ce genre de méthode, la trouvant sans rigueur.

En fait Descartes considére les courbes (donc les droites) comme lieux de points; la courbe est donnée
comme un tout. Son principe est celui des proportions exactes qui doivent exister entre quantités; une
quantité étant un segment de droite. Pour lui, deux grandeurs sont ou égales ou inégales. Si elles sont
égales, leur différence est nulle, si elles sont inégales, elles demeurent du méme ordre. Donc leur diffé-
rence ne peut par exemple étre un infiniment petit. Tout est ramené a l'unité, aussi petite soit-elle.
L’axiome d’ Archiméde exclut la notion d’infinitésimaux.

D’autre part, Descartes refuse 1’infini; pour lui,
« I'entendement fini « reconnait » l'infini, il ne connait que I'indéfini ».

11 refuse ainsi la notion de passage a la limite, I’idée qu’une infinité de points constitue la droite. Des-
cartes n’utilise que des égalités, ce qui impose la méthode qu’il va utiliser lorsqu’il va s’agir de tra-
vailler avec des notions ou apparait I’infini: probléme de tangente, par exemple, mais aussi quadratu-
res de courbe.

Dans sa méthode pour trouver la tangente a la parabole, il cherche I'intersection de la parabole avec
un cercle ayant pour rayon, la normale a la courbe; pour qu’il y ait tangente, 1’équation obtenue sui-
vant la méthode de la géométrie, ne doit avoir qu’une seule solution, donc un déterminant égal a 0.

Pas de passage a la limite, mais une égalité: A= 0.
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TANGENTE A |a parabolE.

1°) — Parabole.

Soit la courbe I du plan d'équation y? = 2px, avec p > 0.
1. On suppose y > 0.
a) Montrer que y 2= 2px @y=\/ﬂc.
b) Tracer la représentation graphique IT, de la fonction f(x) = \/Ex , pour p = 2, dans le re-
pére orthonormal (D, 7,7) .
2. Construire la courbe IT.
3. Soient O et B deux points quelconques de IT et soient | et C leur projections orthogonales

, . . .BC? CD
sur I'axe des abscisses respectivement, montrer que: OF- 1D -

DEFINITIONS:
IT est une PARABOLE, d’axe ou de DIAMETRE I'axe des abscisses, de SOMMET D.
BC est L’ORDONNEE de B, DC son ABSCISSE.

Le but du probléme est de construire la tangente a I1 passant par B.

2°) — Méthode de Fermat (17 Aoat 1601 a Beaumont-de-Lomagne, France; 12 janvier 1665 &
Castres, France).

Soit une parabole d’équation )2 = 2px, dont le sommet est D, et I'axe DC; par un point B
de la courbe dont I'ordonnée est BC et I'abscisse CD, on veut mener une tangente a
cette courbe. Supposons la question résolue, et que BP soit la tangente cherchée, P
étant l'intersection de cette tangente avec le diameétre. Appelons I'abscisse DC, x, et
prenons une abscisse DI = x — e (e # 0), du point | nous élevons 10 perpendiculaire a
I'axe et terminé a la tangente.

e Faire une figure.

BC_CP
e Montrer que ol- 1P

2
e Posons y=CB et s= CP, (CP est appelé la sous TANGENTE en B), montrer que: ‘of,;= _——(s f ey

2
e Si le point O était sur la parabole, montrer qu'alors: %Cltz = %)-

¢ Si donc nous regardons e comme « assez petit » pour qu'on puisse supposer le point O, sur la
parabole et sur la tangente, montrer que e(s? - 2sx) + e’ = 0.

¢ Pourquoi peut-on en déduire que: s*> - 2sx + ex = 0?
o Fermat conclut ici que s = 2x. Comment I'expliquer?

e Donner le principe de construction de la tangente a une parabole en un point B quelconque,
selon Fermat.
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3°) — Méthode de Descartes (31 mars 1596 & La Haye (maintenant Descartes), Touraine,
France; 11 février 1650 & Stockholm, Suéde)

Soit une parabole IT d’équation )2 = 2px, dont le sommet est D, et I'axe DC; par un
point B de la courbe dont I'ordonnée est BC = 3 et I'abscisse CD = o.

On considére la demi parabole IT; et un point M, de coordonnées (m, 0).

¢ Donner I'équation du cercle (C) de centre M et passant par B.
« Faire une figure.

Descartes dit alors que la tangente a IT; est égale a la tangente au cercle (C) lorsque le cercle et I,
n’ont qu’un seul point commun.

o Calculer m pour que le cercle (C) et la courbe I1; n'ait qu’un seul point commun.

+ Donner alors la construction de la tangente, selon Descartes.

o Soit P lintersection de cette tangente avec I'axe des abscisses, montrer que dans le triangle
rectangle PBM, de hauteur (BC), on a: BM2= PM x CM.

¢ On pose s = AC, montrer alors que I'on obtient s = 20, comme dans la solution de Fermat.

4°) — Méthode « moderne »:

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = \/2px .

1. Soit B un point de la représentation graphique I1; de f, d’abscisse a.
a) Calculer le coefficient directeur de la tangente (T) en B a I;.
b) Donner une équation de cette tangente.
2. Calculer les coordonnées de son point d'intersection avec I'axe des abscisses.
a) Est-ce en accord avec la méthode de Fermat?
3. Donner une équation de la perpendiculaire (N) a (T) en B.
a) Calculer l'intersection de (N) avec I'axe des abscisses.
b) Est-ce en accord avec la méthode de Descartes?
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Correction.

1°) — Parabole: y? = 2px, avec p > 0.

y > 0. Comme 3? = 2px, 2px, étant égal a un carré, est positif, ainsi x I'est aussi, car p > 0.

On sait que, si {g;g ,alorsa=b < a*= b2 Ici, y= 2px <:>y=\/2px.

La représentation de IT s'obtient en tragant le symétrique de
celle de I, par rapport a 'axe (D, 7). 8
Comme B est sur I, il vérifie son équation, d’ou: &
BC2?= 2p x DC, de méme pour O: O =2p x DI.
<
_BC? 2pxDC_DC N
Ainsi, OF = —Zp DI~ DI . .
~
.

2°) — Méthode de Fermat.

D’apreés le théoreme de Thalés, on a:

. —  BC_CP_y __s _P__¢

0 Ol 1P~ Ol (s—e) OF (s—ep’
Si O e II, il vérifie la relation démontrée dans la
. . .BC* DC .
7 D T C premiére partie: —5= =, donc:
or DI
AN
%_ (-(—;—P— 2 ._E__._ Sz —_ 2 __ Q2 — 2 __ 2y
DI = \UIP c:x_e—(s__e)z@x(s e)?=s*(x—e) & e(s?—2sx) + e2r=0.

Comme e = 0, on peut simplifier par e, d'oti s — 2sx + ex=0.
anpat considére maintenant que e est infiniment petit, donc que ex est négligeable et obtient -
ainsi:
s?=2x.
Ainsi, pour tracer la tangente en un point B d'une parabole I1, on projéte B odhogonalément sur

(D, T): C, et on prend le symétrique de C par rapport a D: P. La droite (PB) est alors la tangente
recherchée.

3°) — Descartes.
Equation du cercle de centre M(m, 0) et passant par B(a, B):
N(x, ) € (C) < MN2 = BM?
S (xk—m)2+y?=(Mm—o)+p?
o x2+)2-2mx + 2om—o? - p2=0.

Comme B e I, B2 = 2pa, donc I'équation s'écrit:

[x2 + 32 — 2mx + 2am — a2 — 2pa. = 0| .

X2 +3)2—2mx + 2am — o2 - 2pa=0
y=2px
=x2+2(p—m)x + 2am—-o2—-2pa=0
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C’est une équation du second degré en x, elle posséde donc une unique solution si et seulement si
son discriminant est nul:

A=4(p—m)2—4(ocm—oc2—2poc)=4(m2—2m(p+oc)+p2+2pa+az)=4(m_(p+a))2=0
Ainsi,
A=0om=p+a.

Ainsi, pour tracer la tangente en un point B d’'une parabole I1, on trace le point M de coordonnées
(p + «, 0); ensuite, on trace la perpendiculaire & (BM) en B, ce qui donne la tangente.

Les triangles BPM et BCM sont semblables (mémes angles), on obtient donc les proportions:

BM _CM i}
PM ™ BM < BM2=PM x CM.

Si on pose PC = s, on a:

BM? = (M — 2 + B2 = p? + p2= p* + 2pox
PM=s+(Mm-a)=s+p = p?+2po=(S+Pp)p = 2pa=ps = S=2a.
CM=m-a=p

4°) — Méthode moderne.

f(x) = \/2px ; B(a, \]2pa ); f'(o) représente donc le ccefficient directeur de la tangente en B a la
courbe représentative de f. D'ou (o) = -2

V2po

s . . p pa
L'équation de la tangente est donc: y = x +
d 9 Y \,/2poc \/2pon

Son intersection avec I'axe des abscisses est le point de coordonnées (— o , 0), ce qui est en accord
avec la méthode de Fermat.

Une équation de la perpendiculaire (N) & (T) est y = —@x + \/2poc + 32’-);—_% o .

Son intersection avec I'axe des abscisses est le point de coordonnées: (p + «, 0), ce qui est en ac-
cord avec la méthode de Descartes.

LA
GEOMETRIE.

RENE DESCARTES

A PARIS,
Chez Cuancss Axcor, mEﬁiac!acqtm
au Lion d'or. ’

M. DC. LXIV.
AVEC PRIVILEGE DV Ror.
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Differenielle.

Historiquement. la notion de dérivée découle de celle de différentielle. L'ENCYCLOPEDIE METHODIQUE DE
DIDEROT & D’ ALEMBERT donne la définition suivante:

DIFFERENTIELLE, adj. On appelle dans la haute géométrie. quantité diftérentielle ou sim-
plement diftérentielle, une quantité infiniment petite, ou moindre que toute grandeur
assignable. Voyez QUANTITE & INFINL

On Tappelle différentielle ou quantité différentielle, parce qu'on la considére ordinaire-
ment comme la différence infiniment petite de deux quantités finies, dont I'une surpasse
Pautre infiniment peu. Newton & les anglois 'appellent fuxion, 4 cause qu'ils la conside-
rent comme l'accroissement momentané d’'une quantité. Voyez FLUXION, &c. Leibniz &
d’autres 'appellent aussi une quantité infiniment petite.

CALcUL différentiel, c’est la maniére de différentier les quantités, c'est-a-dire de trouver
la différence infiniment petite d'une quantité finie variable.

Cette éthode est une des plus belles de toutes les mathématiques; M. Leibniz qui I'a pu-
bliée le premier, V'appelle calcul différentiel, en considérant les grandeurs infiniment pe-
tites comme les différences des quantités finies; ¢'est pourquoi il les exprime par la lettre
d qu'il met au-devant de la quantité différentiée; ainsi la différentielle de x est exprimée
par dx, celle de y par dy, &c.

M. Newton appelle le calcul différentiel, méthode des fluxions, parce qu'il prend, comme
on l'a dit, les quantités infiniment petites pour des fluxions ou des accroissements mo-
mentanés. Il considére, par exemple, une ligne comme engendrée par la fluxion d'un
point, une surface par la fluxion d'ue ligne, un solide par la fluxion d'une surface; & au
lieu de la lettre d, il marque les fluxions par un point mis au dessus de la grandeur diffé-

rentiée. Par exemple, pour la fluxion de x, il écrit x; pour celle de y, y &c. C'est ce qui fait
la seule différence entre le calcul différentiel & 1la méthode des fluxions.

On peut réduire toutes les régles du calcul différentiel a celles-ci.

1°. La différence de la somme de plusieurs quantités est égale a la somme de leurs diffé-
rences. Ainsi d(x+y+z) = dx+dy+dz.

2°. La diftérentielle de xy est ydx+xdy.

3°. La différentielle de x™ , m étant un nombre positif & entier, est mxm-1dx.

Par ces trois exemples, il n'y a point de quantité qu’on puisse différentier.

Les physiciens utilisent toujours la notation différentielle. Un des avantages est de donner la variable de déri-
b

vation. Nous avons gardé la notation dx dans I’écriture d’une intégrale: f f(x)dx .
a

On remarquera qu’avec cette notation, qui est plus que formelle, les calculs sont plus simples et font mieux
comprendre ce dont il s’agit.




Calcul différentiel.

Le but de ce probléme est de montrer que les notations des physiciens sont équivalentes a celles des mathématiciens.

I - Définitions:

On considére une variable réelle x, (x € R).

Définition 1:

e On appelle différentielle de x, notée dx, toute variation infiniment petite de x.
Définition 2:

e Dire que x' tend vers x est équivalent a dire que x’ — x est une différentielle.
(Cest a dire X' — x = dx)

@ Eclaircissements:

On consuiere un segment de longueur 2 cm. Cette mesure a ¢té obtenue avec un double décimetre. Si le seg-
ment mesure 2,000001 cm, on ne peut appréhender la différence. 0 OOOOOI est un 1nﬁmment pctlt pour 2
avec comme instrument de mesure le doub!e décimétre.

Demandes:
1. Au cours d'un calcul, x et x + dx peuvent étre pris indifféremment 'un pour I'autre.

2. Alafin d'un calcul, x + dx sera remplacer par x.

(OF Eclanrcnssements

Supposons une calculamce travalllant avec 10 chlﬂ'res apres Ia vu‘gule v
. Le calcul de 3 + 2,000000000001 donnera le méme résultat que 24 2

II — Différentielle et opérations:

Diftérentielle d'une somme.

Soient x et y deux nombres réels. x et y varient de dx et dy respectivement, de combien varie la
somme?

On veut calculer dx +y) = x + dx + y + dy) — (x + y) = dx + dy. Ainsi:

Id(x+y)= dx + dy.l

Sh

Différentielle d’un produit:

Soient x et y deux nombres réels, x et y varient de dx et dy respectivement, de combien varie le
produit xy?

On veut calculer d(xy) = (x + dx)(y + dy) — xy = xy + xdy + ydx + dx.dy — xy = xdy + ydx + dx.dy
donc: d(xy) = xdy + dx(y + dy); d’aprés la demande 2, on remplace y + dy par y; d'ou:

|d(xy) = xdy + ydx.|
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Calculer la différentielle de x, de x°.
Calculer la différentielle du quotienti— , de \/— .

Calculer la différentielle de , de .%1’-‘.1.5.?

IIT — Différentielle et dérivée.

On considére une fonction f définie sur I < R. On admet que cette fonction est « suffisamment
gentille » pour vérifier la propriété suivante:

En posant y = f(x), f(x + dx) = f(x) + d({(x)) < {(x + dx) — f(x) = d(f(x)) = dy

f(x

En utilisant la définition 2, montrer que, écrire x,li_r)n ) :((X) f(x) revient a écrire que:

fix + dx) — fix) _ d(f(x)) _
flx)= dx dx dx

Soient u et v deux fonctions définies sur I — R, soit x € R:

Dérivée d’'une somme:

(u®x) +v(x)) = "il‘ld‘;_vl ?1: g; u'(x) + V().

Dérivée d’'un produit:

(u(x) x V(X)) = d(uV) udv (;x vdu _ g; iy g: '

1. Retrouver les dérivées d’un quotuent—- de v, de u®, deu.

2. Calculer les dérivées des foncnons sulvantes en utilisant la notation dlfférentlelle.
f(x)=2x>~-5x+ 6

x-1
800=3x+5

(x)='\/x2+x+1

T Tautre et Laur
Frontispice du livee du marouis Michel de Vhopital:
ANALYSE DES INFINIMENTS PETITS
POUR L'INTELLIGENCE DES LIGNES COURBES
1696.

43



CORRECTION.

II — Différentielle et opérations:

Calcul de la différentielle de x + y — z:
dx+ty-z=x+dx+y+dy-z—-dz-x-y+z=dx +dy—dz
Calcul de la différentielle de ax:
d(ax) = a(x + dx) — ax = ax + adx — ax = adx.
Calcul de la différentielle de 2x + 3y — 5z:

d(@x + 3y — 5z) = d(2x) + d(By) — d(5z) = 2dx + 3dy — 5dz.
(D’aprés les deux différentielles précédentes).

Calcul de la différentielle de x*:
dx?) = (x + dx)? — x? = x? + 2xdx + (dx)? — x*= (2x + dx)dx = 2xdx;
car, d’aprés la demande 2, on remplace 2x + dx = x + x + dx par 2x.
Calcul de la différentielle de x3:

d(x3) = (x + dx)3 — x3 = x8 + 3x2dx + 3x(d(x))?2 + (d(x))3 — x3 = dx(3x? + 3xdx + (d(x))?)
= dx(3x? + (3x + dx)dx) = dx(3x* + 3xdx) = dx(3x(x + dx)) = 3x*dx.

Calcul de la différentielle de ;1(- :

1 1 x—x—dx_ dx

1
Q) =T x x+dox  x?

Calcul de la différentielle de \[; :

(\]x+—dx—\/;)(m+\/;) x+dx-x  dx
d(\/;)=\/x+dx—\/_— m+\/; =\/x+dx+\/;—2\/;.

Calcul de la différentielle de if- :

d§)=x+dx_zzxy+ydx—xy—xdy=ydx—-xdy
(y yt+tdy vy y +dyy y:
Calcul de la différentielle de 2455—5{—? :
d,2x+3y _2x+dx)+ 3y +dy) 2x+3y
oo )™ - -

4-5(x + dx) 4 - 5x

8x + 8dx + 12y + 12dy — 10x? — 10xdx — 15xy — 15xdy — 8x — 12y + 10x* + 15xy + 10xdx + 15ydx
(4 — bx)?

_ 8dx + 12dy — 156xdy + 15ydx

- (4 - 5x)?
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IIT — Différentielle et dérivée.

Dire que x' tend vers x est équivalent a x' —x=dx, dou x = x + dx.
Ainsi lim 10000 feet do -0 _ d(fx) _ dy

Yox X —X dx dx dx’

Dérivée de a.
v

Dérivée de u*:

Dérivée de u3:

_d@) g du
@) =" =Wk

Dérivée de \/; :
du  du

WGy = d<\/6> 2\/" dx

Dérivée de 2x2— 5x + 6

,_d@x*-5x+6) d@x*)—dGx) +d6) 4xdx - 6dx 3

2x*-5x+6) = I = I = I =4x - 5.
. x—1
Dérivée de =15
d x+dx—1 x—1
(x—l )' (4x+5) 4(x+dx)+o 4x + 5
4x+5 dx dx -
4x* + 4xdx — 4x + Hx + Bdx - H—4x? —4xdx - 5x + 4x + 4dx + 5 9dx
(4x + b)® (4x + 57 9
dx dx (4x + b)?

Dérivée de ‘\]x2 +x+1

(.'2 ),=d(VX ;xx+1)_ 2x+1

x?+x+ =
AxT+x+1
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Exponenielle complexe.

Dans son cours a I’'usage des étudiants de faculté, Jean DIEUDONNE écrit, dans sa préface:

Il ne faut pas se lasser de répéter qu'il n'y a pas de « mathématiques
modernes » s'opposant aux « mathématiques classiques », mais sim-
plement une mathématique d’aujourd’hui qui continue celle d’hier
sans rupture profonde, et s’attache avant tout a résoudre les grands
problémes que nous ont légués nos prédécesseurs. Si, pour ce faire,
elle a été amenée a développer de nouvelles notions abstraites en as-
sez grand nombre, c’est que ces notions ont souvent permis, en con-
centrant pour ainsi dire la lumiére sur le ceeur des problémes et en
éliminant les détails oiseux, de progresser a pas de géants dans des
domaines encore considérés comme inaccessibles il n'y a pas 50 ans;
les mathématiciens qui font de l'abstraction pour l'amour de
I'abstraction sont le plus souvent des médiocres.

Et plus loin:

... pris d'une part entre un enseignement secondaire aux mains dun
mandarinat coupé de la mathématique vivante depuis 80 ans et ex-
clusivement voué a la contemplation de son nombril, et d’autre part
I'enseignement de ’Analyse moderne donné dans les facultés, qui doit
«coller » a la recherche pour y préparer efficacement, I'étudiant dis-
posait en tout et pour tout dune année de « propédeutique » pour
s'initier au Calcul Infinitésimal » classique et savoir manier couram-
ment les techniques.

Et enfin:

..., les physiciens raillent souvent le mathématicien pur de vouloir
toujours tout démontrer et de « couper les cheveux en quatre » pour
établir des résultats « évidents »; ils n’ont pas toujours tort, et un
étudiant débutant a intéret a admettre des résultats plausibles sans
s’encombrer 'esprit de démonstrations subtiles, pour réserver ses éf-
forts a I'assimilation de notions nouvelles et « non évidentes ».

Ce devoir, donné a des éléves de terminales C a pour ambition de montrer, plus que démon-
trer, le lien entre la fonction exponentielle, les nombres complexes et la trigonométrie. La
formule de Moivre exponentielle arrive, en classe de terminale, comme un « cheveu sur la
soupe » et il est, @ mon avis intéressant que I’éléve comprenne le rapport entre toutes ces
notions.
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Exponenielle complexe.

On admet, dans ce probléme, que toutes les propriétés vraies pour une somme finie sont vala-
bles pour les sommes infinies rencontrées ( ce qui n'est pas le cas en régle générale )

1°) Ecriture de I'exponentielle réelle sous forme d’'une somme infinie.

a)- Recherche des fonctions f vérifiant :
fi(x) = f(x) M
o)- Donner une solution évidente de (1)
B)- Soit f une autre solution de (1), on pose h(x)=f(x).e™. Montrer alors que h est une fonction

constante et en déduire toutes les solutions de (1).
a)- On s’intéresse ici a

fix)=fx)etf@@=1 (@)
o)- Donner l'unique solution de (1°).

B)- On pose
2 3 n
X, x  x X
f(x)=1 +T+ Z*’ ﬁ"' +Fl—!+
Calculer f'(x). Qu'en conclure ?
2°)Généralisation a €
On note
2 z, 2°.2 z"
e’=1 *Iroptat -ttt avecze C| @
a)- Montrer que , ,
e’.e’ =™

en calculant le terme de rang n de €°.¢%.
b)- En déduire que :
‘ ‘ efe’=1etvzze C, e =0.
c)- On obtient ainsi e = e*.€” avec (x,y) eR?, &* est I'exponentielle réelle.
Etudions €” avecy e R. (€ € C)
d)- Calculer (¢”) ; en déduire que |€”] = 1 pour tout y réel. Le point d'affixe ” est donc situé sur
le cercle trigonométrique !
e” s'écrit donc €” = cosd(y) + i.sin&y) oi &) est une fonction réelle de y.
a)- Calculer la dérivée de y — €”; en déduire que &y) =y +c.
B)- De €” = 1, déduire que ¢ = 2kn et qu’ainsi on obtient :
|€” = cosy + i.siny | (3)
e)- En utilisant la définition de I'exponentielle complexe (2), calculer les sommes infinies repré-
sentant cosy et siny . ) .
f)- En utilisant (3), calculer cosy et siny en fonction de €” et ™.
g)- Conclusion :

Vz,z € C, z=p.(cos@ +i.sinb) = p.e*
avecp=|zl et 6=arg.z
Formule d’EULER (1707-1783)

Montrer que 'on retrouve avec cette notation toutes les formules ( ou presque ) déja rencontrées
sur les complexes .
ATTENTION : y — €” n’est pas une fonction bijective ! :

h)- Montrer que :
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Proporrions, musiQue 1 NomMbres sOURd.

Cet article veut montrer que les proportions ont eu, trés tét un lien étroit avec la musique, et que
cette alliance a permis, du moins en partie, de débusquer I'existence de grandeurs incommensura-
bles entre elles. Mais nous ne pouvons parier de proportions sans dire un mot de Thalés.

THALES

« Nous devons regarder comme suffisamment constatée limpossibilité de dé-
terminer, en les mesurant directement, la plupart des grandeurs que nous dési-
rons connaltre. C'est ce fait général qui nécessite la formation de la science
mathématique... Car, renongant, dans presque tous les cas, & la mesure im-
médiate des grandeurs, l'esprit humain a da chercher a les déterminer indirec-
tement, et c'est ainsi quil a été conduit a la création des mathématiques. » Au-
guste COMTE.

L'une des premiéres utilisations des proportions fut de mesurer I'inaccessible. C’est ainsi que pro-
céda Thalés, d'aprés Hiéronyme et Plutarque:
« Dressant seulement a plomb un béaton au bout de 'ombre de la pyramide, et se faisant deux
triangles avec la ligne que fait le rayon du soleil touchant aux extrémités, tu montras qu'il y avait une
proportion de la hauteur de la pyramide a celle du baton, comme il y a de la longueur de I'ombre de
'un a 'ombre de l'autre. » Plutarque
« Hiéronyme déclare encore qu'il mesura les pyramides en partant de leur ombre, au moment ou la
longueur de notre ombre est égale a notre taille. » Diogéne Laérce

B Pour mesurer la hauteur de la pyramide,
Thalés plante un baton, de telle fagon que
'extrémité de son ombre coincide avec celle
de I'ombre de la pyramide; il obtient ainsi
deux triangles semblables et peut écrire la
proportion suivante: AA’ est a BB’ comme
OA esta OB.
Mais que représente AA', BB’ OA et OB ?
Des grandeurs ou leur mesure ?

A B Pour les grecs pré-pythagoriciens, il n’y avait
aucun doute; il existait bien une unité, appelée
commune mesure, permettant de quantifier

ces quatre grandeursa. Si I'unité choisie avant la mesure ne convenait pas, on en prenait un sous-
multiple, etc. Ne faisons nous pas de méme encore maintenant ? Si le métre est trop grand, on
prend le cm ou le mm. Ainsi, plusieurs grandeurs peuvent étre mesurées avec la méme unité.

Mais assez rapidement, sous I'impulsion de Pythagore et de son école, les proportions apparaissent
en musique, comme nous allons le voir maintenant.

MUSIQUE PYTHAGORICIENNE

« La musique est un exercice d’anthmétique secréte et celui qui S'y livre ignore
qu'il manie des nombres » LEIBNIZ

o Définitions des intervalles musicaux

Les premiers instruments de musique ont été construits empiriquement. On s’apergut néanmoins
que certains sons émis successivement, produisaient un effet agréable. « Selon 'école d’Archytas,
I'oreille ne pergoit dans les accords harmoniques (cvupavia) qu'un son unique »°. C'est ainsi que
les notions d’accord, d'intervalle musicale ont dii apparaitre. Leurs noms actuels sont quinte,
quarte, octave, ton, etc. Les pythagoriciens, passionnés d'arithmétique, pensaient que le nombre
régentait le monde. lis cherchérent donc a quantifier ces notions. « Archytas de Tarente (celui des
disciples de Pythagore qui s’est le plus intéressé a la musique) s’efforce de maintenir une continuité

® N'oublions pas que les grecs n'utilisaient que les nombres que nous appelons aujourd'hui entiers.
® Porphyre; Commentaire sur les Harmoniques de Ptolémée.
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reglée par la proportionnalité, entre les éléments de I'accord comme entre les divisions des tétra-
cordes, considérant que le propre de la musique est la commensurabilité des intervalles. » 0
Examinons ce texte de Philolaos'':

« La grandeur de I'harmonie est [constituée par] la quarte et la quinte. La quinte est plus grande
d'un ton que la quarte. En effet une quarte sépare la corde la plus haute (hypate) de la corde
moyenne (mese); une quinte la corde moyenne de la plus basse (néte);, une quarte la corde la plus
basse de la tierce (trite); et une quinte la corde tierce de la plus haute. La quinte surpasse la quarte
d'un eroydoov.(ton). La quarte a le rapport épitriton (1.1/3), la quinte le rapport hemiolion (1.1/2) et
l'octave le rapport diplasion (2:1). Ainsi 'harmonie comprend cinq fons et deux demi-tons, la quinte
trois tons et un demi-ton, et la quarte deux tons et un demi-ton. ».

Pour comprendre, il faut savoir que Philolaos considére un double tétracorde, c’est a dire un ins-
trument a huit cordes, et chaque corde porte un nom:

1 2 3 4 5 6 7 8

corde 1: hypate
corde 4. mese
corde 5: tierce
corde 8: néte

L

Quant aux définitions des accords:

Octave: dwmacov; S = & travers; rnacov = tout entier; on obtient I'accord en pingant la 1*® et Ia
8™ cordes

Quinte: Swameve; neve = cing; on obtient 'accord en pingant la 1°° et la 5°™ cordes ou la 4°™ et la
Reme

8" cordes

Quarte: dwteppapav; teppa = quatre; on obtient I'accord en pingant la
1% et 1a 4°™ cordes.

5éme 8éme

et la cordes ou la

¢ |Intervalles et proportions:

Mais le texte parle aussi de rapports; comment sont-ils obtenus?

Les pythagoriciens firent de nombreuses expériences et eurent I'idée d'utiliser un monocorde. On
s'apergut que 'octave s'obtenait en pingant la corde entiére, puis sa moitié. Le rapport de l'octave
est appelé Sinhaciov Swxotnpa, c'est-a-dire segment double. On obtient donc le rapport 2:1 en
choisissant la moitié comme unité. Le rapport de la quinte est appelé nuioiiov Siectnuo (npuoiiov
= moitié en plus). En raccourcissant le monocorde d’un tiers, aprés avoir pincé la corde entiére, on
obtient un intervalle de quinte. En choisissant le segment de la corde qui résonne la deuxiéme fois
comme unité, on obtient un segment de longueur 1.1/2. Le rapport de la quarte est appelé emtpitov
dwxotnpa (emprrov = un tiers en plus).

En choisissant le segment de la corde qui résonne la deuxiéme fois comme unité, on obtient un
segment de longueur 1.1/3.

il y a donc trois unités pour utiliser le monocorde ce qui donne 2 parties pour I'octave, 4 pour la
quarte et 3 pour la quinte. Si I'on veut former en méme temps ces trois consonances sur le mono-
corde, il faut choisir une unité commune, qui est le PPCM de 2, 3 et 4: 12. (Certains auteurs ont vu

ici 'apparition de la commune mesure de deux seg-
ments) 1123456?8911011112

N . 1 i } i
On place donc le monocorde sur une régle graduée en LI R B B J LI

douze parties égales (canon).

Le zéro n'existant pas chez les grecs, on désigne cha- octave
que partie de corde interceptée, par son extrémité, on
obtient ainsi pour 'octave le rapport 12:6 = 2:1, pour la quinte

quinte, le rapport 12:8 = 3:2 = 1.1/2 et pour la quarte le quarte

"% Claude Ptolémée
*! Philolacs de Crotone, pythagoricien.
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rapport 12:9 = 4:3 = 1.1/3. Chaque rapport est représenté par un segment ayant pour extrémités
chacun des deux nombres. Chaque rapport était appelé siaotnuo (segment). Puis on remplaga le
mot dwactnua par celui de Aoyos qui exprime I'association des deux extrémités.

¢ Vocabulaire:

Faisons maintenant une pause et intéressons nous a quelques termes et leurs étymologies:
Logos: (Loyoo) Sens courant: mot, discussion, conversation, récit et raison.

Sens mathématique: association de deux nombres, puis plus tard

rapport au sens musical. Les pythagoriciens aimaient jouer sur 'ambiguité de ce mot, eux pour qui
tout était nombre!
Analogue: (ava Aoyos) Ce mot a été fabriqué par les mathématiciens; au départ, on disait que
deux couples de nombres étaient égaux logos a logos (ava Aoyov woot) quand leurs associations'
étaient les mémes. Puis I'expression a perdu son dernier terme (1couv). Elle est ensuite passée dans
le langage courant.

o Petits exercices d'arithmétique:

Reprenons I'étude du texte de Philolaos, ou il est dit que « La quinte surpasse la quarte d'un
emoydoov.(ton). ». Ptolémée développe mieux cette idée: il dit que « la différence entre les deux
rapports nuioliov Aoyoo (1.1/2) et nuiodiov Aoyoo (1.1/3) est emoydoov Aoyoo (9:8) ». Or 9/8 n'est
pas la différence de ces deux fractions, mais leur quotient. Par contre, sur le canon, la différence
entre l'intervalle de quinte, 12:8, et I'intervalle de quarte, 12:9, donne l'intervalle 9:8.

D’autre part, Philolaos nous dit que I'octave est I'addition de la quinte et de la quarte. Si I'on consi-
dére le double tétracorde, cela se congoit aisément; mais sur le canon, en additionnant l'intervalle
de quarte, 12:9, a celui de quinte, représenté par l'intervalle 9:6, on obtient l'intervalle 12:6, qui
représente I'octave.

3 _;_g.=9
.b c

Tl
olo
oo

et

Nous avons donc les régles de caicul: X

C B

> oo

L l
T L)

-g-est représenté par AB, %par BC, et AB + BC = AC qui représente %;

%est représenté par AC, -‘;-par AB, et AC — AB = BC qui représente —2—

¢ Moyennes:

Le probléme de la construction d'une gamme se posa. L'idéal serait de pouvoir diviser en deux
parties égales un intervalle musical. La seule contrainte serait que chaque « note » sonne « juste »
avec toutes les autres notes. Mais que veut dire « diviser en deux parties égales » ? Citons Archy-
tas:

« En musique, il y a trois médiétes: la médiéte arithmétique, la médiété géométrique et la médiété
sous-contraire appelée aussi harmonique. On a une médiété arithmétique quand les trois nombres
ont, logos a logos, la différence suivante: le premier dépasse le second de la méme quantité dont le
second dépasse la troisiéme. Il se trouve que dans cette égalité, le rapport (Siaornua) des grands
nombres est le plus petit des deux, et celui des petits est le plus grand. On a une médiété géométri-
que quand le premier nombre a le méme rapport avec le second que le second avec le troisieme.
Dans ce cas, les grands nombres forment un rapport égal a celui des petits. On a une médiété har-
monique quand le premier nombre dépasse le second d’une fraction du premier identique a la frac-
tion du troisiéme dont le nombre moyen dépasse le troisiéme. Dans cette égalité logos a logos, le
rapport ((Siaornua) des grands nombres est le plus grand et celui des petits nombres cst le plus
petit. ».

Voyons ce qui se passe sur le canon.

9 est la moyenne arithmétique'® de 12 et 6, car 12 - 9 = 9 — 6'%; 9 se trouve étre le milieu du seg-
ment ayant pour extrémités 12 et 6, mais les intervalles musicaux 12:9 et 9:6 ne sont pas égaux, on
a 12/9<9/6.

'2 Comme nous le verrons plus loin, au début, un logos n'était pas seulement un rapport, au sens de fraction, mais une association
de deux nombres, comme dans 'exemple: 12 est 2 9 comme 9 est & 6; il faut consideérer ici les différences: 12-9et9 - 6.

2 moyenne arithmétique de a et b: m = ?%‘2

' Vair note 4
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8 est la moyenne harmonique15 de12et6,car6=8 - %6 et12=8+ %12.; mais encore ici, les in-

tervalles musicaux ne sont pas égaux; on a 12/8>8/6.
12
X

Si I'on veut des intervalles musicaux égaux, il faut trouver un nombre'® x vérifiant , Cce que

®Ix

nous appelons moyenne géométrique de 12 et 6.

MOYENNE GEOMETRIQUE

« Dieu a créé les entiers, le reste est l'ceuvre de 'homme. » Léopold
KRONECKER.

On sait déterminer arithmétiquement les deux moyennes arithmétique et harmonique de F'octave.
Mais malgré de nombreuses tentatives, les pythagoriciens n’arrivérent pas a trouver la troisiéme
moyenne arithmétiquement. On se tourna donc vers la géométrie, d'ou son nom de moyenne géo-
métrique.

e Nombre et grandeur <> nombre ou grandeur

Le texte du Ménon de Platon nous donne la construction du c6té d'un carré double d'un carré don-

neé.
e \
A
AN “ /S d
N\,
. fig.1 °® x Hoy o ¢ fig.2 x y
fig.3

Intuitivement les deux carrés (fig.1), puis les deux triangles rectangles sont semblables.

g 2d & 2a? = d?, d’'ou d est moyenne géomé-
trique de a et de 2a, ce qui donne une construction géométrique de la partition de I'octave 2:1.

— On essaya de généraliser en voyant que pour obtenir la moyenne géométrique:

o il faut considérer des triangles semblables.

o il faut faire jouer deux réles au méme c6té dans deux triangles différents.
Ici, (fig.2) ABH est semblable a BHC, d’ou s 3 et d est la moyenne géométrique de x et y.
On construit donc un tnangle rectangle ayant pour hypoténuse x+y et pour hauteur d. On utilise le
théoréme de Thalés' sur Pinscription d’'un triangle rectangle dans un demi-cercle pour tracer un
demi-cercle de diamétre x+y, puis on éléve la perpendiculaire a ce diamétre passant par le point de
jonction de x et de y et I'on obtient la moyenne proportionnelle de x et y.(fig.3).

— On forma donc les rapports égaux logos a logos:

Mais, les concepts de logos et d'analogia qui étaient a la base de notions comme la moyenne géo-
métrique s'appliquaient 8 des nombres. Sont-ils toujours pertinents lorsqu'ils s’agit de grandeurs? ||
faut remarquer que le fait que la diagonale permette la construction du double d'un carré, et par la
la construction de la moyenne géométrique, ne suffit pas a prouver son incommensurabilité avec le
coté.

o Découverte de l'incommensurabilité:

La difficulté de trouver cette moyenne géométrique autrement que par construction a sirement
conduit les pythagoriciens a poser la question sous une forme plus générale: quand est-il possible
de trouver entre deux nombres un autre nombre formant avec chacun d’eux un rapport identique?
On trouva certaines réponses, reprises par Euclide:

4_6

0 VIl 11: Entre deux nombres carrés, il y a un nombre moyen proportionnel. 5 = 9

' moyenne harmonique de a et b: m = —::—:-Q %:%+ ; ce qui justifie son appelation de sous-contraire de la moyenne arithméti-

2

1
b

CLUe .

x serait dit rationnel en langage moderne.
"7A ce que déclare Pamphila, il fut le premier, aprés avoir été, en géométrie, l'éléve des Egyptiens, a avoir inscrit dans un cercle le
triangle rectangle, et sacrifia un boeuf en 'honneur de sa découverte.
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0 VIHI 12: Entre deux nombres cubes, il y a deux nombres moyens proportionnels. % = —:% = %%

0 VIl 18: Entre deux nombres plans semblables, il y a un nombre moyen proportionnel. 6 = 2x3 et
- 2_3_,6 _12
24 4><6et4 6et12 54
0 VIl 20: Si entre deux nombres, il tombe un nombre moyen proportionnel, ces nombres seront
plans sembilables.
Mais, Archytas démontra une proposition qui avait été énoncée avant lui, a savoir qu'entre deux
nombres qui sont dans un rapport superpatielw, il est impossible d'insérer une ou plusieurs moyen-
nes géomeétriques.
« On ne peut, dans un rapport superpartiel, introduire une moyenne proportionnelle [...]. Archytas en
fait bien la démonstration, mais celle-ci manque de rigueur. En gros, elle est la suivante: soft, dit-il,
le rapport superpartiel A/B. Je prends, dans le méme rapport, les deux plus petits nombres C et DE.
Ainsi donc, ces nombres étant les plus petits possible et dans un rapport superpartiel, le nombre DE
dépasse le nombre C d’'une partie commune aux deux. Appelons-la D, mais, je le précise, D n'est
pas un nombre, mais l'unité. En effet, a supposer que D soit un nombre et lui-méme une partie de
DE, ce qui est impossible, puisque les plus petits termes d’'un rapport particulier formés d’autres
nombres quelconques, sont premiers entre eux et ne différent que d’'une unité. Donc D est bien une
unité; par conséquent, le nombre DE dépasse le nombre C d’une unité. Et c'est pourquoi on ne peut
introduire dans le rapport SLéperpa/tiel une moyenne constituée par un nombre entier qui divise ce
rapport en parties égales. »'
Or 2:1, 4:3 et 3:2 sont des rapports superpartiels. On commenga alors a soupgonner l'existence de
grandeurs dites incommensurables.
Mais pour établir que ces cas particuliers sont tels en vertu d'une nécessité absolue, il faut avoir
une confiance totale dans la méthode qui en montre la nécessité. C'est alors seulement que peut
naitre le concept d'incommensurabilité. La premiére démonstration utilisa trés probablement la
méthode par soustraction réciproque, appelée aussi anthyphérése. Mais, faisant intervenir un pro-
cessus infini, elle ne paru pas trés convaincante; les pythagoriciens démontrairent
I'incommensurabilité de la diagonale et du c6té a I'aide d’'une méthode empruntée & Zénon: la dia-
lectique et son corollaire la démonstration indirecte. On montra 'incommensurabilité du c6té et de
la diagonale en disant que si le contraire était vrai, un nombre serait alors pair et impair en méme
temps. Et Zsabo de conclure: « Il semble donc que c’est a la découverte de l'incommensurabilité
linéaire que I'on doive I'apparition dans les mathématiques grecques d’un nouveau type de démons-
tration ainsi que le refus de I'empirisme et de l'intuition. »

NOMBRES IRRATIONNELS

« Des grandeurs sont dites étre en méme raison, la premiére a la seconde, et la
troisieme a la quatriéme, lorsque des équimuftiples quelconques de la premiére
et de /a troisieme, et d'autres équimultiples quelconques de la seconde et de la
quatriéme sont tels, que les premiers équimultiples surpassent, chacun & cha-
cun, les seconds équimultiples, ou leur sont égaux & la fois, ou plus petits a la
fois »

Euclide, Livre V, définition 6.

La découverte des grandeurs incommensurables a certainement troubler les pythagoriciens qui
affirmaient que « Toute chose qu'il nous est donné de connaitre posséde un nombre, et rien ne
peut étre congu, ni connu, sans le nombre. ». On continua néanmoins a faire de I'arithmétique
(aprOpol = compter). La géométrie, quant a elle, s’occupa des grandeurs. Les livres des éléments
d’Euclide appartiennent chacun & une des deux branches des mathématiques, désormais séparées:
les livres I, II, llI, 1V, V, VI, X, XI, XII et Xl sont géométriques, les livres VII, VIII et IX arithméti-
ques. Certaines méthodes, utilisées en arithmétique, sont utilisées en géométrie, mais leurs finali-
tés ont changé. Ce que nous appelons I'algorithme d’Euclide, désigné par le mot d’anthyphérése
chez les grecs, donne le P.G.C.D.de deux nombres et un critére de commensurabilité pour les
grandeurs. La longue marche vers la fusion des nombres et des grandeurs ne s’achévera qu'avec
Dedekind qui proposera une construction des nombres irrationnels, longtemps appelés nombres
sourds, a partir des nombres entiers. Ce dernier rend d'ailleurs hommage a Euclide en ces termes:
« Si I'on regarde le nombre irrationnel comme un rapport de deux grandeurs mesurables, alors
cette maniére de le déterminer a été déja donnée de la maniére la plus claire possible dans la célé-
bre définition qu'Euclide donne de I'égalité de deux rapports. »

sn+1

n
19 Boace; de la musique.
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Diamere

DIAMETRE. nm. (XIII°. de diamétrus. gr. Aiauetpoo) Ligne
droite qui passe par le centre d’un cercle. d’une sphere ...
Petit Robert

I°) — Euclide®

La définition du « petit Robert » est simple: « Ligne droite qui passe par le centrey.
Elle I'est moins chez Euclide:

Et un diametre du cercle est n'importe quelle droite menée par le centre, limitée de chaque cété par
la circonférence du cercle, laquelle coupe le cercle en deux parties égales.

Euclide, Livre I, Definition 17.

En effet, cette définition est plus qu’une définition, elle énonce une propriété: « ...coupe le cercle en -
deux parties égales ».

D'aprés Proclus, on doit & Thalés, la démonstration de cette propriété.

1l faut rendre grdce a l'antique Thaleés, entre autres découvertes, pour celle du théoréme(*) suivant
: car on dit qu'il fut le premier a découvrir et a énoncer que les angles a la base de tout triangle
isocéle sont égaux, bien qu'il ait appelé semblables, selon une terminologie plus ancienne, les an-
gles qui sont égaux.

C'est Thales qui le premier, a ce qu 'on prétend, démontra que le diamétre partage le cercle en deux
parties égales.

Proclus

Et Maurice CAVEING?' de proposer une démonstration qui aurait pu étre faite par Thaleés:

° « Si I'on consideére la figure, dans laquelle O est le centre
d'un cercle, OD un diamétre, et AB une droite perpendicu-
laire @ OD en un point quelconque |, terminée sur le cercle
en A et B, alors OA et OB sont des rayons, le triangle AOB
est isocéle et, d’'aprés Thalés (*), les angles a la base OAB
et OBA sont égaux. Dans les triangles OAl et OBI, les an-

! gles en A et en B sont égaux, les angles en | sont égaux

A B comme droits, les cétés OA et OB sont égaux, par suite,

ces triangles sont égaux et |A est égal & IB. Comme le point
| est quelconque sur le diamétre, toutes les cordes telles
que AB, normales a un méme diamétre, sont dichotomisées
par le diamétre OD et le cercle entier est dichotomisé. »

Fig. 1
Ainsi, « partager en deux parties égales » a ici un sens
bien précis, le diameétre coupe en deux parties égales toute corde qui lui est perpendiculaire, ce

qu'exprime le mot grec: Siuperpos = qui mesure de travers, qui répartit.
Euclide utilise d’ailleurs le méme mot pour le paraliélogramme:

Les cétés et les angles opposés des aires parallélogrammes sont égaux entre eux, et le diamétre les
coupe en deux parties égales.

Euclide, Livre I, Prop, 34

Le mot diamétre, qui figure dans le texte grec, sera plus tard remplacé, dans ce contexte, par le
mot diagonal.

2 Né: ~— 365 a Alexandrie, Egypte; mort ~ — 300
' La figure et le nombre, Maurice CAVEING, Septentrion.
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DIAMETRE. n.m. (XIII°, de diamétrus, gr. Aiausrpoo) Ligne

droite qui passe par le centre d’un cercle, d’unc sphére ...

Géom. (Incluant le sens courant) Diameéfre d’une courbe: l¢ licu

rectiligne des milieux des cordes parall¢les a une direction donnée.
Petit Robert

2°) — Appolonius®

On trouve une définition du diamétre pour une courbe quelconque, chez Appolonius:

J'appelle diamétre de toute ligne courbe située dans un seul plan la droite qui, menée de la ligne
courbe, coupe en deux parties égales toutes les lignes droites menées dans la ligne parallélement a
une droite quelconque; sommet de la ligne ['extrémité de cette droite qui est située sur la ligne,
enfin j 'appelle droites menées d 'une maniere ordonnée au diamétre chacune des paralléles.

Appolonius de Perges, les coniques, livre I, définition IV

Nous avons donc une seconde définition. La encore, elle contient une proposition: « coupe en deux
parties égales toutes les lignes droites menées dans la ligne parallélement a une droite quelcon-
que ».

Pour Euclide comme pour Appolonius, le diamétre est donc une droite; Euclide le donne par défini-
tion pour le cercle et affirme ensuite qu'il partage ce demier en deux parties égales. Appolonius, lui,
le définit par cette caractéristique et affirme que c'est une droite, ce qui pose le probléme de son
existence.

Autre remarque, le diameétre dépend d'une direction, celle de la tangente au sommet®. C'est évi-
demment valable pour le cercle, toute corde perpendiculaire au diamétre est paralléle a la tangente
a son extrémité.

Appolonius va donc montrer que toute conique posséde au moins un diameétre, celui que nous ap-
pelons aujourd’hui axe de la conique (prop. V, VI, VIl & VIII, Livre 1).

A partir de ce diametre « principal », il donne la caractéristique de chaque espéce

de conique.

Exemple:

Parabole: Prop. XI, Livre 1 (Fig. 1)

Le point K est sur la parabole de diamétre ZH, Kl est parazlléle a la tangente au
(S74 BI'

_ ~24 Srifie =<
sommet Z. On a alors KI?= ©Z.Z1 , ou™ ©Z vérifie ZA - BAAL

Une fois en possession de cette caractéristique et de celles de I'hyperbole et de
I'ellipse, il étudie les propriétés des coniques dans le plan. ®

Appolonius montre que, entre autre, une conique posséde d’autres diamétres et que
la caractéristique de chaque conique a la méme forme pour tout diamétre.

3°) — Abscisse — ordonnée

La définition d’Appolonius se termine par: « enfin j ‘appelle droites menées d'une maniére ordonnée
au diamétre chacune des paralléles. ».

Il faut savoir que le mot droite, pendant trés longtemps, a la méme signification que ce que nous
appelons segment de droite.

22 Né ~ - 262 & Perges, Gréce lonie (maintenant Turquie), mort ~ — 190 & Alexandrie, Egypte
B Ce n'est pas dit clairement dans la définition, mais un passage a la limite le montre aisément.
2 Les grecs appellent ©Z: opbia mAsvupe (= le coté qui se tient droit), les géometres de la renaissance, le latus rectum, les
modernes, le paramétre.
58



Ainsi, pour la parabole (Fig 2), KI représente une droite menée de maniére
ordonnée au diamétre, ou plus simplement une ordonnée. Cette ordonnée
dépend évidemment d'une direction, celle de la tangente en Z & la para-
bole. Le segment ZI sera, lui, appelé abscisse®.

Bien entendu, ces mots d'abscisse et d'ordonnée ne désignent pas les
mémes choses qu’actuellement, ici ce sont des segments de droite. Néan-
moins, en utilisant le systéme de notation qui nous vient de Descartes,
nous pouvons écrire:

Avec p=©Z, y =Kl et x = ZI, [y? = px] .

Ainsi, pendant trés longtemps, le diamétre a joué le réle de nos repeéres
pour écrire les propriétés caractéristiques des coniques.

Fig. 3

Pour I’hyperbole et pour P'ellipse.

y’=px—§x2 y’=px+§x2

Qu’en est-il pour le cercle?
Soit ST un diamétre, la tangente en S est perpendiculaire au

diamétre; MH est donc une ordonnée, SH est I'abscisse. M

On doit 8 Menechme®, d'aprés Heath, la propriété caractéristi-

que du cercle: (en utilisant les notations modernes)

si I'on pose SH=x, HM=yetd= ST, on a:

. ——

Fig. 6

% Je n'ai pas trouvé V'origine et l'explication de ce mot. On le trouve dans les traductions des textes grecs. Tout renseignement a
ce sujet sera le bienvenu.
8 Né ~ — 380 4 Alopeconnesus, Asie Mineure (maintenant Turquie); mort: ~ — 320
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A propos des loGarithmes

L'invention des logarithmes, en réduisant le
temps passé au calcul de quelques mois a
quelques jours, double pour ainsi dire la vie

des astronomes.
Pierre Simon de LAPLACE (1749, 1827)

Lorsque nous « calculons » le fogarithme d’'un nombre, nous tapotons sur la
calculatrice et en un laps de temps vient la réponse. Certains se souviennent
peut-étre du calcul numérique et des « tables de log ». Mais, au fait, comment
était remplies ces pages pleines de chiffres?

John NAPIER ou NEPER (1550 - 1617)) est connu pour étre l'inventeur des
lo;;arithmes. Un logarithme porte d’ailleurs son nom. En fait, on lui doit une

relation: N(x) = 107In13— (en 1614), relation qui vérifie, pour tout a et b positifs, N(ab) = N(a) + N(b)
- In10”. Mais, bien que facilitant énormément les calculs de 'époque, le terme -In10’ est un peu
génant. C'est BRIGGS qui introduit en 1624, une relation évitant ce terme.

John NAPIER (1550 - 1617)

Nous allons montrer comment étaient construites ces tables.

A — Position du probléme:

Le probléme du calcul avec des grands nombres a ralenti considérablement le progrés de certaines
sciences, comme la navigation, ot I'on devait, pour faire le point, calculer des angles, leurs cosinus
et sinus, les multiplier entre eux, etc. On chercha donc rapidement une méthode de calcul permet-
tant de faire plus rapidement ces calculs.

On remarqua que ['addition est plus simple que la multiplication. Pourquoi ne pas trouver une
« fonction » qui remplace la multiplication par P'addition?
C'est a dire trouver une fonction, bijective, vérifiant f(xy) = f(x) + f(y).

B — Quelques rappels sur les proportions:

Comme nous I'avons montré dans un article précédent, les grecs ont introduit la notion de propor-
tions. On disait que deux couples de nombres ou de grandeurs sont égaux logos a logos si leurs
maniéres d'étre sont les mémes.

a:b: c:d peutsignifier d-c¢ )

b-a=
. . ac
mais aussi b=d 2).

Voici deux propriétés intéressantes pour notre propos:
(1) a:bic:deob-a=d-¢c <o a+d=b+c
c

2 a:b:c:doi-¢

b=d axd=bxc

g

Si I'on a trois termes,

(1) a:b:b:ceb-a=c-b & atc=2b

@ a:b::b:cc:%=—2— &  axc=b
Dans le premier cas, nous dirons que b est la moyenne arithmétique de a et ¢, mais aussi que a, b
et ¢ sont en proportion arithmétique; dans le second, que b est la moyenne géométrique de a et c,
mais aussi que a, b et ¢ sont en proportion géométrique.

Enfin:
(1) a:b:b:ceob-a=c-bsa+c=2b=>a<b<ec
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2 a:bub:co <axc=b’> =bela cloubelc al

oo
olo

C — Logarithme: logos = raison et arithmos = nombre.
OZANAM, dont on trouvera le texte en annexe, définit le logarithme de la fagon suivante:

« Les logarithmes sont des nombres en proportion arithmétique, correspondant a d'autres nombres
en proportion géométrique ».
Ainsi, a la proportion géométrique 1 10 100 1000 10°
correspond la proportion arithmétique 0 1 2 3 4

et nous écrirons log1 = 0, log10 = 1, log100 = 2, log1000 = 3, Iog104 = 4. Nous définissons ainsi les
logarithmes décimaux.

Premiéres remarques:

Le premier terme de la proportion arithmétique étant 0, le premier de la proportion géométrique est
1 et nous avons log(1) = 0, quelles que soient les proportions choisies.”’

En systéme décimal, log(10) = 1.
Soient 1, a, B, y une proportion géométrique et 0, a, b, ¢ la proportion arithmétique correspondante,

Nous avons a-0=c-b © c=a+b
et 1_8 & y=axB
a Y
Ainsi, a la proportion 1 o B o x P
on fait correspondre la proportion 0 a b a+b
log(o) = a
ce qui s'écrit: log(p) = b

[log(o: x B) = log() + log(B)]

De plus, si a 21, alors o € § <y, = log(o) < log(B) < log(y).

D — Exemple: Calcul du logarithme de 9:

Sachant que 1 < 9 < 10, nous avons 0 < log(9) < 1. Il nous faut donc construire deux proportions de
telle sorte que les termes de la premiére correspondent aux termes de la seconde:

1 o ) 9 10

0 a b log(9) ... 1

En utilisant la croissance vue précédemment, on procéde par encadrements successifs.
1°™ étape:
1 o

Recherchons octel que 1 <a <10 et— = 7t > a = \/10 . Comme \/10 est la moyenne géométri-

que de 1 et 10, la moyenne arithmétique de 0 et 1: -12- sera le logarithme de /10 :

log/10) =

Or, \[10 < 9 donc logy/10 ) = % < log(9) <1 = log(10).

N|=

7 En langage moderne, a I'élément neutre de I'addition correspond I'élément neutre de la muttiplication.
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2°™ étape:
Recherchons B tel que 410 < B <10 et 3’13&= —1% & B =/10\10 . Comme \1W10 est Ia

moyenne géométrique de 1 et 4/10 , la moyenne arithmétique de

1et1:g

sera le logarithme de

p)
10410 :
log\/10v10 )=%
or, \[10V10 < 9 donc log\[10§10 ) = % < log(9) <1 = log(10).
Etapes suivantes:
étape 1 2 3 4 6 10 13 12 11 9 8 7 5
nombre | 1,000 | 3,162 | 5,623 | 7,499 | 8,660 | 8,977 | 8,998 9 g| 9002 [ 9007 | 9017 | 9058 | 9,140 | 9306 | 10
log 0,000 | 0,500 | 0,750 | 0,875 | 0,938 | 0,953 | 0,954 | 0,954 0954 | 0955 | 0955 | 0,957 | 0,961 | 0,969 1
0 | 1 |3 | Z |15 |6 [o7 |17 3900 | 1955 | 489 | 245 | 123 | 31 | 1
2 4 8 16 64 1024 | 8192 4006 2048 512 256 128 32

Nous obtenons ainsi: log(9) =~

7817

% a10° prés. La calculatrice donne, plus rapidement certes,

0,954242509439 ( 8192 " 0,954223632812).
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Utilisarion de la perspecrive v GeomeTrie| .

On trouve dans certains livres de terminale S cet exercice. |l se propose de démontrer le fameux
théoréme de DESARGUES™:

Trois droites @, & et & concourent en un point O. Deux triangles ABC et A'B'C’ ont leurs som-
mets sur chacune des trois droites (A et A’ sur &, B et B' sur @&, C et C’' sur &). On suppose
que les cotés homologues® sont sécants en I, J et K. Alors, affirme le théoréme de DESAR-
GUES, I, J et K sont alignés.

(voir fig.4).

Le probleme qui suit propose une démonstration de ce théoreme.

Question préliminaire . Soit O un point fixé du plan. Montrer que les affirmations suivantes sont
équivalentes:

e (1) les points P, Q et R sont alignés;

Lo . fp+q+r=0
e (2) il existe trois réels p, q et r non tous nuls tels que: {paﬁ + q._CS +rOR=T0

1°) Justifier I'existence de trois réels a, B et ytels que:
w.OR+(1-).OA =B.OB + (1-p).0B =1.0C + (1 -y).0C =7,
ot montrer que les nombres a, B et y sont deux a deux distincts.
2°) Etablir
e que | est le barycentre de (B,p) et (C,-y)
e que J est le barycentre de (C,y) et (A,-a)
‘| que K est le barycentre de (A, a) et (B,-5)
3°) En déduire que les points I, J et K sont alignés.

Cette propriété apparait, avec une présentation plus compliquée et générale, dans le traité publié
par BOSSE en 1648, intitulé « Maniére universelle de M. DESARGUES, pour pratiquer la perspec-
tive... ». Quel rapport y a-t-il donc entre cet exercice de géométrie plane et un traité de perspec-
tive?

Faisons une figure:

Al
Maintenant, imaginons que nous sommes dans l'espace, que le triangle ABC soit la représentation
en perspective du triangle A'B'C’, I'eeil du peintre étant en O.

% Girard DESARGUES (1591 - 1661), architecte, ingénieur et autodidacte, auteur du « brouilion project d'une atteinte aux évé-

nements des rencontres du cdne avec un plan » (1639).
#Cotés homologues: (AB et A'B’) sont des c6tés homologues, de méme que (BC) et (B'C'), ou (AC) et (A’C).
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tableau

ligne de terrex

A

La propriété devient alors évidente: le point J appartenant a la droite (B'C’) et a la ligne de terre se
trouve donc dans le plan du tableau; étant sur la droite (B'C’), sa représentation sur le tableau (c’est
a dire lui-méme) sera sur la droite (BC), image de (B'C’). On montre de la méme fagon que | et K
se trouvent a I'intersection du plan ABC et du plan A'B'C’, ils sont donc alignés.

Ainsi la propriété est vérifiée dans I'espace; c'est de cette fagon que DESARGUES la démontre. Il
utilise ensuite la propriété dite de Ménélaiis pour le prouver dans le cas ol tous les points sont dans
le méme plan. Néanmoins, il note que la figure formée par deux triangles perspectifs (c'est le nom
donné a chaque couple de triangles tels ABC et A’B'C’) de I'espace se transforme, par projection
cylindrique (projection suivant une direction, sur un plan, I'ceil se trouve alors a Iinfini), en deux
triangles perspectifs d'un méme plan3°.

C’est ainsi que nous terminerons: la figure 1 représente la projection cylindrique de Ia situation ex-
primée par la figure 2 sur le plan de Ia feuille. La projection conservant I'alignement, les points I, J
et K étant alignés dans I'espace, leurs projetés le seront dans le plan. :

I reste a étudier tous les cas particuliers oli certaines droites, voire toutes, ne se P&
coupent pas (cas €ludés par I'énoncé de I'exercice). Pour cela, il suffit de consi-
dérer, comme DESARGUES qui fut le premier & introduire cette notion, que le :
point d'intersection de deux droites paralléles se trouvent a une distance infinie ~

(point a r'infini). .

Que I'on donne ce type d'exercice aux éléves afin de les entrainer au caicul
barycentrique est compréhensible, mais je pense qu'ils doivent connaitre la dé-
monstration originelle, d’autant plus que celle-ci me parait beaucoup plus con-
vaincante, car visuelle.

* Voir L'ceuvre mathématique de G. DESARGUES, VRIN. Postface René TATON.
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Thales

Né: environ 640 BC & Milet, Asie Mineur (maintenant Turquie)
Mort: environ 560 BC a Milet, Asie Mineur (maintenant Turquie)

Diogéne Laérce.

Aprds s'8tre occupé des questions politiques, il
sadonna 3 la spéculation sur la nature.
D’'aprés certains, il ne nous a laissé aucun
écrit; car I Astronomie nautique qu'on lui at-
tribue est, dit-on, I'ceuvre de Phocos de Sa-
mos. Mais Callimaque le connait comme
I'inventeur de la Petite Ourse, et écrit dans
ses lambes :

1l avait mesuré, a ce que l'on disait,
La distance entre les étoiles du Chariot,
Sur lequel les marins phéniciens se repérent.

Pour d’'autres, il ne composa que deux ouvra-
ges : Du solstice et De I'équinoxe, car il consi-
dérait que les autres phénomeénes étaient hors
de compréhension...

Il fut encore le premier d'aprés certains, a
tenir un propos scientifique portant sur la
nature.

A ce que déclare Pamphila, il fut le premier,
aprés avoir 6té, en géométrie, lI'éléve des
Egyptiens, a avoir inscrit dans un cercle le
triangle rectangle, et sacrifia un beeuf en
I'honneur de sa découverte.

On déclare qu'il découvrit les saisons de
l'année et la divisa en trois cent soixante cing
jours.

Hiéronyme déclare encore qu'il mesura les
pyramides en partant de leur ombre, au mo-
ment ol la longueur de notre ombre est égale
a notre taille.

On raconte encore qu'une vieille le conduisit
un jour dehors pour étudier les astres, il tom-
ba alors dans un trou qu'on avait creusé; ce
que voyant la vieille, au lieu de le plaindre, le
railla : « Eh oui! Thalés ! Tu n’arrive pas a
voir ce qui est A tes pieds et tu crois pouvoir
connaitre ce qui se passe au ciel ?»

Platon (Théététe 174 b) (p 109)

Thalés étant, mon cher Théodore, tombé dans
un puits, tandis que, occupé d'astronomie, il
regardait en l'air, une petite servante thrace,
toute mignonne et pleine de bonne humeur,
se mit, dit-on, a le railler de mettre tant
d’ardeur a savoir ce qui est au ciel, alors qu'il
ne s'apercoit pas de ce qu'il y a devant lui et &
ses pieds !

Aristote

Comme on lui reprochait sa pauvreté qui at-
testait I'inutilité de la philosophie, il tira, dit-
on, de ses observations astronomiques, la
conclusion que la prochaine récolte dolives
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serait fort abondante: aussi, alors quon était
encore en hiver, consacra-t-il le peu d'argent
qu'il possédait a s'assurer la location de tous
les pressoirs de Millet et de Chio, qu’il obtint
a bas prix, n‘ayant contre lui aucun enchéris-
seur. Quand l'occasion survint, une soudaine
et forte demande se fit sur les pressoirs; il les
sous-loua aux conditions qu'il voulut, et la
fortune qu’il en tira lui permit de montrer
qu’il est aisé aux philosophes de s'enrichir,
pour peu qu'ils le désirent, mais que ce n'est
point vers ce but que tendent leurs vertueux
efforts.

Proclus

C'est Thalés qui le premier, &4 ce quon pré-
tend, démontra que le diamétre partage le
cercle en deux parties égales.

Il faut rendre grace a antique Thal@s, entre
autres découvertes, pour celle du théoréme
suivant: car on dit qu'il fut le premier a dé-
couvrir et a énoncer que les angles a la base
de tout triangle isocéle sont égaux, bien
qu'il ait appelé semblables, selon une termino-
logie plus ancienne, les angles qui sont égaux.

Ce théoréme selon lequel quand deux droites
se coupent, les angles opposés par le som-
met sont égaux, fut découvert pour la pre-
midre fois, d’aprés Eudéme, par Thaleés.
Eudéme dans son histoire de la géométrie,
attribue ce théoréme [de l'égalité des trian-
gles] a Thales; car, dit-il, la méthode par
laquelle Thalés a montré comment mesurer la
distance des navires en mer fait nécessaire-
ment appel a ce théoréme.

Plutarque

Dressant seulement a plomb un baton au
bout de P'ombre de la pyramide, et se fai-
sant deux triangles avec la ligne que fait le
rayon du soleil touchant aux extrémités, tu
montras qu’il y avait une proportion de la
hauteur de la pyramide & celle du baton,
comme il y a de la longueur de I'ombre de
T'un a Pombre de 'autre.




PyrhaGore

Né: environ 580 BC a Samos, lonie
Mort: environ 497 BC a Metapontum, Lucania

a) — Sa vie

On ne connait que peu de choses de sa vie. On
ne donnera que quelques anecdotes ou mythes
caractéristiques.

Pythagore serait né vers 580 avant J.C., 2 Samos
et mort vers 497 avant J.C.

Son pére, Mnésarchos, était tailleur de pierres
précieuses. Sa mére, Parthénis, appris qu'elle
était enceinte a Delphes, ou elle était venue con-
sulter la pythie. Les parents décidérent de nom-
mer leur fils. « Pythagore = annonciateur py-
thien ».

Pythagore aurait connu Homére, Bouddha, Thalés
de Milet lui aurait enseigné la maitrise du temps,
la tempérance et la science véritable.

Au témoignage d'Héraclide du Pont, Pythagore
aurait eu un entretien savant avec Léon, le tyran
de Phlionte. Comme ce dernier admirait son génie
et son éloquence, lui demandant sur quel art il
s'appuyait, Pythagore aurait décliné I'épithéte de
« sage » (sophos), et répondu qu'il ne connaissait
aucun art, mais qu'il était « philosophe » (philo-
sophos). Léon s'étonna de ce terme nouveau et
demanda quelles étaient les différences entre les
philosophes et les autres hommes, Pythagore
répondit que la vie humaine était comparable a
ces assemblées ou se rendaient la Gréce entiére
lors des grands jeux: les uns y viennent lutter pour
obtenir une couronne; d'autres cherchent a y faire
du commerce; les autres, enfin, ne s'intéressent ni
aux applaudissements ni au gain, mais viennent
pour voir, simplement ce qui se passe aux jeux.
De méme, dans la vie, les uns sont esclaves de la
gloire, les autres de l'argent, mais d'autres, plus
rares, observent avec soin la nature: « ce sont eux
qu'on appelle amis de la sagesse, c'est-a-dire
philosophes », commente Cicéron."

il fonda une école: « homakoeion ». Six cents
disciples mettent en commun leur vie et leur bien,
Platon citera avec faveur le proverbe pythagori-
cien: « entre amis, tout est commun »..

b) — Mathématiques pythagoriciennes:

Selon Aristote, pour les pythagoriciens, «les
choses sont des nombres » ou « les nombres
se trouvent dans les choses » ou « les nombres
sont les causes et le principe des choses » ou
« les choses sont constituées par les nom-
bres »:

A l'époque de Leuecippe et de Démocrite, et
méme déja avant eux, ceux qu'on appelle les
Dpythagoriciens s’intéressent les premiers aux
mathématiques et les firent progresser. Comme
ils avaient été élevés dans cette science, ils

! Pythagore et les pythagoriciens, J;F. MATTEI, Que sais-je
n°2732.
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crurent que ses principes étatent les principes
de toutes choses; et puisque par nature les
nombres sont les premiers principes des ma-
thématiques, c'est dans les nombres qu'ils pen-
salent voir de nombreuses similitudes avec les
étres éternels ainsi qu avec les créatures soumi-
ses au devenir, bien plus encore que dans le feu,
la terre et I'eau’®

o Nombres figurés: nombres triangulaires, car-
rés, pyramidales.

e Selon Proclus, les pythagoriciens auraient les
premiers démontré que la somme des angles
d’un triangle vaut deux droits.

o Lethéoréme de Pythagore.

Les pythagoriciens n'auraient pas démontré ce

résultat géométriquement, mais construit arith-

métiquement des triplets, dits pythagoriciens:

c*=a*+b?

Il nous est parvenu deux méthodes de construc-
tions de tels triplets:

Méthode dite de Pythagore:

un nombre impair 2n+1 petit coté
. (2n+1)2=

on prend son carré 4n2 + 4n + 1

on retranche 1 4n? .

on divise par 2 2n*+ 2n grand cété

on ajoute 1 2n2+2n+1 hypoténuse

Démonstration moderne:
(2n+ 12+ (2n? + 2n)?= 4n2 + 4n + 1 + 4n* + 8n°
+4n2=4n"+8n°+8n2+4n+ 1= (2n?+ 2n+ 1)
Exemple:sin=3,a=7,b=24,c= 2{5 et 72 + 242
=49 + 576 = 625 = 25?2 '

Méthode platonicienne:

un nombre pair 2n  un coté

on divise par 2 n

on éléve au carré n?

on ajoute 1 n?+ 1 hypoténuse

on retranche 1 n2—1 autre coté

Démonstration moderne:

(2np+ (n2—1)2=4n2+n*—2n2+ 1=n*+2n2 + 1
= (n*+ 1

Exemple: sin=3,a=6;b=8,c=10et6%2 + 82=

36 +64=100= 102

Utilisation en architecture:

Vitruve donne une explication concréte de l'origine de la

découverte dans le De architectura (IX, préface). prenons

trois régles, d’'une longueur respective de trois pieds, de

quatre pieds et de cinq pieds. En mettant en contact leur

extrémités, elles forment une équerre parfaite.®

2 Aristote, A, 5,985 b
® Pythagore et les pythagoriciens, J;F. MATTEI, Que sais-je
n°2732, page 66



Euclide

Né: environ 365 BC a Alexandrie, Egypte Mort: environ 300 BC

PREFACE de F. PEYRARD pour sa traduction des
ELEMENTS d’Euclide.

EUCLIDE vivait du temps de Ptolémée Lagus, qui commen-
¢a a gouverner I'Egypte plus de lrois cenls ans avant l'ére
vulgaire

Archiméde, Apollonius, Théodose, Ptolémée, Pappus et
Théon, citent sans cesse Euclide, et ne citent jamais les
Géométres qui avaient paru avant lui.

Ptolémée ayant demandé a Euclide s'l n'y avait pas de ma-
niére plus facile que la sienne pour apprendre la géométrie,
Euclide lui répondit qu'il n'y avait pas de chemin royal pour
arriver a cette science. Voila tout ce que I'on sait Euclide. On
ignore méme quelle fut sa patrie.

Beaucoup de Géomeétres avaient paru avant Euclide, qui, le
premier des Grecs, rassembla leurs ouvrages.

A T'aide de ces matériaux, il composa plusieurs traités. Les
treize livres des Eléments et le livre des Données sont les
seuls qui soient parvenus jusqu'a nous.

Les Eléments d'Euclide ont toujours été regardés comme le
plus parfait de tous les livres élémentaires; ils ont été tra-
duits et commentés dans toutes les langues....

Pemberton nous apprend qu'il avait entendu plusieurs fois
Newton se plaindre de s'étre livré tout entier aux ouvrages
de Descartes et d'autres Algébristes avant d'avoir étudié et
médité les Eléments d'Euclide.

M. Lagrange, dont I'Europe a déploré la mort prématurée,
me répétait souvent que toute la géométrie était une langue
morte depuis Euclide.

Commcntairc dc Proclus.

A notre époque, il nous faut bien considérer les origines des
sciences et des techniques. Nous dirons donc avec plusieurs
historiens que la géométrie a été inventée en premier lieu
par les Egyptiens et tire sa naissance des besoins de mesure
des terrains; elle leur était, en effet, indispensable, car les
crues du Nil faisaient disparaitre toutes les frontiéres des
propriétés individuelles. Il n'est donc pas étonnant que la
découverte de cette science aussi bien que celle des autres
d'ailleurs, ait été commandée par la nécessité pratique; ce
n'est que par la suite que toute connaissance nouvellement
acquise se développe de son état initial imparfait vers un état
parfait. De la sensation alors vers le raisonnement et du
raisonnement vers l'intelligence, la transition est naturelle.
Ainsi donc, de méme que chez les Phéniciens la connaissance
précise des nombres a vu le jour grice au commerce et aux
différentes transactions, de méme, chez les Egyptiens, la
géométrie est née de la cause invoquée ci-dessus.

THALES le premier, ayant visité I'Egypte, a transplanté
cette science en Grace; il a fait lui-méme plusieurs découver-
tes et a enseigné les principes de bien d'autres a ceux qui lui
ont succédé, en généralisant les unes ou en rendant d'autres
plus concrétes. ...

..., PYTHAGORE a élevé 1a philosophie mathématique au
rang d'une culture libérale en considérant ses principes d'une
certaine hauteur et en conduisant l'investigation par le
raisonnement pur, indépendamment de l'existence réelle des
objets étudiés. C'est PYTHAGORE qui a découvert les quan-
tités irrationnelles et la construction des polyédres réguliers.

Vinrent ensuite HIPPOCRATE de Chios qui découvrit la
quadrature des lunules et THEODORE de Cyréne, tous deux
illustres géométres; on rapporte notamment
quHIPPOCRATE fut le premier a avoir rédigé des Eléments
des Mathématiques. Aprés ceux-ci vécut PLATON qui insista
beaucoup a introduire la géométrie et les autres branches des
mathématiques (3 I'enseignement de 1'Académie) avec le zéle
qu'on lui connait d'aprés les abondantes insertions de raison-
nements mathématiques dans toutes ses ceuvres. Constam-
ment et 4 toute occasion il incitait ses éléves a I'étude de
cette doctrine admirable. ...

7

EUDOXE de Cnide, ... ami des éléves de PLATON, fut le
premier & enrvichir considérablement le nombre des théore-
mes généraux et A introduire trois nouvelles proportions en
plus des trois autres connues auparavant; ...

Un peu plus jeune que ces derniers est EUCLIDE qui rédigea
les Eléments en adoptant beaucoup de théorémes d' EUDOXE
et perfectionnant considérablement d'autres de THEETETE
el en donnant des démonstralions irréflutables de théorémes
démontrés jusqu'alors avec beaucoup moins de rigueur.
EUCLIDE vécut du temps de PTOLEMEE Ier, puisque AR-
CHIMEDE qui vint aussitdt aprés est le premier a le men-
tivnner; on dit méme qu'un jour PTOLEMEE lui demanda s'il
n'y avait pas une autre méthode plus rapide pour apprendre
la géométrie que celle des Eléments, a quoi EUCLIDE aurait
répondu qu'il n'y a pas de voie royale en géométrie. Il était
donc plus jeune yue les disciples immédiats de PLATON et
plus agé qwERATOSTHENE et ARCHIMEDE qui, comme le
relate quelque part ERATOSTHENE, étaient contemporains.

Mais cet auteur a aussi écrit beaucoup d'autres ouvrages
mathématiques d'une étonnante pénétration, comme l'opti-
que, la Catoptrique, les Eléments de Musique et la Division
des figures....

Me demanderait-on quel est le but des Eléments? Ma réponse
serait qu'ils concernent d'une part l'objet en étude et d'autre
part 'étudiant....

Les théorémes les plus élémentaires et les plus simples, les
plus immédiats aprés les premiéres prémisses, ont été ras-
semblés ici dans l'ordre le plus convenable, de fagon que les
géométres postérieurs les ont utilisés dans leurs démonstra-
tions en tant que bien connus et se sont basés sur eux,
comme ARC E dans La Sphére et le Cylindre, APOL-
LONIOS et tous les autres sans exception qui semblent avoir
utilisé comme un acquis indiscutable ce qui est démontré
dans les Eléments.

Tel est donc le but de cet ouvrage: donner aux débutants les
principes de l'ensemble de la science et de les appliquer a la
construction des figures cosmiques. Quelle pourrait étre en
effet la raison de leur titre: Manuel Klémentaire ou Eléments
qui y sont traités, a ne regarder que cela ? Habituellement on
appelle un certain nombre de théorémes des éléments, d'au-
tres on les qualifie d'élémentaires et pour le reste chaque
proposition se définit par rapport a sa difficulté; on qualifie
d'éléments les théorémes qui de fagon progressive conduisent
a la connaissance d'autres et a partir desquels on aboutit a la
résolution des difficultés qui se présentent.

Somme toute, comme pour le langage il existe des principes
premiers trés simples et indivisibles, les lettres, de méme
pour l'ensemble de la géométrie il existe un certain nombre
de théorémes placés en téte et ayant fonction de principes
par rapport aux suivants, théorémes que l'on rencontre a
tout bhout de champ, qui nous facilitent de nombreuses dé-
monstrations particuliéres et que l'on appelle des éléments.

D'apres MENECHME, le mot élément a une double significa-
tion: d'une part il désigne ce qui sert a effectuer une cons-
truction ct cst considéré comme ¢lément (Principe) de cette
construction; telle est, par exemple, la premiére proposition
des Eléments d'/EUCLIDE par rapport a la deuxiéme, ou la
quatriéme par rapport a la cinquiéme. ...

D'autre part, on appelle aussi « élément » la plus simple
expression a laquelle on peut réduire une proposition com-
plexe. Ne ce point de vue, on ne peut pas, hien sor, appeler
toute proposition « élément » de toute autre, mais unique-
ment celles qui précédent dans l'ordre de l'exposé selon le but
qui leur a ét¢ assigné. Ainsi on dit que les postulats sont des
« éléments » par rapport aux théorémes. Clest snivant ce
deuxiéme point de vue qu'ont été rédigés les Eléments d'EU-
CLIDE de géométrie plane et de géométrie dans I’espace, ou
encore les Eléments d’arithmétique ou d’Astronomiec que
différents auteurs ont éerits....

/oild ce que nous avions a dire des Eléments.



Appolonius

Né: environ 262 BC a Perges, lonie (maintenant Turquie) Mort: environ 190 BC a Alexandrie, Egypte

Mathématicien grec de I'école d'Alexandrie, Apol-
lonios de Perga est né probablement vingt-cing
ans aprés Archimeéde (donc vers ~ 262) et est
mort sous le régne de Ptolémée IV (~ 222-~ 205).
La renommée de son ouvrage principal, le Traité
des sections coniques, lui valut le surnom de
Grand Géomeétre. Le traité se compose de huit
livres . les quatre premiers nous sont parvenus
dans leur texte original grec,; les trois suivants
restérent inconnus en Europe jusqu'au milieu du
XVIi€ siécle, date a lagquelle une traduction arabe,
écrite vers 1250, fut découverte ; le dernier livre
n'a jamais été retrouvé.

Les livres | a IV contiennent peu de découvertes
nouvelles par rapport aux connaissances de
I'époque, mais en sont I'exposé complet et systé-
matique. Dans le livre |, Apollonios montre que les
coniques sont issues d'un méme coéne ; il introduit
les noms d'ellipse, d'hyperbole et de parabole ; il
utilise une sorte de systéme de coordonnées, le
diamétre servant d'axe des x et une perpendicu-
laire d'axe des y . Le livre |l traite des asymptotes,
des axes et des diamétres coniques. Le livre Il est
I'étude de I'égalité et de la similitude de triangles,
de rectangles, de carrés dont les cotés sont des
tangentes, des cordes, des asymptotes de coni-
ques. Dans le livre IV, Apollonios étudie la division
harmonique et les positions relatives de deux
coniques.

Les livres V a VIl représentent I'oeuvre originale
d’Apollonios ; surtout le livreV, qui montre la
puissance créatrice de son auteur ; celui-ci y étu-
die les normales comme lignes, de longueurs
maximale et minimale, tracées d'un point donné a
la conique et discute du nombre de normales
issues d'un point donné ; des questions de maxi-
mum et de minimum, pratiquement inconnues
jusqu'alors, sont étudiées par Apollonios, qui
aborde également le probléme du centre de cour-
bure. Le livre VI traite de I'égalité et de la simili-
tude des coniques. Le livre VIl porte sur les dia-
meétres conjugués.

On ne sait pratiquement rien des autres ouvrages
d’Apollonios, dont seuls les noms et quelques
commentaires nous sont parvenus grace a Pap-
pus : Section d’aire , Contacts , Inclinaisons , Lieux
plans , Sections de rapport . Avec Euclide et Ar-
chiméde, Apollonios a marqué la géométrie pour
prés de vingt siécles.

Apollonius & Eudéme, salut.

Si ta santé est bonne et si tout le reste va comme tu
le désire, je te félicite; quant a nous, nous allons
passablement. Je t'ai vu, pendant le temps que j'ai

passé a Pergame avec toi, trés désireux de prendre
connaissance de nos travaux sur les coniques; je
t'envoie donc le premier Livre aprés l'avoir corrigé;
les autres suivront, lorsque nous en serons satis-
faits; tu n'as pas, je pense, dd oublier ce que je
t'avais dit: que j'ai fait ce traité sur la demande du
géometre Naucrate, a4 Pépoque ol il était venu a
Alexandrie et partageait nos occupations qu'ayant
rédigé en tout huit livres, nous lui en avons aussitot
donné communication, mais qu'étant pressés parce
qu'il était sur le point de sembarquer, nous n'avons
pu les perfectionner, qu'au contraire, nous avions
écrit tout ce qui se présentait & notre esprit, avec
l'intention de revenir dessus plus tard. Nous pu-
blions donc ces Livres, maintenant que nous avons
le temps, au fur et A mesure de leur correction.
Mais, comme il se trouve que plusieurs de ceux qui
sont en relation avec nous ont eu également com-
munication du premier et du second Livre avant
qu'ils eussent été retouchés, ne t'étonne pas si tu les
rencontres avec d'autres rédactions.

De ces huit livres, les quatre premiers suivent une
marche élémentaire; le premier renferme la géné-
ration des trois sections et des Section opposées,
ainsi que leurs propriétés capitales, le tout exposé
plus amplement et avec plus de généralité que dans
les autres traités sur la matiére. Le second Livre
concerne les diamétres et les axes des sections, les
asymptotes et d'autres questions d'un usage général
ou indispensable pour les limitations!; tu sauras par
le premier Livre quelles sont les lignes que j'appelle
diamétres et celles que j'appelle axes. T.e troisieme
contient un grand nombre de théorémes singuliers
qui servent soit pour la synthése des lieux solides,
soit pour les limitations; la plupart et les plus beaux
sont nouveaux; en les recherchant, nous avions
conscience qu'Euclide n'avait pas effectué¢ la syn-
thése du lieu A trois et quatre lignes?, mais seule-
ment celle au hasard d'une partie de ce lieu, et cela
d'une fagon assez malheureuse; c'est qu'il n'était pas
possible de faire la synthése compléte, sans ce que
nous avons trouvé de nouveau. Le quatriéme Livre
détermine en combien de maniéres les sections
coniques peuvent se rencontrer entre elles et avec
une circonférence de cercle et résout, en outre d'au-
tres questions dont aucune n’a été traitée par ceux
qui nous ont précédés, en combien de points une
section conique ou une circonférence de cercle ren-
contre des sections opposées.

Les derniers Livres appartiennent a des théories
plus recherchées; I'un traite, en effet, avec dévelop-
pement, des minima et maxima, l'autre de I'égalité
et de la similitude des sections coniques, le suivant
de théorémes de limilations, le dernier, enfin, de
problémes déterminés sur les coniques. Au reste,
quand tous seront publiés, il sera loisible a ceux qui
les étudieront de les apprécier selon ce qu'ils en
jugeront. Salut.

! Limitations: étude des conditions de possibilité des pro-
blémes.

2 Probléme dit de Pappus, que Descartes abordera afin de
prouver la supériorité de sa méthode.



Archimede

)

Né: 287 BC & Syracuse, Sicile Mort: 212 BC 4 Syracuse. Sicile

Les contributions les plus importantes d'Archi-
méde sont relatives a la géométrie. Ses métho-
des préfigurent le calcul intégral 2000 ans avant
Newton et Leibniz.

Archiméde est né a Syracuse en Sicile. Des
récits de Plutarque, de Tite-Live et d'autres dé-
crivent des machines inventées par Archimeéde
pour la défense de Syracuse; citons la catapulte,
le palan et un miroir destiné a brdler les navires
ennemis.

Parmi les travaux les plus célébres d'Archiméde
mentionnons:

e La mesure du cercle, dans lequel il encadre
la valeur exacte de = par 3 % et3 % . Il obtient
ces résultats en inscrivant et en circonscrivant a
un cercle des polygones réguliers de 96 cotés.

¢ Archiméde prouva que le volume de la
sphére valait les deux tiers du volume du cylindre
circonscrit. Il considérait ce résultat comme le
plus significatif et demanda qu'on grave une
représentation d'un cylindre circonscrit a une
sphére sur sa tombe.

o Archiméde découvrit les théorémes fonda-
mentaux relatifs au centre de gravité des figures
planes et spatiales. Son plus célébre théoréme
donne le poids d'un solide immergé dans un
liquide et est appelé le principe d'Archiméde.

e L'habileté mécanique d'Archiméde combinée
a ses connaissances théoriques le rendirent
capable de construire de nombreuses machines
extrémement ingénieuses. Archiméde passa
quelque temps en Egypte, ou il inventa un engin
connu sous le nom de vis d'Archiméde. Il s'agit
d'une pompe toujours utilisée dans de nombreux
endroits du monde.

Il fut tué lors de la prise de Syracuse par les
Romains lors de la deuxiéme guerre punique et
Plutarque fait ainsi le récit de sa mort:

Comme le destin le voulait, Archiméde était en
train de résoudre un probléme par un dia-
gramme et avait les yeux et l'esprit fixés sur
I'objet de sa réflexion; il ne remarqua pas l'entrée
des Romains, ni le fait que la ville avait été prise.
Inopinément un soldat survint et lui demanda de
'accompagner. Comme il refusait d'obtempérer
tant que son probléme n'était pas résolu, le sol-
dat fou de rage brandit son sabre et le transper-

ca..

Archiméde a Dosithée, prospérité!

Quand j'appris que Conon, dont l'amitié ne
m'avait jamais fait défaut, était mort, que tu
avais été lié avec Conon et que tu es expert en
géométrie, je fus affligé de la mort d'un homme
qui était a la fois un ami et un esprit remar-
quable en mathématiques, et je pensai A t'en-
voyer par écrit, comme j'avais eu l'intention de
le faire & Conon, un théordme de géométrie, qui
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n'avait pas été étudié
auparavant, mais que j'ai étudié maintenant, en
le démontrant par la géométrie aprés l'avoir
découvert par la mécanique. Certains des géo-
métres anciens se sont efforcés de montrer par
écrit qu'il est possible de trouver une aire recti-
ligne équivalente a I'aire d'un cercle donné ou &
celle d'un segment de cercle donné, aprés quoi
ils ont essayé de carrer l'aire comprise entre
une section de cone entier! et une droite, en
assumant des lemmes inadmissibles, et c'est 1a
la raison pour laquelle la plupart ont jugé que
ces propositions n'ont pas été inventées par eux.
En ce qui concerne le segment compris éntre
une droite et une parabole, nous savons qu'au-
cun des géométres anciens n'en a cherché la
quadrature, que nous avons trouvée mainte-
nant; nous démontrons, en effet, que tout seg-
ment compris entre une droite et une parabole
est équivalent aux quatre tiers du triangle
ayant méme base et méme hauteur que le seg-
ment, en admettant pour la démonstration le
lemme que voici: I'excés de la plus grande de
deux aires inégales sur la plus petite peut dé-
passer, s'il est ajouté (sc. un nombre suffisant
de fois) & lui-méme, toute aire finie donnée. Or
les géométres antérieurs ont fait appel eux
aussi & ce lemme; car c'est en se servant de ce
lemme qu'ils ont démontré que les cercles ont
entre eux le rapport des carrés sur leurs diamé-
tres et que les sphéres ont entre elles le rapport
des cubes sur leurs diamétres, et ils ont démon-
tré que toute pyramide est équivalente au tiers
du prisme ayant méme base et méme hauteur
que la pyramide, et que tout cone est équivalent
au tiers du cylindre ayant méme base et méme
hauteur que le cone, en prenant un lemme
semblable & celui que nous venons d'indiquer. 11
se trouve cependant que tous ces théordémes
cités sont considérés comme non moins vrais
que ceux qui ont été démontrés sans ce lemme;
il me suffit d'avoir amené au méme degré de
certitude ceux que je publie maintenant. Je
t'envoie donc les démonstrations que j'ai rédi-
gées pour le théoréme (sc. indiqué), en mon-
trant d'abord comment je l'ai examiné par la
mécanique, ensuite aussi comment je 'ai prouvé
par la géométrie. Je ferai précéder, de plus, mes
démonstrations de propositions élémentaires
sur les coniques utiles pour la démonstration.
Sois en bonne santé.

' Le mot « entier », SAov, n'a pas de sens; il est probable
que le texte a été altéré ici par un copiste.



Rene DEscARTES]

Né: 31 Mars 1596 & La Haye (maintenant Descartes), Touraine. France
Mort: 11 Février 1650 & Stockholm. Suéde

1°) Biographie

Descartes nait le 31 mars 1596 a LA HAYE, en Tou-
raine. (Cette petite ville s'appelle maintenant Descar-
tes). Il fait ses études de 1606 & 1614 au coliege
Royale de LA FLECHE ou enseignaient les jésuites;
il s'y exerce a l'arithmétique et a la géométrie:
« seule exempte de fausseté et dincertitude». |l
obtient son Baccalauréat et sa licence de droit en
1616 a POITIERS.

Descartes s'engage dans 'armée en 1618 et se rend
alors en Hollande ou il rencontre BEECKMAN, pro-
fesseur a l'université de Caen qui professait le mé-
canisme.

Descartes quitte la Hollande en 1619 et gagne le
Danemark, puis I'Allemagne et s'engage dans les
troupes de Maximilien de Baviére. Le 10 novembre
1619, il connait la « nuit d'enthousiasme » qui lui
inspire la découverte des «fondements d'une
science admirable ».

Dés 1620, il renonce a la vie militaire et voyage en
Allemagne, en Hollande, puis revient en France en
1622. La, il régle ses affaires de famille, se trouve
assez fortuné pour n'avoir pas a gagner sa vie,
voyage en ltalie et revient & Paris en 1625. Durant
deux ans, il méne une vie mondaine, se bat notam-
ment en duel pour une femme, mais surtout rencon-
tre des savants tels que MORIN, MERSENNE, MY-
DORGE.

En 1627, il rencontre le nonce du pape, qui lui fait
obligation de conscience de se consacrer a la philo-
sophie.

Descartes se retire a la campagne durant 'hiver
1627-28, puis repart pour la Hollande, ou il s'installe
de fagon définitive en 1629.

Il'y écrit, en 1629, les « régles pour la direction de
I'esprit ».

Descartes habite le quartier des bouchers, a Amster-
dam afin de pouvoir pratiquer de nombreuses dis-
sections.

1629: recherche sur les météores.

1631: Probléme de Pappus, proposé par Golius, ce
qui ameéne la découverte de la géométrie analytique.

1633: Traité de I' Homme.

22 juin 1633: condamnation de Galilée par le Saint
Office, lequel interdit d'affirmer le mouvement de la
terre, méme a titre d’hypothése. Descartes renonce a
publier « le monde » (publication posthume).

8 juin 1637: parution du « discours de la méthode »
et de trois essais dont « la géométrie ».

1637-1641: Descartes vit a Santpoort.

A la fin de sa vie, Descartes engage de nombreuses
polémiques avec d'autres savants, comme Fermat
(probléme des tangentes).

1644: parution des « principia philosophiae ».

Il fait de bréves apparitions en France en 1647-48 ou
il rencontre Roberval, Hobbes, Gassendi et le jeune
Blaise Pascal.

1647: parution des « méditationnes ».

1649: publication des « passions de I'dme ».

1649: arrivée de Descartes a Stockholm;

Descartes prend froid en janvier 1650, est atteint
d'une pneumonie en février, refuse les soins des

médecins de la reine et se soigne seul. Il meurt le
11 février 1650.

1667: retour de son corps en France ou son crane et
plusieurs ossements disparaissent. Les restes de
Descartes se trouvent en {'église de St Germain des
prés, a Paris.

Les oeuvres mathématiques de Descartes sont
éparpillées dans toute son oeuvre, sauf « la géome-
trie ». On les trouve surtout dans des lettres, adres-
sées a d'autres savants: Mersenne, Beeckman, etc.

2°) Les regles de la méthode.

Parution le 8 juin 1637. Cet essai s'adresserait &
Eudoxe': « Eudoxe, homme de médiocre esprit, mais
duquel le jugement n'est perverti par aucune fausse
créance et qui posséde la raison selon la pureté de
sa nature? ». Son sous-titre est : « pour bien con-
duire sa raison et chercher la vérité dans les
sciences. »

1ére phrase: Le bon sens est la chose du monde
la mieux partagée:...

Méthode: méta=vers, hodos=route.

Méthode = recherche au hasard, = erreur (errer).

« Ce que jentends par méthode, c'est un ensemble
de régles certaines et faciles, par l'observation
exacte desquelles on sera certain de ne prendre
Jjamais le faux pour le vrai, et, sans dépenser inuti-
lement les forces de son esprit, mais en accrois-
sant son savolr par un progrés continu, de parve-
nir 4 la connaissance vrai de tout ce dont on sera
capable® ».

Pour Descartes, la raison doit d'abord étre un exer-
cice de la volonté qui rende l'attention active. Dégu
par I'enseignement scolastique du college jésuite de
la Fléche, qui confondait science et érudition, Des-
cartes entreprend de fonder son savoir par le seul
exercice de la raison.

« Nous ne deviendrons mathématiciens, méme en
connaissant par coeur toutes les démonstrations
des autres, sI notre esprit nest pas en méme
temps capable de résoudre n’importe quel pro-
bléme et nous ne deviendrons jamais philosophe,
sI nous avons lu tous les raisonnements de Platon
et d'Aristote et que nous sommes Incapables de
porter un jugement assuré sur le sujet qu'on nous
propose; dans ce cas, en effet, ce ne sont point des
sclences que nous aurions appris, mais de
[lhistoire. »

«Je me plaisais surtout aux mathématiques, 4
cause de la certitude et de I'évidence de leurs rai-
sons, mais je ne remarquais point encore leur vrai
usage, et, pensant quelles ne servaient qu'aux
arts mécaniques, je métonnais de ce que, leurs
fondements étant si fermes et si solides, on n’avait
rien bati dessus de plus élevé. »

! Un des rédacteurs des « Eléments » d'Euclide.
2 recherche sur la vérité. p 498.

% ragle IV.
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Blaise Pascal

Né: 19 Juin 1623 a Clermont (maintenant Clermont-Ferrand), Auvergne, France
Mort: 19 Aodt 1662 a Paris, France

Le pére de Pascal (Etienne) avait des idées non
orthodoxe sur I'éducation et décida d'éduquer lui-
méme son fils. Il décida que Pascal n'étudierait
pas les mathématiques avant 15 ans et fit disparai-
tre tous les écrits mathématiques de leur maison.
Cependant, Pascal eut la curiosité éveillée par cela
et commenga a étudier par lui-méme la géométrie
a 'age de 12 ans. Il découvrit que la somme des
angles d'un tfriangle valait deux droits et quand son
pere s'en rendit compte, celui-ci lui donna un
exemplaire des Eléments d'Euclide’.

A l'age de 14 ans, Pascal commenga a assister
aux exposés de Mersenne. Mersenne appartenait
a l'ordre des Minimes, et sa cellule a Paris était un
lieu de réunion pour Fermat, Pascal, Gassendi, et
d'autres. A l'age de 16 ans, Pascal présenta une
simple feuille de papier a une des réunions de
Mersenne; il contenait une série de théoremes de
géométrie projective, y compris celui de I'hexa-
gone mystique de Pascal.

Pascal inventa la premiére machine a calculer
(1642) pour aider son peére. L'appareil, appelé
Pascaline, ressemblait aux machines a calculer
mécaniques des années 1940. On a méme suggé-
ré que Pascal était 'auteur de linvention des roue
de brouette. Des études en géométrie, en hydro-
dynamique, en hydrostatique et en pression atmo-
sphérique le conduisirent a inventer la seringue et
la presse hydraulique et a découvrir le principe de
Pascal.

Il étudia les sections coniques et obtint d'impor-
tants théorémes en géométrie projective. Dans sa
correspondance avec Fermat il posa les fonde-
ments de la théorie des probabilités.

Son oeuvre philosophique la plus connue, les Pen-
sées, est un recueil de pensées sur la souffrance
humaine et la foi en dieu. Le "pari de Pascal" ten-
tait a prouver que sa croyance en dieu était ration-
nelle par I'argument suivant.

Si Dieu n'existe pas, on ne perdra rien a croire en
lui, alors que s'il existe on perdra tout en n'y
croyant pas.!

Son demier travail fraita de la cycloide, la courbe
décrite par un point de la circonférence d'un cercle
roulant.

Pascal mourut & I'dge de 39 ans dans d'atroces
douleurs d'un cancer de l'estomac qui s'était
propagé au cerveau.

Extraits de ‘« ESPRIT DE GEOMETRIE »

On peut avoir trois principaux objets dans l'étude
de la vérité: l'un, de la découvrir quand on la
cherche; l'autre, de la démontrer quand on la
posséde; le dernier, de la discerner d'avec le faux
quand on 'examine....

La géométrie, qui excelle en ces trois genres, a
expliqué l'art de découvrir les vérités inconnues;

! Certains commentateurs pensent qu'il s'agit d'une légende.
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et c'est ce qu'elle appelle analyse. et dont il serait
inutile de discourir aprés tant d'excellents ouvra-
ges qui ont été faits.

Celui de démontrer les vérités déja trouvées, et de
les éclaircir de telle sorte que la preuve en soit
invincible, est le seul que je veux donner; et je n'ai
pour cela qu'a expliquer la méthode que la géomé-
trie y observe: car elle l'enseigne parfaitement par
ses exemples, quoiqu'elle n'en produise aucun
discours. Et parce que cet art consiste en deux
choses principales, 'une de prouver chaque pro-
position en particulier, l'autre de disposer toutes
les propositions dans le meilleur ordre, j'en ferai
deux sections, dont l'une contiendra les régles de
la conduite des démonstrations géométriques,
c'est- A-dire méthodiques et parfaites, et la se-
conde comprendra celles de l'ordre géométrique,
c'est-a-dire méthodique et accompli: de sorte que
les deux ensemble enfermeront tout ce qui sera
nécessaire pour la conduite du raisonnement a
prouver et discerner les vérités, les quelles j'ai
dessein de donner entiéres....

Cette véritable méthode, qui formerait les dé-
monstrations dans la plus haute excellence, s'il
était possible d'y arriver, consisterait en deux
choses principales: l'une, de n'employer aucun
terme dont on n'elit auparavant expliqué nette-
ment le sens; 'autre, de n'avancer jamais aucune
proposition qu'on ne démontrat par des vérités
déja connues; c'est-a-dire, en un mot, & définir
tous les termes et A prouver toutes les proposi-
tions....

Clest ce que la géométrie enseigne parfaitement.
Elle ne définit aucune de ces choses, espace,
temps, mouvement, nombre, égalité, ni les sem-
blables qui sont en grand nombre, parce que ces
termes-la désignent si naturellement les choses
qu'ils signifient, 4 ceux qui entendent la langue,
que l'éclaircissement qu'on en voudrait faire ap-
porterait plus d'obscurité que d'instruction. Car il
n'y a rien de plus faible que le discours de ceux
qui veulent définir ces mots primitifs. Quelle
nécessité y a-t-il, par exemple, d'expliquer ce
qu'on entend par le mot homme? Ne sait-on pas
assez quelle est la chose qu'on veut désigner par
ce terme?...

Mais on n'en sera pas surpris, si l'on remarque
que cette admirable science ne s'attachant qu'aux
choses les plus simples, cette méme qualité qui
les rend dignes d'étre ses objets, les rend incapa-
bles d'étre définies; de sorte que le manque de
définition est plutét une perfection qu'un défaut,
parce qu'il ne vient pas de leur obscurité, mais au
contraire de leur extréme évidence, qui est telle
qu'encore qu'elle n'ait pas la conviction des dé-
monstrations, elle en a toute la certitude. Elle
suppose donc que l'on sait quelle est la chose
qu'on entend par ces mots: mouvement, nombre,
espace; et, sans s'arréter a les définir inutilement,



elle en pénétre la nature, et en dé couvre les mer-
veilleuses propriétés....

Ainsi il y a des propriétés communes a toutes
choses, dont la connaissance ouvre l'esprit aux
plus grandes merveilles de la nature. La princi-
pale comprend les deux infinités qui se rencon-
trent dans toutes: l'une de grandeur, l'autre de
petitesse.

Car quelque prompt que soit un mouvement, on
peut en concevoir un qui le soit davantage, et
hater encore ce dernier; et ainsi toujours a l'infini,
sans jamais arriver & un qui le soit de telle sorte
qu'on ne puisse plus y ajouter. Et au contraire,
quelque lent que soit un mouvement, on peut le
retarder davantage, et encore ce dernier; et ainsi
a l'infini, sans jamais arriver 4 un tel degré de
lenteur qu'on ne puisse encore en descendre i une
infinité d'autres sans tomber dans le repos.

De méme, quelque grand que soit un nombre, on
peut en concevoir un plus grand, et encore un qui
surpasse le dernier; et ainsi a l'infini, sans jamais
arriver a un qui ne puisse plus étre augmenté. Et
au contraire, quelque petit que soit un nombre,
comme la centiéme ou la dix-milliéme partie, on
peut encore en concevoir un moindre, et toujours
a Iinfini, sans arriver au zéro ou néant.

Quelque grand que soit un espace, on peut en
concevoir un plus grand, et encore un qui soit
davantage; et ainsi A l'infini, sans jamais arriver
4 un qui ne puisse plus étre augmenté. Et au
contraire si quelque petit que soit un espace, on
peut encore en considérer un moindre, et toujours
a l'infini, sans jamais arriver & un indivisible qui
n'ait plus aucune étendue.

Il en est de méme du temps. On peut toujours en
concevoir un plus grand sans dernier, et un moin-
dre, sans arriver A un instant et 4 un pur néant
de durée.

Clest-a-dire, en un mot, que quelque mouvement,
quelque nombre, quelque espace, quelque temps
que ce soit, il y en a toujours un plus grand et un
moindre: de sorte qu'ils se soutiennent tous entre
le néant et l'infini, étant toujours infiniment éloi-
gnés de ces extrémes.

Toutes ces vérités ne se peuvent démontrer, et
cependant ce sont les fondements et les principes
de la géométrie. Mais comme la cause qui les rend
incapables de démonstration n'est pas leur obs-
curité mais au contraire leur extréme évidence, ce
manque de preuve n'est pas un défaut, mais plu-
t6t une perfection....

Un indivisible est ce qui n'a aucune partie, et
I'étendue est ce qui a diverses parties séparées.

Sur ces définitions, je dis que deux indivisibles
étant unis ne font par une étendue. Car, quand ils
sont unis, ils se touchent chacun en une partie; et
ainsi les parties par ot ils se touchent ne sont pas
séparées, puisque autrement elles ne se touche-
raient pas. Or, par leur définition, ils n'ont point
d'autres parties: donc ils n'ont pas de parties
séparées; donc ils ne sont pas une étendue, par la
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définition qui porte la séparation des parties. On
montrera la méme chose de tous les autres indi-
visibles qu'on y joindra. par la méme raison. Et
partant un indivisible, multiplié autant qu'on
voudra, ne fera jamais une étendue. Donc il n'est
pas de méme genre que l'étendue. par la défini-
tion des choses du méme genre.

Voild comment on démontre que les indivisibles
ne sont pas de méme genre que les nombres. De
1a vient que deux unités peuvent bien faire un
nombre, parce qu'elles sont de méme genre et que
deux indivisibles ne font pas une étendue, parce
qu'ils ne sont pas du méme genre. D'od l'on voit
combien il y a peu de raison de comparer le rap-
port qui est entre l'unité et les nombres a celui
qui est entre les indivisibles et 1'étendue.

Mais si l'on veut prendre dans les nombres une
comparaison qui représente avec justesse ce que
nous considérons dans l'étendue. il faut que ce
soit le rapport du zéro aux nombres; car le zéro
n'est pas du méme genre que les nombres, parce
qu'étant multiplié, il ne peut les surpasser: de
sorte que c'est un véritable indivisible de nombre,
comme l'indivisible est un véritable zéro d'éten-
due. Et on en trouvera un pareil entre le repos et
le mouvement, et entre un instant et le temps; car
toutes ces choses sont hétérogénes a leurs gran-
deurs, parce qu'étant infiniment multipliées, elles
ne peuvent jamais faire que des indivisibles
d'étendue, et par la méme raison. Et alors on
trouvera une correspondance parfaite entre ces
choses; car toutes ces grandeurs sont divisibles a
I'infini, sans tomber dans leurs indivisibles, de
sorte qu'elles tiennent toutes le milieu entre l'in-
fini et le néant.

Voila l'admirable rapport que la nature a mis
entre ces choses, et les deux merveilleuses infini-
tés qu'elle a proposées aux hommes, non pas a
concevoir, mais 4 admirer; et pour en finir la
considération par une derniére remarque, j'ajou-
terai que ces deux infinis, quoique infiniment
différents, sont néanmoins relatifs I'un a l'autre,
de telle sorte que la connaissance de l'un méne
nécessairement a la connaissance de l'autre.

Car dans les nombres, de ce qu'ils peuvent tou-
jours étre augmentés, il s'ensuit absolument qu'ils
peuvent toujours étre diminués, et cela claire-
ment: car si l'on peut multiplier un nombre jus-
qu'a 100 000, par exemple, on peut aussi en pren-
dre une cent millidme partie, en le divisant par le
méme nombre qu'on le multiplie, et ainsi tout
terme d'augmentation deviendra terme de divi-
sion, en changeant l'entier en fraction. De sorte
que l'augmentation infinie enferme nécessaire-
ment aussi la division infinie.

Fig. }
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