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0 Introduction

Le point de départ de notre travail et donc de cet exposé fut de réfléchir sur les deux exercices
classiques suivants:

« faire tourner une équerre au centre d’une
conique et rechercher I'enveloppe de
["hypoténuse.

» envelopper la conique par I’équerre et
rechercher le lieu du sommet de I'angle droit
(cercle orthoptique).

Notre recherche s’est effectuée dans trois directions

1°) modifier certaines hypothéses (par exemple ne plus privilégier le centre de la conique) pour
obtenir les théoremes les plus généraux possibles.

2°) trouver des méthodes et des solutions (par exemple en utilisant I’algébre linéaire) qui fassent
ressortir la dualité des deux problémes.

3°) simplifier certaines hypothéses (prendre un cercle comme conique) pour construire une série
d’exercices €lémentaires résolubles en utilisant les outils d’un éléve de lycée.

Ce document est évidemment le produit de cette recherche, mais nous avons voulu qu’il aille au dela
d’une présentation thématique d’exercices corrigés. Il nous a semblé important d’essayer de rappeler
les difficultés que nous avions rencontrées et ainsi de faire comprendre au lecteur pourquoi nous
avons progressivement changé les angles d’attaque des problémes et les outils utilisés. La géométrie
analytique qui semble parfois pouvoir venir a bout de tout (surtout lorsqu’on se borne - a tort - & des
problemes trés simples), échoue ici assez vite. Il faut donc ou bien faire appel a la géométrie
synthétique et donc connaitre des propriétés géométriques des courbes étudiées (principalement les
coniques), ou bien introduire des concepts mathématiques a priori plus ambitieux, algébre linéaire et
bilinéaire, coordonnées tangentielles, polarité.

Le plan qui suit essaie de suggérer comment ces outils sophistiqués interviennent naturellement pour
résoudre notre probléme. Il pourra donc intéresser, au dela de I'équerre tournante, tous ceux qui
souhaiteraient rapidement approfondir leurs connaissances en algebre et en géométrie sans vouloir se
tourner vers des manuels anciens, en général trés bien faits mais assez volumineux, ou treés récents,
mais écrits de fagon axiomatisée et abstraite.

Cette présentation transversale illustre les rapports entretenus par les objets et les méthodes de la
géométrie et ceux des champs voisins, analyse, algebre ou mécanique. Si la géométrie se nourrit de
ces théories annexes, elle a aussi dans une grande mesure permis leur développement. Cette idée est
sans doute assez banale si I’on s’en tient a I’analyse ou a la cinématique. Elle est plus provocatrice si
on englobe I'algebre. En France, I’enseignement de 1’algébre, méme dans le secondaire, a toujours
repos¢ sur la méthode axiomatique. Et lorsque les programmes ont changé, au début des années
quatre-vingts, on a jeté 'algébre avec 1’eau de I’axiomatisation, oubliant qu’historiquement les
structures algébriques €taient nées, au dix neuvieme siécle en partie a cause du développement de la
géométrie, de I’étude des cubiques et de la recherche d’invariants.



La fin de ce texte contient la partie mécanique. Nous n’avons envisagé ce point de vue (sans doute a
cause de lacunes de notre formation), qu’aprés un certain temps, alors que la traduction physique de
notre sujet était évidente. Cette étude a posteriori nous a heureusement permis, et ceci en partie
grace a la lecture de Chasles!, de comprendre comment ce point de vue éclairait les parties
précédentes et ainsi d’écrire un dernier chapitre de prolongements. La encore, le mouvement des
programmes de Lycée et ensuite des premiers cycles d’Université va vers une suppression presque
totale des parties consacrées a la cinématique et a la mécanique. Certes tous s’accordent pour
reconnaitre a la géométrie synthétique des qualités pour former a la démonstration. Mais si I'on
oublie les rapports géométrie-mécanique, on cantonne la géométrie dans un role utile mais
rhétorique. Il faudrait donc pouvoir dépasser ce cloisonnement.

Nous nous sommes permis de présenter certains concepts importants avec une certaine desinvolture.
Par exemple la définition donnée d’un espace projectif n’est pas canonique, car nous avons choisi de
nous placer autant qu’il est possible dans R” . Tous ceux qui désireraient des cours complets sur ces
notions devront donc se reporter aux manuels classiques (donnés en bibliographie). Rappelons qu’il
ne s’agit pas ici de donner un cours complet mais de permettre une premiere approche de ces
notions. Cette approche, rédigée a un niveau trés élémentaire et lisible par tout enseignant de Lycée,
doit permettre d’envisager tous ces concepts non pour eux-mémes, mais pour leurs relations.

Il nous parait enfin utile d’annoncer, dans cette introduction, les grandes lignes de ce plan, en
précisant le sens que nous avons voulu donner a chaque section. Il va sans dire que plusieurs entrées
sont possibles et que nous espérons que chaque lecteur trouvera son propre itinéraire et peut-€tre un
peu d’intérét pour ce travail.

1. Premiers outils, premiéres méthodes.

A. Exemples en géométrie analytique. P4
B. Un peu plus de géométrie. P7
C. En utilisant la notion d'enveloppe. P10
D. Avec un peu de savoir sur les coniques p12

La premiére section contient les démonstrations qui reposent sur une technique simple et bien
définie: géométrie analytique ou géométrie élémentaire. On présente ensuite rapidement la notion
d’enveloppe pour poser le probléme dual de celui de I’équerre tournante, quel est le lieu dessiné par
I’hypoténuse? Enfin la connaissance des propriétés des tangentes aux coniques permet d’aller un peu
plus loin et méme de commencer une généralisation au cas ou I’angle de I’équerre n’est plus droit.

I1. Au carrefour de plusieurs chapitres.
A. Le cas du cercle. P17
B. Les coordonnées tangentielles. P 25

La seconde section regroupe les techniques situées au carrefour de plusieurs domaines des
mathématiques. On essaie de montrer les diverses facettes d’'un méme probléme, et comment en
passant de 'une a 'autre (comme par un jeu de miroirs) la résolution est facilitée. Ce chapitre
prépare la section suivante (en particulier par ’emploi des coordonnées tangentielles), ou I’on

1 CHASLES (Michel). Bulletin de la Société Mathématique de France, 1878, 6.
CHASLES (Michel). Comptes rendus de 1’Académie des Sciences, 1861 t.LIL.
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introduira des objets plus compliqués toujours avec I’intention de simplifier et ainsi d’accéder a des
hypothéses plus générales. ‘

III. Une étape supplémentaire vers I’abstraction.

A. Théorie algébrique. P33
B. Méthode algébrique complexe P 49
C. Polarité inverse. Ps3

La troisiéme section contient la résolution algébrique et la solution géométrique du probléme général
pour les coniques. On définit I’espace projectif et son complexifié, et on étudie les rapports qu’il y a
entre la notion d’enveloppe et celle de polarité. On donne en termes de matrices la traduction
entiérement algébrique du probléme, avant d’illustrer géométriquement ces nouveaux objets par une
¢legante démonstration par polarité réciproque.

IV. La mécanique.

A. La théorie. P 65
B. Quelques applications. P72
C. Retour au probléme initial P73

Aprés avoir défini, comment dans un mouvement simple on peut trouver le centre instantané de
rotation, on traite le cas du cercle orthoptique (la démonstration est de Chasles) et celui, un peu plus
sophistiquée du cercle dual.



1. Premiers outils, premiéres méthodes.
A. Exemples en géométrie analytique.

1. Tangente de George Salmon?
Soit (£) I’ellipse de centre O et de paramétres a

et b, d’équation a£+.[% =] dans un repere
orthonormé (O, 7, ;) du plan.

On meéne par un point M extérieur a Iellipse,
deux tangentes orthogonales qui rencontrent
(L) en M, et M, On appelle K, et K. les
projections orthogonales de (O sur ces
tangentes. On cherche le lieu des points M.

On note a et Bles angles (7, OK,) et ( 7,0K.).

L’idée de la démonstration repose sur le calcul de la distance OM, par application du théoréme de
Pythagore dans le rectangle OK MK,

Toutefois comme la proposition réciproque est assez délicate a présenter, nous commencerons par
énoncer quelques équivalences simples, utiles pour la suite.

Proposition 1 : Soit M(x,, ¥,) un point de I’ellipse (£).
Une droite [ d’équation normale x cos y + y sin y = p est tangente & 'ellipse (L) en M, si et
seulement si p x, = a’cos y et py, = bsin y.

. . . XX, Vs .\ - -
En effet, une équation de la tangente en M(x,, v,) est -c-z:(—)+b_‘) =1 et la proposition précédente ne fait

que traduire la proportionnalité des coefficients de deux équations d’une méme droite.

Proposition 2 : Soit /) une droite d’équation normale x cos y + y sin y = p, K la projection
orthogonale de O sur D et y=( 7, OK).

~ P
“

La droite D est tangente a I’ellipse (%) d’équation fr" + bL =1

si et seulement si p'= a’cos’ y+ b” sin” y.

: e X' Yy . " »
En effet si D est tangente a (£) en M (x,, ,), on a (:3 + bo =1, et d’aprés la proposition précédente
onapx,=dacos yet py,=bsin y.
X W . a’cos’ ¥y bsin’ et e 4
L équation :;2‘ + ﬁ= 1 entraine alors PY L Px T 1, c'est-a-dire I’égalité désirée.

Réciproquement, si 'on suppose que p°= a’cos” y + b* sin’ y, on peut introduire le point M(x,.), ) tel
que px,=a'cosyetpy, = bsiny.

... acos b*sin’ R . e
L’égalité 2 L, 3 Lo 1 entraine ? + 7:7 =1, donc le point N appartient a (£).

2 Nous nous sommes permis d’associer a cette méthode le nom du grand géométre car une partie de cette méthode
figure dans les Conic Sections. Mais c’est surtout ici, 1’occasion d’engager le lecteur a redécouvrir les traités de
géométries analytiques du professeur irlandais qui sont 4 la fois simples, gradués et passionnants.
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La reciproque de la‘proposition 1, permet alors de conclure : la droite D est la tangente en N a
ellipse (£).

Théoréme :
Le lieu des points M qui regardent ’ellipse (£) d’un angle droit est le cercle de centre O et de rayon

\/a3+b:, appelé cercle orthoptique de I’ellipse.

Pour démontrer le sens direct, on remarque que dans le rectangle OK MK, et avec les notations
introduites au début du paragraphe?,
OM?*= OK >+ OK= p’+ p.
=a'cos’ a+ b sin® @+ a‘cos’ f+ b sin’ f=a + b
puisque les angles « et S different d’un angle droit.

Démonstration de la réciproque :

Soit M un point du cercle de centre O et de rayon \Ja+b*. On peut mener par M (extérieur a (E))
une tangente D a 'ellipse. On appelle M, le point de tangence et X, la projection de O sur D. On
construit ensuite le rectangle OK MK, et comme précédemment, on note « et /3 les angles ( 7, OK)

et ( T,OK’I). Les angles a et g différent donc encore d’un angle droit.

On a, par le théoreme de Pythagore dans le
triangle OMK;,
OK. =MK= OM- OK
=a + b-(acos’ a+ b sin” @)
=a sin” a+ b’cos’ a

La droite (AMK,) est donc tangente a (/) d’apres
la réciproque de la proposition 2.

Ainsi tout le cercle est décrit.

2 Le point de Frégier et la parabole

Par un point Q2 d’une parabole (P), on méne deux
droites orthogonales qui recoupent (P) en deux
points P et (). On cherche a montrer que la droite
(PQ) passe par un point fixe.

Prenons comme origine du repeére le sommet de la
parabole et soit () la parabole d’équation :
(P): y>=2px
(P): y?=2px.

-4

3 Si I’on veut éviter toute notion sur les équations normales il faudra utiliser d(O,(MM)) = OK, = > —
\]cos atsin” a
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s (b )
Q, P et (O sont des points de (), leurs coordonnées sont donc de la forme : Q (ﬁ , a ) JPUS= b )

2p
&
etQ(zp , c)

(QP) L (QQ) si et seulement si QP . QQ =0
i . b2 — 2 CZ — a2
s1 et seulement si : +(b-a)c-a)=0
2p 2p
si et seulement si a?+a(b+c)+bc+4p*=0 (*)

L’équation de la droite (PQ) est

4

soit, apres simplifications
(PO):2px—(b+c)y+bc=0.

Comme d’aprés (*), (b+c)a+bc=-4p*—a? on remarque que, dans I’équation de la droite (PQ),

st y=-a alors 2px—a?-4p*=0 ou encore x = az;;pz .

Ainsi, les droites (PQ) passent toutes par le point fixe A(az er;p i ;—a] que ’on appelle Point de
Frégier.

Remarques :

a) Si €(0,0), la droite (PQ) « tourne autour
du point 4 », on dira encore que I’enveloppe
des droites (PQ) est le point A(2p,0).

b) St Q varie sur (P), alors les coordonnées
de A vérifient
2px—-4p?=y?,
soit

y*=2p(x-2p).

Donc A se trouve sur la parabole (P’) déduite de (P) par une translation de vecteur 2pi . Cette
nouvelle parabole est entierement décrite puisque I’ordonnée de 4 décrit [R.



B. Un peu plus de géométrie.

Les démonstrations géométriques dans les cas simples (par exemple dans le cas du cercle
orthoptique, ou celui ou le sommet de 1’équerre se trouve au centre de la conique) reposent sur des
propriétés géométriques* des coniques non étudiées au lycée et des études de lignes de niveau. Nous
étudierons ces prolongements au paragraphe D de cette section.

Nous commengons par traiter ici, trois situations qui ne font appel qu’a des propriétés élémentaires.
La premiere est traitée sous forme d’exercice et repose sur affinité; les deuxiéme et troisiéme font
appel a la definition monofocale des coniques (celle des classes de TS).

1. Utilisation de I'affinité (exercice).
En introduisant Iaffinité qui transforme une ellipse

S . x? y?

de centre O, d’équation cartésienne —2+%: 1,en
a 2

son cercle principal (le cercle de centre O et de

rayon a), et les données de la figure ci-contre :

en fonction de 8.

a) Exprimer e

a2b2
(On montrera que ON? = — ce qui
a?sin26+b2cos26
revient a trouver une équation polaire de I’ellipse en
prenant () comme pdle et I’axe des foyers comme

axe polaire )

1 1
= + :
OK? ON? OM?

b) Démontrer que dans le triangle rectangle OMN, on a

¢) En déduire OK et le lieu du point XK.

2. Ensemble des points qui regardent une parabole avec un angle droit.
Propriété 1
Soit M un point de la parabole (P) ( de foyer /, de directrice (A) ) et H le projeté orthogonal de M
sur (A).
La tangente a (P) en M est la médiatrice de [FH]

Démonstration : Soit (C) le cercle de centre M et de rayon MF et (")
le cercle de centre M' et de rayon MF'. Ces cercles ont un axe radical
(ensemble des points ayant méme puissance par rapport aux deux
cercles (C) et (C”)) passant par F et perpendiculaire a (MM) ( droite
des centres ).

Appelons 7 le point d'intersection de cet axe radical avec (A). ( On ne
peut avoir (A) parallele a ’axe radical car sinon on aurait (MAf)L(A).)
[ est sur l'axe radical donc a méme puissance par rapport aux deux

cercles. Or ces puissances valent respectivement /H?> et /H"™.
Donc /H=IH" et [ est le milieu de [HH"].

Ainsi, quand on fait tendre A" vers H, / tend simultanément vers /, la droite (/F) tend vers la droite
(HF). Comme (MM') reste perpendiculaire a (//), sa position limite est perpendiculaire a (H/).

4 Le symétrique d’un foyer par rapport aux tangentes a la conique décrit le cercle directeur relatif a ’autre foyer.
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Conclusion : la tangente en M a (P) est perpendiculaire a (H/) et passe par M (qu1 vérifie HM=MI"
...) donc elle est la médiatrice de [HF].

Propriété 2
Des points de (A), on voit la parabole sous un angle droit.

Démonstration :

Considérons les cercles (C) et () tangents extérieurement
entre eux, il faut donc que MF+M'F=MM' soit Fe[MM'].
Soit (7) la tangente commune en £ a (C) et (C"). Elle coupe
(A) en L. ( st on avait (A)/(T), on aurait une nouvelle fois
(MM L(A) car MM)L(T) ...)

Les droites (A) et (7) sont les tangentes a (C) (respecti-
vement a ((") ) passant par L.

(C)

(8)

On en déduit que : (LA/) est la : -bissectrice de Hl] (%)
' -médiatrice de [H/]
et donc la tangente a () en M.

(LAMT) est la : -bissectrice de HLF ()
-médiatrice de [H'F]
et donc la tangente a (P) en M'.

e Pt
(%) et () donnent MLM=H'LH={r]

Remarque :
Le[HH"] car (T) axe radical de (C) et (C") donc L est le milieu de [HH'"] |
Et méme : LH=LF=LH ... de sorte que HFH" soit rectangle en F ... etc

Conclusion : les tangentes a () passant par /. forment un angle droit.

(Réciproquement, connaissant L, on reconstitue la figure ci-dessus en partant de (7) confondue avec
(LF) puis la perpendiculaire a (7) passant par F coupe les bissectrices de I’angle de droites (7,A) en
MetM.)

3. Ensemble des points qui regardent une parabole avec un angle constant non droit.
Par un point M on a mené deux tangentes a la parabole de foyer /" et de directrice . On appelle 4 et
B les points de contacts, H, et H,, leurs projections sur D.

L angle (MA, MB) est constant et vaut .

La parall¢le a la directrice menée par le sommet D,, coupe ces tangentes en A, et B,. Nous savons
que les tangentes sont les médiatrices de [//H, ] et [/"H, ] et donc que, par projection du sommet de
la parabole, les points 4, et B, sont les pieds de ces médiatrices.

Les points M, A, B,, I sont cocycliques puisque les angles en 4, et B, sont droits.

On a donc (/4 1'7:?,) =qa [7].

On suppose évidemment a # 0 [%T



Le centre w du cercle circonscrit a AMA F n’appartient pas a la droite (4,B,). On appelle H la
projection orthogonale de » sur la droite (4,B,)).

La droite (wH) est une bissectrice

triangle w 4, B, est isocele.

On a par cocyclicité
(wA,, wB)=2a [27]
et donc
((974,,(1)7-1) =q [7x]

On a donc
oH = oA, | cos(a)}zil,(ufi)i

= wF | cos(wﬁll.a)}'{)l
Finalement (comme cos « # 0)

de I’angle (wd, wB,) puisque le
A

v

1y =

[cos al “

Le point @ appartient donc a
I'hyperbole (I') de foyer [/ de
directrice (A, B,) et d’excentricité

e=T—T1 (e>]).
!cosai( )

La réciproque qui ne pose pas de probléme est laissée au lecteur.
L ensemble des points @ est donc exactement ["hyperbole .

Comme on obtient M par une homothétie /# de centre F et de rapport 2 on déduit que le lieu des
points A/ d’ou I’on voit la parabole d’un angle « a 7 prés est I’hyperbole A(T") de foyer F de

. ‘ _ . 1
directrice A(D,) et d’excentricité Toos al -

Précisons que les asymptotes de 1"hyperbole obtenue sont les droites qui font un angle de = a avec
’axe focal de la parabole.

C. En utilisant la notion d'enveloppe.

Pour résoudre le probléeme dual des probléemes précédents - faire tourner une équerre a I'intérieur
d’une courbe et rechercher le lieu dessiné ou enveloppé par I’hypoténuse, il faut faire appel & une
notion mathématique supplémentaire, celle d’enveloppe.

Nous commengons par rappeler une méthode pour déterminer analytiquement I'enveloppe d’une
famille de droites du plan et donner quelques applications. Nous verrons ensuite, qu’il est souvent
possible de déterminer autrement cette enveloppe et donc avec moins de calcul. Toutefois savoir que
le calcul est possible est parfois apaisant...

1. La théorie
a) Définitions
Etant donnée une famille de droites (4,),,,, / désignant un intervalle réel, on dit que C est une courbe
enveloppant les droites (4,) quand toute droite A, est tangente en un point de (7 et quand toute

tangente a (C est une droite de la famille (4,), _,



Remarque : C peut naturellement étre paramétrée a I’aide du paramétre #. On peut méme en suivant
la définition précédente, construire une surjection entre les points M(u) de C et les droites (4,)
tangentes a (" en M(u). On appelle M(u) le point « caractéristique » de I’enveloppe C.

Exemple : Etant donnés deux réels strictement positifs a et » la famille de droites d’équations

. X COsu Y sinu x vy
cartesiennes — + b 1, avec ue R, a pour enveloppe 7 + e L.

b) Détermination pratique
Théoréme: La famille (4),_, d’équation générale :
X A(w) + y.(u) + fu) =0,

A, uet y étant trois fonctions définies et de classe C* sur un intervalle / de R , admet en genéral une
enveloppe (' engendrée, lorsque u varie, par le point commun a 4, et a la droite 4,” associée dont
'equation :

XA () +yp (u)+y (u)=0
est obtenue en annulant la dérivée par rapport a # du premier membre de I’équation de A4,.

Démonstration : nous allons pour des raisons pratiques associer a tout point A/ un triplet (xy.1) (x et
) désignant les coordonnées’® ordinaires).

Pour tout reel « fixé de /, I’équation de 4, est alors x.A(«) + y.p(u) + A1) = 0.

OnadoncS M e A, < F(u) . N@)y=0 (*).

Supposons d’abord qu’il existe une paramétrisation F'(u) (a(u),B(u), {u)), F étant une fonction
dérivable sur /, de ’enveloppe C déterminée par la famille de droites (4,), ;.

Pour tout point M de I’enveloppe (il existera donc un réel u et une droite A, telle que 4, est la

tangente en M a C et OM= F(u). Soit N(u) la fonction vectorielle de classe C* sur / définie par
N(w) (Au), ). Pw)).

On a donc en dérivant (*) F(u).N’(u) +F"(u). N(u) = 0.

ce qui donne F ’(u).N’(u) =0.

f F(u).N(1)=0

| P NP (u)=0

Réciproquement, si le systéme posséde une solution” unique F'(u), on déterminera par cette fonction
une courbe paramétrée qui répondra entiérement au probléme posé.

Par définition F’(u) est nul ou directeur de 4

w

Finalement le point M est détermin€ par les deux égalités (X)

I ne reste plus qu’a traduire en termes affines et analytiques le systéme (X) pour obtenir le théoreme
propose.

3 Si le lecteur connait déja la notion d’espace projectif, ou s’il se reporte en IILA., il comprend qu’on associe a M un
systéme de coordonnées homogénes. Notre démonstration, A condition de remplacer 1 par z, permet d’envisager les
asymptotes, a la place des tangentes.

6 On utilise ici le produit scalaire canonique défini dans R> .

7 On peut remarquer, que lorsque cette solution correspond a z = 0, on ne trouve pas un point de I’enveloppe mais une
asymptote.
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2 Une application

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 7, ), soit Q un
point de coordonnées (a,b) ne se trouvant pas sur les axes. On
mene par ce point deux droites orthogonales qui coupent

respectivement (O, 7 ) et ( O.7)enPeten(.
Déterminons l'enveloppe (' engendrée par les droites (PQ)

lorsque P (et donc Q) varie sur (O, ).

Si on note 8 l'angle formé par ( 7", QOP), alors (QP) a pour équation y—b=tan6(x—a) et (QQ)
pour équation —tan8(y-b)=x—-a.

Une €quation cartésienne de (PQ) est donc par exemple
x(b—atanB) + y(a+btanB) = (b—atanB)(a +btanb)

On détermine le point caractéristique de (, AM(6), en
recherchant I'intersection de la droite (PQ) avec la
droite (PQ)' d’équation:

xa— yb =2abtanb +a?- b?

On trouve, apres avoir résolu le systéme :
o= a(a +btan6)?
a’+b?
_ b(b—atanB)?

Les coordonnées de A#(B) sont donc solutions de
l'équation
(by—ax—(a*+b2)y =4(a?+b2 ax .

Ainsi l'enveloppe recherchée est une parabole.

11



D Avec un peu de savoir sur les coniques

1 En utilisant les coordonnées polaires
Considérons un foyer ' comme pdle et I’axe des foyers comme
axe polaire.
Une ellipse (%) a ainsi pour €quation?
(E)yr=—2P o<1
1+ecosf

Notons a I'angle formé par I’axe des foyers et la bissectrice de

=y
(FP,FQO).
Alors P et () ont pour coordonnées polaires :

P P ;0L+E et O P ;0L —

T 4 T\’
1+ecos(a+—) 1+ecos(a——j
4 J 4

et pour coordonnées cartésiennes :

cos(a + n) sin(oc + E) ) cos(oc - E) sin(oc - E)

P 4) p 4 « 0 p 4) P 4
)’ o A o

1+ecos(oc+——) 1+ecos(oc+—) 1+ecos(oc———) 1+ecos(oc~—j
4 4 4 4

On obtient ainsi une équation de la droite (PQ), aprés simplifications :
(PO) : —p+x(\/§cosa+e)+y\/§sina= 0
puis, pour obtenir le point caractéristique :
(PQ) : —xsina+ycosa=0

P

La solution est le point de coordonnées

1 1 . C e 1
(ﬁ(p—ex)cosa,j_z-(p—ex)sma) qui vérifient x2+y2:5(p—ex)2.

8 Soit I'la conique d’excentricité e de foyer F et de dircctrice D. On note gD
pour tout point Af du plan ¢ I'angle (FK, FXf), p la distance FA, h la

mesure algébrique FK, et N la projection orthogonale de A/ sur I'axe M
focal.

Me = MF’= 2P

Or e*MH” ~eX(NK)* X (NF+FK))*= ¢*(-p cos(0) +h)*
Donc Mel < p=e(-pcos(Q )+h)) ou p=e(pcos(0)-h))

eh -eh
1+¢ cos(d) 1-e cos(@)
Muais il est facile de voir que si un point A/ de parameétres polaires (6+7.-p) vérifie la premiére équation alors le point
P
1+e cos(0)

Dans Ic premicr cas on trouve p= ct dans lc sccond p =

M de parametre (0.p) vérific la seconde, et vice versa. Unc équation polaire de la conique I est donc o=

. . T , . .
La valeur absolue du réel p=eh qui représente la valeur de p lorsque 8 vaut 5 est appel€ le paramétre de la conique.
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qui est I"équation polaire d"une ellipse

P
Soit, en revenant aux coordonnées polaires : » = _eﬁ—

1+ —=cosé
V2

uisque £
PRI R

. - % % .
On remarque que, d’apreés son équation, la droite (PQ)' est la bissectrice de (FP,FQ). Le point

caractéristique est donc a I’intersection de cette bissectrice et de I’hypoténuse (PQ).

2 Cercle principal et orthoptique
Rappel : La projection d’un foyer F* d’une conique a centre sur une tangente menée par M,
appartient au cercle principal.

Par un point M on a mené deux tangentes a la
conique de demi-diamétre a et de demi-distance
focale ¢. On appelle 4 et B les points de
contacts, H, et A, les projections du foyer / sur
ces tangentes (ces points appartiennent donc au
cercle de centre O et de rayon a) et @ le milieu
de [/M].

L’angle (MA,MB) est droit si et seulement si @ est milieu de [H,H,], ou encore si et seulement si on
a I’égalité
o= OH,*- oH,".

Pour démontrer le sens direct, il suffit de remarquer que si @ est milieu de [H H,] alors w est le pied
de la médiatrice du segment [H H,] et d’appliquer le théoréme de Pythagore dans le triangle
rectangle ®OH,. Pour démontrer le sens réciproque, on applique la réciproque du théoréme de
Pythagore.

Finalement
(MAMB) est droit < (*) 0O+ oF =d

En introduisant / le milieu de [OF] on a facilement
par le théoréme de la médiane:
ac oah

(*) © ol'= 7= 4

Le point @ décrit donc un cercle de centre 7 et de

rayon ——

L’homothétie de centre F et de rapport 2
transforme le point / en O, et le point wen M.

Le point M décrit donc le cercle homothétique du cercle précédent, c'est-a-dire le cercle de centre O
et de rayon \/a* : 5° qu’on appelle le cercle orthoptique de la conique.



Geénéralisation.

On garde les notations du paragraphe précédent. M

L’angle (A/Z4,Ax7B) est désormais constant. et vaut  a 2z
pres.

On note .J le milieu de [H, H,; ].

Les points A, M H,F sont sur un méme cercle de centre @.

Hs
On a donc
(atly) =3 (@l ,0fly) [ Ha .
et
(@H , 0l ) =2(MH  MH) [27] o

=2 (MAMB) [27]

donc on obtient

(@, wH,) = (MAMB) [x] (*)

Les points w, O, J, sont sur la médiatrice de [H, /] donc
OF = OH - JH,’
OF+JH}=a*

Comme JH, = sin (JaH,) '@ et comme on peut confondre, & cause du carré et (*), « avec I'angle
géométrique (/cwf,), on obtient finalement
OJ +sin‘a Fo'=a” (**)

De plus
OF =(Ow+ @y =0+ 0S+2 0w @l
=0& +cos’a wH,/+2 Ow. aH,
=0d + cos’a @1+ 2 Ow.o I cos(Ow , wH.,)
= 0w +cos’a o™+ 2 £ Ow o} cos(c)

Le reel e vaut 1 ou -1 en fonction de la détermination de 1’angle.

Donc (**) entraine E(¢, ):
For+0& +2 eQowl cos(a)=a“

La détermination de ¢ semble difficile sans détailler les diftérents cas possibles.
Nous nous bornerons a remarquer que, comme E(¢&, @) = E(-¢, n—a), ’ensemble des lignes de niveau
de type E(¢, a) est le méme lorsque « varie que celui défini par I’équation

Fo* + 0w -2 Ow wF cos(a) =a’

ou encore
(Qw-e“al) (Ow-e " al)=a’
| Ow- e wl’| =a

Les courbes, sauf dans le cas ou « est droit, sont du quatriéme degré, par exemple si &=-1 on obtient

X+ Y+ ¢cos a \(CH H2xe+HE) (- 2xe+e)- 2d8 = 0

14



Voici quelques unes de ces lignes de
niveau calculées pour une ellipse
lorsque « appartient a I’ensemble
JL oo lm 3w Sm,
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Jusqu'a présent nous avons résolu le probléme de ['enveloppe de I'hypoténuse de /‘équerre
tournante dans le cas ou le sommet de ’angle droit avait une position trés particuliere (centre ou
foyer de la conique). Mais que se passe-t-il lorsque ce point est quelconque? Les methodes
précédentes, et en particulier la méthode analytique, échouent a moins d'operer un
approfondissement théorique en introduisant les coordonnées tangentielles. Mais ne brilons pas les
etapes...

On va commencer par attaquer un cas particulier intéressant, celui du cercle, en mélangeant plusieurs
des techniques vues au chapitre préceédent.

II. Au carrefour de plusieurs domaines mathématiques.

A Le cas du cercle (géométrie pure - géométrie analytique).
Etant donné un cercle (C') de centre O, de rayon 1; un point

B
tel que OQ < 1, 4 et B deux points de (C) tels que \
— T 4
(CX4,0B) = 3

Quelle est ’enveloppe des droites (48) ?

1.Exercices d’approche

a) L’expérience et le chapitre précédent laissant penser que I’enveloppe en question est une ellipse,
nous appellerons désormais (/) cette solution conjecturée et nous allons commencer par nous
intéresser aux positions particuliéres que peut prendre la droite (45B).

Dans toute la suite, on considére un repére orthonormal (O, i, ;) direct, O désignant le centre du
cercle (C), de sorte que Q ait pour coordonnées’ (& ,0) et @ €[0;1].

17 cas particulier :
(AB) parall¢le a I’axe des ordonnées; deux positions
sont envisageables comme les indique la figure ci-
contre.

Dans le triangle isocele QQHA rectangle en H:

2 QH=Q4°
La formule d’4/-Kashi, appliquée convenablement
dans le triangle QQOA nous permet d’écrire d’autre
part :

QA= Q0+ QA" -2 04 QO cos ¢
ou £ = (0Q, OA)

On définit : 2 QH* =1+ & -2 acos ¢

Comme enfin : QH*= AH’=sin’t = 1- cos’t, on peut affirmer que cos 7 est solution de I’équation :
2x* -2ax +a-1 = 0 qui a pour discriminant (réduit) &=2-¢7 toujours strictement positif puisque a’<1

a\2-

et qui a donc deux solutions réelles distinctes 5 . Il est alors aisé de vérifier que la fonction

% On pourra vérifier que les calculs des pages suivantes ne souffriraient pas de I’hypothése « €[-1,1]. Le seul cas
vraiment génant est | ol =1.
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x+ QZ” 2

.. . 2-x* . ) 1
definie par g(x) P (avec &=t1) est croissante sur [0,1] et varie de $ a 1 pour &1 et de

-1
@é 0 pour &=-1.

Ce qui nous autorise la conclusion suivante : il existe toujours deux solutions en  telles que

a\2-a
cost= - i

Remarques : (1) si on prend par exemple =, autrement dit si Q est au milieu d’un rayon de (C),

on obtient la valeur suivante cos t = que l'on croirait sortie d’une vieille malle en osier du

1 17
4
grenier...etc.
(2) On vient de déterminer -tout au moins on l'imagine- la position des tangentes

. . \ , 24 .
verticales de Iellipse (%) et par la, son centre m, dont les coordonnées sont (5,0) (demi-somme des

solutions précédentes). Le point m est donc tout simplement le milieu de [O Q].

(3) Dans le cas =1, le point Q appartient au cercle (C), la droite (45) est un
diametre et contient toujours le point O qu’elle enveloppe.

~eme

cas particulier :
(AB) parallele a I'axe des abscisses :

Icil’on a /
OK*= QK* - O (dans le triangle OQK) Bm 2

— 04° - AK* (dans le triangle OKA)
Or puisque X est le centre du cercle circonscrit
au triangle AQB, QK*~ AK*
On en déduit
OK*=(04*- OK* ) - O
et finalement

2 2

l-a l-a
2

OK = > soit OK = +

1 }
Remarques : (1) pour a= 5. on trouve 0K = 7

r’s

e

(2) On vient de déterminer ce qui sera la position des tangentes horizontales a (), ie
les demi-axes verticaux.
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Récapitulation
(E) doit avoir pour équation cartésienne
réduite

a.,

(x-z) + Y =1

2-a)  (1-&)
4 2

* On observe que les foyers sont situés en O

et Q!

En eftet si I'on pose a= ",, et b=

: . R B} a
on a bien, toujours, a > b et ¢ =\Ja-b" = >
* cas particuliers : (1) a=0 (ie Q au centre Q) I’équation devient 2x*+2y’=1, c'est-a-dire celle du

1
cercle de centre O, de rayon —=.
SR
] . . 16 1,8 ,
(2) &=, on obtient I’ellipse = (x-z)‘+§ y=1

(3) a=1 (Q est sur le cercle), on obtient y=0 et le segment [OQ] comme ellipse
aplatie. Ceci prouve la non continuité du phénomeéne puisque dans ce cas nous devrions trouver un
point comme nous I’avons vu au numeéro 3 des remarques de la page précédente.

b) Le probléme posé n’a pas manqué de nous renvoyer a nos classiques. Notre probléme revient a
résoudre les exercices suivants:

Exercice 1
« Etant donné un cercle C(O;1), Q un point du plan tel que OQ<1, (A) et (D) deux
droites perpendiculaires en Q) coupant C, respectivement en A, 4°, et B, B’

1y

(on peut bien sir choisir (Q4,QB) =5 ).

Démontrer que la médiane du triangle QAB issue de Q est la hauteur du triangle

QLB »

Cet exercice se résout trés bien a 1’aide du produit scalaire ou celle de notion de puissance par
rapport a un cercle (ce qui revient au méme).
En effet on pourra écrire:

s 1o
QI =5 (4 + QB)
puis

QIAB'= %(Q)HQB).(QB ~Q4)

= %(QB.QB’ -QA4.04")
=0
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puisque Q1.Q4 = QB.QB = -1, invariant qu’on appelle puissance du point Q par rapport au
cercle . '

Exercice 2
Avec les mémes hypotheéses que celles de 1’exercice 1 démontrer que le lieu du point /
milieu de [4B] quand le point A parcourt le cercle C est le cercle de centre m milieu de

-

.
> % Quel est le lieu de H projeté orthogonal de Q sur [4B] ?

[OQ] et de rayon r=
Ceci est une application reconnue de la legon sur les lignes de niveaux.
On écrit que 7 est le milieu de [4B] si et seulement si il est le pied de la médiatrice de [4B] et donc
I milieu de [4B] si et seulement si  OF+ J4* —1
On a méme (de fagon un peu redondante)

o , . L JOP+ 147 1
I milieu de [4B] si et seulement si (*)1 0= OA

Par la formule de la médiane dans le triangle
OIQ (qui est ici une identité) on a encore

J OF+ [4° =1
(*) = 1= Q4
[4 mI+QQ=2(Or+IC)

{OF+ I4° 1
)21 4 mP+o@P=20P+41)

(Dans le sens direct, c’est évident, et pour revenir en arriére a Q/= QA, il suffit de comparer la
seconde €quation du systeme a I’identité de la médiane.)

Finalement
P {()[3+‘1A: —11
4 mI+0Q=2
et donc en €liminant la premiére équation par la méme technique que précédemment :
(*) © 4 mPH0Q*=2
1 o 2-&

Moml=5-—"= 4
3[2-cr‘

274
Le lieu du point / est donc le cercle y de centre m et de rayon 7

R,

M k] . £y . . 9 bl . . a i 2"
Remarque : Si I’on se souvient qu’en a) I'équation 2x’-2ax+a’-1=0 avait pour solutions Py

“

on peut deviner que y est le cercle principal de I’ellipse (F).

De la méme fagon, H est le pied de la hauteur du triangle rectangle QAB si et seulement si
(**) HQ= - HA.AB

(**) < HQ'= &P, (H)=-( OH-1)
(92 - (H) désigne la puissance du point / par rapport aI').
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En utilisant I’égalité de la médiane dans le triangle OHQ on a
. HQ*= 1-OH°
(G R 2 2 2 2
4 mH+0Q=2(OH*+H")
Finalement
(**) © 4 mH+0Q*=2

Le lieu du point!® A est donc aussi le cercle y.

2. Résolution du probléme initial

a) Equation de (4B)

Pour résoudre analytiquement un tel probléme d’enveloppes de droites, il nous faut une équation
paramétrée de la droite variable (4B). Or si I'on procéde de fagon triviale en cherchant les

coordonnées de A et B -surtout de B- en fonction par exemple de u = (i; OA), on obtient des
calculs qui décourageraient le plus opiniatre.
Mais la chance nous sourit avec le point A qui est sur (4B) et dont les coordonnées, comme nous
a
. . s : " . rcos 6+
I"avons vu a I’exercice 2 du paragraphe précédent, sont de la forme 2
rsin 6

V2o

ou 6= (7, mH)etr= >

rcos @ -

9 |R

On en déduit que QH , vecteur orthogonal a (45) et donc qu’une équation de (45)
rsin 6

prend les formes suivantes :

(rcos @ - %‘)(r cos & +%-x) +(rsin ) (rsin @-y)=0

-

a ) ,
x(rcos @ -75)+y(rsin H)=r-?

a ) 1-a”
X (rcos @ -5)+y(rsin)="—"5—

Cette derniere €quation est du type x. A(6) + y.u(6) = 1 6), la fonction y ne dépendant pas de 6.

b) Solution analytique.
On considére le systéme
) { xA(6) +y 1(6) = {O)
x20+y i (6)=7(0)

ici

19 On peut donner une démonstration encore plus élémentaire: En effet, les droites (OF) et (4B) sont perpendiculaires
(propriété de médiatrice). tout comine (€U°) et (4B) (exercice 1). Les droites (€/7) et (Of) sont donc paralleles tout
comme (CU) et (O7). Le quadrilatére (OICY ") est donc un parallélogramme; dans ce cas, n. le milicu de [O€] devient
le milicu de [/7'], [/I"] devient un diamétre de y et puisque A (ou /) est tel que JHT est rectangle en A (ou A7), on a
bien A sur le cercle 7.

Réciproquement si A est un point du cercle 7, on trace la perpendiculaire a (C2H) passant par H. Elle coupe le cercle
initial en A et B, et recoupe le cercle y en 7 (éventucllement confondu avec /). Le point / est d’aprés la réciproque dc
I'excrcice précédent le milicu de I'hypoténuse du triangle Q4B qui cst nécessairement rectangle. Ceci reconstruit
parfaitement lc problémec.
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(¥}

l-a

) x (rcos @ - %) +y(rsin )=
-xsin d+ycos 8 =0
qui donne les coordonnées du point caractéristique M (de la courbe (F)) en fonction de 6.

On note que le déterminant du systéme (X) est A= 5 (2 r -a cos ) et que ce réel n’est jamais nul

=1 , -
29 =A[2-
saufl! pour | r=1 ( Eneffet TN ar>_ l } pour « € [0,1]).
- | & cosB] <1
6=0
l-a
o _ X(O) = cos 057 cos 0
On peut alors écrire le couple solution : l-&
¥(6) = sin 92 ¥ -acos 6
1-o

et ensuite la norme du vecteur OM Hh=—T""
PO 2r-acos @

(en insistant sur le fait que d’apreés la remarque précédente 2 r -a cos 6> 0)
On reconnait I’équation polaire'? d’une ellipse dont un des foyers est Iorigine du repére (ici (J) de

reférence et dont I’excentricité est e = e

Remarque : On peut éviter le passage aux coordonnées polaires en reprenant 1’équation trouvée au
paragraphe recapitulation du a).

(x_%): 2
—— =L o
(2-a) (1-a)
4 2
pour verifier que x(6) et y(6) vérifient cette équation quel que soit le réel 6, par exemple comme suit
.-
(x-3) (2 rcos 0-a) y? 2(1-cx)* sin’ 6
¥ (2r-acos @) “-a?) 2r-acos8)
2

“~

et (27 -acos 8)- (2 rcos O-ay=(2r-a)1 +cos 6) (2 r +a)(1 - cos ) =2 (1- &) sin* §
car4rr=2- ¢ ...

¢) Ou ’on retrouve un peu de géométrie.

On peut en effet éviter ce calcul cartésien et procéder -disons- plus géométriquement. Mais pour ce
faire 1l faut interpréter les équations qui nous ont permis de résoudre le systeme (Z); la deuxieme
équation de (X) est celle d’une droite parallele a (mH) (dont un vecteur directeur est bien
i (cos@, sinf) et passant par O, ce qui nous permet d’affirmer que le point caractéristique M est a
I’intersection de (4B) et de la paralléle a (imH) passant par O (d’ou une construction géométrique!)

11 Nous laissons au lecteur concentré le plaisir de juger cette situation critique.
e . L . ed . .
12  "équation en polaire d’une conique dont un foyer est O est de la forme p= T+ecos(d) @) avec d qui représente la
distance de O 4 la directrice associée au foyer (cf chapitre I).
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Considérons la droite (J), perpendiculaire a
(4B) et passant par M. Cette droite a pour

vecteur directeur Mo,

On a bien (OM) //(mH) et () //(QH), donc:
(1) (MO, M8y = (Hm, HO) [x]
(angles correspondants)
et

(2) (M5, MQ) =(QH, QM) []

(angles alternes internes)

De plus. dans le triangle OQM, la droite (mH)

projette le milieu m de [OQ] sur le milieu & de [QA1], centre du cercle circonscrit au triangle QAZH
rectangle en H.

On en deduit I’égalité

(3) (X, OH) = (HO, Hin) [7]
(triangle isocele pQH)

Les égalités (1) (2) (3) nous permettent d’écrire

(MO, M) = (M3, MDY) [7]
La droite & est donc bissectrice de (MO, MQ) et par suite (4B) est aussi I'une des bissectrices du
méme angle. La droite (45) ne coupant!?® pas le segment [OQ], on conclut que & est la bissectrice
intérieure de (MO, MQY ).

On se propose enfin de montrer que la fonction : ¢ : @ — OM(EH QM(8) est constante.

Rappel : Soit (/)’ une fonction vectorielle dérivable sur un intervalle / de [R et ne s’annulant pas sur /,

alors la fonction f* @ — || ¢(6)]| est dérivable sur 7 et fo= ﬁ
@

En effet, pour tout & fixé la fonction @ admet un développement limité a Iordre 1 au point &

@(6+h) =p(6) + h @ (6) +o(h), que I’on peut développer selon le carré scalaire pour obtenir :

76ty =N G (6+h). 3 (6+hy =\ 5 () + h 3 (8) +o()]
=\[8%(6) + 21 3(6). p7(8) +o(h)]
=W>\/ |+ HELE o
=

- h L@’ ,
=15 @I+ <o)

(en utilisant un développement de la racine)

Ainsi
- —

5 h L@’ .
A0 =1 3O+ —"f%f’l +o(h)

13 11 suffit de faire y=0 dans I’équation de (4B).



T .
Comme f(&+h) = f(6)+ H(_, ( @“( +o(h), f admet un développement limité a I'ordre 1 en 6 et
%

est donc dérivable en &, pour tout réel 6, c'est-a-dire dérivable sur /.
La fonction € — O/\/f( 0) est dérivable sur [R et ne s’annule pas, la fonction ¢, : @ — OM(6) est donc

16).0M"
dérivable sur R et a comme dérivée ¢,’(6) = OAﬁgj)\Z 9) (©)
QM(0).OM(6) . ,
On a le méme résultat avec la fonction ¢, : 80— QM(0) ¢,’(6) = (Q/{/[( o) ( ), st I’on a remarqué

que OXf et QM avait la méme dérivée ON'(6) puisque QA7 = QO+ OXM.

> : oM . . QM SR,
Appelons « (resp v ) le vecteur OM(6) unitaire (resp QM( 9)). Le vecteur u v dirige la

bissectrice intérieure de (MO,MQ) alors que par définition de I'enveloppe, en tout point régulier
OM(6) dirige (4B). Les vecteurs « + v et OM (6) sont donc orthogonaux et

OMO).OM(0) QM(6).OM (8 s e
F(O= 40+ g8 = ST A = (i + ) 09 =0

On a ainsi pour tout réel 8, OM(OH+ QAM(6)= C* | c'est-a-dire que le point M appartient a une ellipse
de foyers O et Q.

B. Coordonnées tangentielles ( analytique - algébrique ).

Lorsque le systéme qui permet de déterminer le point caractéristique conduit a des calculs difficiles,
le probléme se complique. Il est alors préférable de faire un pas de coté c'est-a-dire de ne pas
rechercher directement I’enveloppe par une équation cartésienne, mais de se donner une droite (4B)
et d’etudier a quelle condition elle est tangente a la courbe recherchée.

a) Définition

Deéfinition: On appelle équation tangentielle d’une courbe (algébrique) I, une condition nécessaire et
suffisante portant sur le triplet ( #, v, w), permettant de déterminer si la droite d’équation
ux +vy+w=0 est tangente a I'.

On remarque que dans cette définition le triplet ( u, v, w) est défini a un coefficient de
proportionnalité pres, et que les réels « et v ne sont pas tous nuls.

b) Exemples
¢ Equation tangentielle d’un cercle (C') de centre O et de rayon R (R>0) dans le plan muni d’un
repére orthonormé (O, 7, ).
La droite A : ux+vy+w=0 est tangerllteI aT siet seulement si d(0O,A) =R.
W

Cette équation équivaut encore a \/——— =R
u v

Une équation tangentielle de ce cercle est donc R* (u'=V*) - w*= 0
. . . TP S '
¢ Equation tangentielle d’une ellipse (£) de centre O et d’équation réduite i +# = | dans le plan
muni d’un repére orthonormé (O, 1., j).
La droite A : ux+vy+w=0 est tangente a (£) si et seulement si il existe M, (x,.y, ) € (£) tel que
ux, +vy, - w=0
Ve

rg((u, v, w),( =

a’ bf_‘, 'l))gl



Si nous remarquons que w n’est pas nul, ce systéme est encore équivalent a la proposition
sutvante: ‘
x,~-ua‘w’

L Yo—vbw!

il existe M, (x,,y, ) € (E) tel que PEI
7
Ce qui est encore équivalent (en éliminant x, et y,) & I’équation

W a+ v b =w

=1

Reciproquement il est facile de voir que toute courbe dont I’équation tangentielle serait
wa+ v b= w
est une ellipse de centre O et de parametres « et b.

On trouverait un résultat analogue pour les hyperboles.

¢) Exercice

Au chapitre précédent, nous avons cherché
I'enveloppe de [I'hypoténuse d’un triangle
rectangle QAB quand les sommets A et B
s’appuient sur les axes orthogonaux du repére.

Pour traiter le méme exercice en coordonnées
tangentielles, on pose a priori une €quation de

la droite (4B): ux~vy+w=0.

On suppose que 2 a pour coordonnées (a, b)

avec a+b’=1. B

, . - -w C o
Comme les coordonnées des points 4 et B sont alors x,= ~ 0. =0 yp =7, on peut ecrire

que la droite d’équation ux vy iw=0 est solution si et seulement si les vecteurs Q4 et QOB sont
orthogonaux.

— w 1% . . . .
Comme QA.QOB = (a+;) a+ (_b+“‘;) b, une équation tangentielle du lieu recherché est

uw + awv + bwu = 0.

Sinous ne savions pas déja, grace a I’étude précédente que ce lieu est une parabole, un peu de savoir
sur les catégories d’équations tangentielles reste nécessaire. On aurait envie d’écrire que ce lieu est
une conique puisqu’il correspond a une équation du second degré. Cette étude sera faite en liaison
avec |’algebre dans le prochain chapitre, ne briilons pas les étapes...

Pour I'instant bornons nous a remarquer ce qui se passe quand la situation est symétrique, c'est-a-
dire lorsque le point ) est sur la premiére bissectrice du repére.

Donnons d’abord une condition géométrique pour qu’une droite A soit tangente a une parabole de
foyer I et de directrice D, c'est-a-dire une équation tangentielle non analytique.
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Proposition : La droite A est tangente a la

parabole de foyer /” et de directrice D si et //
seulement si le symétrique du foyer par rapport g M

a A appartient a la directrice D.

En effet le sens direct est immédiat si I'on se 4
souvient que la tangente en un point A de la F
parabole est la médiatrice du segment [KF] (K
désignant le projeté orthogonal de M sur la
directrice).

Réciproquement si par une symétrie orthogonale par rapport a une droite A le point /" est transformeé
en K de la directrice D, on peut remarquer que A ne peut étre paralléle a ’axe de symétrie de la
conique. La paralléle a cet axe menée par K et la droite A sont donc sécantes en un point M qui
appartient a la parabole. La droite A est donc la tangente en M a cette parabole.

Supposons que le point Q se projette orthogonalement sur les axes en A, et B, (avec 4, dans le demi

plan défini par les abscisses positives). Soit A une droite du plan qui coupe les axes en 4 et B.
Construisons le parallélogramme AQBC.

Proposition : Le triangle AQB est rectangle en Q si et
seulement si le quadrilatére AQBC est un carré.

Seul le sens direct de cette proposition mérite attention. Si N
I’angle en Q est droit, le quadrilatére AQBO est inscrit dans le A A
cercle de diametre [AB]. L’angle (B4, BQ) est donc égal a )

(04, 0Q) donc a 75{ a m pres, et le rectangle AQBC est un D

carre.

Il existe une similitude directe s de centre Q de rapport \/5 et d’angle -7 qui transforme A, en O. Le

parallélogramme 4QB( est un carré si et seulement si le point C est ['image de A pars.

Or I'image de (OA,) par s est la droite qui fait un angle de -j avec I’axe des abscisses et qui contient
I'image de 4, , O, c'est-a-dire que s((OA,)) la seconde bissectrice du repére D.

Si le point (7 est I'image de A il appartient donc a D. Réciproquement puisque s est bijective tout
point de D est I'image d’un point de I’axe des abscisses autour duquel le probleme peut étre
reconstruit.

Finalement, le triangle AQB est rectangle en Q si et seulement si le point (C appartient a la seconde
bissectrice du repere. La droite (4B8) enveloppe donc la parabole de foyer Q et de directrice D.

2. Cordes vues du centre

S . , i x2 y?
Considérons (F) ellipse d’équation : —+ m =1
a

N
(94



Soit (A) la droite d’équation cartésienne. : ux + vy —w = 0, qui admet pour représentation

. X =Vt w
paramétrique : { ,teRet A=——.
y=—ut—-A1 v
Ainsi
x=vt
Me(A)n(F)e y=-ut—A
2 2
(vt) +(ut+k) _1
a? b?
x =Vt
Me (A (L)< y=-ut—-A1
2 2 2
tz(v—+u—)+2tﬁ+l——1:0 (*)
| \a? b2 b> b2

Soient £ et () les points de (L) de paramétres ¢ et £, solutions de I’équation (*).

A2 1 2ul

En utilisant .7, = b ett +1.= b
1-%2 — u2 v2 1 2 = u2 v2 -

—_— —_ _+_

b2 2 b2 a2

OP OQ =0 <:>Vt|~vt2“"('“utl_/’L)(_l‘tz_'l):o
S W+viy L, +Au(t, +1,)+A*=0

2 2ul
(u?+v? {/1— - 1) /lu(— ——u—~)
= b + b +42=0
u? v? uz v? B
bt =
,(1 1)
SwWi —+— | =ur+v?
b? a2

On reconnait I’équation tangentielle d’un cercle

ab )
centre O et de rayon R = ——— qui est donc
va?+b?

I’ensemble recherché.

3. Utilisation d’un logiciel de calcul formel (Maple)

On se donne I'équation de I’ellipse (dont la forme correspondante est stockée dans E1) et une
équation générique de I’hypoténuse du triangle rectangle (D) (stockée dans Ed). On prend le sommet
de ’angle droit X a,f) sur I’ellipse.

> El:=(x-alpha)"2/a"2+(y-beta)"2/b"2-1;

1 -2, O
a b

> Ed:=u*x+v*y+w;
Ed:=ux+vy+w
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La recherche des intersections entre la conique et la droite, menée grice a solve({E 1 Ed}. {x.y}): ne
renvoie bien entendu rien d’intéressant. Le logiciel utilise les racines d’un polyndme du second degre
pour donner les résultats. L’emploi du logiciel ne dispense donc pas de réfléchir un peu. Si I'on
appelle x, et x, les abscisses des points d’intersections P et O sur lesquels on peut travailler bien que
ne possédant pas leurs expressions exactes (c’est de I’algébre!), il est facile de voir que le produit
scalaire QP Q0 qui est une fonction symétrique de x, et x, peut s’exprimer simplement en fonction
de leur somme et leur produit.
>PS:=factor(x1*x2+solve(subs(x=x1,Ed),y)*solve(subs(x=x2,Ed),y));
pS = (x,%,v* + x,x,u” + ux,w+ ux,w+w?)
V2

On ordonne et I’on exprime en fonction de la somme et du produit.
>PS1:=collect(PS,[u,w]):
>PS2:=simplify(PS1,[x1+x2=s,x1*x2=p]);

_wus—w W+ V)

PS. : >
2 N

Pour avoir la somme et le produit, il faut écrire I’équation T du second degré dont x, et x, sont les

racines.

>T:=subs(y=solve(Ed,y),E1):

>s:=-factor(coeff(T.x,1)/coefl(T x,2)):

>p:=tactor(coetf{T,x,0)/coetl(T,x,2)):

>PS3:=factor(PS2),

On vient de calculer explicitement la somme et le produit des racines en fonction des coefficients de
T, pour trouver le produit scalaire. Une derniére simplification s’impose, il faut écrire que le point £2
appartient a 'ellipse.

>PS4:=subs(alpha”2=a"2*(1-beta"2/b"2),PS3);

La condition recherchée est le numérateur de ce dernier calcul.
>Condi:= simplify(numer(PS4)):

On trouve finalement I’équation tangentielle recherchée:
2fBav+ wa2ab utwh= 0

On remarque ainsi que le point @ de coordonnées suivantes est un point de (D).
ab?

x=2
2
=2
Y b2+ a? a

Quels que soient les points P et O de I'ellipse tels que les

droites (4P) et (AQ) soient perpendiculaires, les droites Q
(PQ) contiennent toutes un méme point, ce point est

donc I'unique point de I'ensemble recherché.

On remarque encore que les coordonnées du point @ vérifient:
b*+a?)? b2+a?)?
Gy, Gr+a)
4b"a? 4a’b?
et donc, si £2 décrit I’ellipse, le point @ décrit lui aussi une ellipse.

1
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Remarque:
Dans le cas du cercle, si les cordes [PQ] sont vues d’un point A du cercle sous un angle droit alors

[PO] est un diametre et toutes les droites (PQ) contiennent le point Q. L’ensemble recherché est
alors le point O.

Nous n’avons pas donné, pour ne pas surcharger le travail du copiste (ou du lecteur) les expressions
explicites des calculs effectués formellement. Cet exemple illustre bien sir I'intérét de tels logiciels
mais il montre aussi combien il serait erroné de croire que la machine pourrait pallier un défaut
d’analyse ou de méthode. Pour que cela se passe bien il nous a fallu utiliser la méthode tangentielle et
une démarche plus algébrique qu’analytique, nous avons donc dépassé le niveau de I'utilisateur
aveugle. Nous verrons, au chapitre suivant, que nous pourrons nous passer de ce genre de calculs
quand le contenu algébrique de ces concepts aura été développé et qu’il aura pris une signification
géomeétrique grace aux méthodes de polarité inverse.

4. Retour sur le cas du cercle

Nous avons vu, au début de ce chapitre (page 16), que désaxer le centre de I’équerre tournante,
compliquait les calculs, méme dans le cas ou la conique extérieure est un cercle. Nous avons résolu
le probleme grice a une paramétrisation judicieuse du milieu de I’hypoténuse. Nous allons donc
traiter ce méme probléme par la méthode tangentielle qui s’applique ici avec profit.

Les points 4 et B intersection de I’hypoténuse et du cercle
sont deéfinis par le systéme
[tx=vy=w =0 o) %)
lo-a =1

Apreés €limination des ordonnées, ce systéme conduit a I’équation quadratique
: uw. W

) -1+
V- V-
Comme au paragraphe précédent, si I’on appelle s et p la somme et le produit des racines de cette

€quation, on a

£(1+ 55) +2x (a+ =0

v (- vp

‘/Y"

= WS - ¥
4.0 =
donc
2 2 2
uw 144 N s N " LAY u-.
2wu(a + 31+ Z) Wi (= ) (- 1451 1)

Q4 OB = -

V-

uny . u s s w
2wu(a+ F) ~w(1+ ;5)+(1r1— V) (-1 +‘_:)

Q4 OB =

1w+’
Une condition nécessaire et suffisante pour que le triangle 248 soit rectangle est donc (aprés
simplifications)

(£ + VY- 1D)+2 ww-u)= 0.

Mais comme cette équation tangentielle n’a pas encore été répertoriée, il nous faut produire encore
un peu de travail avant de conclure.
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Soit I'application qui a la droite définie par le triplet (u,v,w) associe la droite définie par le nouveau
. a . , e . '
triplet (u,v, iy + w). Au départ comme a l'arrivée les coefficients # et v de x et y ne peuvent

s’annuler en méme temps, et de plus cette relation est définie a un coefficient de proportionnalité
pres.
Nous avons donc bien une application ¥ définie

sur 'ensemble des droites. Toute droite D est D) D
parallele a son image ‘Y'(D). L’intersection K de
. ) W .
D avec ’axe des ordonnées est d’abscisse " K
sur cet axe. L’intersection K’ de ‘W(D) avec o
. . . . WU
"axe des ordonnées est d'abscisse - T3y Sur %
cet axe.

IS 12404 ) . . . U —» Q-
OnaKkKK'=- 5y e donc W(D) s’obtient par une translation de vecteur - 5, J ouencore -5/ a
partir de D.

Comme par la transformation précédente, I'équation tangentielle devient
J2-a Ll
1 ( ) )+ u( > )-w=20
, . e : . , 2-a¢ . l-a ,
que I'on reconnait comme équation d’une ellipse de paramétres a= 5 et b~ = —— et centrée au

centre du reperel*.

Notre preéceédente equation est donc celle d’une ellipse de
centre m le milieu de [O€] et possédant les mémes
parametres. Nous avons donc bien retrouvé la méme ellipse
que par la méthode du début du chapitre.

Il semble toutefois difficile d’envisager de faire

systématiquement ce genre de considérations pour pouvoir

se ramener a des formes tangentielles connues. Nous allons

étudier dans le prochain chapitre, un peu de théorie qui

nous permettra d’éviter ce genre d’écueil.

14 Ces calculs ont déja été faits a la page 18.

29



III Une étape supplémentaire vers I'abstraction

A Théorie algébrique

Il serait preférable d’exposer la théorie des espaces projectifs et de leurs complexifiés dans la plus
grande généralité. Nous avons fait ici le choix de travailler en dimension 2 et de tout ramener (en
fixant un repére) & R*. Ce parti pris n’est pas intrinséque mais facilite et accélére la présentation de
ces notions. Nous renvoyons le lecteur désireux d’approfondir ces rudiments aux manuels généraux
de géomeétrie indiqués dans la bibliographie.

1. Espace projectif.

a. Définition

Nous entendons par plan projectit P la réunion
du plan affine P usuel avec un nouvel ensemble

@, que I'on appelle droite a I'infini. Un repére wetvy-w =0

ayant €té choisi, a tout point M de P de
coordonnées (x,y) on associe un triplet (X.Y,7)
(avec T #0) tel que X=Tx et ¥=Ty. On fabrique
alors la droite a I'infini 0, en considérant toutes
les directions de P.

A une direction (#,v) (#*+v* # 0) on associe un
triplet (U,V,0) tel que U=A4 u et V=1 v (en
remarquant  que  cette  définition  est
indépendante du choix du couple (u,v) qui
représente la direction).

4
(u,v,0)

uX—vY¥-wzZ7=0

On définit ainsi une bijection de I’espace P U o, sur 'espace R’\{(0,0,0)} quotienté par la relation
de proportionnalité.

A toute courbe (algébrique) affine d’équation f(x.)=0 (avec f une fonction polynomiale de [R* dans
[R) on peut associer I'ensemble des points de P U @, de coordonnées (X,},7) telles que

0
FOGET= T, 7)=0

L’entier n non nul est choisi de maniére « convenable », ce qui risque toutefois de rajouter parfois la
droite a I'infini d’équation 7=0, comme solution étrangére.

Réciproquement, a toute courbe algébrique de P U o0, (c'est-a-dire tout ensemble d’équation
(XY, 1)=0, avec I un polyndme homogéne des trois variables) on peut faire correspondre une
courbe aftine en posant x=X, y=V et 7=1.

Remarque :
Une autre présentation consiste a immerger le /

plan que I’on étudie dans I’espace, a la place du W / / /
plan Z=1. Les éléments du plan projectif sont Z=1 R 7
alors les droites de I’espace contenant I’origine.

A toute droite de |'espace passant par I’origine 0

et non parallele au plan horizontal correspond Z=0
une unique intersection dans le plan d’équation

Z=1 (et vice verga). Les points de la droite a




I'infini correspondent aux droites incluses dans le plan d’équation Z—0. A toute courbe affine tracée
dans ce plan va correspondre une surface conique réalisant ainsi I’application qui a la courbe
d’équation f(x,1)=0 associe la surface [-(X,},Z2)=0.

b. Exemples:

a) Une droite du plan affine D correspond, comme on I’a dit, a la réunion D =D U o, de la droite
et du point a I'infini constitué par sa direction. Si une équation cartésienne de ) est ux-vy-w =0

(/v # 0), on obtient la courbe correspondante de IN’ en considérant 1'équation

1 '(u/,ij v% - w)=0 soit encore u.X +vY~wl= 0.
Réciproquement, si «*+v*+w” # 0 la courbe d’équation #.X=vY+w7= 0 (que I’on va appeler une droite
de ;’ ) correspond bien & I’'union de la droite 1) et du point a 'infini de coordonnées (-v,u,0), c'est-a-

dire a la direction de D.

B) Si on connait deux points A(x, ,y,) et B(x, ,y,) de (4B8), I'équation de la droite affine est
det ’ =0

Y-V V-l
ce qui est équivalent a écrire

'Y:l x/?
d et y 4 }’B }" =O .
1 1 1

L équation projective de la droite est donc, si l'on note (X, , ¥, , Z, ), (X, ., Y, , Z; ) les nouvelles

coordonnées de 4 et B dans P qu’on appelle coordonnées homogenes.

X, X, X
det| ¥, ¥, ¥ |=0
Z, 7, 7

v) A toute conique I affine d’équation
ax’+ by + 2dxy 1 2ex + 2fy 1 ¢ =0

correspond donc ce que nous allons appeler une conique projective de / en considérant la courbe
d’équation

aX°+ bY’+ 1P+ 2dXY + 2eXT - 2fYT =O0.
Cette derniere équation peut encore s’écrire

a d e X
(X Y Zyld b f || Y =0
e f ¢ Z
a d e X
En introduisant la matrice symétrique A =| d b f |et le vecteur &X' = ¥ |, I'équation de la
e f ¢ VA

conique prend la nouvelle forme: * XAX = 0.

Définition : Etant donnée une matrice 4 symétrique, la conique d’équation * XA4.X" = 0 est dite
dégénérée si et seulement si det 4 =0.

Rappelons la propriété fondamentale suivante:
Toute conique dégénérée est constituée de deux droites distinctes ou confondues.
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¢. Produit scalaire dans R’
Proposition : 'application (X, %) —'&/. & définit un produit scalaire dans I’espace vectoriel R’
noté <, >

En effet la linéarité par rapport a la premiére composante ne pose pas de probléme et I'on a bien
<"q:(?/>= <(y' >,
De plus <. 4> >0 < A+ 0.

Ce produit permet de définir le produit vectoriel A Z/. C’est I'unique vecteur tel que pour tout &
deR’ona (ArNY).Z= det (X, Y. 2).

Applications :
o) Etant donnés deux points distincts & et &, , la droite qui contient | et &, est définie par

I"équation (&} A X3).X'=0.
En effet un point de coordonnées & "appartient a cette droite si et seulement si
det(;, X, A)=0
ce qui est équivalent a I’équation précédente.
B) Le point d’intersection de deux droites distinctes d’équations ‘ 2/, X =0 et ' ,. X =0, est de
coordonnées 24, A 2., puisque ' ¢, (2, N U)=0et" U, (U N?U,)=0.

2. Etude des tangentes en géométrie projective.
Soit M, un point fixé d’une courbe affine algébrique d’équation f(x,y)=0. On sait alors que si M,

n’est pas un point singulier (c'est-a-dire si les dérivées partielles de f ne sont pas toutes nulles en M)
la courbe admet une tangente d’équation cartésienne

(Y'xn) _h_(xu » Yo ) + (.V'yo) (Y() » Yo ) 0

Pour transposer ces notions en géométrie projective nous allons commencer par étendre au plan
projectif la notion de singularité.

Proposition : Soit A/, un point singulier de P, alors si (X7, 7,) représente un systeme de

coordonnées homogenes de M, dans le plan projectif [; ona

‘f[i
X, X, 1) = S, 1) = ok, E, 1) =0,

Démonstration :
En dérivant I’égalité fondamentale

XYL D=1 f(x v )=0
on trouve (puisque 7, ne dépend ni de x, ni de y)

. o 0\’ oF
TO (]\‘(xn e X( X'() ’}(y Tl) () q/k (.X” o 7-:))
On a donc
Y i _.L(X(, Yo )= N’(X" X, [n)

et de la méme fagon

o oF
™ =6 V)= 'q_(Xo JoT)
oy oY

[US]
(3]



¥,

Ainsi si le point M, est singulier on a Ew (x, Vo) = 3 ’(x(, Y, ) = 0 et par consequent

Y'(X:) ’Y(v 7:1 (}lfl Ay u) O

Mais I'identité d’Euler appliquée a la fonctlon homogene 1‘ entraine
X, S Y )+ Y, o T+ 1, S, X, 1) = n X, T, 1) = 0

g

et donc la troisiéme dérivée partielle est également nulle en M. —(X, .Y, 7,)=0.
= cT

Par extension de cette proposition on appellera donc point singulier de P, tout point qui annule les
trois dérivées premiéres de la fonction F (quand F définit implicitement la courbe). Tout point
singulier du plan projectif situé a distance finie correspond évidemment a un point singulier de la
courbe affine correspondante.

Nous allons maintenant pouvoir étudier la complétion projective d’une tangente affine.
Si M, (x,.y,) est non singulier, une équation de la tanoente enM est

(x—x()) _(‘%(xo Yo ) + Ol—yo) _(“h;;(x() Yo ) =0

.La complétion projective de cette droite sera

(7" T) T (rn v.,u)-L(T 7"')) '\ (\() J”) =0

v T, oF )
(T 7") ){(Xuv o )+(T T)’\Y(qu 1)) =0

X oF _& oF Yoo
T ’1\((}(0 )+ ,(X,,, » 0 ﬁk(‘(()? o )+T) ),‘(Xna)ur)

D’apres la relation d’Euler

Y) (/
T “)(’(X”’ o u)+ (X }“,1”)_ —7—'(\‘“}()»10)

Ainsi I"équation de la tanwente complétée est

‘ ‘\‘X'(Xnvyr)'ln)-l-y ,}Y(\”,)’“,]”)‘l’j T( 0 nv ()) O

Les trois coefficients n’étant pas simultanément nuls.

Définition : On appelle tanoente en un point non singulier d’une courbe projective la droite
L OF .
d’equation X (T)((XO wlo) T Y Y(Y JoTy) + T (X(,, wly)=0

(Les courbes algébriques projectives possédent donc des tangentes en tout point).

Exemples :

a) Soit ’hyperbole d’équation affine x*- y*= 1
et donc d’équation projective X* - ¥*- Z* = 0.
La tangente en un point courant a pour
équation

XX, -YY,-ZZ,=0 et donc les tangentes aux
points a /'infini (1,1,0) et (1,-1,0) ont pour
équations X=Y et X=-Y. Ces tangentes de la
géométrie  projective correspondent  aux

(98]
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asymptotes en géométrie affine.

B) Si on fait le méme calcul avec la parabole
d’équation affine y° = 2px et donc d’équation
projective ¥ * = 2pX7Z

on trouve que la droite a Iinfini d’équation
Z=0 est tangente a la parabole au point de
coordonnées (1,0,0).

3. Equation tangentielle d’une courbe.
Etant donnee une fonction /" algébrique et homogene, une droite [ définie par les trois réels u, v, w

(c'est-a-dire d’équation uX+vY+wTl= 0 avec "+v+w’ # 0) sera tangente a la courbe I' d’équation
I'(X.Y,1)=0 si et seulement s’il existe un triplet de réels (X, Y, Z,) tels que

ol oF ¢
FWEZ)=0 e @ rang( [ {20 aman (Y, L, L)k wh) = 1

Démonstration:
Comme par l’identité d’Euler 1°) implique
cF
() ": (‘Xnv )+)()—’\_Y }/0!7-:))_*_ '( 0)0: n)_”F(YwYU7

(1) et (2) impliquent ensemble (3) wX,~vY, +wi = O, c'est-a-dire que le point de tangence doit
appartenir a la courbe!

Réciproquement, si |'on suppose

2 e O 1 et 3°) uX 7=0
()rang([{ﬂ( 1}»57*( o Yo 1)l [uv,w] ) =1 et 3°) uX, - W=

Iidentite d’Euler permet alors d’écrire (1) F (X, ¥, Z,) = 0.

Finalement la droite D définie par les trois réels u, v, w est tangente a la courbe T d’équation
(XY, 1)=0 si et seulement s’il existe un triplet de réels (X, ¥, Z,) tels que
(3) uX,=vY,+wT = 0 et (2) grad(F) (X, .Y, T,) est colinéaire a [u,v,w].

On obtient donc pratiquement une condition nécessaire et suffisante portant sur u, v, w en éliminant
(X, Y., Z,) entre les équations précédentes.

Exemple : Equation tangentielle d’un cercle:
Cherchons I’équation tangentielle d’un cercle de centre Q(¢, 0, 1)
et de rayon R.
Son équation homogeéne est
X+ YV -2aXT v (o -I¥)T* =0.

Le gradient qui est le double de
X-a T Y, (& -R)I- aX),

est colinéaire a (u,v,w).

Ce qui donne apres résolution



uR? -ow-ucer -car-w
N ==K

X= Y

On a donc u.X'tvY twl= 0 qui est équivalent & w(uR -cow-uc’) + v"R*- w(am + w)=0.
On trouve finalement u* (R —c)+ V'R*- w*~2awn = 0

On peut remarquer qu’il était beaucoup plus simple de raisonner directement dans I’espace affine
euclidien, comme on I'a fait au chapitre précédent.
La droite D d’équation ux - vy i w= 0 est tangente au cercle d’équation x*+y*-2ax + (’-R*)—0 si et
seulement si la distance du centre Q du cercle a la droite est le rayon, c'est-a-dire si et seulement si

5 uoHw)”

Ce qui conduit a la méme équation.
4. Application aux coniques
a) Equation tangentielle d’une conique.

Soit une conique non dégénérée d’équation
aXC+ bY*+ e+ 2dXY + 2eXT + 2/YT =0

a d e
associée a la matrice 4 = [ d b f |symétrique et inversible.
e f ¢

Nous savons alors que cette équation peut s’écrire * XAX =0 avec X (x, y, z)
Il est facile de voir que le gradient de la fonction F peut s’écrire 24" et que si 1'on pose
“/ (u.v.w) les deux équations (3) et (2) du théoréme précédent s’écrivent
UL =0et U = AL
avec A un réel donné. On voit finalement que le résidu de I’élimination est
"UAT U = 0.
On trouve donc une équation du méme type que la conique de départ.

Par exemple, si I'on applique cette technique a I'équation du cercle précédent on a

1 0 -a

4= 0 1 0

-a 0 o-IK

Et apres calcul

R- -a
. 0 R
A = 0 1 0
- -1
® O F

On retrouve finalement I'équation:  #* (R*~a?)+ v'R*- w*~2awu = 0

b) Cas ou la matrice de départ n’est pas inversible.

Si la conique est dégénérée on ne peut effectuer la derniére étape de I’élimination du paragraphe
préceédent. La droite d’équation " 2= 0 est tangente a la conique si et seulement si on peut
trouver un vecteur .2 tel que a la fois

"UX,=0et U = 14, avec A un réel donné.
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Une condition nécessaire est donc que 24 appartienne a I'image'® de 4.
Pour une matrice symétrique A le noyau K — Ker 4 et I'image S — Im 4 sont en somme directe
(orthogonale). Alors la restriction de 4 au vecteurs de S induit une application de § dans §. Cette
application est nécessairement surjective, et réalise donc un isomorphisme de S dans S.
Appelons f I’endomorphisme dont 4 est la matrice dans la base canonique, et g sa restriction a 5. Le
vecteur I, se décompose en X, =X+ suivant la somme directe.
L’équation 2 — A.;) devient donc % — A&, = g( ;). etVona &, =g (2)+ X+
Mais comme on a pris a priori 24 dans S, on a par orthogonalité entre S et K
UX,="U. g\(2).
Il nous reste a traduire matriciellement cette égalité pour conclure. On appelle 7 la matrice de
passage de la base canonique vers une base orthonormée adaptée a la somme directe formée avec K
et §. La matrice de f dans cette base est 'PAP. Les coordonnées du vecteur qui a pour coordonnées
2/ dans la base canonique sont ‘P2/. La matrice de f dans la base adaptée est constituée d’un bloc
carré inversible B entouré de 0. On notera par B la matrice obtenue en inversant le bloc et en
laissant les zéros. On remarque bien entendu que le bloc correspond a la matrice de g dans la base
obtenue en ne gardant que les vecteurs de la base adaptée qui sont dans §. On a donc
g () =PB" 'PU.
La condition nécessaire et sutfisante de I’élimination est donc
| (94 € Im 4
| ‘%rPB P =0

Ici c’est le choix matriciel qui complique I’expression de cette condition.

Exemples :
4 0 0
Sila matrice 4 vaut| 0 -1 O
0 0 0
1
4 0 0
La base canonique est directement la base adaptée P =/ et B'= 0 -1 0
0O 0 0
Le vecteur 2/ a donc pour derniére coordonnée w=0 et les deux autres vérifient
u
4 2=
4 ve= 0.

¢) Equation tangentielle et polarité.
A la conique non dégénérée d’équation © XAX = 0 avec X" (x, y, z), correspond une forme
quadratique q() définie sur R ° par q(X)=" XA L.
On sait que si la matrice 4 est inversible, cette forme quadratique est non dégenéreée
La technique de polarisation permet d’associer a q une forme bilinéaire <, > définie sur [R ’par
<X, Y>="AXAY
avec = (x, ¥, z)et' Y=(x", )V, o)

Rappel : Etant donnée une conique non dégénérée associée a la matrice symétrique A4, on appelle
polaire d’un point M, (de coordonnées ;) du plan projectif I’ensemble des points M (de

coordonnées &) du plan projectif tels que " X AX= 0.

I5 C'est-a-dire 4 I'image de I’endomorphisme f que 4 représente dans la base canonique de R>.
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Il est facile de remafquer que puisque A est inversible les coefficients de " X 4= (4.X}) ne sont pas
tous nuls et que la polaire d’un point M, est donc une droite du plan projectif.

Proposition : Le point M, appartient a la conique non dégénérée associée a la matrice A si et
seulement si sa polaire est tangente a la conique, c'est-a-dire si ses coefficients ' ¢/ vérifient
I’équation tangentielle ‘ 224 2/ = 0.

Démonstration :
Soit M, un point de coordonnées ' 4, Les coeflicients de sa polaire sont ‘&4 et donc
CUAT U= (LA A (XA =" XA,
La polaire vérifie donc I'équation tangentielle de la conique si et seulement si le point A, appartient a
la conique.

Remarque : on comprend mieux pourquoi la résolution de certains exercices est facilitée par la
méthode tangentielle. Du point de vue algébrique introduire une équation tangentielle revient a éviter
dans un premier temps une inversion de matrice! Elle permet a peu de frais de travailler directement
dans le dual.

d) Réciprocité polaire.

Théoréme et définition : On dit qu’'une droite d’équation '/ 2"~ 0 admet &, comme pdle si et
seulement si cette droite est la polaire de &, par rapport 4 la conique non dégénérée définie par la
matrice 4.

Le pole de la droite d’eéquation "2/ = 0 est
A, =A" .

En effet pour que la droite d’équation ‘2.4 — 0
coincide avec la polaire de &, par rapport a la
conique d’équation X ALX= 0, il faut et il
suffit que 2/ soit proportionnel a ‘X A4.

Il est commode de désigner par (& #,)* le pdle de la droite (X, %,). par (2£)* le pole de la droite

¢

d’équation /X"~ 0, et par (L})* la polaire du point &,

Proposition : On a pour tout couple de points distincts X, et ¥,
(LY = ()" N ()"
En effet la droite (&, &/,) est d’équation (X AZY/,) " =0, et donc son pdle est
(G Y ) =A (X, 1 )

L’intersection des droites (;)* d’équation * X 4X= 0, et (,)* d’équation * Z/,AX= 0 est le
point

A, N AY,).
Le calcul qui suit prouve que ces deux points coincident. En effet on a pour tout vecteur <,



AN AYNZ =X, AY) A Z=det (X, Y, A" Z)
=det (4" ) det(4 ;.4 Y, 2)
=det (4" )Y (AQ,~AY,) Z.
Applications :
o) construction de la polaire.
Si une droite coupe une conique en X; et &/,
on remarque que la tangente en X, a la
conique est en méme temps la polaire de X

par rapport a cette méme conique. Les
tangentes en X et ¢/, sont donc sécantes au

pole de la droite (X, Z/,).

(L) _

(LY

(:%)) *

Réciproquement pour construire la polaire d’un point & il suffit de tracer, quand cela est possible
les tangentes a la coniques menées par ;.

B) Si la conique posséde un centre 6 a distance finie,
toute sécante contenant & coupe la conique en deux
points qui possédent des tangentes paralléles. Le pole
de 6 est donc la droite a I'infini d’équation Z=0.

Réciproquement considérons le pole 6 de la droite

d’équation Z=0: ou bien il est a distance finie, une

sécante contenant ce point aura deux tangentes

paralleles, donc 6 est le centre de symétrie de la Z
conique, ou bien ce point appartient a la droite a

I'infini. Si nous notons & le vecteur (0, 0, 1), on peut

résumer la discussion précédente en énongant les

résultats suivants.

1l
<

Une conique de matrice 4 posséde un centre 6 si et seulement si A& n’appartient pas a la droite
d’équation 7=0 (dans ce cas 6~ A" F).

Une conique de matrice 4 posséde un centre & si et seulement si ‘TG = 'TA'T # 0.

Une conique possede un centre si et seulement si elle n’est pas tangente a la droite a 'infini.

On retrouve ainsi que les coniques propres a centres sont les hyperboles et les ellipses et que la
parabole ne posséde pas de centre symétrie.

3. Introduction des points cycliques.

a) Définitions

On peut craindre aprés s’étre placé dans un espace projectif, de ne plus pouvoir traduire les
propriétés euclidiennes des figures. 1l n’en est rien, si I’on fait encore I’effort de changer de corps de
référence!®.

Considérons €’ 4 la place de R® pour construire notre espace projectif.

16 Cette remarque joue un role historique important. La géométrie projective une fois complexifiée joue un rdle
unificateur. La géométrie métrique n’en est plus qu’un cas particulier. Les propriétés des distance et des angles ne
sont que des cas particuliers de propriétés projectives plus générales.
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La relation de propoftionnalité sur €\ {(0,0,0)}est alors définie ainsi:
Y((XYLD. (XY Z)e(CyY XYDRXYZ)oIieC (XYLD)=AX V1)

Nous noterons P€ le plan projectif ainsi complexifié.

A toute courbe algébrique de P, d’équation F(x,7)=0, avec F un polyndme homogene a
coefficients réels des trois variables réelles (x,),¢), on peut faire correspondre |’ensemble des points

de ﬁc de coordonnées complexes (XY, 7) tels que F(X,¥, 7)=0.

Réciproquement a toute courbe de P€ définie a partir d’une fonction réelle: c'est-a-dire toute courbe
d’équation /7(X,Y,7)=0 avec [ un polyndme homogéne a coefficients réels des trois variables

complexes (.X,¥,7T) correspond une courbe algébrique de P‘ (son image ou sa trace dans le plan réel)
d’équation /(x,y,£)=0.

A toute droite de P d’équation ' % =0 (avec =(x, y, {) et ‘?/=(u, v, w)) correspond la courbe de
P¢ déquation ' %.4°=0 (avec 'X=(X, ¥, T) et 'U=(u, v, w)).

Cette courbe sera appelée une droite de P€ puisqu’elle représente le quotient d'un espace vectoriel
de dimension 2 de C°.

A toute conique de P d’équation 'r.d.r = 0 avec =(x, y, {), et A une matrice symétrique a

coeflicients réels, correspond la courbe de pe d’équation ‘XA L= 0 avec X=(X, Y, I).

Application :
Une conique (non dégénérée) est un cercle si et seulement si elle coupe la droite a I'infini aux deux

points & et & de coordonnées (1,,0) et (1,-7,0) appelés les points cycliques.

a d e
En effet, appelons 4= d b f |la matrice de notre conique. Si '9=(1.i,0), on a
e [ ¢
‘T A.I=(1,i,0) (a+di,d-bie~fi) = a+dit+ di-b=(a-b)+2di.
La conique contient donc le point cyclique & (et par suite son conjugué) si et seulement si les
coefficients de sa matrice vérifient a=b et ¢=0.

Remarquons que si I’équation d’une conique non dégénérée est
a(x*+y*)+2 exz+ 2 fyz+ ¢z° =0,
le coefficient a ne peut étre nul.
Ramenée dans le plan affine cette équation devient
(P2 e x+ 2 fy+ ¢’ =0,
équation d’un cercle (éventuellement imaginaire si ¢’*+ f*- ¢’<0).

La conique contient donc les points cycliques si et seulement si ¢’est un cercle.

b) Produit vectoriel dans C°
Proposition : I'application (X, /) — ' #/. &’ définit une forme bilinéaire dans I’espace vectoriel €’
notée <, /> dont la restriction a I'espace R’ est le produit scalaire introduit a la page 32.
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En effet la linéarité par rapport a la premiére composante ne pose pas de probleme et I'on a bien
<Vl =< (y Q>

Attention, cette forme n’est évidemment pas définie, mais en revanche, elle est non dégénéree.

En effet un vecteur ¢/ qui serait orthogonal a tout vecteur &"de C* serait aussi orthogonal a chaque
élément de la base canonique donc serait nul.

Ce produit permet de définir le produit vectoriel A ¢/ de la méme maniére que précédemment!”. 11
est défini par I’égalité: pour tout £ de €’ ona (XAY).Z = det (X, ¥, 2).

On vérifie facilement les énonceés suivants:

a) Etant donnés deux points distincts | et & , la droite qui contient & et & est définie par
I"équation (4} A &)L ™=0.

B) Le point d’intersection de deux droites distinctes d’équations ' %/, X" =0 et ' ¢, =0, est de
coordonnées 2, A 2, puisque ' 24, (% N U,)=0et" U, (U ~2,)=0.

¢) biraports

Etant donnée une droite d’un espace projectitf de dimension 2 sur R ou C et un repére fixe,
considérons I’équation’ 2.4 =0.

Silon se donne le vecteur ¢4 non nul, cette équation représente une droite, mais si ¢’est le vecteur
24 qui varie et que ’on s’est donné le vecteur & (non nul) cette équation représente I’ensemble des
droites qui contiennent 4" que I’on appelle un faisceau de droites. Dans un cas comme dans I’autre,
I"'ensemble considéré est entierement défini par la donnée de trois constantes.

Théoréme et définition :
Etant donnés quatre points X, , X, , L, , 4

sur la droite d’équation * 2.4 =0 (resp quatre droites 2/, 2/, 2/, ,2/, d’un méme faisceau), il
existe deux couples de nombres (A,u) et (4',4) tels que
A= AL+ et A=A A+l L
(resp U, =AU, +udl,et U, = U +12.).
Ces couples sont uniques (a un facteur de proportionnalité prés).
On appelle birapport des quatre points (resp des quatre droites) et ’on note [, 4, X, L] le

% » (les deux premiers étant par exemple distincts et fixés)

A

2'7
nombre ﬁ : ; (resp [24,,24,% ,2.)).

Démonstration :
Dans l’espace vectoriel R? ou €’ I'équation * 2/.2" =0 définit un hyperplan dont une base est par
exemple (] ,X7) si ces deux vecteurs ne sont pas liés, ce qui est le cas si I’on a supposé les points

représentés par &', et &, distincts.
Les coeflicients qui expriment un vecteur de I’hyperplan dans cette base sont donc uniques et donc
les couples sont définis a une constante multiplicative prés!®.

17 L’identification entre un espace vectoriel E et son dual E* est possible dés que la forme est non dégénérée (cf par
exemple le cours de mathématiques de Lelong Ferrand-Arnaudiés tome 1 p.368 chez Dunod).
I8 Cette constante peut étre rajoutée pour &, mais pas indépendamment pour | et &, qui eux sont fixés.
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Remarques :
o) Etant donnés quatre points 4, B, C, D sur une méme droite (a distance finie), on peut montrer

. CA DA

facilement que le birapport des quatre points (4,5,C,D) est la quantité = T8

En effet il est alors possible de considérer et que C et D, quand ils sont différents de 4, sont
barycentres de 4 et B affectés des coefficients respectifs u et -1 et «' et -1.

Dans cecas (4.B,C.D)=u'+u.

B) Sia, A, c, d sont les abscisses des points 4, B, C, D d'origine O,

a-c a-d a-c b-d
AB,C,D) = : =
(AB.CD) = =y e “acd

v) Rapport anharmonique.
Un cas particulier important, arrive lorsque (4,B,C,D) =-1. On dit alors que les points (" et [
divisent harmoniquement le segment [4, B].

: A DA . .
Dans ce cas, comme I'écrit par exemple Poncelet!®, on a éB = B et "la ligne AB est divisée en

segment proportionnels par le point C ou le point D".
Mais pourquoi utiliser le mot "harmonique"? Parce que la distance C'D est la moyenne harmonique

des distances DA et DB. En effet on a Z_ % b = —1., si I'on choisit D au centre du repere. et donc
-c a
2_1.1
c a b
Conclusion e L = i ‘
DA DB DC

Le point D est le "conjugué" harmonique du point C par rapport a deux points distincts fixés 4 et B
(ie (4,.B,C,D)=-1) si et seulement si D est le barycentre de A et B affectés des mémes coefficients que
(' (au signe prés pour l'un deux) Cette remarque nous permet de donner une construction
géomeétrique du quatriéme point quand les trois premiers sont donnés.

E
Il suffit de réaliser géomeétriquement (' comme £
barycentre de 4 et de B par deux segments paralleles
[AE] et [BF], puis de construire /' le symétrique de F
par rapport au point B. A CW b

F

On obtient une relation classique en introduisant le point O milieu du segment [('D]. Dans ce cas la

a-c¢ b+c
X

b-—c a+c
Le birapport de (4,B,C,D) est donc anharmonique si et seulement si OA-OB = OC* = OD’, c'est-a-
dire si et seulement si tout cercle contenant A et B est orthogonal au cercle de diamétre [C'D].

= —1 ou encore ¢’ = ab.

relation principale devient

Théoréme : Etant donnée une droite projective d’équation " 9. =0 qui coupe quatre droites
LU, A un méme faisceau en X, L, L, alors le birapport [, 45, 405, ] est €gal au
birapport [¢£,,7£,,2(.,2( ]

19 Traité des propriétés projectives des figures Tome 1 p.12. Paris Gauthier-Villars (1865).
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Démonstration : L’intersection de la droite 2/, et de la droite 4, est le point défini par les équations '
P.XU=0et' U, L=0, cest-a-dire X, =VNU,.
Si par exemple 24, = A2/, +142/, on aura
L= PNU = UNAU, +udl ) = VnAU, + Pnpdd = AL +ud,
de méme, si %, = A2, +1° 2, on aura X, = A’ &, +1° &, et donc I'égalité des birapports.

d) Dualité par rapport a une conique.
Théoréme : Etant donnée I' une conique non dégénérée d’équation ' X4 L= 0.
Une droite A contenant le point & coupe I et deux points & et 9. On a le résultat suivant:
La droite A coupe la polaire de X par rapport a F en 7/,
si et seulement si [6',9, L, Y, ]=-1

Commengons par remarquer que sur le corps € la droite coupe toujours la conique.

Démonstration du sens direct :
Il existe deux nombres A et u tels que
A= A6 +uD.

La polaire de &, par rapport a [ est donc
d’équation ' (A 6 +uPD)ALX = 0. Comme la

droite ZNS a elle-méme pour €quation
(CAD)YX =0,

le point d’intersection Z/, est de coordonnées
(CAD) N((AG +uD)A) = (CAD) NA(AG +uh)).
On a donc par linéarité, puis en utilisant la formule du double produit vectoriel
Y= MCND) NAC+ [ GAD) NAD
Y= A (CACYD-(D.AGC)G |+ ul (6.AD)D-(D.AD)G ]
Comme G’ et & sont sur la conique, on a ‘6. AG ="D.AD=0, et donc
Y= -MDACYG + u('6.AD)D

: -A
Puisque ‘D.46’ ='G.A 9D, le birapport [, D, L, Y.] = f; : ; =-1.

Démonstration du sens réciproque :

Prenons deux points & et &, sur A tels que [6,9,X,, ¥,] =-1.
On peut €crire par exemple X = A6’ +uD et Y, = A6 -uh.
"XAY = (AC +uD) A(AG -uD) = -AUGCAD + U DAC =

Le point de coordonnées &, appartient donc bien a la polaire de & par rapport a I'.
e) Traduction projective de I’orthogonalité.
Dans P’espace projectif complexifié, les deux points cycligues et  de coordonnées homogenes

(1,i,0) et (1,-1,0), que nous avons déja rencontrés pour caractériser les cercles, jouent un role
important pour traduire une notion qui semblait perdue: I'orthogonalité.
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Théoréeme :

A tout couple de droites (458) et (4C) de I’espace affine euclidien, on peut associer (4B) et (4()
leurs images dans le plan projectif complexe. On a le résultat suivant:

(4B) L (AC) < [(ABACHATAD] =1

Démonstration : Sil’on prend «=(a.a’) et =(b,b’) les vecteurs normaux aux droites (4B) et (4AC), et

si 'on pose =(a, a’,1) et 9=(b, b’,1), les droites projectives (4B) et (A() auront pour équations’
2. =0 et " 9. =0. Leur point d’intersection aura comme coordonnées dans le plan projectif
45

La droite (4.9) est I'ensemble des points de coordonnées .« tels que det(#/ A, I ") =0.
Cette derniére équation équivaut a écrire ' [(UNI)NT]. X =0
Le vecteur qui représente cette droite dans le faisceau de sommet 4 est donc (2 9)AT .
Comme on sait que (NINMNT= (" U.IV- (V.S
ona

o~~~ P PG (beibYa-i@) ab i a’h'iiab-a’b)
(ABNA AN AD =97 5 g7 7 ((b-ib ’)((a Tid) ~abiab -i(ab-a'b)

et donc

(AB) L (AC) = [(AB)(AC)(AS (AT = -1

Puisque nous savons désormais traduire 1’orthogonalité en termes projectifs, nous allons pouvoir
linéariser notre probléme. Associer la premiére conique avec le lieu du sommet de I’angle droit ou
I"enveloppe de I'hypoténuse (lieux qui sont du second degré), revient a définir une correspondance
entre leurs matrices respectives. De plus nous allons constater comment l'introduction des
coordonnées tangentielles (ce qui nous a permis de symétriser via la notion de polaire les roles de 2/
et de & dans I’équation ' 2. =0) traduit algébriquement la dualité géométrique des deux
situations.



B. Méthode algébrique complexe.

1. Interprétation algébrique du probléme.
Soit (£) une conique associée, dans le plan
projectif a la matrice symétrique
prq
H= p’ q r?

b >

qg r r
dans le repere centré en 2. Une équerre de
sommet ) rencontre la conique en 4 et B;
I’on recherche I’enveloppe de la droite (4B).

On écrit une équation ux+vy+wz =0 de la droite (45) (4, v, w sont trois réels). L’idée consiste a
traduire |’orthogonalité des droites (€24) et (Q2B) par une relation de conjugaison que ’on saura
traiter algébriquement, et ainsi de trouver une équation tangentielle du lieu recherché.

Sil’on désigne par / et J les points cycliques et par A la droite (48) on a:
(Q4) L (QB) < [(Q4);(Q2B);(); ()] =-1
(Q4) L(QB) & [(QANAQB)NAQDAAQ)AA]=1
(Q4) L (Q2B) < [4;B(Q) N AQ) Al =-1
Finalement les droites (Q24) et (Q2B) sont perpendiculaires si et seulement si les points D et D’ inter-
sections de A avec (/) et (/) sont conjugués par rapport & la conique.
On écrit une équation de (€/) (resp. (L)) : y=ix (resp. y=-ix)

et les coordonnées homogenes de D (resp.D’) (-w, -iw, u+iv) (resp. (-w,-iw, u-iv)).

Si le vecteur U (resp U’ ) représente les coordonnées de D (resp D’) on a

U =K, +iK)U et U'=(K,-iKy) U.

0 0 -1 0 0 O
en utilisant les matrices antisymétriques X,=f 0 0 0 |etK,= 0 0 -1
1 0 O 01 0

La relation géométrique de conjugaison par rapport & (E) se traduit par
"UHU =0

ou encore par

PUNK, - iKy).H. (K, +iK,) U=0
~ La partie antisymétrique th.H K, - 'k 1-H K, de la matrice n’a aucun effet sur I’équation qui ne dé-
pend donc que de '’k WHK + th.H K, la partie symétrique
On a donc trouvé I’équation tangentielle de la droite (4B):

"U('K.HK, + 'K, HK, )U=0.

Cette équation peut encore &tre notée * U ®(H) U= 0 en introduisant I’application
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’ ’

p p q - 0 g
o:|\p q r|—>| 0 r r |
ql r! r

q r Pp9q
2. Exemples
a) Si la conique posséde un centre, sommet de 1’angle droit, la matrice H prend alors la forme sui-
1
= 0 0
a
vante: H=| b_‘? 0 (avec € €{-1,1})
0 0 -1
et la matrice ®(H) de I’équation tangentielle de I’enveloppe de (4B) est
1 0 0
0 1 0
OH) =

0 0 -(%%%)

On trouve donc, dans le cas d’une ellipse ou d’une hyperbole avec a<b, I’équation tangentielle d’un
cercle et dans le cas d’une hyperbole avec a>b, le vide.

b) Si le sommet de I’angle droit est sur la conique, on a, avec les mémes notations

1
- 0 «
a’ 0 O a
£
H=10 -7 B| @H)=10 0 B
1 £
S e
) a ﬂ aZ bZ
1 2
L’équation tangentielle est donc 2cuw+2vw = ( zF b—gz)vr
1
ou encore 2cut2fv = ( P b—gz) w  ouw=0.

c'est-a-dire celle du faisceau?? de droites qui contient le point de coordonnées homogenes:

Qaq, 2,8,-(% +3).

3. Cas général du cercle.
Soit (C) un cercle de centre O et de rayon 1. Le repére est centré en Q intérieur au disque de con-
tour le cercle. On peut écrire I'équation générale du cercle dans un repére orthonormé centré en () et
tel que (Q0) soit le support de I’axe des abscisses :
XP+y2-2ax -1+ ?=0

1 0 -a -4 0 -a
OnaH={ o 1 0 ]et <D(H)=[ 0 1-& 0 ]

-a 0 -1+d -a 0 -2

La matrice de la conique solution est I’inverse de la matrice ®(H):
-2(1-c?) 0 a(1-?)
0 2+a? 0 :
a(1-a?) 0 (1-aA)?

20Dans le cas d’une hyperbole équilatére toutes ces droites sont paralléles et le point recherché est a I’infini.
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(x '%) g 32

b4 . b M + . =
On trouve comme au paragraphe 1 I’équation d’une conique 2-c) (-2 1.
4 2

, aprés avoir remarqué que ces deux quantités sont positives

En posant a* = Q'.A'il et b* = Q:zgz_)

puisque O<a <1, on obtient une ellipse centrée en @ (2;0) (milieu de [QO]), de paramétres a, b. On

act= et donc I’excentricité vaut
2—-a’

4. Application au cercle orthoptique

On méne d’un point M deux tangentes orthogo-

nales a une conique fixée. On cherche le lieu des M

points M. A
p r q

Onappelle H=| p° ¢q r |, lamatrice dela

> b

qg r r
conique dans un repére projectif. Désormais le
point M n’est plus au centre. I

Les équivalences
(MA) L (MB) < [(MA),(MB),MID);MJ)] = -1
< (M) et (MJ) sont conjugués par rapport a (H).
< (MD* et (MJ)* sont conjugués par rapport a (H).
permettent cette fois d’énoncer le résultat suivant:
Les droites (MA) et (MB) sont perpendiculaires si et seulement si les poles (MI)* et (MJ)* des droi-
tes (M) et (MJ) sont conjugués par rapport a la conique.

a) Equation générale

X 1 x
mXY,2)e M)<|Y i y/ =0
Z 0 z

& izX -zY +(y-ix)Z =0.

Soit (x,,,,2,) les coordonnées du pdle de (MI). L’équation de la polaire de ce pdle est

X
(o) H| ¥ |=0.
Z

X
Or cette droite a aussi une équation de la forme (iz,-z, (y-ix)) ( Y } =0.
Z

On a donc (a un facteur de proportionnalité pres) (x,.,,2,) H = (iz,-z, y-ix) donc en transposant
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X, 0 0 x
Yo l=H'| 0 0 -1 ||y
Z, -1 0 z

x X,
Si ’on note U le vecteur [ yj et U le vecteur [ yoj qui représente les coordonnées de (MD)* et si
z z,
I’on reprend les notations de la page 44, 1’équation précédente pourra s’écrire sous la forme:
U=H'K,-iK)U.

Comme la conjugaison respecte les sommes et les produits on obtient de la méme fagon les coordon-

nées de MN* U’ =H (K, +iK,) U.
On trouve donc aprés des calculs similaires & ceux de la page 44 que I’équation de conjugaison des
deux pdles par rapport a la conique est:
"UHU =0
ou encore
‘UXK,+iK). H 'H H (K, - iK)) U=0
‘UXK,+iK). H (K, - iK)) U=0

Comme précédemment c’est la partie symétrique ‘K, H 'K, +K,.H 'K, qui définit I’équation du lieu
recherché.

La traduction algébrique de cette condition permet d’associer a la matrice H de départ une nouvelle
matrice ®(H ') qui, dans ce cas, donne directement le lieu des points M recherché. C’est donc la
méme application linéaire, opérant sur I’algébre des matrices qui permet de résoudre le probleme de
I’enveloppe de I’équerre et celui du lieu des sommets de 1’équerre exinscrite a la conique. Simple-
ment dans le premier cas, il s’agit d’'une équation tangentielle (qu’un passage par la comatrice de
®(H) permet de ramener a une équation ordinaire) alors que dans le second on a trouvé une équation
ordinaire. Cet exercice illustre comment la dualité algébrique s’articule sur la dualité¢ géométrique.

Exemples :
En considérant le cas d’une conique a centre (£) on obtient les matrices suivantes:
1
s 00 @ 0 0 10 .0
H=| o £ o |,onaH'=| 0 & 0 |et®H")=| 0 1 0
b 0 0 -l 0 0 -(a**¢bd)
0O 0 -1

Cette derniére matrice est celle d’un cercle centré au centre de la conique et de rayon va’ +&b® si
I’on suppose que a*+¢ b* >0, c'est-a-dire si ’on a pris une ellipse ou une hyperbole avec a>b. Ce
cercle est le cercle orthoptique de la conique.

Dans le cas d’une hyperbole équilatére ce cercle se réduit a un cercle point.

1
0 0 p 0 O ;
Pour une parabole on part de la matrice H~=| 0 -1 O/| dontl’inverseest | 0 -1 O |.
1
p 0 0O — 0 0
p
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. 1 .
La matrice ®(H ') = et correspond a 1’équation _2;2.\7 + 7=0. Le lieu du sommet de

N =0 ©

I’équerre est donc a la droite de I'infini, et a la verticale d’équation affine x=- g, c'est-a-dire la direc-

trice de la parabole.

C. Polarité inverse

1. Etude élémentaire.

a) Généralités.

Définition

Etant donnés un cercle (C) (du plan euclidien P) de centre O, de rayon R>0, et (I') une courbe ad-
mettant, en chacun de ses points, une tangente ne passant pas par O ; on peut alors construire point
par point une courbe (I"’) en considérant les pdles des tangentes de (I') par rapport a (C).

(I'") est appelée la polaire inverse de (I') (par rapport a (C)).

Remarques :
Il est assez clair que la courbe (I'") sera d'autant plus réguliére que la courbe (') le sera a un degré

supérieur. On soupgonne que (I') sera continue quand (I') est de classe C' et qu’elle aura des tan-
gentes dés que (I') sera de classe C*. Enfin, on imagine que les (éventuelles) tangentes de (I'') seront
les polaires des points de (I"). (Ainsi (I') sera-t-elle la polaire inverse de (I'") )

Supposons (I') donnée par le point M(f) de coordonnées (x(f),(¢)) dans le repére orthonormal
R=(0,i,j) de P (ou O est, rappelons le, le centre de (C)). En M, de coordonnées

(x0=x(t0).yo=y(10)), la tangente a ('), (7o) a pour équation :
XYo — yx(') = A0
X, X

oul'onanoté x, =x'(t,), y, ='(¢,) et A, = ,
Yo Vo

On voit bien que (7o) passe par l'origine de R si et seulement si A, =0 et on reconnait les coordon-
nées du pdle de (7o) (par rapport a (C)) dés que A, # 0, a l'aide des constantes de I'équation de (75)
(cfl.2),ona:

= y;)
X(t)=—R?
(O) A

0

X,
y(t,)=--LR?
y(t,) \,

Ainsi la courbe (I'"), polaire inverse de la courbe (I'), de paramétrisation [x(#),y(¢)], par rapport & (C)
(de centre O, de rayon R) est-elle donnée par la paramétrisation :
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%(t) = Y p
= | Al 20 ol A(t) = x(t)' (1) ~ X' (D)y(2)
0 =-T R

On en déduit aussit6t la continuité de (I'") dés que (') est de classe C' (partout ou A(z) #0).

Si de plus (') est de classe C2, on peut considérer les dérivées de¥ et y . On obtient alors :
E_ﬁ__ Ayn_Alyv _ xlyu x y

Az YT Al
@ _ x"A + x' Al B x xl y"__x" yl
dr A? A2

(a la constante multiplicative pres R?)
(,iy ﬁ xly" xllyl

Il s'ensuit x;— y— = T (qu'on pourrait noter A(¢) ? ) de sorte que, si l'on applique les
formules de (*) a la courbe (I'"), on retrouve x, y, c'est-a-dire exactement :
@y
= dt
X(t)==—=x(t
O A )
dx
dr
y(O) === y(1)
A(t)
Conclusion :

Dés que (') est de classe C, elle est la polaire inverse de an.

Quelques exemples simples :
(1) Prenons pour (T') la droite d'équations paramétriques :

{x(t) =+ M
() =B+
qui donne pour équation cartésienne px—Ay = po — Af .

(I') passe par A(a.,B), est dirigée par #(A, ) et ne contient l'origine O de R que si :
o A
B u

=0

qui correspond précisément & A(¢) !
Prenons pour simplifier (C) de rayon 1, les formules (*) donnent dans ce cas trés particulier :

x(1) =
—A

y(t) = o
c'est-a-dire les coordonnées d'un point, le pdle de la droite (I') par rapport a (C).

HoL — KB

(2) Prenons pour (I'), une ellipse de centre O, de demi-axes a et b et (C) le cercle de centre 0, de
rayon 1 ((I') et (C) sont donc concentriques !).
On peut paramétrer (I') de la fagon suivante :
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x(t) = acost
y(t) =bsint

'(t) = —asint

on X O=as Ny =ab
y'(¢)=bcost

Xx(t)= lcost

si bien que la paramétrisation de (I'") est ‘{

y()= 5 sint?

(T'") est (bien siir) une ellipse de centre O : son axe focal est orthogonal a l'axe focal de (I') :

On se pose naturellement la question de savoir ce que devient (I'") quand (I") est une ellipse, voire un
cercle ou une hyperbole non plus centrés en O. C'est I'objet du paragraphe suivant.

b) Polaire inverse d'une conique par rapport a un cercle (ou une autre conique)

Théoréme

La polaire inverse d'un cercle par rapport a un cercle (C) (de centre O, de rayon a) est une conique
dont le point O est un des foyers.

1*° démonstration
On considére (I") sous la forme paramétrée :
x(t) =a +acost
{y(t) =B +asint

o x'(t) = —asint ¢ Alt ¢ +Bsint
na = + +
Y(6) = acost et A(t)=a(a+acos sint)

Donc (I'") est donnée par la paramétrisation :

(1) = cost '
a+acost+fsint
_ sint
t) =
¥ a+ocost+Psint
. ey 1
On en dedult p(e) =YX (1 + (1 = |la + ot cost +Bsin t|

(il s’agit de la distance OM', ou M'est le point caractéristique de (I'"))

Sion pose d =0Q=,/a?+B2 et cosd = % sinf = %, on peut encore écrire :
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1

()= 4

1+ —(cosB.cost +sinO.sint)
a

1
a

1+ d cos(t - 6);
a

Y . . .y d .
On reconnait 13, I'équation en polaire d'une conique d'excentricité e=— et de parametre
a

A
p= .
a

On remarque que:

(T'’) est une ellipse si d<a, c'est-a-dire que O est dans le disque de centre €, de rayon a; dans
ce cas, aucune tangente a (I') ne passe par O et (I'") n'a pas de "point a l'infim".

(T'’) est une parabole si d=a, c'est-a-dire que O est sur (I'); dans ce cas, la tangente a (I') en O
donne un "point a l'infini" a (I'").

Enfin, (I'’) est une hyperbole si d>a, c'est-a-dire que O est a l'extérieur du disque de centre Q,
de rayon a; dans ce cas, il existe deux tangentes a (I') passant par O qui donnent "deux points a

linfini" a (I”).

2°™ démonstration :
(1) On démontre d'abord I'égalité suivante dite de "Salmon" :
Si (C) est un cercle de centre O, A et B deux points de polaires D), D3 et d'inverses a, b par

rapport a (C),

Si on appelle H (respectivement K) le
projeté orthogonal de A sur D
(respectivement de B sur P y)),

Alors OA.BK = OB.AH

(1 suffit d'écrire :

T e
OA.BK = OA. (BO+ Oa+ak)

(6)

—OA BO+R2+O

e e
OB.AH:OB(A0+Ob+bH)

— OB.40+R*+0 )

(2) On considére (C) (le cercle de centre O, ...), (I') (le cercle de centre Q de rayon a tel que
0Q=d=>0).

21 Par définition, p =eh ou A est la distance du foyer, ici O, a la directrice associée.
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M un point de (I'); (7) la tangente a (I') en M,
M le pole de (7) par rapport a(C)

(D)la polaire de Q par rapport & (C), H le
projeté orthogonal de M sur ()

Puisque M est le projeté orthogonal de Q sur
(D) et (7) la polaire de M', I'égalité de Salmon
donne ici :

La courbe (I"’) est donc une conique de foyer O dont la directrice associée est la droite (&) et dont

I’excentricité a pour valeur et

2. Polaire réciproque d’une courbe par rapport a une conique non dégénérée.

Définition: Etant donnée une conique (C) (non dégénérée) d’équation ' XAX = 0 et une courbe (I')
de classe C' on appelle polaire réciproque de (I') par rapport & (C) ’ensemble des pdles des tangen-
tes a (I') dans la polarité par rapport a (C).

Remarque: par le principe de réciprocité polaire cette transformation est égale a son application réci-
proque, et est donc involutive.

Expressions analytiques:
(1) Si la courbe (I') est définie implicitement dans I’espace projectif par une équation du type
F(X,Y,Z) =0 avec F de classe C' alors la tangente Tq. 4 la courbe (I') en un point & non singulier
est d’équation ‘ grad Fg. L= 0, le pdle (T¢;)* de cette tangente est donc

(Tg)*=A" (grad Fg)

Par exemple, la droite d’équation ' 222" = 0, dont le gradient est £ a pour polaire inverse I’'unique
point de coordonnées A"'2£. Et donc par réciprocité polaire, au point &, correspond la droite
d’équation (4. X;) L= 0. Ainsi les effets de la réciprocité polaire quand on se restreint aux points et
aux droites coincident avec les effets de la polarité ordinaire par rapport a la conique (C).

(2) Si la courbe (I') est définie explicitement par une fonction ¢ de R* dans R’

¢ (uy) > (X.Y,2)

I’équation de la tangente au point 2, de paramétres (%, ,v,) non singulier est
0 0
(CGun G0
Son pdle a donc pour coordonnées

A'](%%/\ %%)

Proposition : La correspondance par polarité réciproque conserve les birapports.

_ 4108 .09
=4 8u/\A o

En effet, la polaire inverse d’une droite est son pdle par rapport a (C) et I’on sait que le birapports
d’un faisceau de quatre droites est égal au birapport de leur pdles.

Théoréme : La polaire réciproque d’une conique (associée a une matrice B) par rapport a une coni-
que (associée a une matrice A) est une conique (associée a une matrice AB"'A).
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En appliquant la décoinposition vue en (1) au cas ou (grad Fg;) = BL, on trouve
L= (To)* = 4" B,
et donc puisque &, =B' A X,
‘XBX,=0 &' X, AB'AX, =0

Proposition : Au couple constitué par un point et sa polaire par rapport a la conique (I') correspond
par polarité inverse, le couple constitué par une droite et son pdle par rapport a la polaire inverse de

(D).

Démonstration :

Nous avons au départ un point &, et sa polaire par rapport a (I') la droite d’équation ‘(B&). L= 0.
Par polarité inverse le point &, devient la droite d’équation (A.Q;). 4= 0, et sa polaire devient le
point de coordonnées A'BX;,

Or dans la polarité par rapport a la conique image, la polaire de ce point est la droite d’équation
(AB'44'BA;). &= 0, soit (A, ). A= 0.

Remarque :
Cherchons de quel point la droite a 'infini est I'image par polarité inverse.

Soit ‘T = (0,0,1). Une équation de la droite a I’infini est donc ‘T X = 0. C’est la polaire inverse du
point G=A"T".

Deux cas se présentent. Ou bien G est a distance finie, et dans ce cas c’est le centre de la conique
directrice, ou bien 6 appartient lui-méme a la droite infinie, et donc ‘T AT = 0. (c’est I’équation
tangentielle de la conique directrice). La conique (C) est donc tangente a la droite a I’infini, c’est une
parabole.

Proposition : Si la conique directrice n’est pas une parabole, son centre 6 admet la droite a I’infini

comme polaire inverse. Dans ce cas la conique image posséde un centre si et seulement si (I') ne
contient pas 6.

Si la conique image (I"") posséde un centre 9, ce centre est le pdle de la droite a ’infini par rapport
ala (I'"). A ce systéme correspond par polarité inverse, le centre de la conique directrice et sa polaire
par rapport a (I'). La conique (I") ne contient donc pas le centre de (C).

Si la conique image (I"’) ne posséde pas de centre, elle est tangente en un point & 4 la droite a
Pinfini. Au systéme constitué par le point & et par la droite a I'infini, correspond par polarité in-
verse, le centre de la conique directrice et sa polaire par rapport a (I'). La conique (I') contient donc
dans ce cas le centre de (C).

Corollaire : Pour que la polaire inverse d’une conique (I') soit une parabole, il faut et il suffit que
(I') passe par le centre de la conique directrice (C).

Applications :
La méthode des polaires réciproques, appliquée lorsque (C) est un cercle de centre @, transforme un

cercle du plan en une conique ayant pour foyer le point . Ceci permet de ramener 1’étude de certai-
nes propriétés des coniques a celle du cercle. On utilise de plus dans ce cas la proposition suivante.
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Si les points A et B sont transformés en les
droites A* et B* on a :
(), ((wB)) = (4%, B) [7]

(1) Lieu des points d’ou I’on voit une parabole donnée sous un angle constant.

Nous avons traité cette situation au premier chapitre, par des moyens élémentaires. Examinons
comment on peut résoudre le probleme par la méthode des polaires réciproques.

Nous considérons la parabole de
foyer F, (C’), comme image par
polarité inverse d’un cercle (C) (de
centre O et de rayon R) qui passe
par le centre F' du cercle directeur
(I'). Aux tangentes (MA) et (MB)
qui voient la parabole sous une
angle constant a a « pres, corres-
pondent deux points a et b (leurs
poles) situés sur le cercle (C) tels
que
((Fa),(Fb))=a [x].
Si a n’est pas droit, la droite
(ab)= M* enveloppe donc le cercle
de centre O et de rayon R |cos
al. Le point M décrit I'image de
ce lieu par la polarité réciproque,
c'est-a-dire une conique de foyer F
et d’excentricité
R 1
Rlcos al ~|cos al’

Cette conique est donc une hyper-

bole (&).
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Si a est droit, la droite (ab)= M*
enveloppe donc le point O. Le
point M décrit donc la polaire de
O par rapport au cercle directeur.
Appelons F” le symétrique de F
par rapport a O et () le point a
infini de la droite (F°F) nous M,
avons
[F.F,0,Q] =-1.

Si nous notons d,, la droite per-
pendiculaire en M a (FF’) nous
avons

4. d.,d,, d,] =-1.
Les poles de ces trois droites sont
donc ausst en division harmonique,
donc en remarquant que le pdle de
d, la droite a I’infini est F, celui de
d. est Q, et celui de d,. est S le
sommet de la parabole. On a donc
(siKestle pole ded, )
[, S, K, F]=-1.

Le point K est donc le symétrique
de F par rapport a S. Le lieu re-
cherché est la directrice de la pa-
rabole.

(2) Lieu des points d’ou I’on voit une ellipse donnée sous un angle droit.

On considére une fois pour toute une ellipse (I'), un point Q dans le plan de l'ellipse de sorte que
deux demi-droites orthogonales issues de Q coupent (I') en deux points 4 et B. Pour étre plus précis
et plus simple, on prendra Q a l'intérieur de (I') et I'angle AQB droit et direct

A

/ ©
B

On va utiliser un cercle de centre €2, noté (C), choisi de sorte qu'il soit compris tout entier a l'inté-
rieur de (I')?2, et la polarité inverse par rapport a (C)?3.

Appelons (I") la courbe polaire inverse de (I'): on sait qu'il s'agit d'une conique (c'est le résultat cen-
tral du développement algébrique qui précéde ce chapitre).

22(ette restriction a pour objectif de simplifier la vision des choses. Elle n’entame en rien la généralité du raisonnement qui suit.
Plus loin sera étudié¢ le cas ou Q est sur (T"), auquel cas cette restriction n'a plus de sens.

230n ne précisera pas, dans la suite, systématiquement "par rapport 4 C" puisqu'aucune confusion ne sera permise.
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Compte tenu du choix de (C), on peut méme affirmer que (I") est une ellipse; en effet, toutes les
tangentes a (T) sont extérieures a (C), si bien que (I") est bornée par (C)...

Les polaires (9,) et (Dg) de 4 et de B sont, par définition, des tangentes a (I"). Or, par construc-
tion les droites (D) et (D) sont orthogonales a (Q4) et (2B).

Donc, comme par ailleurs: (Q4)L(QB), on fait ainsi apparaitre un rectangle, disons Qakb, ou on a
noté a (resp b) I'inverse de 4 (resp B) par rapport a (C), et K I'intersection des droites (Pa) et
(D).

En tant que tel, K est le pdle de la droite (4B), de sorte que, si (4B) parcourt I'ensemble des tangen-
tes de l'enveloppe recherchée, disons (E), K parcourt, lui, la polaire inverse de (E), disons (E').
Mais on sait que (D) et (Dp) sont deux tangentes a (I'") perpendiculaires; donc, quand 4 (et B)
parcourent l'ellipse (I'), K parcourt le lieu des points d'intersection des tangentes perpendiculaires a
l'ellipse (T"). Ce lieu (il s'agit précisément de (E')) est connu, il s'agit du cercle orthoptique de (I'”’).
On aboutit a la conclusion suivante: (E) est la polaire inverse du cercle (E'), c'est donc une coni-
que?*! Par souci du détail, on peut identifier la nature exacte de cette conique en cherchant ses points
a l'infini. Par construction, on vérifie aisément que Q est a l'intérieur de I'ellipse (I"), a fortiori, (2 est
a l'intérieur de son cercle orthoptique (E'). Par conséquent, aucune tangente a (E') ne passe par Q et
aucun point de (E) n'est envoyé a l'infini: (E) est bien une ellipse!
Il nous est permis d'énoncer finalement :

L'enveloppe des droites (AB), dans le cas ou € est a l'intérieur (au sens

stricte) de l'ellipse (T), est une ellipse.

Remarque Etude du cas ou Q est situé sur l'ellipse (I').

La courbe (I") est alors une parabole et non plus une conique a centre. En effet, parmi les tangentes
a (I, il y en a une et une seule qui passe par €, a savoir la tangente en Q! La polaire inverse (I") a
donc un point a I'infini et un seul, c'est donc bien une parabole.

Le "cercle orthoptique" de (I"') n'est plus un cercle mais une droite, exactement la directrice de (I")?;
(E') est cette droite et sa polaire inverse se réduit a un point, son pdle! L’ensemble (E) se réduit a un
point appelé point de Frégier, autrement dit les droites (4B8) sont concourantes.

24 _dont l'un des foyers est Q!
25 Résultat élémentaire: la directrice dune parabole est le lieu des points d'ot I'on voit la parabole sous un angle droit.
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(3) Lieu des points d’ou ’on voit deux sécantes sous un angle droit.

On considére deux droites D et A, sécantes en )
O (c'est-a-dire une conique dégénérée) et un
point Q non situé sur ces deux droites. On
construit le triangle rectangle QPQ tel que P
soit sur D, QO sur A. Q
On recherche I’enveloppe des droites (PQ).

o A\P (D)

NB: Il existe deux situations critiques représentées ci-dessous:

()
............................. &
7y
19
Ial ."'P
o D) o/ / (D)
(QQ) L D: P est le point a I'infini de D, la (QP) L A: Q est le point a I'infini de A, la
droite (PQ) est la parallele a D passant par droite (PQ) est la parallele a A passant par

0. P.

On introduit la polarité inverse par rapport a (I') un cercle centré en Q.

Quels que soient P sur D et Q sur A, la polaire de P (resp Q) par rapport a (I') est une droite A, (
resp A, ) perpendiculaire a (QP) (resp (QQ)). Puisque les droites (€2P) et (2Q) sont perpendiculai-
res, A, et A, le sont également. Leur point d’intersection est K le pdle de la droite (PQ).
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Puisque P décrit D, sa polaire A, enveloppe le
pole P’ de D. De méme A, enveloppe le pdle
O’ de A. On en déduit -sauf situations criti-
ques P en O (ou Q en O) pour lesquelles K se
confond avec O’ (resp P’)- que le triangle
KP’()’ est rectangle en K, c'est-a-dire que le
point K décrit le cercle de diamétre?® [P’Q’].

Le point K, qui est le point caractéristique de la courbe polaire inverse de I’enveloppe des droites
(PO) décrit un cercle. L’enveloppe recherchée est donc la polaire inverse du cercle de diametre
[P’Q’] (par rapport a (') le cercle directeur). C’est donc une conique (C) qui possede zéro point a
I'infini, un point 4 I’infini, ou deux points & I'infini, selon que le point Q se trouve a I’intérieur, sur la
frontiére ou a I’extérieur du cercle de diamétre [P’Q’].

26 Sj K est sur le cercle de diamétre [P’Q’] privé des points P’ et O’, on
reconstruit le triangle QPQ en tragant la perpendiculaire a (KQ’) (resp
(KP’)) passant par Q2 qui coupe A (resp D) en Q (resp P). On a bien
(QP)L(QQ) puisque les droites (KQ’) et (KP’) sont perpendiculaires. Le
point K parcourt donc bien entiérement le cercle de diameétre [P°Q ).
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IV. La mécanique
A. La théorie

1 Mouvement d'un repére mobile dans un repére fixe en dimension 3

Soient # et &, les espaces rapportés aux repéres orthonormés directs R=(0,i,] k). fixe, et
R = (Q,ii,V,w), mobile. On désigne par (Q(r),u(t),v(¢),w(t)) la position de 4 dans & a l'instant .

_)
On supposera que les fonctions OQ(¢), é(t), V(¢f), w(t) sont au moins de classe C' sur un
intervalle de R.
Dans le mouvement de &, par rapport a &, la position de Q étant connue ( et donc Vj, ),

déterminons, a chaque instant, le champ des vecteurs vitesses de #; dans .
T
OM = 0Q+ QM et donc

dOM
¥V =V +
(*) V=V, ”

——_} - .
M a pour coordonnées dans (i, V), w) le triplet constant (X.Y,Z) et pour coordonnées dans

( 7, 7 k) le triplet (x;.1,21) ( qui suivent les variations de la base ( w.v.w )).

X, X
Ona |y |=P| Y| ouP est la matrice orthogonale de passage de la bond ( 7.7.% ) alabond
2, Z
(i, V,w).
—> d X, 4P X X
Donc les coordonnees de dans( 7,7,F )sont: —| y, |=——| ¥ | car | ¥ | = constante et
dt dt dt
z, Z zZ
X
- = = t dP t -1
celles dans (u, v ,w)sont ‘P.—| Y | car ‘P=P" .
Z
. . d'r
Or 'P.P =1 a tout instant ¢, d'ot F'P +P. %Pl‘ =0
dP dp d4 'd4 'dP dr

E/_'P =P ot sachant que - 4 on obtient _d;_‘P =-P. o
soit
()

.., dP .
Ainsi, ‘P. 37 est antisymétrique.”’

-
27 . . L o L
On peut également retrouver cette matrice antisymétrique en posant QM = xii +yv +zw et en dérivant les deux

membrces ;
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Or, toute application antisymétrique ¢ de R? est associée a un vecteur unique 7 tel que
pour tout vecteur V de &, o(V)=r AV '

o X Bz-yy 0 -y B\fx
SiFr=|B|letV=|y|lalors FAV=|y-oaz|=| y 0 =-ofly]|et(=)devient:
Y z oy —Bx B o 0/\z
d
> -1 -9 . . .
(*)V,, =V +7FAQM ou 7 =| —b| par identification
a

Cn retrouve, qu'a chaque instant, le champ des vitesses est un torseur, appelé torseur cinématique a
I'instant /.

La résultante 7(¢) du torseur est appelée le vecteur rotation instantanée du mouvement a l'instant /

_.>
et ¥ AQM peut apparaitre comme une rotation autour de "l'axe" 7 .

M étant un point donné dans #,, comme par exemple li€ a un solide. ses coordonnées x, v et z sont des constantes dans
R, (*)devient :

= = du dv  dw
VYV =V X — Yy —+z2—
IV =l >+ g
- - > =~ =~
( u . v .w) estune base orthonormale donc u2=1 = ﬁ'% =0 = ii_l_%% et donc il existe deux réels a et b tels que
d =av+bw.
dt

. . > o . .
De méme. en considérant les vecteurs v et w, il existe des constantes réelles ¢, d. e et ftelles que :

Y civan o Y i
dt dt

> 5 - . N I ST
Or. les vecteurs u . v et w sont liés par la relation # AV =w d'oui :

dii/\\')'__(_ii

dt dt
Cdu - - dv dw
ie AV+HUN—=—
dt dt

ie (av +bW)AV +iu A(cii +dw = (ed + fV)
ie —bu—dv =eu+ fv

e=-b

f=-d

De méme. si on utilise, v Aw = &, on obtient, en plus. a = —c et ( *) devient :

¢t donc {

(*)V

iV VQ + x(av + bw) + y(—ail + aw) + z(-bii — dv)

0 -a -b\[x
bod 0 qusm
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2. Mouvement plan sur plan

Supposons que le mouvement de #, dans & soit tel qu'il existe un plan (I1;) de &, qui reste

constamment en coincidence avec un plan (IT) de #.

Choisissons le plan (I1;) de repére (,i,V) coincidant avec (I1) de repére (O,i,)) tels que I'on ait

- Lodw =
constamment w = k . On a donc, dans le mouvement de £, dans &, E =0 doue=f=0.

et finalement 7 =

K O o

En considérant (7, ) = 6, on peut écrire :
du _ d(cosBi +sin8j)
dt dt

. - . R
(*)devient V, =V o +F AQM =V, +6" k ANQM

=0'(-sinBi +cosBj) =6'V donc a=6'

<l

KRy

-~.

S10'(¢) =0, le mouvement de (IT;) sur (IT) est, a l'instant z. un mouvement de translation de vecteur

vitesse orthogonal a k.

Si 0'(f) # 0, recherchons les éventuels points ou la vitesse s'annule :

- - - > 1 =
VM:Oc>k/\QM:—§VQ
R 1~ -
OkA(k/\S)M)Z—a;k/\VQ

- > _ - - >
o (k.OM)k - (k. k) QM

P TINA
- - S, - 1 - -
Ork QM =0c¢et k.k=1dou M=O<:>—QA/[:——67k/\ o
> 1. _
SOIt QA/[:gk/\Q

On détermine ainsi un point et un seul, que nous noterons
désormais /(¢); il s'agit, par définition du centre instantané de
rotation ( c.i.r.’) a I'instant / du mouvement de (I1;) sur (IT).

-~ . > - - >
Nous avons V, =0=V,+0"kAQI et V, =V,+0" .k AQM
d'ou, par soustraction, ( * ) devient

- - >
(*)YV, =0k AIM
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Remarque 1 : Dans le cas ou (£2,%,V) est le repere

de Frenet (Q, 7, 77) d'une courbe plane (Y), le c.i.r.
est le centre de courbure au point .

En effet, soit J le centre de courbure en Q .

_.)
Ona QU= lﬁ ou p est le rayon de courbure.
p

- e ,dr .
Posons (i,7)=6, on a dans ce cas d—=e — ous
s

est l'abscisse curviligne sur larc (y) et

s(0)= ;‘0_()2'(0 dr = | o))t
Donc %;: "VQ (t)” et p= ﬁ—; nous donnent finalement : f—).)l = I;—‘?ﬁ.

Or, si / est le c.i.r. du mouvement de (Q,7,7) sur (O,i,)) alors :
. - > -2 1~ - = 1 = = 1 = - V5 -
Vo=0"knIQ = ]Q:é—'.VQ/\k = QU= E.k NS :a.k A1) = —e—'—n
Donc/=J

Remarque 2 : Lorsqu'une droite (A) est liée a
(Q,u,v) et dans le cas du mouvement de
(Q,z?,ﬁ,l_c.) dans (0,7, ], 1;), on peut étre amené a
déterminer la courbe enveloppe de la famille des
droites (A) dans (0,7, 7,k). A

Soit alors une enveloppe () et M(%)<(Y)NA(4)

La vitesse du point de contact M - que l'on peut

voir comme un point de la droite A(#) et de I'enveloppe () - a pour direction la droite (A(%)) et le
c.ir. se trouve sur la normale a (A(%)). ™

Dans le cas particulier ou la droite enveloppe un point, le c.ir. /(4) est sur la normale a (A(4%))
passant par ce point.

Remarque 3 : L'ensemble des positions dans le plan (IT) de /(#) est /a base du mouvement de (I1,)
sur (IT) ( ou trajectoire dans le repére fixe ) ; I'ensemble des positions dans (IT;) de /(1) est la
roulante ( ou trajectoire dans le repére mobile).

Dans le cas ou (€,u,V) est le repére de Frenet, la base est la développée et la roulante une partie de

la droite (Q, V).

3. Compositions de mouvements
Soient &, &, et &, trois espaces rapportés aux repéres orthonormés directs R=( 0, 7,7,k ), R =
(0.7 R ) etR=( 0055, J3,k).

= Ce résultat, réutilisé dans lcs applications, scra justifié ultéricurement a I'aide des compositions des vitesses ( A.3 )
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Supposons qu'un point A attaché a l'espace &, soit en mouvement par rapport & &; qui lui méme est
en mouvement par rapport a &. Nous avons ainsi a distinguer trois mouvements :

- Le mouvement de &, ( ou M ) par rapport a &, noté &»/&, qui est appelé mouvement absolu

- Le mouvement de &, ( ou M ) par rapport a &, noté &/&;, qui est appelé¢ mouvement relatit

- Le mouvement de & par rapport a &, noté &,/&, qui est appelé mouvement d'entrainement.

Le mouvement de &/& est alors le compose des deux mouvements &/8, et &/& dans cet ordre.
On désigne par (M(0), i (1), v (1), w (1)) la position de M par rapport a &. On supposera que les

. = — . 8 .
fonctions OM(r), i/ (¢), V(1) et w (r) sont au moins de classe C'' sur un intervalle de R.

- — N -, > —
Ona OM() = W (NI} + V(O] + w()k,

Déterminons la vitesse de M dans &, soit la vitesse absolue de M :

_)
dOM(t)

> = u(O)i, (1) +v(1) ], (1) + w(t)k, (1) +2 (), (1) +V' () ], () +w' () (8)

V(M(1) =

Les trois premiers termes de I7a(M) représentent la vitesse absolue de M(/) si on avait envisage ' =
o= w' = 0, soit si M ( ou & ) était attaché a & Ces termes représentent alors la vitesse
d'entrainement de M, V, (M) .

1 7 < . . . . s >
Les trois autres termes de V(M) représentent la vitesse obtenue si on avait envisagé i;' = ji' = &;'

N
= 0, soit si &; était attaché a &. Ce vecteur représente donc la position par rapport 4 & de la vitesse

de M par rapport a &,. Ces termes représentent alors la vitesse relative de M, 17,(M ).
On obtient alors la formule dite de la composition des vitesses : I7a (M) = V;(M) + 17,(M)

Remarques :
a) Détermination de la vitesse relative a l'instant ¢

&) étant immobilisé par rapport a & et rien n'étant changé du mouvement de M ( ou de &, ) par
rapport a &, a l'instant ¢, la vitesse absolue de M a I'instant ¢/ dans ce dernier mouvement est la vitesse
relative de M a l'instant ¢.

b) En utlisant le vecteur rotation instantanée du mouvement de & par rapport a & a l'instant ¢, la

— —> —
formule de la composition des vitesses devient : Fy(M) = VA(O)) + 7 ( &/ ) AOM + V(M)

Application aux c.i.r.

Dans le cas d'un mouvement plan sur plan, considérons (ITy), (I1;) et (I1,) des plans de &, &; et &
restant constamment en coincidence.

Les mouvements &/&;, &:/& et &/& sont alors constamment tangents a des rotations d'axes

perpendiculaires au plan (I1y) que nous supposerons étre la direction de % .
Le point de l'axe instantané du mouvement de (IT,/I1,), (I1x/Ilo) ou (IT/I1y) sur Il est le centre
instantané du mouvement de (IT/T1,), (I1x/I1e) ou (IT1,/T1y) qui est noté, respectivement, /7, I} ou
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A tout instant, le vecteur rotation instantané du mouvement composé &/&, des deux mouvements
§,/&; et &/&, est la somme des vecteurs rotations instantanés des mouvements composants :

F(&/& )= T (/6 )+ F(6/&)

Démonstration : La rotation instantanée d'un mouvement étant indépendante du choix de 'origine, on
peut supposer qu'a l'instant t, & &;, & ont tous la méme origine O.

Appliquons alors la formule de la composition des vitesses a un point A/ et utilisons les vecteurs
rotations instantanés :

Pour tout point I_’:,(M) = P_';(M) + If_':(M) peut se traduire par :
- - — = —> = . o —>
soit Fexe(0) + F (6280 ) A OM= F&/s, (O) + F (/&) ) NOM + Ve (0) + 7 ( €1/ ) A OM
N > - —
etdonc r( &/& ) NOM= F( &/& ) A\OM + F (&1/& ) A OM
- - - ) >,
puis, sachant que OM est quelconque : ¥ ( &/&y )= F( &/&1 )+ F( &/&g)

A tout instant /, les mouvements composants sont tous tangents a des rotations autour d'axes
paralléles de direction %, ce qui nous permet de poser :

P(&f61)= 03 R, F(&/5)=(0)) F

VedslMy= 7( 8061 ) AT + P &:/60 ) AITM
= 02 RAIM+ 0y R AL
= B A(©®) ITh+ ©Y I°M)
Ieas: 6) + (0)) =0
PeseM)= ©3) B A (1M~ 1M )= @Y R A 111 = 7

Féx/&(M) est un vecteur indépendant de M, le mouvement de &/&, est tangent a une translation

dont la vitesse est orthogonale & % .
2™ cas: (02) + (L) #0
Soit / le barycentre du systéme {(/,,(0;)').(17,(0?))}
. T 2 1 — 2 T—> 1 ‘2—>
On a, pour tout point M, a l'instant 7: ((8;)' + (6,) )M = (87) I,M + (8}) I: M

—> -
(O1) + (8)) F AIM = Vese(M),
Le mouvement de &/&, est donc tangent a un mouvement de rotation autour d'un axe paralléle a la
direction de &

Comme ¥ s/so(l) = 0, nous pouvons noter ce point /; et posons (0;)' = (62) + (8})', nous avons
__9
alors : ?&y&,(M) = @) FAl*M

= — =
et. pour tout point M : (82) IZM= (82) I'M + (0)) I*M
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b} 2 7_)7 2 '_)~ .
soit, en prenant comme point particulier /7, par exemple : (8;) Is I7= (67) I, I} et les trois
centres de rotations instantanées sont alignés.

Remarque : Si l'une des vitesses angulaire est nulle, soit (8;)', le point I/ est rejeté a l'infini sur la
droite qui joint les deux autres c.i.r. Le mouvement de &/&; est alors tangent a une translation dont la
vitesse est portée par la normale a la droite des c.i.1.

B. Quelques applications

1. Etude de la cycloide

On appelle cycloide d'un plan (IT) toute courbe décrite par un point d'un cercle (C') qui reste
constamment dans le plan (IT) et qui roule sans glisser sur une droite (Ox).

Nous supposerons ce cercle de rayon | et de centre 2.

Apreés un temps 7 de roulement sans glissement, si (i, 7 )=0 alors £X-6,1) ( car 8 est la longueur de
l'arc du cercle de rayon 1 ) et © = 6'.7 ou ©' est une constante.

Dans ce cas, le c.1.t. est le point /, le point de contact car :

—
R 1 - dOoQ 1 - - - . -
=—kANVg=—kN——=—kn(-0i)=-kni=-]
5 AV, o A gy o INGCED) Jj

_)
oL

Conséquence : M
La connaissance du c.ir. nous permet d'obtenir le tracé des

tangentes a la trajectoire en un point M, c'est la perpendiculaire a
(IM) passant par /.

Remarques
a) On peut retrouver le c.i.r. de ce mouvement si on considére la définition suivante du mouvement

sans glissement :

On dit que dans un intervalle de temps [#,#;] un solide S, limité par une surface o, assujettie a rester
tangente a la surface-limite o, d'un solide .S, roule sans glisser sur .$;, lorsque tout point de contact
de ¢ et o), a l'instant 7, possede par rapport a 5, une vitesse nulle, pour tout t€[t,4].

On obtient ainsi un point ou la vitesse s'annule, par défintion le c.i.r. du mouvement.

b) Lorsque M se trouve sur l'axe (Ox), dans ce cas la vitesse s'annule et la tangente est verticale. Le
point est un point de rebroussement.

¢) I1e(Ox) dans (I1) donc
/€(C) dans (IT) donc (C) est

(Ox) est la base du mouvement.
la roulante.




2) Podaire
On cherche le lieu des points H , projetés d'un foyer F sur les tangentes (7). a une ellipse définie
comme au .

Les droites (HM) enveloppent (£) donc le cir. [ du
mouvement de (H, «, V) dans (O, 7, 7) se trouve sur la
normale a (HM) passant par M. Les normales a (HM)
contiennent le point 7 ( ou enveloppent le point F ) donc
le c.i.r. [ se trouve sur la normale a (HF) passant par [
(cfremarque 2 du A.2).

Comme la normale en M a (1)) est la bissectrice intérieure

= >
de l'angle (MI, MI”) ou /[ et I sont les foyers de (L)

alors IMI'=IMJ".
De plus //"HM est un rectangle donc IMIF=IHI donc la droite contenant les points /, K et H est
parallele a (MF).

Dans le triangle MFF', comme K est le milieu de [MF] ( centre du rectangle /FHM ) alors (HK) qui

est parallele a (A/"") coupe [/1'] en son milieu.
Les points O, /, K et H sont alignés.

0=> OH =c™ et H se trouve sur un cercle de

- ->
- - —> 2
0 e(IH)DVHLOH:%.OH: 0= d(Ode) =

centre O ( qui est le cercle principal de (£) ).

C. Retour au probléme initial

1. Cas du cercle
Soit (C) un cercle que nous supposerons de rayon 1 et £2 un

point intérieur a (C) tel que O£2= a.. Soit 4 et B deux points <
de (C) tels que (£24) L (£2B). On cherche l'enveloppe des \
droites (4B).

On sait que le pied de la hauteur A issue de (2 dans le
triangle 248 se trouve sur un cercle de centre m, milieu de

[04Q].

Comme H décrit un cercle de centre m, le c.ir. / du mouvement

de (H, i, V) dans O, 7, _/_") se trouve sur (Hm). N
H se trouve sur (H€), le cir. se trouve donc sur la NN

perpendiculaire & (H2) passant par €2 ( ¢f remarque 2 du A.2 ).

Le point / nous permet ainsi de construire le point caractéristique M de I'enveloppe des droites (4B)
en le projetant orthogonalement sur (4B).
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m est le milieu de [O2] et u le milieu de [M2], en appliquant le
théoreme de Thales dans le triangle OMQ, (OM) /I (mH) et
OM =2mu

Comme HMI{2 est un rectangle , on a Mu = ufl

OM +MQ =2mu+ 2Mu
=2(mu + My)
=2mH

NB : ue[mH] car I se trouve sur le diamétre [HH'] et u est le milieu de [/H].

2—-o2
4

En reprenant un résultat du I.D .2; : mH? =

N2-a?
2

et OM + MQ = donc M se trouve sur l'ellipse de foyers O et £2.

2. Cas de I'ellipse
Reprenons l'exercice qui consiste a déterminer le cercle orthoptique de I'ellipse :
(L) est une ellipse. de centre O.

Deux tangentes en A4 et B a (F) se coupent
orthogonalement en M.

Par construction (4Af) a pour enveloppe l'ellipse, le c.i.r.

I du mouvement de (M. ', V') dans (0,7, ) se trouve sur
la normale en 4 a (AM) ( ¢f remarque 2 du A.2 ). De
méme, / se trouve sur la normale en B a (BM).

Montrons que O <(/M)

Soit M' le conjugué de M par rapport a l'ellipse. On sait
que O, M et M sont alignés.

D'autre part, A/BM etant un rectangle alors M' est le
milieu de [/M].

Donc O, M, M et [ sont alignés.

De nouveau O<[/M] et M se trouve sur un cercle de
centre ().

3.Cas d'une conique dégénére
Deux droites perpendiculaires (A) et (D) se coupent en O. D)
£2, un point du plan hors des deux droites, est un sommet
d'un triangle rectangle ( équerre ) 245 avec A sur (A) et B
sur (D).

On fait " tourner I'équerre 248 " de sorte que 4 ( resp. B)
parcourt (A) ( resp. (D) ).

On cherche ( sempiternellement ) l'enveloppe de la droite
(4B).

Gy
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5 . AB ‘ .
Considérons le repére (4, #, V') orthonormal direct de sorte que v = 1B ( cf figure ) mobile dans le

repére fixe (O, 7, ] ).

A parcourt (A), donc & tout instant le c.ir. 7 du mouvement de (4, ., V) dans (O, 7,7) est sur la
normale a (A) passant par 4.
Observons par ailleurs que OA4€B sont sur le cercle (C) de diamétre

) . o - —
[4B] en conséquence de quoi les angles (u,402) et (OA,0£2) sont
¢gaux a m pres ( angles inscrits dans (C) interceptant le méme arc
)
AQ). Q

-
Or (04,042 = a[27r] ou « est une constante. 0 \_/1

On en déduit que la droite (4£2) est fixe dans le repére (4, #, V') et que le c.ir. / est sur la normale &
(A02) en 2.

[ est ainsi a l'intersection de (£28) et de la perpendiculaire a (A) en 4. Le
point / nous permet de construire le point caractéristique A de
I'enveloppe de (4B) a l'instant considéré, projeté orthogonal de / sur
(4B).

Montrons alors que le point M décrit une certaine parabole de foyer £2.
Pour cela, on peut considérer la similitude s de centre B qui envoie / sur
M, posons s(4) =H.

s est d'angle -at ou -a +

— — > >
car (BA,B€2) = (0OA4,08) = a[n]

M est sur le cercle de diamétre [AB] car IMB est rectangle en M
I->M
B—>B
A—->H

Donc AHB est rectangle en M

o 71

On en déduit (O4,0H) = -a[n] ( par le théoréme des angles inscrits
dans (C) )

s(4) = H donc la droite (OA4) a pour image par s une droite passant par /A et faisant un angle de -ox
] avec (OA) : il s'agit précisément de (OH).

On a ainsi obtenu :
s:(0A4) - (OH)
(I4) — (MH)
(OA) L (I4) d'apres la construction de / donc (OH) L (MH) ie H est le projeté orthogonal de M sur
(OH).

Vérifions enfin que MH = M2
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- —
Cela resulte du fait que (BA) est "axe de symétrie" ( par sa bissectrice ) intérieure de (BQ2.5H) et M
est sur (4B), H et 2 sur (C).

Conclusion :

- La droite (OH) est fixe puisque faisant un angle (-ot) avec (A).

- £ est fixe par hypothése.

MH = M2 avec H projeté orthogonal de M sur (OH) = § signifie que M est sur la parabole de foyer
{2 et de directrice d.
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