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Salrodiction

Pour la troisiéme édition du stage Aimer I‘aire des Maths, une décentralisation s’imposait!
Dieppe et les personnels du Lycée Ango nous ont donc trés gentiment accueillis. Est-ce a
cause de I’orientation géographique, de la teneur en iode, voire de la gastronomie que tant de
gens aiment encore 1a faire des maths?

Comme le prouvent ces actes, la troisiéme édition proposait un programme varié et captivant.
Rappelons qu’il s’agit de proposer aux stagiaires des interventions qui ensuite deviendront des
articles. Le point de départ peut étre une présentation originale d’un théme vu en cours, les
développements d’un exercice ou d’un devoir, ou encore un complément de formation sur un
concept dépassant le cadre du Lycée (a condition de le présenter a I’aide d’un matériel simple
et de ne pas plagier les manuels canoniques).

Cette anncée, I’analyse (cf. les diverses sommations de la série harmonique alternée), avec des
prolongements numériques (cf. Newton), la théorie des nombres (cf. Moébius), I’algébre (cf.
les nombres hypercomplexes), les probabilités (cf. le paradoxe du prisonnier), et enfin la
géométrie (version cinématique quand on fait tourner une équerre, projective -cf. autour de la
perspective-, ou enfin algébrique -cf. la polarité-, furent de la féte.

Jespére que le lecteur retrouvera en parcourant ces articles une partie du plaisir éprouvé par
tous ceux qui ont aidé a élaborer ce document.

Luc Sinégre.
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L’an dernier, pendant ce méme stage, une collégue nous a proposé d’introduire le cours sur les
nombres complexes en ajoutant au corps a trois éléments une racine carrée de 2.

Il est possible de montrer aux éléves, en exercice, comment un léger changement sur la relation
fondamentale, transformer i>=-1 en i>=1 ou 0, bouleverse certaines propriétés du corps des
complexes et en préserve d’autres.

Le but de cet exposé est de présenter les structures de nombres complexes généralisés et quel-
ques unes des propriétés géométriques des nombres duaux.

1. Introduction

L’ensemble des nombres complexes généralisés est I’ensemble des nombres qui sont de la
forme a+bE, a et b étant deux nombres réels et £ un symbole tel que £?=-1 dans le cas des
nombres complexes, £?>=1 dans le cas des nombres doubles, I>=0 dans celui des nombres
duaux. D’une fagon plus générale £ vérifie une équation du second degré a coefficients réels.
Dans la suite nous prendrons /£=i, quand il s’agira de nombres complexes, =e de nombres
doubles et £=f de nombres duaux.

Les nombres doubles ont été introduits au siécle dernier par le brillant mathématicien anglais
William Clifford. Clifford (1845-1879) n’a d’ailleurs pas cherché une généralisation des nom-
bres complexes, mais il a prolongé la découverte de Hamilton (le corps des quaternions) pour
trouver des nombres qui puissent interpréter les isométries vectorielles (comme les quater-
nions), mais aussi les isométries affines. Le pére des nombres doubles est le mathématicien
allemand Eugeéne Studi (1862-1930).

L’addition des nombres complexes généralisés est évidente. Pour la multiplication on obtient
dans chaque cas, a, b, ¢, d désignant quatre réels quelconques:

(a+bi)(c+di)= (ac-bd) + i(ad+bc)
(a+be)(c+de)= (ac+bd) + e(ad+ bc)
(a+bf)(c+df)= ac + flad+bc)

On vérifie facilement que cette multiplication définit une loi de composition interne sur
I’ensemble correspondant, qui est commutative associative et que dans chaque cas 1 est élé-
ment neutre.

L’application ¢:(a+ Eb) ——>(a — Eb) est bijective car involutive.

Pour tout couple de nombres complexes généralisés z et z’ ona @(z+z') = p(z)+ ¢(z') et

@(z.2') = p(z).9(z").

Démonstration: posons z=a+bFE et z’=c+dE. Dans chacun des cas /2 est un réel a et
P(z.2)= ¢g[(a+bE)(c+dE)]= g[(act+abd) + E(ad+bc)]= (ac+abd) - E(ad+ bc)
o(z)p(z')= p(a+bl) p(c+dl)= (a-bL)(c-dI)= (ac+abd) - E(ad+bc)

On a aussi, comme avec les complexes ordinaires, que z est réel si et seulement si z=2z =¢(z).



2. Le module et Pargument.
Soit z un nombre g-complexe. On définit le module en choisissant judicieusement la bonne ra-

. . , . . .y 2 — . " , .

cine carrée définie par I'égalité |z| =|z.Z]. Avec cette définition on a évidemment
2 2 2

j2.2]" =[]

Dans le cas des nombres doubles | lz.f] = laz -b2‘ en choisissant la racine carrée qui coincide

avec le plus grand, en valeur absolue, des deux nombres a et b. Attention ce module peut donc
étre négatif!

Exemple |-5+3e| = —4.
La propriété de morphisme du module est encore difficile a atteindre avec notre définition.
Dans le cas des nombres duaux |z.2| = ‘02\ on choisit la racine carrée a. Le module peut donc

encore étre négatif!
Exemple l—5 +3f| =-5.
Dans ce cas c’est I’égalité
(a+bp)(ct+df)= ac + flad+bc)
qui indique la propriété de morphisme du module.
On peut écrire une propriété supplémentaire;
pour tout couple de nombre duaux zetz’ona | z-z1=| |z| -zl =|z]-|z]

Remarque: pour les nombres doubles et duaux le module d’un réel est le réel lui-méme.

Théoréme: Un nombre g-complexe est inversible si et seulement si son module est différent de
Z€ro.

Démonstration. Supposons z inversible et appelons z’ son inverse. L’égalité
_ W2 2) 12
=i} = 221" =[] ||

prouve que le module de z ne doit pas €tre nul.

Supposons maintenant le module de z non nul. Appelons z’ le g-complexe %
z

z.z o . , . .
Onazz'=—5 =1 ou -1 etdonc quite a changer le signe de z’ nous avons bien trouvé un

z

Inverse pour z.

Si I’on introduit la représentation géométrique
des nombres g-complexes de fagon ordinaire,
’ensemble des nombres doubles non inversi-
bles correspond aux droites d’équation
x*~y*>=0. L’ensemble des nombres duaux
non inversibles correspond a I’axe des imagi-
naires purs.

-

[’ensemble des nombres doubles ou duaux est donc muni d’une structure d’anneau non intégre
(et méme d’algebre) commutatif. Ces ensembles possedent des diviseurs de zéro (1-¢)(1+¢)=0
par exemple ou encore f,f=0.



Remarque: 11 est commode de compléter I’ensemble des nombres duaux par deux symboles: on
note w I'inverse de f et oc I'inverse de 0.

Soit z=a+bf un nombre dual, non imaginaire pur, ¢’est-a-dire de module non nul.
g

r=a(1+2 )= 2] (1+ farg(2)

On définit donc arg(z) = é—
a

Pour deux nombres duaux de modules non nuls on a
b b’ b’
zz'=aa’(l +5_/)(1 PT H=aa’(l +é \PT )f) et donc arg(zz’) = arg(z)+arg(z’).

Pour arriver a I’argument d’un nombre double, il faut se fatiguer un peu plus:

Proposition: Etant donnés deux nombres réels a et b (avec a positif) tels que a>-b>=1, il existe
un réel et un seul ¢ tel que a= ch(?) et b=sh(7).

Démonstration: La fonction sh est continue et strictement monotone sur R donc (aprés étude

simple des limites) on peut dire qu’elle réalise une bijection de R dans R. Il existe donc un ¢
unique tel que b= sh(#). On a donc a*=1 + sh*(¢)=ch?(/). Comme a est positif on trouve a=ch(/).

Soit z un nombre double de module non nul. Supposons que sa partie réelle soit en valeur ab-

. . . . a
solue plus grande que Iimaginaire! et en particulier non nulle. Si I'on pose &, = u on peut

écrire
la] b

\/laz —bz} ' 80\/

Puisque A et B sont deux réels qui vérifient les hypothéses de la proposition précédente, nous
sommes sir qu’il existe un réel unique 7 tel que. z = |z|(ch(f) +sh(t)e).

z=a+be =z e) =|z|(A + Be)

az—bl

Si la partie réelle n’est pas en valeur absolue plus grande que I’imaginaire on peut écrire

S0 (ch(1)+ sh(1)€) = ——te (sh(1) + ch(r) €) = |z|(sh(1) + ch(t)e)

z:e(b+ae):e'z’=e—\/‘—b—2j——a2| ‘Al_)z_azl

La décomposition « trigonométrique » d’'un nombre double inversible est donc unique.

Application: Le module du produit de deux nombres doubles inversibles est le produit des mo-
dules, ’argument est la somme des arguments.

Démonstration:
Supposons z et z’ ayant la décomposition du premier type.
zz'= |z||2|(ch(t) + sh(t) e)(ch(t') + sh(t') e)
= |z]|z|(ch(r)ch(t') + sh(t)sh(1") +e(ch(r)sh(t') + ch(1")sh(1)))
= |z||z|(ch(t +1") +esh(t+1))

! Interpreter directement cette hypothése sur la représentation graphique précédente.



Si z et 2’ ont une décomposition différente

zz' =|z|2'|(ch(r) + sh(t) e)(sh(1') + ch(t')e)
= [2]}2(ch(t)sh(t') + ch(r')sh(r) + e(ch(t)ch(') + sh(r)sh(r')))
=|z|z|(sh(t+1') +ech(t +1'))

Dans le cas des deuxiémes formes
zz' = |z||z'|(sh(t) +ch(t)e)(sh(1')+ch(1')e)

=|z|lz|(ch(t+1') + e sh(t +1"))

3. Classification des complexes généralisés.

Pour tout couple de nombres réels p et ¢, on considére I’équation X? = pX+¢g associée au sym-
bole I qui définit les complexes généralisés.

Si le discriminant p*+4q de cette équation est positif on appelle § une racine carrée, s’il est
strictement négatif on appelle & une racine de -p>-4q.

o b bd : o .
Papplication? @: atbE —— (a+; p) + & permet de définir une bijection (c’est facile a

vérifier) de I’ensemble des g-complexes vers ’ensemble des complexes lorsque &=/, des nom-
bres doubles lorsque g=e et des nombres duaux lorsque &=f Cette application définit un ho-
momorphisme additif et; ce qui est plus difficile a vérifier, un homomorphisme multiplicatif. Je
donne sous MAPLE la vérification formelle obtenue.

Proposition: L’algebre des nombres g-complexes est isomorphe (selon le signe du discriminant
de I’équation qui la définit) au corps des complexes, ou aux algébres des nombres doubles ou

duaux.

Définition de la multiplication entre deux complexes, doubles, ou duaux z et t.

mult .= proc(z, t, symb)

locala b, ¢, d T
a:=zfIl];, b:=z[2]; c:=1tfl]; d:=t[2];
if symb =ithen T := [a*c - b*d a*d + b*c]
elif symb = e then T := [a*c + b*d a*d + b*c]
else T := [a*c, a*d + b*c]
Jii
T

end

2 Pour comprendre comment cette application est formée, il suffit de considérer le cas A<0 et d’écrire explici-
tement ¢n fonction de / une des racines de 1’équation.



Définition de la multiplication de deux nombres hypercomplexes (p, q supposés donnés globa-
lement).

muld := proc(z, 1)
local a, b, ¢, d;

a:=z[I1]; b:=z[2]

c:=1tf1]; d:=1t[2];

[a*c + b*d*q, a*d + b*c + b*d*p]
end

Définition de l'isomorphisme qui associe a un nombre hypercomplexe un nombre complexe,
double, ou dual (c'est le paramétre symb qui régle I'ensemble d'arrivée).

phi := proc(z, symb)

local a, b, A, B, d;
a:=zfl];, b:=z[2];
A:=a+ 1/2**p;
d:=p"2 + 4*q;
if symb = fthen B := b
elif symb = e then B := 1/2*b*sqrt(d)
else B := 1/2*b*sqrt(-d)
fii
(4. B]

end

Vérification de la propriété de morphisme
z:=[a,b]:1:=[c,d]:
for symb in {e fi} do
(simplify(phi(muld(z,t), symb)-mult(phi(z,symb),phi(t,symb),symb))). od;
[0,0] [0,0] [0,0]



4. Interprétation géométrique des nombres duaux.

On considére D une droite orientée
du plan, que I’on peut décrire, grace

a un pole O et un axe polaire X par
un couple de réels (6, s) si elle n’est
pas parallele ou antiparallele’ a

0 0 R ) . . .
A z I’axe polaire. Le réel s représente la
Od=s mesure algébrique OA4 du pole au

point 4 d’intersection de la droite

R avec 'axe polaire.

Le réel @ appartient a ]-7,0[\U ]0, #{ et représente la mesure de I’angle orienté (X,ﬁ).

IR % 6
On associe ainsi & D le nombre dual z = tan ) (1+ f5) dont le module est tan 5 et d’argument
" X % )
s. Réciproquement, a tout nombre dual de module non nul u+fv = u(l +I—/) on associe la

droite qui passe par le point d’abscisse 5=Arg(u+fv) de I’axe polaire et qui fait un angle 6 =

2Arctan(u) avec lut.
La distance de I’origine a une de ces droites est en valeur absolue*

2tan 5 2y

1+ tanzg ]Azlz

d=ssin(0)=s

On associe donc (en faisant tendre le module de z vers 0) aux droites horizontales d’équation

cartésienne y=-d (orientées directement par rapport a I’axe polaire) le nombre dual >

. . . . . 20 ) .
En associant aux antiparalléles d’équation y=-d le nombre g eta I’anti-axe polaire le sym-

bole « le paramétrage de I’ensemble des droites orientées du plan est terminé.

Dans la suite, pour des raisons pratiques on confondra la droite orientée avec le nombre dual
qui lui est associé, on notera ainsi (z,z’) pour ’angle orienté qu’elles forment.

angles de deux droites

ona (z,2°)=(z,0) +(0,2’) =(0,2’) - (0,z) = Arg (z’) -Arg(z) = Arg(%)

3 Deux droites orientées sont anti-paralléles lorsqu’elles ont le méme support mais des orientations différentes.

4 Nous obtenons ce résultat sans valeur absolue, 4 condition de prendre une orientation rétrograde pour la nor-
male. Dans ce cas une équation paramétrique de cetl axe est x= p sinf et y= - p cosé et comme 1’équation
normale de la premiére droite est xsin@-ycosd -s siné = 0 on trouve pour p, qui mesure la distance orientée
de O 4 la droite la valeur s sind.



5. Etude du groupe circulaire.

Les transformations ponctuelles du plan affine euclidien ont des représentations complexes.
Les éléves de terminale savent que toute similitude directe (ie la composée d’un déplacement
et d’une homothétie) posséde une représentation de la forme z — a z + b (avec a un com-
plexe non nul). D’une fagon plus générale, on démontre que toutes les applications com-

+b
plexes de la forme z — %‘;3 avec le déterminant ad-bc # 0 forment un groupe qu’on ap-

pelle le groupe circulaire. On démontre assez facilement que toute application circulaire est le
produit d’un déplacement, d’'une homothétie et d’une inversion singuliére. On peut alors se
demander a quoi correspond le groupe circulaire de I’ensemble des nombres duaux. Pour ré-
pondre a cette question il faut détailler quelques applications géométriques particuliéres opé-
rant sur les droites.

Quelques transformations

La transformation qui a un axe z associe I’axe antiparalléle de méme support z’ induit le cal-
cul suivant:
(A 0 -1
z’=tan ‘3‘( 1 +sj)=-cotan§( 1+sf)= g
tan f( 1-51)

C’est d’ailleurs grace a ce calcul que I’on a pu trouver quoi associer aux antiparalléles hori-
zontales.

Transformer un axe z en I’axe -z, correspond

a associer a z le nombre
0 -0 0 M
z’= -tan 57(1+.$f) = tan 7(]+sj) ‘\\%
donc a effectuer la symétrie par rapport a
I’axe polaire.

v

2z —
correspond a la symétrie par rapport au pole.

On montre facilement que I’application
A o AL

Une translation de vecteur d’abscisse 7 sur 0, A/ A’/‘ R
I’axe polaire associe a la droite z la droite z’ / /
telle que



z'=tan 'ZQ(H (st)p) =z (1+ 1)

Une translation de vecteur d’abscisse ¢’ sur
I’axe perpendiculaire a ’axe polaire corres-
pond a une translation de ’cotané sur I’axe
polaire et transforme donc la droite z en la
droite z’ telle que:

z'=z (1+ (’cotan@f)

v

1-tan? 5 — _
2 - _
Orfcotan9=f 0 = j] ZZZ = —(—l———zz—)f~:4/i(l—-z) car zf = Ef
2tan ~ 2 2z 2z
2 1+sf
Donc
ﬂ!
' 12 ] ol (Z+*
z’:z(1+t'cotan9f)=z+f—l—ﬁ—z:(z+f—t)(l—ﬂ)———~«—2——,~
2 2 2 2 zft
(1+7)

Donc le cas d’une translation générale de vecteur de coordonnées (7,1’) correspond a la
transformation complexe

S S S
e (z+~2~~): ((l+y”)z+—2—):(1+tf)z+—2~:szqp: pr+q
zft' zft' zft' qpz+pp —qz+p
1+ (1+30) (1+25) pzr PP —qzrp

1 I
en posant p= 1 +—j;— etg= —f;

Effet d’une rotation de centre O et d’angle

a.
L’axe z faisant avec I’axe polaire un angle 6
est transformé en un axe z’ qui fait avec ’axe 0 A’ A

polaire un angle 6+a.. / /
0

a
O+a tan2+tan2
Onalz’| =tan 5 =

v

I - tamtan
- tan‘z‘tan 2

Donc (en utilisant la propriété de linéarité du module pour les nombres duaux) on a :



a
|z|+tan7 z +tan i
- £ 2

Il

|21= «a a
1-] z| tan—z“ 1-ztan E

Ceci nous incite a calculer I’argument de ce nombre dual

z+ tan%
a a
Arg 4 Arg (z+ tan?) - Arg(1 - z.tan—z—)
I- ztan"

= Arg(tan%( 1+ fs+ tan%) - Arg(1 -tang“tangz-(] +15)

A 6 a
tan 2 S S tanitan 2

9 |l
tan2 tan2 -tan—z‘tan2

6
s tan(1+tan’ %)

% a 0 «a
( tan7+tan7)(1- tan—2‘tan‘2‘)
§ COS5 SIS Sind

6+a . O+a sin(6+a)
oS5 sin——

Or par la rotation, on remarque que d= s sinf=s’sin@’
sind sin@
doncArgz’ =8 =s =5
& sin@ sin(+q)

z+ tan%
. r ’ Z+ql
On vient de démontrer que z’= P (avec Arg q, =0).
l-ztany  1-gz

La forme générale d’un déplacement est donc (en regroupant les deux paragraphes précé-
dents)

S

oo 1-92 _pzrtpgtq-qqz_z2(p-qq)+tpgtq _ PztQ

Z =
_ _zt o _ - _
p-q"’(h‘ PPqz-92-99, p-99,-z(qtpq,)  P-z0
l1-q:z

On démontre, et nous admettrons que réciproquement toute application de cette forme cor-
respond a un déplacement.



Etude d’une application particuliére, I’extension:

. . C ., zt 1
Soit I’application qui a I’axe z associe z’= 1-gz avec q% et donc | q | =0.

tang‘(l + fs)+g
Onaz=
l-g tan%(l + )

6 t 60 t 60
= [tan7(1 + fs+7 tan7)][1- Stan> )]

7= [tan%(l + j(s+% tang-)][lJr étan% D]
7= tan—g—(l + j(s+%( cotan‘g" + tang‘))

z’= tan%(l + fls+ 1511—0))

Si ’on calcule la distance de O a la nouvelle
droite on a

) 1 . )
s’sin @’ =(s+t—— 9)sm(9’=ssm¢9’+t
sin

donc
s’sin @’ = p+t

La droite transformée est donc construire / 0 V A\
r

en « translatant polairement » la droite ini-
tiale de 7. On appelle cette nouvelle applica-
tion une extension de parametre /.

v

Pour finir, I’application qui a z associe — avec
z

k un réel donné, s’appelle une inversion axiale

de pdle O et de puissance £.

Le deux équations

| 2’| |zl=k et Argz’ = Arg z définissent par-
faitement la droite image, elle coupe I’axe po-
laire au méme point que la droite initiale, et

v

. [
I’angle & est défini par tan 7 tan 502 k.

Pour finir, nous laissons donc le plaisir au lecteur (qui pourra aussi se reporter a la bibliogra-
phie) de démontrer le théoréme suivant, dual du théoréme sur le groupe circulaire complexe:

10



r . . . a Z + ’ .
Théoréme: Toute transformation axiale double de la forme z — o5 1 g avec le déterminant

ad-bc inversible dans ’anneau des nombres doubles, est le produit d’un déplacement ou
d’une inversion axiale, ou d’un déplacement et d’une extension.

Bibliographie:

YAGLOM (Isaac Moiseevich). Les nombres complexes et leurs applications en géométrie,
Paris: Dunod, 1966.

CLIFFORD (William Kingdon). Mathematical Papers (1882); rééd Chelsea publishing com-
pany, New York, 1968.

HAMILTON (William Rowan). On Conjugate Functions, or Algebraic Couples, as tending to
illustrate generally the Doctrine of Imaginary Quantities and so con-
firming the Results of Mrs Graves respecting the Existence of Two in-
dependent Integers in the complete expression of an Imaginary Loga-
rithm, British Association Report (1834), p.519-523; MP3, p.97-103.

Marcel BERGER (Géométrie (5 vol.), Paris: Nathan, 1979) cite plusieurs fois Laguerre® et
renvoie pour ce qui concerne la géométrie des cycles a 'ouvrage A4
Course of Geometry Cambridge University Press de D. PEDOE.

3 « La formule de Laguerre: ce qui suit est le fruit des cogitations de Lagucrre, alors sur les bancs de la taupe,
pour expliquer le cours de Géométric de son profcsseur, cours qui ne le satisfaisait pas. » (1.2 p.54).
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On se propose de résoudre ici I’exercice suivant:

Etant donné un cercle C de centre O, de rayon 1; u
point € tel que OQ < 1; 4 et B deux points de C tel
que

;08 =7
Quelle est ’enveloppe des droites (458)?

On procédera selon le plan suivant:
0- Dans une partie préliminaire, on rappellera ce qu’est une enveloppe de droites et

comment on peut la déterminer pratiquement.
1-Puis on approchera le probléme posé par des exercices élémentaires.

2-On résoudra enfin le probléme dans le cas ou OQ<1.

0. Notions d’enveloppes de droites.

0.1 Définitions:

Etant donnée une famille de droites (4,),.,, / désignant une intervalle réel, on dit que C est
« une courbe enveloppant les droites (4,) » quand toute droite 4, est tangente en un point de C
et si toute tangente a C est une droite de la famille (4)),,

Remarque: C peut naturellement étre paramétrée a I’aide du parameétre #. On peut méme en
suivant la définition précédente, construire une bijection entre les points M(u) de C et les droi-

tes (4,) tangentes a C en M(u). On appelle M(u) le point « caractéristique » de I’enveloppe C.

Exemple: Etant donnés deux réels strictement positifs a et b la famille de droites d’équations

. 2 2
. X cosu Y sinu X
cartésiennes — 7 + x 57 = 1, avecue R, a pour enveloppe 2T % =1.

0.2 Détermination pratique.

d’équation générale

X Au) + y pu) + () =0,
A, 1, v, étant trois fonctions définies et de classe C* sur un intervalle / de R , admet en géné-
ral une enveloppe C engendrée, lorsque u varie, par le point commun a 4, et a la droite 4,
associée dont I’équation

Théoréme: La famille (4,)

uel

12



xA@)+y )+ yw)=0
est obtenue en annulant la dérivée par rapport a u du premier membre de I’équation de 4, ..

Démonstration: nous allons pour des raisons pratiques écrire la démonstration dans le plan projectif en asso-
ciant a tout point M ses coordonnées homogeénes (x,y,2).

Pour tout réel u fixé de /, I’équation de 4,, est alors x. A(u) + y u(u) + z (u) = 0.

OnadoncM € 4, < Fu). Nw)=0 (*)

Supposons d’abord qu’il existe une paramétrisation F () (au),Xu),  u), F' étant une fonction dérivable sur I,
de 'enveloppe C déterminée par la famille de droites (4,,),, .

Pour tout point M de I’enveloppe C il existera donc un réel « et une droite 4,, tel que 4,, est la tangente en M 4
CetOM=F (u). Soit N (u) Ia fonction vectorielle de classe C* sur I définie par N (u) (/l(u),,u(u) Wu)).

On a donc en dérivant (*) F'(u). N (u) +F" (u). IV(u) 0.

Par définition F ’(u) est nul ou directeur de 4,,, ce qui donne F '(u). N () =0.

F). Nuy=0
Finalement le point M est déterminé par les deux égalités (¥) { thg IVS?u))=O

Réciproquement si le systéme posséde une solution! unique F'(), on déterminera par cette fonction unc
courbe paramétrée qui répondra entiérement au probléme posé.

Il ne reste plus qu’a traduire analytiquement (en coordonnées ordinaires le syst¢éme (X) pour obtenir le théo-
réme.

1. Exercices d’approche.

1.1 L’expérience nous laissant penser que I’enveloppe en question est une ellipse, nous appele-
rons désormais (E) cette solution conjecturée et nous allons commencer par nous intéresser
aux positions particuliéres que peut prendre la droite (45).

Dans toute la suite, on considére un repére orthonormal, (O, 7, j) direct, O désignant le
centre du cercle (C), de sorte que € ait pour coordonnées (a,0) et a €[0,1]2.

1* cas particulier:

(AB) paralléle a ’axe des ordonnées; deux positions
sont envisageables comme les indique la figure 2 ci- Ar

x

La formule d’Al-Kashi, appliquée convenablement

0
dans le triangle QOA nous permet d’écrire d’autre
part:
QA= QO*+ 0A4*- 2 04 QO cos ¢ /
ol 1 = ((OW,04)

A~ |

contre. \
Dans le triangle isocéle QQHA rectangle en H: B
2 QH*=QA*

x®
P>

On définit: 2 QH*=1 + & -2 a cos ¢

1 On peut remarquer, que lorsque cette solution correspond 4 z=0, on ne trouve pas un point de I’enveloppe
mais une asymptote.
2 On pourra vérifier que les calculs des pages suivantes ne souffriraient pas de I’hypothése a €[-1,1]. Le seul

cas vraiment génant est lof =1.
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Comme enfin: QH*= AH=sin’ = 1- cos’t, on peut affirmer que cos ! est solution de I’équation:
2x* -2ax +a?-1 = 0 qui a pour discriminant (réduit) §=2-a” toujours strictement positif puisque

. L . a\2-o . .
o<1 et qui a donc deux solutions réelles distinctes 3 . Il est alors aisé de vérifier que

x+g{22

la fonction définie par g(x) = 5 — (avec &=%1)

. . 1 -1
est croissante sur [0,1] et varie de _\/—5 a 1 pour &=1 et de '\7—5 a 0 pour &=-1.

Ce qui nous autorise la conclusion suivante: il existe toujours deux solutions en ¢ telles que cos

a _i‘_\[2-af2

=
. 1 - .
Remarques: (1) si on prend par exemple o=y, autrement dit si €2 est au milieu d’un rayon de

187

(C), on obtient la valeur suivante a = 7 que I’on croirait sortie d’une vieille malle en osier
du grenier...etc.
(2) On vient de déterminer -tout au moins on I'imagine- la position des tangentes verticales de

: . . a .
ellipse (F) et par 1a, son centre m, dont les coordonnées sont (—2‘;0) (demi-somme des solu-

tions précédentes). Le point m est donc tout simplement le milieu de [0,Q2].

(3) Dans le cas a=1, le point Q appartient au cercle (C), la droite (4B) est un diamétre et con-
tient toujours le point O qu’elle « enveloppe ».

2™ cas particulier:
(4AB) paralléle a I’axe des abscisses:

Icil’ona /N
OK*= QK* - O)* (dans le triangle OQK) B K W

= OA* - AK* (dans le triangle OKA)

Or puisque X est le centre du cercle circonscrit
au triangle AQK  QK*= AK®
On en déduit 0 n

OK*= (0A4*- OK*) - O /
et finalement  OK’= ‘1.—2%2

1_ 2
OK=+ 2a

B,

1
Remarques: (1) pour a = 5 on trouve OK = 5 \/5 ......

(2) On vient de déterminer ce qui sera la position des tangentes horizontales a (E), 7e les demi-
axes verticaux.
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Récapitulation.

(E) doit avoir pour équation cartésienne ré-
duite

37y _
@) ()
4 2

* On observe que les foyers sont situés en O
et Q!

\2-d 1-a?

5 et b= >

. . a
, on a bien, toujours, a>b et c=+/a’-b’ = 5

* cas particuliers: (1) a=0 (fe Q au centre O)
I’équation devient 2x*+2)?=1, c'est-a-dire celle

En effet si I’on pose a =

1
du cercle de centre O, de rayon $

1 ) ) 6 1,8 - C . , .
2) a=7, on obtient I’ellipse ‘1:/‘ (x-z)2+§ =1 (en voila une qui mérite peut-étre qu’on la pré-

sente a nos joyeux éléves curieux de TS option spécialité maths!).

(3) =1 (Q est sur le cercle), on obtient y=0 et le rayon-segment [OQ)] comme ellipse aplatie.
Ceci prouve la non continuité du phénoméne puisque dans ce cas nous devrions trouver un
point comme nous I’avons vu au numéro 3 des remarques de la page précédente.

1.2. Le probléme posé n’a pas manqué de nous renvoyer a nos classiques. Dans tout bon ma-
nuel de TS, on trouve les exercices suivants:

1.2.1

« Etant donné un cercle C(O;1), © un point du plan tel que OQ<1, A et D deux droites
perpendiculaires en €2 coupant C, respectivement en 4, 4’, et B, B’

(on peut bien sir choisir ((U4;Q8) = g).

on démontre que la médiane du triangle QAB issue de Q est la hauteur du triangle
QA’B’. »

Cet exercice se résout trés bien a I’aide du
produit scalaire et, par exemple, aprés une
introduction en douceur de la notion de puis-
sance par rapport a un cercle.



En effet on pourra écrire:
V=5 (V4 + B)
puis
O1 4B = 2T+ IB) (OB -0 )
= 2OB.OB-LOT)
=0

puisque QA4.Q4 = OB QB '= -1, appelée
puissance du point  par rapport au cercle C.

1.2.2
Avec les mémes hypothéses que celles de 'exercice 1.2.1 « Quel est le lieu des points /
milieu de [4B] quand le point 4 parcourt le cercle C. (on fait donc tourner I’équerre

(AA’, BB’) autour de Q!) »

Ceci est une application reconnue de la legon
sur les « lignes de niveaux ».
On écrit
OA*= Or+ IA* = O+ IQY?
(avec OA4=1)
On appelle m le milieu de [OQ] pour écrire la
formule de la médiane:

Im*= %( O+ IQY) - i‘ o0?
On obtient

Donc I appartient® au cercle y de centre m et

N2

de rayon ——

7N

Remarque: * On retrouve en la personne de € un visage connu; en 1.1 on a rencontré

2-o
_@E_ On se laisse aller a comprendre

I’équation 2x*-2ax+a’-1=0 qui avait pour solution 5

que y est le cercle principal de ’ellipse (E).

1.2.3

Avec les hypothéses et notationsque de I’exercice 1.2.1 « Quel est le lieu des points H,
pied de la hauteur issue de Q dans le triangle 4B, quand le point A parcourt le cercle
C. (cf figure précédente)? »

En fait, pourquoi se le cacher plus longtemps ce lieu est le méme qu’au 1.2.2.

3 Nous laissons au lecteur le soin d’étudier la réciproque (tout point du cercle peut-étre représenté par un point
I') et de voir ou intervient la commutativité du corps de base.
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En effet,

(OI) L (AB)  (propriété de médiatrice)

QI LAB) (ex 1.2.1)
donc les droites (€2 ") et (OI) sont paralléleset puisque de la méme fagon on montre que (£2/)
et (OI") le sont également ((O1")L(A'B’) et (A)L(4'B")) le quadrilatere (OI€2/ ") est un paral-
lélogramme; mais dans ce cas, m, le milieu de [O2] devient le milieu de [/I’], [/I’] devient un
diamétre de y et puisque H (ou H’) est tel que /HI’ est rectangle en H (ou H’), on a bien H sur
le cercle y.
Réciproquement si H est un point du cercle y, on trace la perpendiculaire a (QQH) passant par
H. Elle coupe le cercle initial en 4 et B, et recoupe le cercle ¥ en I (éventuellement confondu
avec H). Le point / est d’aprés la réciproque de I’exercice précédent le milieu de I’hypoténuse
du triangle Q4B qui est nécessairement rectangle. Ceci reconstruit parfaitement le probléme.

2. Résolution du probléme initial.

2.1. Equation de (4B).

Pour résoudre analytiquement un tel probléme d’enveloppes de droites, il nous faut une équa-
tion paramétrée de la droite variable (4B). Or si I’on procéde de fagon triviale en cherchant les
coordonnées de 4 et B -surtout de B- en fonction par exemple de u = (i’ ; OA), on obtient des
calculs qui décourageraient le plus opiniatre.

Mais la chance nous sourit avec le point H qui est sur (AB5) et dont les coordonnées sont de la

a
+ = - 2"0.’2
forme { r cosf 2 oub=(i, m71) et = 3[—2———.(cf exercice 3)
r sin@
rcos 0 - %

On en déduit que Q?l[ J , vecteur orthogonal a (4B) et donc I’équation de (4B):

rsin @
a a . .
(rcos @ - S)(rcos @ + 5 -x) + (rsin 6) (rsin 0-y)=0
ie
2
x (r cos @ —%)+y(rsin 67)=r2—%—2 (= lza)
du type x. A(0) +y u(6) = 1 6O) la fonction y ne dépendant pas de 6.

2.2 Résolution analytique du probléme initial.

On considére alors le systéme (%) { j(g):;/}; I'U ((Z)) Z :/((H)H)

a .o 1-a?
i (E)lx(rcosﬁ-Z)er(lst)— 5

-x sin @+ ycos @ =0
qui donne les coordonnées du point caractéristique M [de (£)] en fonction de 6.
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, . R r , s . .
On note que le déterminant du systéme () est A= 5 (2 r -a cos 6) et que ce réel n’est jamais

o 2r=\[2-a2> 1
| sauf* r=1 En effe v .
nul sauf* pour oo ( Eneffet | & cosdl <1 }pourae [0,1])
1-&/
x()=cos 05—
. ) 2r-acos 8
On peut alors écrire le couple solution: -
¥0) = sin 02r-acos{)
1-&

et ensuite la norme du vecteur OM o0 = 2r-cicos O

(en insistant sur le fait que d’aprés la remarque précédente 2 r -a cos 6> 0)
On reconnait I’équation polaire®* d’une ellipse dont un des foyers est I’origine du repére (ici O)

‘o , . a
de référence et dont I’excentricité est e = o

Remarque: On peut éviter le passage aux coordonnées polaires en reprenant I’équation trouvée
au paragraphe récapitulation du 1.1.

(x-%)2 32 B
@) (- !
4 2

pour vérifier que x(6) et y(6) vérifient cette équation quel que soit le réel 6, par exemple
comme suit

a,,
(x-Z)_ (2 rcos 6 -a) . Y. 2(l-e)’sin’ @
¥ (2r-acos ) ¢ (1-&8) (2r-acos 8)
2

et (2r-acos 0)-(2rcos O-a)’=2r-a)l +cos ) (2r+a)l -cos ) =2 (1- &) sin®
cardr’=2-o’...

2.3 Autre résolution.

On peut méme éviter ce calcul cartésien pour procéder -disons- plus géométriquement. Mais
pour cela il faut reprendre le calcul au niveau du systéme (Z) non encore résolu; la deuxiéme
équation de () est celle d’une droite paralléle a (mH) (dont un vecteur directeur est bien
(cos 6, sin 6) et passant par O, ce qui nous permet d’affirmer que le point caractéristique M est
a l'intersection de (AB) et de la paralléle a (mH) passant par O (d’ou une construction géomé-
trique!)

Considérons alors la perpendiculaire a (A8) en M, que nous appelons (&) de vecteur directeur

MS.

4 Nous laissons au lecteur concentré le plaisir de juger cette situation critique.
N T . e . .
3 L’équation en polaire d’une conique dont un foyer est O est de la forme p= m avec d qui représente

la distance de O a la directrice associée au foyer.
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On a bien (OM) //(mH)et (5) //(QLH), donc:
(1) (MOMS) = (Him, HQ) 7]
() (M8, M) =(QM; QM) [n]

(angles « correspondants » )
(angles « alternes internes » )

De plus, dans le triangle OQM, la droite (mH) projette le milieu m de [OQ] sur le milieu x de
[QM], centre du cercle circonscrit au triangle QMH rectangle en H.

On en déduit I’égalité
(3) (Q, QH) = (HQ; Hm) (]
(triangle isocéle uQH)
(1) (2) (3) nous permettent d’écrire
(MOMS) = (M5, M) [n]

Donc § est bissectrice de (MO; M) et par conséquent (4B) est aussi I'une des bissectrices du
méme angle.

La droite (4AB) ne coupant® pas le segment [O€2], on conclut que & est la bissectrice intérieure
de (MOMOY).

On se propose enfin de montrer que la fonction: ¢: : @ > OM(6)}+ QM(6) est constante.

Rappel: Soit ¢ une fonction vectorielle dérivable sur un intervalle / de IR et ne s’annulant pas

> 3

sur /, alors la fonction 1 @ — || ¢ @)|| est dérivable sur 7 et £(6) = l‘%}%

6 11 suffit de faire y=0 dans I'équation de (4B).
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En effet, pour tout @ fixé la fonction ¢ admet un développement limité a I’ordre 1 au point 6:
@(6+h) =) + h 9’ @) +o(h), que I’on peut développer selon le carré scalaire pour obtenir:

S(8+h) =~ ¢ O+h). ¢ O+h) =\[ 9 &) + h " &) +o(W)]
=[98 +2hp0). 9’8 +o(h)]

NFo\ 1428980 )
=l ¢ |I(l+—fe—6:’)>7{.§oﬂ +o(h)) (en utilisant un développement de la racine)
150 2ED-L2 1o
Ainsi  f(6th) = f(O)+ h—ﬁwj‘:%le)‘ +o(h), f admet un développement limité a I’ordre 1 en &

et est donc dérivable en 6, pour tout réel 8, c'est-a-dire dérivable sur /.

La fonction 8 — OM(8) est dérivable sur IR et ne s’annule pas, la fonction ¢, : @ —> OM(6) est

2
donc dérivable sur R et a comme dérivée ¢,’(6) = Omgfwo(]g)] (©
On a le méme résultat avec la fonctiong, : 6 — QM(6) ¢,’(6) = Wgﬁ;{gj (©) , st on a
remarqué que OB et QM avait la méme dérivée ON'(6) puisque QA = QO+ OM.

OM(6) QM(6).

Appelons u (resp v ) le vecteur OM(6) unitaire (resp oM( 9)). Le vecteur «# + v dirige la

bissectrice intérieure de (MO;MQ) alors que par définiton de ’enveloppe, en tout point régu-
lier ON*(6) dirige (AB). Les vecteurs « + v et OM(6) sont donc orthogonaux et

OM{(0).OMY(6) QOM(60).0M*(6
¢,(0) = ¢l,(g) + ¢2,(@ = (Oi/{(g)( ) g—lid(g) ( )

=(u [+ )OM(H) 0

On a ainsi pour tout réel 8, OM(6H QM(6) = C* c'est-a-dire que le point M appartient & une
ellipse de foyers O et Q.
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Le texte qui suit a été proposé en devoir a la maison en classe de Terminale D en 1993-1994.
Une premiére version avait été proposée en Terminale C en 1991-1992.

L'expérience a montré que ceci est trop difficile pour des éléves moyens. Quoiqu'il en soit la
non commutativité de certaines sommes infinies est une découverte pour les éléves ( comme
cela I'a été pour nous!).

ﬂww»d&wm[ﬁmﬂqum J&d‘mou,gon "dimontwna,” (}wz,I

1112—— n2=+o0!
2

Soit la suite h définie par : h, = 1+%+%+...+—1—
n

1 a1
1)a) Soit k un entier naturel non nul , établir 'encadrement suivant: Th < j o= ;
k

+
b) En déduire les encadrements: Vne N* b, —1<In (n+1)<h,

3"+

VneN',In(n+1)<h <lnn+1
c) Calculer : lim h,

n—y+o00

d) Déterminer un entier n, tel que : Vn>ny,h, 2100
Combien de temps mettra votre calculatrice pour calculer A4, 7

G

n

2) Soit (u,),., la suite de terme général : u et soit S, la somme de ses n premiers

n (_l)k—]
termes : S, =
k=1 ’
a) Programmer sur une calculatrice (ou sur un micro-ordinateur!) la suite Sn et calculer des
valeurs approchées a 1070 prés de i o s s gy
Enoncer alors une conjecture concernant la somme infinie :

1 1 1 -n"'

S=l-—+———+. . +>—"—+. .= lim §,
3 4 n n-»+o0
n+l
b) Etablir Iégalité: Vi > ~1,—— = 1— (47 — 4. +(~1)"1" + (-1 L
1+1 {+1
2 3 1\ ] x n+l
Endéduirealors:‘v’x>O,ln(l+x):x—x—+x—+...+L+j(_1)"*'_t__dt
2 3 n+l g 1+1
- 11 G pinl t""
uis que : nh2=1-—+—+.  +—— 1
Lk 2 3 n+1 J( ) l

0

1 nil
c) Etablir I'encadrement : 0 SJ
0

En déduire un encadrement de |/n 2 -S| et la convergence de S, puis calculer sa limite
d) Montrer que : VneN",S, =h, —h,

1
dtsjt"”dt
1+1 o
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3) On se propose maintenant de changer l'ordre des termes ; on les regroupe de la fagon
suivante : deux termes positifs puis un terme négatif et ainsi de suite :

(+3-DHGHz =D Gro—2

On note vl,vz,v3,.‘.,vn,.‘.chaque groupe de trois termes ainsi deﬁm.
1 1

+
4n -3 4n-1 2n
b) Soit §', =v, +v,+...+v,, programmer le calcul de S', sur une calculatrice( ou sur un micro-
ordinateur!) et déterminer des valeurs approchées de: S',,,S",00 >3 " 100 - Que constate-t-on?

a) Montrer que : Va2 1,v,

. 1
c) Montrer que : Vne N, S' =h, - %(hz" +h)=S,, +~2-S2,,

En déduire la valeur de la somme infinie précédente.
Retrouver alors le résultat précédent.

4) On change a nouveau l'ordre des termes de la fagon suivante:

-un terme positif et un terme négatif,

-deux termes positifs et un terme négatif,

-trois termes positifs et un terme négatif,
...et ainsi de suite '

1
(1——) (‘3‘ g—z) (— = _1—3)+”'

On note : w,,w,,w,,...,w, les groupes de termes ainsi définis.
a) Montrer que :

1 1 1 1 1

5 +— +— +ot— -
n -n+1 n"-n+3 n"-n+S n"-n+2n-1) 2n
1

_,,Z,:n n+2k—1 o
b) Etablir alors les inégalités:

Vnzlw, 2

Vn>1l,w, =

n 1 S __)

nin 2n 2(n+ 1) n

Vnz3,w, >L
4n

c¢) Que peut-on alors dire de la somme infinie précédente?

5) Que pensez-vous des trois résultats obtenus?

Remarques:

- Les formules demandées aux questions 2d, 3a, 3¢, 4a peuvent étre démontrées par
récurrence...mais c'est bien plus "beau" par un calcul direct (regroupement de termes).
- Ce probléme a été écrit a l'aide du livre : "Les contre-exemples en analyse" publié aux

éditions Ellipses.
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Cet article est extrait de celui publié dans le bulletin de la régionale de Haute Normandie de
'APMEP ( n°8 : mars 1996)

1. Le paradoxe:

Il s'agit d'un paradoxe "classique" en probabilité. On en trouve un énoncé dans certains livres
de Terminale dans le chapitre consacré aux probabilités conditionnelles. Par exemple dans le
livre de la collection Terracher (Analyse Terminales C et E | ex 71P.280), on donne I'énoncé

suivant

Trois prisonniers partagent une cellule. Ils savent que deux d'entre eux seront éxécutés et
le troisiéeme gracié, mais ne savent pas qui .

L'un d'entre eux demande au gardien :" Je sais que tu n'as pas le droit de me dire qui
sera gracié, mais je te demande seulement de me désigner une personne condamnée
parmi mes deux camarades ".

Le gardien satisfait a sa requéte et le prisonnier reprend :"Je te remercie : avant j'avais
une chance sur trois d'étre gracié , a présent j'ai une chance sur deux". A-t-il raison?

Remarquons une imprécision dans cet énoncé : on ne sait pas comment le gardien choisit parmi
les deux condamnés celui qu'il désignera au prisonnier. Il faut donc préciser que dans le cas ou
ce sont les deux camarades du prisonnier qui sont condamnés alors le gardien désignera ['un
des deux "au hasard" c'est-a-dire de fagon équiprobable.!

Par ailleurs, la "solution" est donnée en fin de livre sous la forme, pour le moins énigmatique :
"Il a tort, confondant la probabilité avec la probabilité conditionnelle".

En quoi consiste le paradoxe ?
Pour le prisonnier: on peut donner deux argumentations:
e il n'y a plus qu'un condamné a choisir parmi deux individus donc il a une chance sur deux

d'étre condamné;
« l'information donnée par le gardien ne modifie en rien sa probabilité d'étre condamné puis-

que de toutes fagons le gardien ne désignera jamais le prisonnier comme condamné, sa pro-
babilité d'étre condamné sachant l'information donnée par le gardien reste donc identique a la

probabilité initiale : 1/3 .

J'ai proposé une version moins "violente" de ce paradoxe en classe de Premiére S au début de
cette année scolaire:

"Un drole de jeu :

A la télévision américaine?, s'est déroulé le jeu suivant: Un candidat doit choisir entre trois
portes numérotées 1;2;3: derriere l'une d'entre elles se trouve un somptueux cadeau qui sera

1 On pourra cependant établir dans ce cas, que, quel que soit le mode de décision du gardien, la stratégie opti-

male pour le joucur reste la méme
2 Notons qu'un tel jeu pourrait se dérouler sur une chaine de télévision frangaisc!
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remis au candidat s'il a choisi cette porte. La porte derriére laquelle se trouve le cadeau est
appelée "bonne"” porte ; les deux autres sont appelées "mauvaises"” portes. Toutefois, dés que
le candidat a effectué son choix ,I'animateur ouvre devant lui une mauvaise porte,différente
de celle qu'il a choisie. Dans le cas ot le candidat a choisi la bonne porte, l'animateur ouvre
au hasard l'une des deux portes restantes. Le candidat a alors la possibilité de modifier son
choix et de choisir la porte fermée restante. On souhaite déterminer une tactique pour ce
candidat.
Albert dit :" Dés que l'animateur a ouvert une mauvaise porte ; il ne reste plus que deux por-
tes possibles : celle que le candidat a choisie initialement et une autre , donc qu'il modifie ou
non son choix ne change rien : il a une chance sur deux de gagner dans les deux cas”.
Evariste dit :"Si le joueur ne modifie pas son choix ,pour gagner il doit choisir la bonne porte
des le début , donc il a dans ce cas une chance sur trois de gagner. Par conséquent s'il modi-
fie son choix il a deux chances sur trois de gagner. Il a donc intérét a modifier son choix".

1) Que pensez-vous de ces deux argumentations?

2) Supposons que le joueur choisisse la porte n°l.

2.1) Compléter I' arbre suivant:

La porte gagnante a pour L'animateur ouvre la porte
numéro
2
/
3
2 > 3
3 > 2

2.2) En déduire la probabilité des événements :
-"L'animateur ouvre la porte n°2"
-"L'animateur ouvre la porte n°3"
2.3)
2.3.1) Compléter alors l'arbre suivant, en notant:
p : la probabilité que la porte n°l soit gagnante lorsque l'animateur ouvre la porte n°2
q : la probabilité que la porte n°1 soit gagnante lorsque l'animateur ouvre la porte n°3

L'animateur ouvre la porte La porte gagnante a pour
numéro
1
2 <
3
/
3
2
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2.3.2) Calculer p et q en utilisant les deux arbres.
2.3.3) In déduire les probabilités de I'événement : "le joueur gagne" dans les deux
cas: - le joueur modifie son choix
- le joueur ne modifie pas son choix.

2. Une solution: laissée au lecteur...(ce n'est pas un plagiat de M. Berger dans ses livres

de Géométrie). Les calculs sont élémentaires mais n'ont pas convaincu les éléves qui avaient
tous conjecturé qu'Albert avait raison.

Au lieu d'utiliser les calculs pour infirmer cette conjecture ...ils ont utilisé cette conjec-
ture pour effectuer leurs calculs!

Autrement dit ils ont cherché des moyens pour arriver a la conclusion qu'ils avaient dé-
terminée a I'avance ce qui est a I'inverse d'une démarche scientifique ... mais fréquent
dans "la vie de tous les jours"... et dans certains débats.

3. Comment convaincre les éléves?

3.1 Encore un arbre!:
On peut effectuer un arbre pour prouver ce résultat :

lére stratégie: le joueur modifie systématiquement son choix initial :

La porte gagnante L'animateur ouvre Le joueur choisit
a pour numMéro la porte
1 1
7 2 » 3:il perd
1
+- 1
3 2 3 » 2:il perd
1
3
1 1
2 >3 » 2:il gagne
3
1 1
3 > 2 » 31l gagne
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D'ou : la probabilité que le joueur gagne en suivant cette stratégie est : 3 x1x1+ 3 x1x1= 3

2éme stratégie: le joueur ne modifie jamais son choix initial :

La porte gagnante L'animateur ouvre Le joueur choisit
a pour numéro la porte
1 1
2 2 » 1:1l gagne
1
2 1 1
3 2 3 » 1:il gagne
1
3
1 1
2 >3 » 1:1il perd
3
1 1
3 > 2 » 11l perd

N o . . B 1 1 1 1 1
D'ou : la probabilité que le joueur gagne en suivant cette stratégie est : 3 X 5 x 1+ 3 X 2 x1= 3

3.2. La calculatrice pour simuler... et démontrer!

Les calculatrices disposent toutes d'une touche Ran# qui renvoie "au hasard" un nombre déci-
mal compris (au sens large) entre 0 et 0,999, ce nombre comportant 3 décimales.
On obtient donc un nombre entier entre 1 et n (au sens large) de fagon équiprobable en utili-
sant : Int(n.Ran#) + 1 | ou Int désigne la partie entiére.
Voici un algorithme permettant de simuler les deux stratégies du joueur.
Pour N essais :
A désigne la porte gagnante
O désigne la porte ouverte par I'animateur
J désigne la porte choisie finalement par le joueur
I désigne le nombre d'essais effectués:
G désigne le nombre d'essais gagnants
P désigne le nombre d'essais perdus
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Affecter la valeur 0 a I,G,P

REPETER

Choisir au hasard la valeur de A parmi {1;2;3}

Si A=1 alors choisir au hasard la valeur de O parmi {2;3}

St A=2 alors affecter a4 O la valeur 3 :

Si A=3 alors affecter 4 O la valeur 2 :

{Lorsque le joueur modifie systématique-| {Lorsque le joueur conserve son
ment son choix initial:} choix initial:}

Si O=2 alors affecter a J la valeur 3
Affecter a J la valeur 1
Si O=3 alors affecter a J la valeur 2

Si A=] alors ajouter 1 a G

Si A#J alors ajouter 1 a P

Ajouter 1 a1

JUSQU'A CE QUE : I=K

Afficher : "Nombre d'essais gagnants :"G

Afficher : "Nombre d'essais perdants" : P

Les éleves ont effectué la simulation en classe , chacun d'entre eux réalisant 100 essais : le ré-
sultat est alors "proche" de celui attendu : dans le cas ou le joueur modifie systématiquement
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son choix initial , il gagne environ 2 parties sur 3 ; il n'en gagne environ qu'une sur 3 s'il con-
serve systématiquement son choix initial.
On peut de plus remarquer que les algorithmes précédents peuvent étre simplifiés .

En effet :
o si le joueur modifie systématiquement son choix initial:
si A=1 alors O prend aléatoirement une des valeurs 2 ou 3 donc J prend une des valeurs
3 ou 2 : ce qui montre que J#A
si A= 2 alors O prend la valeur 3 donc J prend la valeur 2 : J=A
st A= 3 alors O prend la valeur 2 donc J prend la valeur 3 : J=A
o si le joueur ne modifie jamais son choix initial :
st A=1 alors J prend la valeur 1 : J=A (O prend aléatoirement une des valeurs 2 ou 3,
mais cette variable ne sert a rien!)
si A= 2 alors J prend la valeur 1 : J#A (O prend la valeur 3)
si A= 3 alors J prend la valeur 1 : J#A (O prend la valeur 2 )

Par conséquent , on peut écrire simplifier I'algorithme (a I'intérieur de la boucle REPETER)
Choisir au hasard la valeur de A parmi {1;2;3}

{Lorsque le joueur modifie systématiquement son | {Lorsque le joueur conserve son choix initial:}
choix initial:}

Si A=1 alors afficher "PERDU" Si A=1 alors afficher "GAGNE"

Si A#1 alors afficher "GAGNE" St A#1 alors afficher "PERDU"

. . e 2 oy . 1
Il est alors évident de "voir" que la probabilité de gagner est 3 avec la premieére stratégie et 3

avec la seconde.

3.3. Un tableau pour calculer

L'animateur ouvre la porte n°: 2 3 Totaux
La porte gagnante est la porte n°:

1 1 1 1 1
— — X — = — J—
6 3 2 6 3
1 x0=0 1 x1= 1 1
3 3 3 3
! x1= ! 1 x0=0 1
3 3 3 3

Totaux 1 1 1
2 2

En considérant ces probabilités comme des fréquences on peut alors remplacer ce tableau de
probabilités par un tableau d'effectifs , en considérant une suite de 600 essais.
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L'animateur ouvre la porte n°: 2 3 Totaux

La porte gagnante est la porte n°:

1 100 100 200
2 0 200 200
3 200 0 200
Totaux 300 300 600

Dans le cas ou I'animateur ouvre la porte n°2 alors on considére la premiére colonne du ta-

bleau:
sachant que l'animateur ouvre la porte n°2, la probabilité que :

la porte n°1 soit gagnante est : 100_1.
P 815 1300 3°

la porte n°2 soit gagnante est : —O—~0-
P B 1300

la porte n°3 soit gagnante est : 200_2
P & 300 3

On "voit" que la moitié des essais réalisant I"événement: "La porte gagnante est la porte n°l "a
été "supprimée"; : 100 essais donnant la porte n°1 gagnante se trouvent ainsi éliminés; et c'est
pour cela qu'il n'y a pas équiprobabilité entre les deux portes possibles 1 et 3 lorsque I'anima-
teur ouvre la porte n°2 .

4. Conclusion :
J'ai proposé plusieurs méthodes pour convaincre ... dans l'espoir que l'une d'entre elles (au

moins!) serait convaincante pour chaque éléve ou plus précisément , que pour chaque éléve |
au moins l'une d'entre elles serait convaincante... Aprés avoir exposé ces trois méthodes , il
semble que les éléves aient été convaincus essentiellement d'ailleurs par I'utilisation de la calcu-
latrice (simulation puis simplification de l'algorithme).

Toutefois , peut-étre conviendrait-il de tester cela a 'aide du probléme suivant :

"Cent prisonniers partagent une cellule. Ils savent que 99 d'entre cux seront éxécutés et un
seul sera gracié, mais ne savent pas qui .

L'un d'entre eux demande au gardien :" Je sais que tu n'as pas le droit de me dire qui sera
gracié, mais je te demande seulement de me désigner 98 personnes condamnées parmi mes 99
camarades”. Le gardien satisfait a sa requéte et le prisonnier reprend :"Je te remercie : avant
Jj'avais une chance sur cent d'étre gracié , a présent j'ai une chance sur deux".

A-t-il raison?
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0) INTRODUCTION

Etant donnée une fonction f au moins deux fois dérivable sur I fermé, nous noterons (i) la
condition suivante:

flh 1
Ik € J0; 1[tel que: V(x,y) € B, |[fx) - fy)| < k| x - y]

Sous ces hypotheses, il existe alors o unique tel que flor) = o (o est un point fixe de ) et

) u, €l
Vu, €I, lasuite U: converge vers o,
u,, = f(u,)

(onaaussi: Vx € I, [f'(x)]| < k ).

Cette situation est bien connue; nous nous proposons de préciser tout d’abord la rapidité de

convergence de U. La recherche d’une situation optimale nous conduira alors assez

naturellement & la méthode de Newton et a des exemples de convergences trés rapides

(convergence quadratique). Enfin, nous proposerons, a titre d’application le calcul de
z x?
1 = 1y , .

D(z) = _[ W e *dx et surtout de ® ' a l'aide d’une calculatrice programmable
- o0 n

ordinaire.

1) RAPIDITE DE CONVERGENCE DE U

Nous poserons: d, =u, -o (on a alorss u, —2>a < d,—>50),
£ : . C
f'(a) = Pet % = vy . Etudier la rapidité de convergence de U revient a étudier celle

de (d, ) vers 0 en la comparant a des suites connues.

Traitons tout d’abord le cas ou f est affine et définie par f(x) = ax + b avec a € ] 0; 1 [ . La

suite U est alors arithmético-géométrique avec o = et on vérifie facilement que (d, )
-a

est géométrique de raison a (u, -o= (u, -a)a"), ce qui régle la question. A titre

n
anecdotique, on peut aussi remarquer qu’en posanta=qetb=u,, onaalors: u, = Z uq'
=0

U,

1-q

et o =
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Dans le cas général, ’idée est que lorsque u_ est proche de o, f se comporte comme sa
meilleure approximation affine enati.e. x> a + f(x - a) et que le comportement de (d, )
doit étre comparable a une suite géométrique de raison 3. C’ est ce que nous allons préciser.
Remarquons que: f(o + d, ) = f(u,) = u,,, = a + d,,,, puis utilisant le d.1. d’ordre 2
de f au voisinage de o, nous obtenons:
— 2 2 .

fla +d,) = a+ Bd, + yd, + d,e(d,) avec &(x) ——=z—> 0 ou encore:
d
d"*‘ =B + d, (y + €(d,)) converge vers B, ce que I’on

n
pressentait. Plus précisément, on peut montrer qu’il existe a et b réels tels que:
d, = aB" + bp*™ + o(f™), ce qui montre qu’au voisinage de I’ infini d_ est équivalent

dnl-l = Bdn + 'Ydr2\ +d1218(dn) et

aaf3" (voir par exemple: « Agrégation interne ». TISSIER . Bréal).

En conclusion, (d,) converge vers 0 comme une suite géométrique de raison 3. Les suites
géométriques ont la réputation de converger rapidement; cette convergence étant d’autant plus
rapide que B3 est proche de 0, la situation idéale (car nous sommes pressés!) est bien entendu le
cas 3 = 0. C’est ce que nous allons rechercher maintenant.

2) LECASB=0

0+ V2

Commengons par traiter un exemple connu. U est la suite définie par: { fu )
un+l = Un

ou f (x) = %( X + 2 ) .Cette suite tend rapidement vers V2 (méthode dite de Babylone) .
X

u -\/—2—

On vérifie facilement que B = O puis que: u, > vJ2etd, ,, = ——l;———dn, ce qui fournit
un
1 . . | o
d,,, £ —d, etlaconvergence de U. Mais onaaussi: d,,, = ——d_ et par une majoration
un
grossiére d_,, < d . Cette derniére relation permet d’expliquer la rapidité de la convergence.

On remarque d’abord que d.,, = o(d,), puis on obtient d_ < d2 soit en prenant par
3 . " : -
exemple u, = 5 d oud, < 10":d, < 10* . On a alors I’assurance d’obtenir un milliard

de décimales dés que n > 30.

1 . 1 . n .
Pour fixer les idées, la relation d, < (5)"10‘l ne nous donnerait la méme assurance qu’a

partir de n > 3321928092. On parle de convergence quadratique (ou d’ordre 2) lorsque ’on a
une relation du type: |d"H ] < Md2, M > 0. C’est ce type de convergence que va nous

fournir le cas § = 0.

La relation: d_,, = Bd,_ +yd? +d?e(d?) donne immédiatement ds.. =y +¢(d_ ) qui tend
n+l n n n n dz n q

vers y. Toute suite convergente étant bornée, il existe M >0 tel que dm,ls Md?, ce qui est

bien la relation désirée.
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o) =a
f'l@) =B =10
obligeant, nous sommes assurés de trouver un voisinage de a sur lequel (i) sera vérifiée). La
question qui se pose maintenant est: la situation (ii) est-elle courante?

Plus précisément, considérant les deux situations suivantes:
(1) o est racine isolée sur I de f(x) = 0 et sur I f' ne s’annule pas.
(2) a est point fixe isolé sur [ de fet surI f'(x) = 1.
Peut-on, partant de (1) ou (2), aboutir a (ii) afin d’obtenir une suite convergeant rapidement

vers a?
La réponse est positive et va nous conduire a la méthode de Newton.

Dans la suite, nous noterons (ii) la condition: { (notons que, continuité de f'

3) VERS LA METHODE DE NEWTON

Partons de (1). On peut se ramener au point fixe a I’aide de g définie par g(x) = x + f(x) mais il
serait miraculeux que (ii) soit vérifiée
Remarquons alors que si k est une fonction ne s’annulant pas sur I, f(x) = 0 équivaut a
k(x)f(x)=0 et F définie par F(x) = x + k(x)f(x) nous raméne au point fixe.
Cherchons alors k pour que (ii) soit vérifiée, condition qui s’écrit:

F'(a) = 1 + k'(a)f(at) + k(o)f'(a) = 1 + k(a)f'(at) =0

soit encore k(o) = ——.

f'(a)
Pourquoi ne pas prendre la solution qui s’impose naturellement, a savoir k(x) = 00 et qui
: X
. f(x) . , , .
fournit: F(x) = x - m . On retrouve bien la méthode de Newton dont la présentation
X

classique est résumée par la figure suivante:

___/oc/ u,, u,

(T): y=f(u,)(x- u )+{(u,)

u, étant déterminé, u_,, est I’ abscisse du point d’ intersection de la tangente (T) a (C) avec
[ axe horizontal. On vérifie facilement que 'onabien u_,, = F(u,).

33



En partant de (2), on applique la démarche précédente a la fonction x - f(x) - x et on
f(x) - x
f'(x) - 1

A partir de u_, on détermine la constante k_ telle que la fonction f définie par
f (x) =k, f(x) + (1 - k,)x, qui a méme point fixe que f, vérifie f' (u,) = 0. On trouve

obtient: F(x) = x - . On retrouve ce résultat a I’aide du procédé suivant:

k, = L etonprend u,,, = f (u,). Un calcul simple donne bien:
f'(u,) - 1
u,,, = F(u,).

Cette démarche est illustrée par la figure suivante:

Résumons nous:

(1) Si a est une racine isolée de f(x) = 0 sur [ et si f' ne s’annule pas sur I F définie par

F(x) = x— £C9) vérifie (i1).

f£'(x)
(2) Si a est un point fixe de fisolé dans I et sif'(x) # 1surIF définie par
F(x)=x - f(x) _X
f'(x)-1

vérifie (ii).

En ce qui concerne la vitesse de convergence dans la situation (1), signalons le résultat suivant:
fétant C2sur[ a; b ], s’il existe m et M >0 tels que:
M

Vx € [a; b], |f"(x)] < Met|f'x) = m alors |d,,,| < 2—d§ :
m
En effet, partantde u_,, = u, - f'((u“) , on obtient:
un
fi .
U, -t =u, -a- ——(Bi)— puis tenant compte de f{a) = 0,
n+l n f.(un)
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1

U, -a= (fla)- f(u,) -(o - u, )f'(u,)) d’ou
f'(u,)
u,, -a= f'(l )( %(oz-un )? f'{c)) avec centre a et u_ (Taylor-Lagrange),
un

d’ou le résultat annoncé qui présente de I'intérét lorsque u, est proche de .

4) QUELQUES EXEMPLES

A) Considérons le réel V2 comme I'unique racine sur [ =] 0 ; +oo [ de f{x) = 0 avec f(x)=x2-2.

: 2 .
On obtient alors F(x) = —;—(x + —) et on retrouve ainsi la méthode de Babylone.
X

Sur I =1[1;2], (i) est vérifiée et f admet comme

B) Soit f définie par f(x) = 1 + T

unique point fixe o = V2 que I’itération de f permet d’ailleurs d’obtenir comme une fraction

. . . 2x . .
continue. Ici, on obtient F(x) = 1 + m et les suites obtenues convergent plus vite
X

vers v2 que dans I’exemple précedent (utiliser le résultat du 3). On remarquera aussi que F
est définie en -1 qui est un de ses points fixes).

C) Considérons m comme racine de f(x) = 0 avec f(x) = sinx sur par exemple
3 5 .
I = [ j} ; —I— . On trouve F(x)= x-tanx et partant de u, = 3, onobtient u, = 3,1425.... ,

u, = 3,1415926533005.. etu, = 3,1415926535898.. soit la valeur de ®m mémorisée par la

calculatrice. Ici, on a non seulement F (1) = 0 mais en plus F "(t) = 0 d’ou une convergence
d’ordre 3.

D) Sil’ on part de f(x) = e* - 2, ontrouve F(x) = x - 1 + 2e™, ce qui permet d’ obtenir
rapidement une bonne valeur approchée de In2 si I’ on sait calculer I’ exponentielle.

E) Considérant f définie par f(x) = (Inx - 1)?, nous avons cette fois f{e) = 0 mais de plus f'(e) =

0. On obtient quand méme F(x) = %(3 - Inx)et si ’on a bien F(e) = e, on a seulement F '(e)

= Y (situation (i)). Transformons alors F et nous débouchons sur G(x) = ll— Cette fois,
nx

c’est la fonction In qui permet de trouver e.

Tous ces exemples trés simples peuvent étre étudiés au lycée. Nous laissons au lecteur le plaisir
d’en construire d’autres et d’analyser plus en profondeur cette situation qui est trés riche.

Signalons que si I’on désire des convergences encore plus spectaculaires, on peut envisager la
fonction FoF par exemple qui fournit des convergences d’ordre 4 (on prend les termes de

deux en deux).
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5) INVERSION D’UNE FONCTION

Le principe est trés simple. Soit f une fonction strictement monotone de I dans J. Nous savons
calculer de bonnes valeurs approchées de f et pour y € J, nous désirons obtenir une bonne

valeur approchée de fl(y) = o . Considérons a. comme I’ unique solution dans I de I’équation
f(x) - y = 0 et, appliquant ce qui précede, I’itération de la fonction:
fx) -y

f'(x)
va nous fournir une suite convergeant rapidement vers o si ’on initialise pas trop loin de o
(cela correspond aux exemples A) et C)).

F xx -

Appliquons ceci a la fonction de répartition @ d’ une variable aléatoire normale centrée

réduite.
11 faut tout d’abord pouvoir calculer ®(z). Pour cela, considérons ® comme la primitive

1 z? . . . .
de ¢z 72_— exp(-?) qui prend la valeur 0,5 en 0. Si ’on ne sait pas exprimer
T
explicitement une primitive de ¢, on peut en obtenir un développement en série entiére.
On a:
2n
z
2"n!

o(z) = ﬁ >y

Cette série ayant toutes les propriétés requises, on obtient la primitive de ¢ qui s’annule en 0
en intégrant termes a termes et finalement:

d(z) = % + ian(z)avec a (z) = (-1)°

2n+l

z

V2r2"(2n + Dnt

La suite |an(z){ est soit décroissante, soit unimodale (d’abord croissante, puis ensuite

décroissante) et dans tous les cas, a partir du moment ou le mode est dépassé, le reste de rang
n de notre série sera majoré par la valeur absolue du premier terme négligé i. e. si n est assez
grand:

< Ianﬂ(z)l .

‘cb(z) AN

Tenant compte de tout ceci, le test d’arrét suivant: [ a_, (z) I < 10", nous assure en théorie

une erreur sur ®(z) majorée par 10~ . Cependant, lorsque |z| devient assez grand, le terme
modal de ‘ a, (z)l devient vite treés grand. Pour z = 4 ce terme est de I'ordre de 44,7 et la
calculatrice commet sur ce terme une erreur majorée par 10~ '? | pour z = 10 le terme modal est

de I’ ordre de 10" et est donc calculé a 10° prés.
Il faut donc étre raisonnable et en se limitant a z € [-4 ; 4] par exemple, nous aurons une

récision au moins égale a 10~'°, ce qui est déja un luxe!
P )
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-1
Pour calculer ®(y), nous utiliserons alors la suite U définie par:

Du,) -y
¢(u,)
et nous nous arréterons dés que |®(u,) - y| < 10", Ce test d’arrét fournissant une

précision acceptable si y n’est pas trop proche de 0 ou de 1.

un+l - un

Dans un souci pratique, donnons les programmes suivants réalisés sur une T.1.82:

Prgm P (met dans la mémoire P le calcul de ®(Z))
1 0-S: Z-A: 11
-Lbl 1
: S+A-S
C A(Z2(-21+1)) / (I(41+2)—>A
:If absA > e-13 : Then : 1+I—: Goto 1 : End
£ 0.5+S/N(2m)—>P
Prgm PHI (fonction ®)
: Prompt Z
:Prgm P
disp P

Prgm INVPHI (fonction (I)l)
: Prompt Y
10U
-Lbl 1
U->Z
- e”(Z%2)N(2n)—D
:PrgmP
- Ifabs(P - Y) > E-12 : Then : U- (P-Y)/D—U : Goto 1 : End
:Disp U

Pour Z = 2 la calculatrice affiche ®(Z) = 0,9772498681 et on constate avec plaisir que
-1
O(P(2)) = 2. Tout va bien. Il en est de méme pour Z = 4. Par contre, pour Z = 5, si I'on

-1
obtient d(5) = 0,9999997133, ce qui est encore satisfaisant, ®(P(5)) ne donne rien (il faudrait
modifier le test d’arrét). Ensuite, pour Z = 6, la calculatrice donne ®(6) = 1,000000021, ce qui
est déja génant et pour Z = 10, on obtient ®(10) = -56181, ce qui ne nous surprend pas!

Ces programmes de base peuvent bien entendu étre améliorés mais déja les résultats obtenus
sont suffisamment probants pour que nous puissions ranger notre table habituelle & coté de la
régle a calcul que nous gardons précieusement en souvenir d’une époque révolue.

En complément, le lecteur intéressé pourra consulter par exemple:
MOISAN/ Mathématiques supérieures analyse/ Ellipses.
THEODOR!/ Initiation a I’analyse numérique/ MASSON.
DEMAILLY/ Analyse numérique/ P.U.G..
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La vision dans I’espace est en cours d’acquisition au collége, et demande a étre affinée
au lycée. Aucun programme ne vient structurer cet apprentissage, et c¢’est donc a ’aide de
quelques thémes d’exercices dirigés - ou de modules - que cette approche est proposée. Elle se
compose de deux parties: la premiére, prévue pour le collége, se limite a la perspective
cavaliére; la seconde, pour le lycée, aborde la perspective avec points de fuite, ou projection
centrale.

I Perspective cavaliére
B 1) Le premier exercice demandé consiste a reproduire
ce cube. Pour certains éléves, le tracé du coté [AB] et des
A cotés de méme direction pose un probléme, qui va réappa-

raitre tout au long de cette progression. Il y a une attirance
constante vers la direction plus naturelle qui consiste a tracer
des diagonales de carrés.

At

Dans toute la suite , on utilisera ce cube comme modéle.

2) Les trois exercices suivants consistent a tracer deux cubes: d’abord I’un sur 'autre,
puis I’'un a coté de ’autre, et enfin I’'un derriére ’autre.

3) Ensuite, on se sert du cube modéle comme S
« échafaudage » pour construire d’autres formes: par exemple, une AN
forme de toit en batiere. Il s’agit d’une nouvelle étape, ou il faut
placer le haut du toit bien au milieu d’un segment de trois carreaux.

Cette nouvelle forme peut se dupliquer, se tourner d’un
quart de tour pour donner un autre point de vue, et se poser sur des

cubes.
4) = On pourra s’essayer a tourner d’un quart de tour la
e e maison ci-contre, ou a ’allonger. On peut aussi envisager
e de dessiner un toit en croupe, comme ci-dessous.
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5) Aprés quelques aspects
techniques tels que construire un toit
sur une structure en L, comme celle
présentée ci-contre, il est possible de
faire appel a I'imagination pour créer
d’autres formes, ce que permettent les
bases présentées ici.

I Projection centrale

A Dessins

La premiére approche consiste a compléter un damier. Pour
cela, il faut savoir que les horizontales de méme direction concourent
en un point appelé point de fuite. Cela fait apparaitre deux points de

deux points de fuite sont sur une méme horizontale. De méme, pour

un damier vertical, les deux points de fuite seront sur une méme

verticale.
F,

fuite, que I’on nommera F, et F, Le résultat a connaitre est que ces <<

Fi
VAN

N\
VAR BN AN

Il est alors possible, avec la donnée d’un carré vertical et de deux points de fuite, de

construire un cube, en utilisant une des méthodes vues pour la construction du damier.

- Fy

Point de départ IF,

39

=

Construction AN

—F|

\F,
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FZ . Fl F2 F|

Point de départ Construction / :

On est maintenant ramené a des exercices déja étudiés, tels que placer deux cubes I'un
a coté de ’autre, etc. On reste tributaire du choix initial du carré vertical et des deux points de
fuite, qui feront beaucoup pour ’apparence finale des dessins.

B Suites

Une colonnade réguliére vue en perspective fait apparaitre les colonnes de plus en plus
petites, et de plus en plus serrées. Ce qui suggére I’étude de deux suites, celle des hauteurs
apparentes, (h,), et celle des intervalles apparents, (d,).

_——=F
B 3 ‘4-’_—‘/// / !
B, — 1 -

[\\ h3 ///
. —
& — A
— \
A 1 C3

On va calculer h; en fonction de h; et de hs.
1l est clair que la configuration faisant intervenir h,, h,.
et h,., est la méme que celle faisant intervenir h,, h; et hs, de sorte que
la relation trouvée permettra de connaitre h,., en fonction de h, et de h,.,. S

L’étude de la suite (d,) peut se déduire de celle de (h,) de la maniére \\ F,
suivante: I’observation du damier vertical nous a appris, ce que I’on pourra aussi
vérifier par calcul, que sur la figure ci-dessus, Aj est le milieu de [B3C;]. Ainsi

Q;: AsCy _ AszB; :1_1;
dl A)Bl A]Bl l'11

On va donc concentrer ses efforts sur la suite (h,).

dn*rl _ hn+2

da  hy

et, plus généralement,

Pour calculer hs, on va choisir comme origine du repére le point A;, et comme vecteurs AjA,
en abscisse, et ]/h,AlBl en ordonnée, de sorte que le point B; a pour ordonnée h;.

Les données sont donc:

A1(0,0); Ax(1,0), Bi(0,h1), Ba(1,ho).
On donnera sans explication les résultats successifs permettant de calculer h;.
(Ble) Ly= (hz— hl)X + hl
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h
F (m;o)
(BiAs) : y=h(l-x)
hl _—hlhz
F (hl—hz’hl—hz)
(Bze) : y=(——2h|+h2)X+2h|

2h
Th_hy
( 2hy ) hlhz
Zhi—h Zh_h,)
b
=2h_h,

On obtient donc une suite (h,) définie par h;, h; et la relation de récurrence

Az ( 0)

B;

D’ou hs

_ hnhn+1
hn+2 B 2 hn_ hn+l

Il est possible, a partir de 14, de calculer en fonction de h; et de h, les termes
successifs hy, hs, etc. On trouve alors

b= hi h, he = hih, he - hyh,
‘T 3h-2h, ’ *T4h-3h, ’ ¢~ 5hi-4h,
ce qui suggeére la relation h, = 1) hhlh(zn Dh
-Dh,-(n-

relation que I’on admettra ou que I’on vérifiera par récurrence.

On peut aussi s’intéresser  la suite ( hui1/ h, ), dont on observera qu’elle n’est pas
constante et que sa limite est 1.

L’étude des suites (h,), (hnrl/hn), (d,) permet d’avoir une meilleure vision de la

perspective. Par exemple, si I’on fait un agrandissement d’une photo de route droite bordée
réguliérement de poteaux, et que I’on coupe cet agrandissement pour retrouver le format
initial, a quoi peut-on s’attendre pour la comparaison des deux photos?

Supposons que I’on fasse coincider le point de fuite, et la base du premier poteau: le
premier poteau aura-t-il la méme hauteur sur les deux photos, le deuxiéme sera-t-il a la méme
distance, aura-t-il la méme hauteur?

C Modélisation

Un observateur est placé en O, et sa vision de I’espace est limitée par le plan N,
appelé plan neutre. Il pergoit donc un demi-espace ouvert (E)

Soit M un point quelconque de (E). Il est vu par I’observateur comme tout autre
point de la demi-droite [AM). D’ou I'idée de privilégier un point sur chaque demi-droite de
(E) issue de O. Pour cela, on définit dans (E) un plan T, appelé tableau, paralléle au plan

neutre et sur lequel vont se projeter tous les points de (E ) dans la projection de centre O.
C’est cette projection que nous allons étudier.
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Soit (A) une droite de (&) paralléle a (T), et (8) sa projection: (A) et (8) sont
paralléles, et la projection centrale de (A) sur (8) est en fait une homothétie, qui donc conserve
le rapport des mesures algébriques.

Soit JAa) une demi-droite de (&) telle que celle dessinée ci-dessus, M un point de
cette demi-droite et m sa projection sur T. Lorsque M décrit JAa), m décrit une demi-droite de
direction (OA), contenant a et limitée par le point F, intersection de la paralléle a (Aa) passant
par O avec le plan T. Ce point F, appelé point de fuite, est la position limite de m lorsque M
s’éloigne a I’infini sur JAa).

La construction du point F a montré qu’il ne dépend que de la direction de ]Aa), et non
de la position du point A dans le plan N. Ceci explique que deux paralléles de (£7), non
paralleles & T, ont le méme point de fuite.

Soit maintenant deux horizontales de (&) non paralléles & T. Il leur correspond deux
points de fuite F, et F, tels que (OF,) et (OF,) sont respectivement paralléles a ces
horizontales, donc sont horizontales. Donc F, et F, sont sur une méme horizontale.

D Recherche d’un invariant

On va extraire du dessin précédent tout ce qui se trouve dans le plan (AOF), ce qui
dcnne le dessin ci-dessous. On imagine facilement que la projection de JAa) sur JFa) de centre
C ne conserve pas les rapports de mesures algébriques. Il faudra donc chercher un invariant

plus sophistiqué.

/ La projection que I’on étudie est celle qui a
m M associe m. M a pour abscisse x dans le repere
(A,Aa), et m pour ordonnée y dans (F, Fa) .
A M a o
%% = i;——MM— ce qui s’écrit 1% = 1){: et enfin
y= L
e x
o F

Arrétons-nous un instant sur cette égalité:
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nous venons de donner une visualisation de la fonction inverse, sur laquelle on pourra
s’appuyer, en particulier, pour suggérer le sens de variation et les limites en zéro et a I’infini.

p

"t
Pour la recherche d’un invariant, choisissons sur

]Aa) deux points fixes P et Q, et un point variable
M. Le point M est parfaitement défini par le quotient

s}

F

% . Dans une homothétie ou une projection
oblique, ce nombre est un invariant, ce qui signifie que mp_ —N_A;g
| | g MQ
Voyons ce qu’il en est pour la projection étudiée ici.
1 1
mp _Yp—Ym_ Xp XM _ Xq (Xm — Xp)
mg yq—ym 1 _ 1 xp(xm—%q)
XQ XM
_AQ MP
AP MQ
Ainsi, lorsque M, et donc m, varient, I’application %% e %% est linéaire,

de coefficient % ; pour éliminer ce coefficient, il suffit de remarquer que

%:g— = %—P 1\% et, avec un autre point N et son projeté n, on obtient de méme
%% = é% % Il ne reste plus qu’a faire le quotient membre & membre pour trouver

(=]
5]
Il
gE
3z

On a donc démontré que, dans la projection centrale, le birapport est un invariant.
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I Polarité
I.1 Généralités

Définition 1
Etant donné, dans un plan euclidien P, ordinaire, un cercle 6 de centre O, de rayon R>0, on dit

que deux points M et M sont conjugués par rapport a G’ si et seulement si est vérifiée la relation :

> >
(1) OM.OM' = R?

Remarques :
-Ainsi définie, la conjugaison (par rapport & 6) est parfaitement symétrique

-On peut bien slr définir la conjugaison par rapport a une sphére d'un espace euclidien

quelconque, la relation (1) restant inchangée.
-On peut encore définir la conjugaison par rapport & n'importe quelle conique a centre (du plan

P par exemple) de fagon analogue en adaptant convenablement la relation (1) :
On raméne les coniques a une relation de la forme :
¢(x,y) =1
ou est une forme quadratique (non dégénérée).
On considére la forme polaire associée et on pose :

-
(M et M conjugués par rapport 3 6) < ¢ (OM,OM') =1

Proposition 1
L'ensemble des points conjugués de M par rapport & un cercle G(O,R) est une droite. Cette

droite est appelée "la polaire" de M (par rapport a &), on la notera @y, ou Py
Il s'agit de la perpendiculaire a (OM) passant par le point H (de (OM)) vérifiant :

(Bw)

-—> "4 v
o = g2 M
OM?

T J

Remarques :
« Cette définition n'est, a I'évidence, valable que pour M#0.

* Le point H est "l'inverse" de M (par rapport a 6)).
« Cette proposition résulte directement d'un résultat de T.S. sur les lignes de niveau.
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Proposition 2
Etant donnée une droite 99 (ne passant pas par O), il existe un unique point M tel que

PD=D . Ce point est appelé "le pdle" de P (par rapport & G).

Remarques :
Il suffit de considérer le projeté orthogonal de O sur 9, appelons-le H, puis l'inverse de H

(par rapport & 6). On obtient le point M recherché.

* De la sorte, se trouve réalisée une bijection entre le plan pointé P* = P\{O} et I'ensemble
des droites de P*.

+ On ne peut pas ne pas citer ici les propriétés suivantes qu'on utilise trés fréquemment dans les

exercices :
-Si A et B sont deux points de P* tels que O ¢(AB), alors Py "D, est le pdle de la droite
(4B).
-Trois points 4, B et C de P* sont alignés (et O ¢(AB)) si et seulement si D), D5 et D c,
sont concourantes.

Proposition 3
M étant un point du cercle G(O,R), alors M est sur sa polaire qui est alors la tangente en M a

G.
Réciproquement, si M est sur sa polaire, alors M e G (et Py est la tangente en M a 6).

Remarques :
*On prend ici pour définition de la tangente a un cercle 6 en M, la position limite de la droite

(MM") quand M’ tend vers M en étant sur 6. (La limite étant celle induite par la structure

euclidienne de P).
On déduit immédiatement de cette définition que la tangente a G en M est la perpendiculaire en

M a (OM).
Mais on voit que la proposition 3 permet une nouvelle définition de la tangente a ¢ en M, a

savoir "la polaire d'un point du cercle" !

+ La démonstration de la proposition 3 résulte des équivalences :
MeG < OM*=R?* < M conjugué de lui-méme par rapport 8 G <> Me Py,
Comme la polaire de M est perpendiculaire a (OM) et comme dans ce cas (MeG) elle passe
par M, elle est donc tangente a G en M.
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Proposition 4
Pour tout point M tel que OM>R, la polaire 9 4 coupe 6 en deux points K, et K, tels que

(MK,) et (MK,) soient les tangentes a 6 passant par M.

Démonstration :

2

Puisque OM>R, l'inverse H de M (par rapport a 6) vérifie OH = ORM <R.

D a1, la perpendiculaire & (OM) en H coupe donc deux fois 6.
Soit K un de ces points d'intersection :

K € P, donc OK. Ol =R

K € 6 donc OK* = R?

-5 =
On en déduit OK. KM =0 donc (KM) est perpendiculaire a (OK) et passe par Ke &, ie (KM)
tangente a 6.

Remarques :
+ Cela nous améne a la construction de la polaire de M quand OM>R :

Il suffit de tracer le cercle de diamétre [OM] qui coupe & en deux points K, K, : la droite
(K]Kz) est —@(M)‘

* Dans le cas ou OM<R, on trace la perpendiculaire a (OM) qui coupe 6 en deux points K| et K,.
Le cercle circonscrit a (OK,K;) recoupe (OM) en H (inverse de M par rapport a 6). La
perpendiculaire a (OM) en H est D 4 [ proposition 2 ]

(bw)

Proposition 5§
Si M est un point de P* et D une droite passant par M et coupant 6 en P et , alors D coupe

D s en M tel que [P,Q,M M1 soit une division harmonique, c'est-a-dire :

- 5> o o
PM.OM'+ PM' OM =0 (ou e 2= = -1)

Remarque :

En choisissant comme repére (orthonormal) R=(0,7,}) tel que 7 = M on démontre qu'il

existe toujours une infinité de droites D passant par M qui coupent deux fois 6. Les conjugués de
M (par rapport a G) peuvent alors se définir comme les points de la droite D tels que [P,Q,MAM']
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soit une division harmonique quand D tourne autour de M (d'ou une autre construction de la
polaire 99 y,, utilisant la polarité par rapport a deux sécantes).

On construit la polaire de M par rapport aux droites (P>(0)1), (P102). K est sur cette polaire qui
est aussi la polaire de M par rapport & (6) car elles passent toutes deux par M,, M, . Il suffit
ensuite de tracer la perpendiculaire a (OM) passant par K.

%

Démonstration (de la proposition 5) :

Il suffit d'établir I'égalité :
= 2> 1> o> >
OM.OM' = 2(PM OM'+ PM'. QM)+R

valable dés que M, M', P, Q alignés et P, O
sur 6.

Or
e e - - - - - T
PM.QM'+ PM'.OM = (PO+ OM).(QO-*— OM') +(PO+ OM').(QO+ OM)
-5 = - - -
=2P0O.Q0+20M.OM' +(PO+ QO) (OM+ OM)
- = - - >/ -
=2P0O.Q0+20M.OM'+210. (OM+OM') ou/ = mil(P,Q)

dune part PO.00 = OP- IP* (il suffit de développer (PI+10).(QI+10) ).
> (> — -> =5 5 >
d'autre part 10.(OM+ OM') =-20[* car IM.I0O=IM"'"10=0
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de sorte que

- > - - >
PM.QM'+ PM". QM = 201*-2IP*—-401*+2OM.OM'
-
=20M.OM'-2(IP* + 10?)

-
=20M.OM'-2R? g .
en utilisant le théoréme de Pythagore

1.2 Point de vue analytique

Proposition 6
Si G a pour équation x2+ y?+2dx +2ey+ f =0 (dans le repére orthonormal (,7,7)) et
M(xo,0), alors la polaire de M par rapport a G a pour équation :
xx, +yy, +d(x+x,)+e(y+y,)+f=0

Démonstration :
On translate le repére initial (€2,7,j) au centre du cercle 6.
X=x+d

L'équation de 6 devient X*+Y?=R? avec Y=y+e

et R2=d*+e*—f
Le nouveau repére étant tout aussi orthonormal que l'initial, on est autorisé a écrire :
M(X,. %)
M'(X,Y)
<> (x+d)(x, +d)+(y+e)y, +te)=d*+e*— f

-
OM.OM'= R* < XX, +YY,=R* on

< xx, +yy, +d(x+x,)+e(y+y,)+f=0

Remarques :
* Dans le cas ou M est un point de (6)), on obtient ainsi I'équation de la tangente a 6 en

M(xo.0), simplement par "dédoublement”.

Exemples :

Soit (6)) d'équation x2+ y2+x~-3y=0 L'équation de la tangente a (6) en Q, origine du
7 repére (Q,7,7), est :

xx0+yx0+%(x+0)—§—(y+0):0

ie x-3y=0

L'équation de la tangente a (6) en A(1;1) est :

xxl+yx1+%(x+l)—%(y+l):0

3 1
ie —x——y-1=0
2 2y

ou 3x-y-2=0
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Proposition 7
Si le cercle (6) a pour équation x2+y2=R (dans le repére (0,i,/) et si (&) est une droite

d'équation ox +Py+7y =0 avec y# 0, alors le pole de (P) a pour coordonnées :

x(,:gR2
Y

Yo _-:ER2
Y

Remarques :
« Il suffit d'appliquer la proposition précédente et la bijection de la proposition 2

* Les formules obtenues en prenant une équation de (6) sous sa forme générale
x2+ y?+2dx +2ey + f = 0 présentent peu d'intérét :
La polaire de Moy(xo,)0) peut s'écrire (proposition 6) :
x(x, +d)+y(y, +e)+dx,+ey,+ f =0
Le pole de la droite (9) d'équation ax +fy+vy =0 a des coordonnées qui doivent vérifier
le systéme :
xo+d y,t+e dxytey,+f

a B y

Les solutions sont :

. o(e?- f)—PBde +yd
o od+PBe+y 2
_ —oed +(d?— f) +vye

od +Be +y

0

qu'on écrira plutot :
2
xO +d = _._ER_
od +Pe+y
pR?
Yote=——r—o
od +Pe+y

. . . . | X=x+d
formules qui - on le devine ! - se retrouvent par composition de la translation { v avec
=y+e

les formules de la proposition 7.

« Les propositions 6 et 7 se généralisent trés bien aux cas des coniques a centre. En effet, dans
\ . . . .. ).
ce cas "a centre", on peut encore faire jouer la translation de la proposition 6 de vecteur Q0. On

obtient les propositions suivantes :

bis

Proposition 6
Si (6) est une conique (a centre) d'équation
ax?+by?+2cxy +2dx+2ey+ f =0

Alors la polaire 94,, du point Mo(xo,y0) (non au centre de (6)) !) a pour équation :

axx, +byy, +c(xy, +x,y) +d(x +x,) +e(y +y,)+f =0

' Les cas particuliers e, £, ou y nul ne présentent aucune difficulté intéressante.
? Dire que ad +Pe+7y = 0 revient A dire que (99) passe par O, centre de (6).
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On n'hésitera pas a rapprocher cette derniére équation de celle donnée en remarque de la
définition 1 de ce paragraphe I mettant en phase forme quadratique et forme polaire associée
Proposition 72
Si (6) est une conique dont I'équation peut se ramener a la forme :
Ax?+By*=1 (AB=#0)
Alors le pdle de la droite (D), d'équation ox +fBy =7 a pour coordonnées :

v =2
o A

_B
Yo 1B

Exemples :
2 2
(1) Soit (6) d'équation XY o1 avecadb et Fle foyer de (6) de coordonnées (c;0) avec
1 a* b?
¢ =+Ja?—b? . La polaire de F a pour équation (proposition 6) :
xe »0_,
a* b?

a2
ie. x=—
c

On retrouve - bien sar ? - la directrice de I'ellipse (&) associée a F.

(¢)

(2) Soit (6) d'équation x2+2y*+4xy—-6x-8y+6=0
+ La polaire 9 4 du point A(0;1) est la droite d'équation :
x.0 +2y.142(x. 1+y.0)-3(x+0)-4(y+1)+6=0
i-e x+2y-2=0

Le point étant sur la conique, on vient tout simplement de déterminer I’équation de la tangente a
cette conique en Al (cf figure ci-dessous)

* Pour trouver le pdle de la droite x+ y+1=0, on identifie cette équation a la forme
générale de la proposition 6° qu'on écrit :

x(x, +2y,=3)+y(2y, +2x,-4) +(-3x, -4y, +6)=0
Plus exactement, on résout le systéme : :
Xo+2y,—3 2y,+2x,-4 -3x,—4y,+6
1 1 1
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Et on trouve le point

A |lwn —

Yo

« Par ailleurs, il n'échappera a personne que (6) a pour centre le point O de coordonnées

x=X+a
(1;1). Pour déterminer les coordonnées de O, on peut poser { Yip et résoudre le
y =
systéme :
20+4B3 =6
4a.+43 =8

qui correspond a l'annulation des coefficients de X et de Y. L'équation de (&) dans le
nouveau repére étant :

X2+2FV2+4XY =1

1.3 Point de vue projectif

« La conique (6) (de centre O) d'équation (dans le repére (€2,7,7) du plan P)
ax2+by?+2cxy +2dx+2ey+ f =0

peut étre plongée dans I'espace IR? rapporté au repére (0,7 ,7,k) de sorte que le plan P ait pour
équation z = 1.

« Le point Mo(xo.0) dans le repére (2,7, /) s'identifie a la droite (o M)
X = Xx,!
Y=Y
z=1
et, "réciproquement", le point mo(xo,y0,20) de IR? peut étre identifié au point Mo(ﬁ;l}i;lj de P,
z, z

0 0

des que z, # 0.
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De la sorte, la conique (6) devient l'ensemble des points de R?> (en fait P»(R), le projectif

complétant le plan affine P) m de coordonnées (x,y,z) vérifiant :
ax?+by?+2cxy +2dxz +2eyz + fz2=0 (*)

que l'on notera avantageusement sous forme matricielle :
X a c d

‘U.GU,=0 avec U=|y| et G=|c b e
z d e f

A partir de la, on peut écrire I'équation de la polaire d'un point M (x,,y,) =m,(x,,¥,,z,) par

rapport a (6)) comme suit :
xO
'U.G.U,=0 avec U, =|y,
Zy
- -
qui traduit tout simplement l'orthogonalité de oM et oM, dans R?® muni de la forme

quadratique associée a G (ici non définie bien entendu !).

Cette remarque en amene illico deux autres d'une importance capitale :
-la polarité n'est donc d'un point de vue projectif qu'une histoire d'orthogonalité dans IR3!
-la polarité se généralise aisément aux points et droites a l'infini maintenant disponibles
(on fait z=0 dans (*) !) et méme aux formes dégénérées !!... puisque seule la matrice G

intervient dans la définition).

Reprenons pour finir ce paragraphe I I'exemple de la conique du 1.2 :
(I):x2+2y2+4xy—-6x-8y+6=0

La forme matricielle est :

1 2 -3)x
(xyz)) 2 2 -4|y|l=0
-3 4 6/)\z

La polaire de M (x,,y,) =m,(x,,y,,2,) associée a (6) est :

12 =3)\x,
(x y z) 2 2 4|y, l=0
-3 4 6)/)\z,

ie. x(x,+2y,-3z))+y(2x,+2y, —4z,)+z(-3x, -4y, +62,)=0

Sion veut le pdle de (A): x+y+1=0, on résout le systéme 3x3 :
X, +2y, -3z, =k
2x,+2y,~4z,=k , k+#0
~3x, -4y, +6z, =k
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. . . 5k e .
On obtient la famille de points m, (—3k,——2—,—3k), keR*, qui s'identifie au point Mo(fo—;z‘)—;l]
20 %o
5 x,=1
soit ici MO(I,—,I) . Evidemment, on retrouve 5.
6 Yo = 3

(Plus généralement, le systtme GU,=7 a pour déterminant detG =2 et pour solution
U,=G7'T)

1I Polarité inverse

LA/Générplités. @gm Ellpunlore @) les

Définition 2
Etant donnés un cercle (&) (du plan euclidien P) de centre O, de rayon >0, et (C) une courbe
admettant une tangente ne passant pas par O, en chacun de ses points, on peut alors construire
point par point une courbe (C’) en considérant les poles des tangentes de (C) par rapport a (6).
(C") est appelée "la polaire inverse de (C)(par rapport a (6))".

Remarques : (b e % -

Il est assez claif’que la courbe (C") sera d'autant pluy réguliére que la courbe (C) le sera a un
degré supeneur n est-endroit-de soupgonneB4y)) #&E continue quand (C) est de classe C' et
cHd ir des tangentes dés que (C) sera de classe C°. Enfin, on_pg##¥ imaging®.que les

(éventuelles) tangentes de (C') seront les polaires des points de (C). (Ainsi (C) sera-t-elle la
polaire inverse de (C") 1)

Voyons—cela-dun peupluspres !

Supposons (C) donnée par le point M(7) de coordonnées (x(7),)(f)) dans le repére orthonormal
R=(0,i,j) de P (ou O est, rappelons le, le centre de (&)). En M, de coordonnées
(xo=x(t0) yo=y(10)), la tangente a (C), (7,) a pour équation :

X)’t; _yx'o =4,

Xo

oul'onanoté x, =x'(1,), ¥, =y'(1,) et A, =

Vo Yo

On voit bien que (7o) passe par l'origine de R si et seulement si A, =0 et on reconnait les
coordonnées du podle de (7o) (par rapport a (6)) des que A, =0, a l'aide des constantes de
I'équation de (75) (c¢f1.2),ona :

_ Yo
x(t)=-—"R?
(%) i

0

.
V(t,)=-——"R
y(ty) A,
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Ainsi la courbe (C"), polaire inverse de la courbe (C), de paramétrisation [x(?),y(f)], par
rapport a (6)) (de centre O, de rayon R) est-elle donnée par la paramétrisation :

—(t) = Z@Rz
QIR I /NI YXGEPTOMIORONG
y() = “'X(BR

On en déduit aussitdt la continuité de (C”) dés que (C) est de classe C' (partout ot A(1) #0).

Si de plus (C) est de classe C?, on peut considérer les dérivées deX et y . On obtient alors :

@ 3 Ay"__Aly' _ xly"__x y

di Az YA s
Q _ x"A + x| A' B x x'y"__x"yl
dr Az A2

(a la constante multiplicative pres K?)

rn "ot

. dx -
dr dt A?

applique les formules de (*) a la courbe (C’), on retrouve x, y, c'est-a-dire exactement :
dy
= dt
X(1)==—=x(1
() A ()
dx

= N __di_ _
y() = A0) y(1)

(qu'on pourrait noter A(f) ? ) de sorte que, si l'on

D,

Conclusion :
Dés que (C) est de classe C°, elle est la polaire inverse de (C").

Quelques exemples simples :
(1) Prenons pour (C) la droite d'équations paramétriques

{x(t) =+ M
y(t) =B+t
qui donne pour équation cartésienne px—Ay =pe — AP .

(C) passe par A(a,f), est dirigée par u(A, ) et ne contient l'origine () de R que si :
o A
B u

=0

qui correspond précisément a A(r) !

? La notation X' pourrait paraitre ambigué : doit-on lire X' ou x' ?
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/
) Prenons pour simplifier (6) de rayon 1 ¢euft:), les formules (*) donnent dans ce cas trés
particulier :

(1) = o 7\5
A
y= —y

c'est-a-dire les coordonnées d'un point, le pole de la droite (C) par rapport a (G).

(2) Prenons pour (C), une ellipse de centre O, de demi-axes a et b et (6) le cercle de centre O,
de rayon 1 ((C) et (6) sont donc concentriques !).
On peut paramétrer (C) de la fagon suivante :

x(1) = acost
y(t) =bsint

et A(t)=ab

. |x'(t) =—asint
D'ou
y'(t) =bcost

X(t)= 1 cost
si bien que la paramétrisation de (C') est ‘{
y(t) = 7 sinf

(C") est (bien siir) une ellipse de centre O : son axe focal est orthogonal a I'axe focal de (C) :

On se pose naturellement la question de savoir ce que devient (C') quand (C) est une ellipse,
voire un cercle ou une hyperbole non plus centrés en O. C'est I'objet du paragraphe suivant.

)

I2-Polaire inverse d une conique par rapport a un cercle (ou»ne—a-ut-m—eonﬁtrc)

En fait, notre a
simplifiées du théoréme géné

< "Lafpolaire in

* Les paraboles posent problemes ...
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Théorém%{
La polafre inverse d'un cercle par rapport a un cercle (6) (de centre O, de rayon a) est une
conique dont le point O est un des foyers.
1° démonstration :
On considére (C) sous la forme paramétrée :
{x(t) = +acost

y(1)=B-+asint

x'(t) = —asint .
Ona et A(f)=a(a+acost+fsint)
y'(t) =acost

Donc (C’) est donnée par la paramétrisation :
cost

xX(1)= :
a+o.cost+psinf

sint
a+ocost+fsint

y() =

On en déduit p(r) = \E(1)2+ (1) = 1

|a+acost +Bsint|
(il s’agit de la distance OM', ou M'est le point caractéristique de (C"))

Si on pose d = OQ = Ja?+B? et cosd = % sinf = % on peut encore écrire :
[4
1 1
p(t) = a - —4a

. . d
1+ —(cosB.cos? +sinO.sin¢) l+~cos(t—9),
a a

1 (s . . L d \
On reconnait 1a, I'équation en polaire d'une conique d'excentricité e = — et de paramétre
a

On remarque que:

(C'") est une ellipse si d<a, c'est-a-dire que O est dans le disque de centre Q, de rayon g,
dans ce cas, aucune tangente a (C') ne passe par O et (C') n'a pas de "point a l'infini".

(C") est une parabole si d=a, c'est-a-dire que O est sur (C); dans ce cas, la tangente a (C) en
O donne un "point a l'infini" a (C").

Enfin, (C") est une hyperbole si d>a, c'est-a-dire que O est a I'extérieur du disque de centre
Q, de rayon a; dans ce cas, il existe deux tangentes a (C') passant par O qui donnent "deux
points a I'infini" a (C").

Par définition, p = eh ou h est la distance du foyer, ici O, a la directrice associée.
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2°™ démonstration :

(1) On démontre d'abord I'égalité suivante dite de "Salmon" :
Si (G) est un cercle de centre O, 4 et B deux points de polaires Py, D5 et d'inverses a, b

par rapport a (6),
Si on appelle H (respectivement K) le
projeté orthogonal de A sur D

(respectivement de B sur Pyy)),
Alors OA.BK = OB. AH

(11 suffit d'écrire :
e e s
0A.BK = OA.(BO+ Oa+ akK)

- -
=0A.BO+R*+0

e e e e -
OB. AH = OB. (AO+Ob+bH)

(g)

:OB.A0+R2+0 )

(2) On considére (6) (le cercle de centre O, ...), (C) (le cercle de centre Q de rayon a tel
que OQ=d>0).

M un point de (C ), (7) la
tangente a (C) en M; M le pole de
(7) par rapport a (6

(D)la polaire de Q par rapport a
(6), H le projeté orthogonal de M'
sur (D)

Puisque M est le projeté
orthogonal de Q sur (7) et (7) la
polaire de M, l'égalité de Salmon

donne ici :
M' O QO g
M H QM a

Au lecteur la conclusion ...

74_—-—’——’/”——“‘

—

Théoréme 2 /

La polair€ inverse d'ungconique a centre (no degeneree) par rapport g.ufie conique a centre

Se placer ici dans le cadreprojectif apporte on va le*voir, une simplification

fait appréciable.

La conique "de/baé" (G) de centre O pe Se ramener & I équation ;
" L v
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(dans le repére orthonormal R=(0,1, /))
Agrés un passage convenable dans le projectif (cf 1.3), on peut l'écrire sous la foyé

matricielle :
’ "TG.T=0 /
X ,

A 0 0
avec T'=|y| G=|{0 B O
z 0 0 -1
(qui donne tout simplement Ax2?+ By?—2z2=0)
xO
Pour un point M, de coordonnées (projectives) 7, =| y, | quelconqueg, la polaire a pour
Zo

équation (projective) :

'7,G.T=0
[ ie Axx,+Byy,—zz,=0 (*)

Considérons maintenant une

(dans le repére R)
Son équation projective associée s¥crit :
d
e
(Dans le cas non dégénérée, detD # il existe en effet une matrice équivalente de la

a ¢ 0
forme | ¢' b' O | avec a'b'—c'?#
0 0 -1
Soit enfin M, sur (C); la tangeng€ a (C) en M, a une\équation de la forme (projective) :

ie (ax,+cy, +dzo)x/, +(ex, +by, + ezo)y/a,ﬁ— o tey, + fz,)z,= 0

En identifiant cette €quation a la forme polaire (*), on en déduit que le pdle de cette
tangente par rapport 3/{6) a pour coordonnées :
__ax, ey, +dz,

X, A
bA \
_cx,+by, ez
<y0: 0 g() 0.)\’
> _dx0+e)’o+fzo A \
=T *

‘oordonnées projectives définies a un parameétre A pres !)
1t, matriciellement :

T =\HT,
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a c d
A ,1/)1 A
ou H est la matrice c 2 £
B B B
~d e ~f

Comme det H = Ede , H est inversible des que det D # 0, ie (C) nofi dégénérée.

On écrit alors 7y = pH 'T; (M eR, u=—)

.

1
A
et finalement AN
M, e(C)>'T,.D.Iy= 0Ty ('H PIH ). T, = 0

On reconnait une équation (projective)\\d\e conjque en la matrice (symétrique !)
‘H'.D.H". C'est la polaire de (C) ! ""

Récapitulation :

. . AN . - , .
Etant donnée une conique (6) d'équatiof Ax?+By?>=1_A la conique (C) d'équation
¢ d
associe la matrice D= ¢ \lz e|, det D=0 puis la

d e

ax?+by?+2cxy +2dx +2ey+ f =0

matrice D'='"H™' . D.H Vavec H =

EIRENE
ébcl@h;’(\
UL NN

La coniqug{(C") polaire inverse de (C) par rapport a (&) est celle qui a pour équation :
x
"T.D'"T=0 ou T'=|y

z

11.3 Enfin une application ! ...

Il faut l'avouer tout net, ce travail est parti de la volonté de comprendre et résoudre le
probléme suivant :
Etant donnée une ellipse (£) et un point Q situé dans le plan de cette ellipse (par exemple a

l'intérieur 1), on considére deux demi-droites perpendiculaires en €2 coupant respectivement (/) en
AethB.
L'enveloppe des droites (A8B) quand on déplace 4 sur l'ellipse (/) est une conique !
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(%] N

Démonstration :

On consideére un cercle centré en Q (on peut le choisir a l'intérieur de (E) par exemple). Les
polaires 9Py et D par rapport a (6) sont des tangentes a (L), la polaire inverse de ()
(par rapport a (6))). Or, puisque (Q4)L(2B), on a aussi Dy L D, (En effet, D,y L (QA)
et D) L (QB)).

Ainsi, quand 4 (ou B) parcourt (£), D) et Dy, parcourent l'ensemble des tangentes a (/')
en étant perpendiculaires ! On sait que le point d'intersection, appelons le point K, de ces
tangentes parcourt lui le cercle orthoptique de (£)°.

Mais, par ailleurs, K est le pole de (4B) (cf la remarque faite au 1.1) comme intersection des
polaires de 4 et B !

De sorte que, quand K parcourt le cercle (y) orthoptique de (Z"), (4B) parcourt l'ensemble
des tangentes a (y"), la courbe polaire réciproque de (y) par rapport a (6)).

Le théoréme 1 précédent nous dit que (¥ ') est une conique. Par définition d'une enveloppe
de droites, (y') est I'enveloppe des droites (4B) ...

Si on avait placé Q sur l'ellipse (£), alors (£') aurait eu un "point a l'infini", a savoir le pole (par rapport a (6)) de la tangente en Q2 & (¥) ; dans ce
cas, (E") efit été une parabole et le point K aurait parcouru une droite - la directrice de la parabole -, donc (') aurait été réduit a un point.
D'ou la conclusion dans ce cas 1a:

Etant donnés un point 2 sur une ellipse (£), les droites (4B) telles que A, B sur (E) et (24) L (2B), passent par un point fixe. Ce point est le
point de Frégier de l'ellipse (E) associé a Q.

() (8¢)

e B e - - -

(B

)
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Présentation
Le but de cet exposé est de résoudre un probleme d’inversion.

Parmi les plus classiques, notons I'inversion de la matrice de Pascal, qui peut servir
d’idée directrice pour résoudre des problémes tels que le nombre de dérangements d’un en-
semble a n éléments, ou le nombre de surjections d’un ensemble a n éléments vers un ensemble
a p éléments. Le premier probléme a été résolu dans un stage précédent a I’aide de séries entie-
res, le second le sera ici a I’aide de la formule du crible.

La formule d’inversion présentée ici est celle de Moébius. Dans un premier temps, cette
formule sera parachutée et vérifiée : la méthode est rapide et efficace. Mais elle utilise un outil
sophistiqué, la fonction de Moébius, dont on peut se demander d’ou elle sort.

La deuxiéme partie, la plus longue, tentera de répondre a cette interrogation.

Exemple introductif

2
Up+] = 2Un -1

Soit la suite réelle définie par
U = cos B

On sait que cos 20 = 2 cos’® -1, d’ot u, = cos 2"0,.

On se propose de chercher, pour p > 0 donné, le nombre f(p) de suites de plus petite période p.
Pour cela, on commence par chercher les suites de période p. On résout donc I’équation en cos 0,
cos 279y = cos 6y

La fonction cos étant bijective de [0,n] sur [-1; 1], on va résoudre I’équation en 6, sur [o,7].

2p90=60+2k1'l3 2p90=—90+2k,7[
_ 2kn _2k’n
Oo= Oo= i
Le nombre de solutions est 2! Le nombre de solutions est 2" + 1

Les nombres 2°~1 et 2°+1 sont premiers entre eux, donc O est la seule solution commune,
de sorte que le nombre de suites de période p est g(p) =2"

gp) = 2, f(d)

din

Cette relation étant vraie pour tout p, comment trouver f(p) lorsque c’est la fonction g qui
est connue, comme dans notre exemple?
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Exercice: déterminer f(6) (il s’agit de résoudre un systéme simple de 4 équations a 4 incon-
nues).

Réponse au probléme d’inversion
Fonction de Moébius Soit p:IN* — NN, telle que
o n(l) =1
e si n est divisible par le carré d’un nombre premier, alors p(n) =0

e si Py, pa, ..., p sont premiers distincts, alors p(pipa--pe) = (-1)*

Théoréme d’inversion de Moébius

Si, pour tout neN", g(n)= > f(d), alors fln)= > p(d) g(%)

din din
on s’appuie sur le
Lemme > p(d)=0 pour n>I
din
Preuve Posons n=p* py%2 ... py*
Do =p M+ w) +Y plpip) + oo
d/n i i<j
n n
=1 “(J*@""
=(1-1)"=0
Preuve du théoré degE) = d = d f
reuve du théoreme 5\/: n(d e ) ‘I’Z:"u()g(p) ;u();} (r)
=2 w@f@ =3 @Y n@
dqr=n rlh dai)
D’aprés le lemme, pour r<n, Z p (d) = 0, de sorte que le seul terme non nul de la
dny)
somme D  s’obtient pour r=n,etdonc ). p(d)g (g) =f(n) u(1)="f(n)

rin din

Application: retrouver f (6) calculé dans le paragraphe précédent.

Relations entre coefficients et racines
PX) =X"+a; X" '+ a X"+ +a,
=(X-z))(X-23)  (X~2z)
Avec ces notations, on sait que ax = ( —1)k Z Zi| Ziy -+ Ziy

1<i) <ip<..<iy<n

En particulier, (1-2z))(1-2y) - (1-2z,) =1+ Z (- 1)k Z Zi) Ziy - Ziy
k=1

1<i) <iy<...<iy<n
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Fonctions caractéristiques
Soit E un ensemble, A et B deux sous ensembles de E. On note

Xa . E — Z
. {OsixeA

1 si xeA
Avec ces notations, on obtient les résultats suivants:
Xa =1-Xa A~B =AUB
X/\f\],; = XA XB AUB = AF\E

Relation fondamentale

Premiére approche
Xaos = 1-X3 5= 1-Xao 5 = 1-Xa X5 = 1= (1-Xa) (1- Xp)
=1-(1-XA—Xp + Xa-B) =Xa+Xp—XA-B
Cas général

n

XA[\_;Azu--AuAn: (1 "XAl) (1 -"XAz) (1 -XAn) =1~ Z ('—l)k Z X/\]XAz XAn

k=1 1<i) <iy <....<iy <n

— ; (_1)k+l Z X AilmAizmmf\Aik

1<iy <iy <....<ip Sn

Formule du crible

On somme cette relation sur tous les éléments de E . Comme Z Xa(q) = card (A),
qel

card (AjUAL - UAL) =D (- k! > card (Aj;~AiA - ~AjY)
k=1

1<iy <iy <...<ip <n

Cette formule du crible est fondamentale en analyse combinatoire. Voici un exemple
d’utilisation:

Nombre o(n,p) de surjections de N dans P.

N est un ensemble @ n éléments, et P un ensemble 8 p éléments. Numérotonsde 1 a p les
éléments de P
N | P

Soit A; I’ensemble des applications de N dans P qui recouvrent 1i.
Une surjection de N dans P est une application recouvrant tous les éléments de P, donc

o(n,p) =card (A|nA2N .- NAp)
Le nombre total d’applications de N dans P est p", ce qui nous permet de dénombrer les
applications de N dans P qui ne sont pas des surjections.

p" —o(n,p) =card (AjnArn..NAy)
= card (A;UAU---UA,)
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P
= Z (- 1)k! > card (Aj,nAj,n-NAj)
k=1

1<ij<iy<..<iy<n
Soit E; I’ensemble formé des éléments 1y, iy,---Iy.

Aj,nAj,N---MAj, est ’ensemble des applications de N dans P\Ey. Leur nombre est (p-k)".
D’autre part, pour k donné, ilya (@ ensembles tels que Ey . Donc

>, card (Aj,NAj,N-NAL) = GD (p-k)" Donc

1S <ip<..<iySp

o) = 3 (-0 (F) by
o) = 53 (0" (F) by
-+ 00w

b

=]

-3 0o

Retour au probléme d’inversion
On va résoudre le probléme général suivant:
Soit fg:IN" —» € et, pour tout acIN", g (a)= > f(d)

dla
La fonction g étant connue, déterminer la fonction f. .
C’est ce type de probléme qui a été proposé dans I’exemple introductif.

Mise en place
Soit acIN", et D, ’ensemble des diviseurs de a. Alors

g(@ =Y f(q) %n,(q)

qla

XD‘,' = X{,) + XDN‘*) ,dOﬂC

g@ =2 f(@Xa(@ + 2, £(q) Xpya(q)

Or > f(q) X@(q) = f(a), donc
g(@ =f@+ Y, f(q) Xpya(q), soit
fla)=g(a) - Y. f(PXpy(Q)

Soit p un diviseur de a. Alors

Y., (@@ = g(®).

qla
Ainsi, le probleme sera résolu si I’on sait exprimer X p,; en fonction des Xp,
Avant de résoudre ce probléme, comprenons-le sur un exemple.
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g (a/Pilpiz"‘pik) = Z F(@) % Darpiy piy - Pik(q)

qla

On touve finalement

@) —g@ +Y, (D Y gy

1<ij<iy<...<iySn

Cette relation est la relation cherchée, a condition de I’écrire

fla)= 3 gy

dla

en observant que les seuls diviseurs d qui apparaissent sont:

e d=1 pour g(n),donc p(l)=1

e d=pi,. pi... Pi, les nombres p; étant premiers distincts, auquel cas p (d) = -1k
e si d est d’une autre forme, c’est-a-dire si d est multiple d’un carré, p (d) = 0.

On a donc bien démontré la formule d’inversion de Moébius, en introduisant de maniére natu-
relle la fonction du méme nom.
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