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LES RECTANGLES EMBOITES

Isabelle Geslin
Stagiaire IUFM ROUEN
2° année

Objectif principal de I'activité

Faire en sorte que les €éléves rassemblent tous les outils qu'ils possédent pour démontrer, dans
une situation donnée, le non alignement de trois points.

q

l C
Le probleme A 2
Les points A, B, et C sont-ils alignés? 3 R
A 4
> >
Fonctionnement 1 !

L'activité se déroule sur deux séquences. Les é!>ves travaillent par groupes et exposent ensuite
leurs méthodes. Prévoir de 1h30 a 2h30

De multiples variantes sont envisageables quant a l'exploitation; en particulier, un travail
spécifique sur la démonstration est possible.




DESCRIPTION DETAILLEE DE L'ACTIVITE

OBJECTIFS DE L'ACTIVITE

-Faire émerger les différentes méthodes connues par un éléve de seconde pour résoudre un
probleme d'alignement.

-Réinvestir des connaissances des classes de troisiéme et de seconde.

-Décloisonner le programme de seconde.

L'ENONCE

On considére un rectangle dont les cotés mesurent 8 et 9 cm. On construit un second rectangle
a l'intérieur du premier comme ci dessous. A est le centre commun des deux rectangles.
Les points A, B et C sont ils alignés ? q C
Pour justifier votre réponse plusieurs méthodes $4 B
sont possibles, exposez toutes celles que vous
trouvez.

(Enoncé adapté a partir du manuel Terracher Seconde, 1986, page 210 )

SITUATION DANS LA PROGRESSION DE LA CLASSE 3

Cette activité peut avoir lieu a différents moments par rapport a la progression. St I'on veut
qu'un maximum de méthodes puissent €tre utilisées, 1l faut avoir traité les chapitres "géométrie
analytique" et "homothéties".

On peut aussi envisager cette activité sans l'outil homothétie, l'exercice pouvant étre repris a
l'occaston de ce chapitre.

SCENARIO

- La classe de seconde est réunie pour une séance de 2 heures.

- Les éleves sont répartis par groupes de 2 a 4 éleves par affinité.

- Chaque éléve recoit I'énoncé et la figure en dimension réelle photocopiés (I'alignement y est
discutable).

- Pendant 5 min., chacun réfléchit au probléme, en silence.

- Pendant 1h10, les éléves travaillent par groupes, recherchent des méthodes de solution.
Chaque groupe rédige un compte-rendu des solutions trouvées.

- Pendant 45 min., 5 groupes exposent au tableau chacun une solution du probléme.

- Les 5 méthodes proposées (parmi les 7 possibles), recopiées sur un transparent, sont étudiées
et comparées en classe entiére lors de la séquence suivante.
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CONSIGNES

- Chaque groupe débat des méthodes de résolution et rédige au fur et a mesure toutes les
méthodes trouvées.

- Le professeur n'intervient pas pendant la phase de recherche.

RAISONS DU CHOIX DE L'ENONCE

- Ce probléme a l'avantage de posséder plusicurs procédures de résolution.
- Il permet

. de réinvestir des connaissances

. de comparer différents outils

. d'apporter un regard transversal au programme de seconde.
- Il impose la démonstration comme outil de preuve: L'alignement ou le non alignement des 3
points étant incertain d'aprés la figure, pour se convaincre de l'un ou de l'autre on doit le
démontrer. On remarquera que les dimensions de la figure (8,9,1) ont été choisies précisément
pour obtenir cette incertitude.
- Le texte est sobre , aucune indication n'est donnée. Chaque groupe doit prendre des
initiatives afin de mettre en oeuvre, aprés conjecture, les méthodes de démonstrations de son
choix.
- Dans la mesure ou I'on demande plusieurs méthodes, ce probléme laisse une place aux éleves
faibles et est ainsi adapté a I'hétérogénéité.

PROCEDURES DE RESOLUTION DU PROBLEME

(&

[ [

s

1) Par la colinéarité. - - - .
Dans le repére orthonormé (A, i,j)ou Wi = ljI =lcm, on montre que AB et AC sont
colinéaires:

o 3,9 uw, — 3‘5 — LT
A(o) B(a) C{q) d'o&AB(\}) et AC (“)
3,5><i‘-3><5_1¢5:0,5 #0
donc AB et AC ne sont pas colinéaires et A, B et C non alignés.

2) Par les équations de droites __
Dans le méme repére (A, i, j ) que ci-dessus, on montre que (AB) et (AC) sont non
confondues:

y = —33—5)( ety = z%x sont les équations réduites respectives de (AB) et (AC). Leurs

. . : 4 .
coefficients directeurs étant différents (53-3 = 4—5) , les droites (AB) et (AC) ne sont pas

)

confondues, et les points A, B et C r.c sont pas alignés.
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3) Par comparaison des longueurs AB+BC et AC
Dans le triangle ABE appliquons le théoréme de pythagore:

ABZ2 = AE? + EB? d'ou AB=421,25.
D'autre part BC = 2 et AC = /36,25 3

donc AB +BC 76,0239 et AC~6,0207.
Les points A, B et C ne sont donc pas alignés.

)

o~ A~
4) Par comparaison des angles EAB et DAC

tan EAB= — = — et tan DAC= — = —

—~~_  BE 3 ~~. CD 4
AE 35 AD 45

or ~3—¢—‘—1~ doncE/A\B # SXC
35 4,5

et les points A B et C ne sont pas alignés.

5) Par comparaison des aires.

L'aire du triangle AEB est: (3,5*3)/2 = 5,25 cm?
L'aire du trapéze BEDC est: ((4+3)*1)/2 =35 cm?
Par suite l'aire du quadrilatére ADCB est de 8,75 cm?
Or l'aire du triangle ADC est: (4,5*%4)/2 =9 cm?

Le point B n'est donc pas aligné avec A et C.

6) Par comparaison des longueurs DC' et DC:

Soit C' I'intersection des droites (AB) et (CD).

On sait que DC =4

Appliquons le théoréme de Thalés au triangle AC'D pour trouver DC":

AD _ DC doi DC = 3x 4,5
AE  EB 35
or 4 # 3 ; ‘;’5 donc DC # DC'

Les points C et C' ne sont donc pas confondus, et les points A,B et C ne sont pas alignés.

7) En utilisant une homothétie

St A, B, C étaient alignés , 1l existerait une homothétie de centre A qui transformerait B en C .
Elle trensformerait tout rectangle de centre A en un rectangle de centre A et conserverait les
proportions entre longueur et largeur .

Or les rapports des distances % et —2— sont différents . Les rectangles donnés dans la figure

iitiale ne peuvent €étre liés par un agrandissement de centre A.
Il n'existe donc pas d'homothétie de centre A qui transforme B en C.
Par suite les points A, B ,C ne peuvent €tre alignés.
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EXPLICITATION DU CHOIX DES DIFFERENTES ETAPES DU DEROULEMENT D*2
L'ACTIVITE

- La phase de réflexion individuelle permet a chacun de s'approprier le probléme et de se faire
une idée sur l'alignement des points.

- Le travail de groupe permet ensuite aux ¢léves de confronter leurs idées et de chercher
ensemble des méthodes de résolution.

- Les productions des groupes examinées a la fin de la phase de recherche par le professeur
permet a ce dernier d'envisager le passage des groupes au tableau.

- L'exposé au tableau des solutions par 5 groupes (des S méthodes proposées) permet de
ramener le débat a la classe.

Les éléves peuvent critiquer la proposition de leurs camarades qui doivent alors se justifier.

- La non intervention du professeur pendant la phase de recherche oblige les éleve a se prendre
en charge et a ne pas attendre la validation des résultats par le professeur.

COMPTE RENDU D'UNE UTILISATION DE CETTE ACTIVITE

Cette activité s'est déroulée dans une classe de seconde hétérogéne de niveau moyen,
composée de 27 éléves (le faible effectif a permis, de travailler en classe enticre).

Elle a été proposée juste aprés avoir traité¢ le chapitre "géométrie analytique". Les
"homothéties" avaient déja été abordées mais aucun rappel de trigonométrie n'avait été fait

Déroulement de la séance et description des productions des groupes.

Les éléves ont été motivés par la recherche.

Scul un groupe a du étre mis sur la voie par le professeur. En effet, la figure distribuée bien que
reconnue comme imprécise, était considérée comme faisant preuve de l'alignement des points.
En conséquence, c'est la démonstration du non alignement qu'ils avaient trouvée qui était
considérée comme erronée.

Aprés 1hl5 de travail, les exposés ont €té rendus au professeur. Celui-ci a pu constater que
chaque groupe avait au moins trouvé la méthode qui consiste a démontrer que les vecteurs AB
et AC ne sont pas colinéaires. Deux groupes en sont restés la. Trois groupes ont abordé cinq
méthodes.

La méthode qui utilise une homothétie a été abordée par peu de groupes et peu développée, le
raisonnement qui consiste a définir une homothétie n'étant pas acquis dans la classe.

L'exposé des productions des éléves par eux-mémes a permis a chacun d'avoir une vue sur les
cinq méthodes proposées et d'insister sur la rédaction de ces démonstrations. On trouvera en
annexe 1 quelques unes de celles-ci.

Analyse des écarts entre ce qu'on fait les éléves et ce qui était attendu.

Les éléves ont eu beaucoup d'idées d'outils mais ils ont eu tendance a ne pas accorder
d'importance a la rigueur des démonstrations et a la rédaction, leur but étant de trouver le plus
de méthodes possible. Il serait donc nécessaire d'insister sur I'importance de la rigucur de leur
production.

Capitalisation par le professeur du travail de production des éléves.

La capitalisation a consisté en un bilan des outils connus en classe de seconde et utilisés pour
résoudre un probléme d'alignement.

Un rappel des connaissances nécessaires a l'utilisation de 'homothétie a été fait.

Aprés avoir remarqué que les méthodes de comparaison des angles EAB et DAC et des droites
(AB) et (AC) se ramenaient a la comparaison des deux mémes rapports EB\AE et CD\AD , on
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a rappelé la corrélation existant entre coefficient directeur d'une droite et tangente de l'angle
formé entre I'axe des abscisses et cette droite.

VARIANTES POUR LA GESTION DE CLASSE.

Ce probléme peut €tre utilisé avec de multiples variantes quant a la gestion de classe.

Diverses formes de travail a partir des productions des groupes, permettent de capitaliser les
savoirs et les méthodes et fournissent aux éléves des traces écrites de l'activité "rectangles
emboités". La capitalisation peut prendre I'une des formes suivantes:

*Chaque éleve rédige et remet au professeur une démonstration par la méthode qui lui
convient le mieux, a choisir parmi celles que son groupe n'avait pas envisagé.

*Dans le cadre d'un enseignement structuré autour de l'enseignement de méthodes,
chaque éleve complete une fiche "comment démontrer que 3 points sont alignés".

*A partir des démarches proposées par les différents groupes, l'enseignant construit un
devoir a la maison. L'éléeve peut ainsi s'approprier chaque démarche. L'énoncé extrémement
fermé, proposé en annexe 2, a ainsi €té construit pour une classe de seconde ou de nombreux
éléves étaient en grande difficulté.

*La restitution de ce probléme peut aussi conduire a un travail sur la démonstration. On
peut demander a chaque groupe d'étudier un plan de raisonnement pour chacune des
démarches étudiées, et a chaque éléve de rédiger chacun de ceux-ci. On trouvera a I' annexe 3
des exemples de productions d'éléves mettant en évidence le type de difficultés que rencontrent
certains éléves dans ce genre de travail.

*Dans une classe concluant majoritairement a l'alignement des 3 points et proposant
plusieurs "démonstrations"de l'alignement dans chacun des groupes, le travail peut porter sur la
recherche du type d'erreurs de raisonnement a partir d'une typologie d'erreurs proposée par le
professeur.(voir annexe 4)

*Ce travail sur les différentes méthodes peut aussi étre relayé par la rédaction d'un
devoir qui propose le méme €énoncé a partir de 2 carrés ayant méme centre et des cOtés
respectivement paralléles de 8cm et 6¢cm.
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*Signalons encore un prolongement possible par cette nouvelle question qui interroge
chacune des méthodes et souligne la pertinence de I'outil "homothétie”.

On considére 2 rectangles ayant méme centre, des cotés
respectivement paralléles, et des mesures comme indiquées
sur la figure ci-contre.

Comment faut-il choisir a et b pour que les points A, B, C
soient alignés?

(On pourra donné cet énoncé avec a ou b fixé...)

*Dans la méme veine, nous renvoyons enfin a un probléme proposé par J.F.Zuchetta a
paraitre dans un bulletin APMEP.

Le dessin ci-contre est un dessin a main levée.
Les dimensions sont données en cm.

Que peut-on dire des points Q, U, A?

J'ai trouvé 3 méthodes. Qui dit mieux?

Toutes ces variantes dans la gestion de classe élaborées pour capitaliser le travail de groupes,
soulignent la marge de manoeuvre que posséde l'enseignant pour proposer un enseignement
qui lui soit personnel et qui prenne en compte le public auquel il s'adresse .

Rectangles emboités. 1.Geslin 7
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Annexe 1 : Quelques productions de groupes

Exemplel.

On utilise la trigonométrie.

N
BCD = 45°
N °
1gACH =£ -4 donc 41.63
HC 45

donc les points ne sont pas alignés.

Exemple 2.

Avec les équations
Est-ce que le centre et les coins sont alignés?
Démonstration selon un axe:

‘3/
Calculons AB et AC A om t
AC (4.5;4) 1Y
AB (3.5;3)
Si l'on prend l'équation y = ax.
y=ax y=ax 8 A o
4=a*4.5 3=a'*35
4 3 ,
— = — =q
4.5 3.5
0.888....=a 0.8571428...= a
Conclusion:
1ls ne sont pas alignés
Exemple 3.
Résolution du probléme par Pythagore. 4wy — c
&
AY? + CY? = AC? AZ*+ BZ? = AB?
20.25 + 16 = AC? 12.25 + 9 = AB?
36.25 = AC*? 21.25 = AB?
AC = 6.02 AB = 4.6 Bem A Z

Si ils étaient alignés BC = AC - AB
BC =142
Les points ne sont pas alignés.

Rectangles emboités.
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Annexe 2 : Devoir fermé en reprise du probléme ouvert.

On considére la figure ci-contre.
On cherche a montrer que les points O, P, A
ne sont pas alignés.

Voici plusieurs démonstrations possibles:

Par le théoréme de Thales.
Appelons A' I'intersection de (OP) et (AB),
comme l'indique la figure ci-contre.

9

g

L1

+Q

A

AA

Calculer A'B.
Comparer A'B et AB.
Que peut-on en conclure?

Par le théoréme de Pythagore.
Appelons H le pied de la perpendiculaire issue

de P sur (AB),comme l'indique la figure ci-contre.
Calculer OP, OA, et AP
Comparer OP+PA et OA. 9

Que peut-on en conclure?

Par la trigonométrie.
Calculer tanPOQ et tanAOB.
Donner en degrés une valeur approchée

de POQ et AOB 2 10-1 Pres.
Que peut-on en conclure?

A
W /
7/
v .
T
ri ]
Q@ ¢

Par les aires.

Calculer l'aire du triangle rectangle OQP, l'aire du trigle rectangle OAB, l'aire du trapéze
PQBA. Comparer l'aire du quadrilatére OBAP et du triangle OBA.

Que peut-on en conclure?

Par la géométrie analytique.
Placer un repére comme l'indique la figure ci-contre:
Donner les coordonnées de A et P.

Montrer que I'équation de la dmte (AP) esty = x - 1/2.

Que peut-on en conclure?

Rectangles emboitds.
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Annexe 3 : Plans de raisonnement.

Le travail demandé aux éléves.

Pour chacune des méthodes de démonstration proposées par la classe, vous faites le plan de
raisonnement qui permet de conclure sur l'alignement. Attention, chaque étape du
raisonnement doit correspondre a une activité qui vous est bien connue.

Exemple: Plan de raisonnement utilisant les équations de droites. 7
-placer le repére en O. \ © ’

-donner les coordonnées de A et P.

-écrire I'équation de (AP), droite passant par deux points de coordonnées connues.

-chercher si O est un point de la droite (AP).

-conclure: *Si O n'est pas sur cette droite, les points O, A, P ne sont pas alignés.
*Si1 O est sur cette droite, les points O, A, P sont alignés.

Consigne:

1)Vous travaillez les plans de raisonnement par groupes. Lorsque vous vous étes mis d'accord
sur un plan de raisonnement, vous pouvez voir avec le professeur s'il convient.

2)Vous rédigerez chez vous, des plans de raisonnement pour chacune des méthodes que la
classe a trouvées.

Exemples de plans de raisonnement erronés, intéressants a retravailler.
Un plan de raisonnement intéressant a étudier quant a l'ordre des étapes a effectuer.

-placer les points Q et B

A
-calcul de OP par OP? = PQ* + 0Q? 6
-puis le calcul de OA par OA? = OB? + AB? X e
-chercher si OP + PA = OA <

-calcul de AP par AP? = AH? + PH?
-H = la hauteur du triangle
-conclure

- si OA est différent de OP + AP donc les points O, P et A ne sont pas alignés
- si OA est égal a OP + OA donc les points O, P, et A sont alignés

Un plan de raisonnement conduisant a travailler avec l'éléve, sur les éléments essentiels a l'articulation
d'un raisonnement.

-placer le repére en O
-écrire la formule de phytagore
0Q? + QP? = OP?
-chercher si OP + PA = OA
-conclure: -si OAP sont alignés
-si OPA ne sont pas alignés

Un plan de raisonnement soulignant les difficultés de certains éléves a proposer des plans ayant une
cohérence.

-placer le repére en O

-calculer les droites (OP), (OA), et (OP)

-chercher si le triangle OAP est rectangle

-en conclure que le triangle est rectangle (OA), et (OP)

Rectangles emboités. 10




Annexe 4: Typologie d'erreurs.

Voici certains types d'erreurs de démontration:

1. Se contenter de voir sur la figure.
(ceci se repére par les mots clefs: "on constate que", "on voit que", "on mesure"...)
2. Ne pas justifier une étape.
3. Utiliser ce que I'on veut démontrer.
4. Inventer des théorémes ou des propriétés qui nous arrangent.
5. Mal appliquer une connaissance.

Il va s'agir d'analyser les erreurs contenues dans vos démonstrations:
- en indiquant dans vos productions, a quel moment apparaissent vos erreurs.
- en expliquant le type d'erreur faite.

Exemple de type 1 étudié collectivement:

"Avec les triangles rectangles je trouve que les points A, B et C ne sont pas alignés car les

angles de C ne sont pas les mémes pour les points vers B et C."

Scénario:
-Le professeur répartit les démonstrations élaborées au cours du travail de groupe, de sorte
que chacun travaille sur une démonstration proposée par son propre groupe.
-1l donne aux éleves les consignes suivantes:
Faire un travail individuel:
Coller le texte de la démonstration que le professeur vous a remis sur une feuille.
En faire la critique.
Remettre une production écrite dans 15 mn.
-Le professeur corrige lui-méme ces "copies".
-1 pointe quelques erreurs comme "erreurs de référence". 1l s'y référera a chaque occasion
possible au cours de l'année.

Exemples de type 3:
"Tout rectangle inscrit a le méme centre mais n'a pas les mémes diagonales donc les points
A, B et C ne sont pas alignés car ils ne sont pas sur la méme diagonale.”

"Comme il y a réduction du rectangle (1 cm de chaque cété), et leur centre est confondu,
alors on peut dire que les diagonales sont superposées, alors les points A, B et C sont sur la
méme droite donc alignés.”

Exemple de type S:
"Pour démontrer que A, B et C sont alignés, démontrons que AB et AC sont colinéaires donc
il faut démontrer qu'il existe un réel k tel que AC = kAB.
Utilisons le théoréme de Pythagore pour connaitre les mesures de AC et AB.
AC?*=CD?*+DA*=36,25 AB?=21,25
AC———'V362 =0 —3 AB=Y21,25 4,6
k=NACWNABY=1,3 donc AC=1,3 AB
Donc AC et AB sont colinéaires, donc A, B, C sont alignés.”

Rectangles cmboitds. 11
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SYMETRIE PAR RAPPORT A UN CERCLE.

Nathalie PASCAL et Elisabeth HEBERT
IREM de ROUEN.

Objectifs:
- Modifier les conceptions des éléves sur les propriétés de conservation des transformations.
- Donner du sens aux expressions:

Image d'une droite, d'un segment, d'un cercle.

Points invariants, ensemble de points globalement invariants.
- Faire découvrir aux éleves l'existence de courbes autres que les droites et les cercles.
Travail demandé :

Représenter le symétrique de quelques figures par rapport a un cercle.

Un exemple de production obtenue :

Image d'un carré.

Scénario: (environ 2 h)

- Découverte : mise en place de la symétrie par rapport a un cercle par une recherche
collective.

- Construction de quelques figures a transformer (les premiére; identiques pour tous, les
suivantes différentes selon les éléves)

- Observation des diverses figures produites et commentaires.

- Enoncé des propriétés de conservation et d'invariance en lien avec les tranformation usuelles.

Symétrie par rapport a un cercle 1
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SYMETRIE PAR RAPPORT A UN CERCLE.

Objectifs.

Chacun sait que les éléves accordent peu de poids aux propriétés de conservation qu'ils
énoncent sur les transformations et en conséquence a leurs éventuelles démonstrations. Il nous
est apparu que si l'on voulait que les éleves saisissent la force de cet outil, et par suite en
viennent a l'utiliser pour résoudre un probléme, il fallait leur proposer une transformation qui
soit une activité de référence de la "fantaisie” (non conservation) de certaines transformations.
Au coeur de cette fantaisie, des propriétés surprenantes apparaissent, les figures a transformer
visent a repérer certaines d'entre elles.

Le travail méne donc a un temps de capitalisation portant sur:

- Image d'une droite, d'un segment, d'un cercle.
- Points invariants, ensemble de points globalement invariants.

- Existence de courbes autres que droites et cercles.

Situation dans la progression.

Cette activité peut étre proposée a tout moment par rapport au cours sur les
transformations, mais elle nous semble particuliérement pertinente a étudier avant tout travail
sur celles-ci. C'est a cette place dans la progression que nous nous référons dans la présente

analyse.
1.'énoncé du probléme posé.

Soit un cercle C donné de centre O.

Déterminer par le dessin, les symétriques par rapport au cercle C des quelques figures qui vous
sont proposées. Par exemple, on pourra chercher I'image d'une droite D par rapport a C.
En déduire quelques caractéristiques de cette transformation. -~
(Les diverses figures étudiées sont présentées par la suite.) /

Symétrie par rapport a un cercle 2




Etrange anamorphose!

La transformation que nous avons baptisé "symétrie par rapport a un cercle”" est une
anamorphose qui se rapproche sensiblement de I'anamorphose cylindrique, cette étrange
transformation qui donne d'un objet son image dans un miroir cylindrique. Nous renvoyons le
lecteur pour plus d'informations a l'article du PLOT d'octobre 1987, qui lui-méme propose une
bibliographie.

Nous invitons aussi le lecteur a découvrir cette transformation avec l'outil informatique,
en étudiant I'évolution de certaines images en fonction des variations des figures initiales. (voir

annexe 1)

Le scénario.

1ére phase: Découverte de la symétrie par rapport a un cercle.(10 mn)

Il s'agit de faire transférer les savoir-faire portant sur la symétrie par rapport a une
droite a la symétrie par rapport a un cercle.
Choisissons un point M extérieur au cercle et tel que OM< 2R

Les éléves proposent de prendre pour image de M:

- soit M & l'intérieur du cercle et tel que:

- soit M' a I'extérieur du cercle et tel que:

On fera remarquer aux éléves que cette deuxiéme proposition revient a étudier la symétrie par
rapport au point O, ce qui est ici de peu d'intérét. C'est la premiére proposition qui est donc
retenue.

On se mettra alors d'accord avec les éléves sur les images de M dans les cas suivants:

- si M est a l'extérieur du cercle et tel que OM>2R,

alors M' est selon les cas, soit a l'intérieur soit a I'extérieur du cercle et tel que:

- si M est a l'intérieur du cercle,

alors M' est a l'extérieur du cercle et tel que:

Symétrie par rapport a un cercle 3
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Attention, le centre O du cercle pose un probléme délicat: I''mage de O n'est pas un
point mais le cercle de rayon 2R et réciproquement. On ne peut donc en toute rigueur parler de
transformation sans restriction des ensembles du plan. Travailler sur cette difficulté fait perdre
au probléme sa simplicité initiale et perturbe inutilement les éléves par rapport aux objectifs
assignés a cette activité.

Par contre, définir une véritable transformation peut €tre un objectif en lére S; la
"Feuille a problémes" n°® 45 publiée par I'TIREM de Lyon relate d'ailleurs une activité sur la

symétrie par rapport a un cercle construite dans cette perspective.

2¢me phase: La construction de quelques figures.

Chaque éleve doit faire ses propres constructions: il n'y a aucun intérét a regarder son
voisin "agiter" sa régle et son crayon! Par contre, la comparaison des figures images obtenues
avec d'autres éléves étudiant la méme situation est riche d'enseignement pour les éléves.

Les figures étudiées par les éléves jouent sur les couleurs pour la lisibilité. Les
reproductions ici données, utilisent un trait continu et fin pour le cercle (C) de référence, un
trait gras et discontinu pour l'ensemble de points a transformer, un trait gras et continu pour
I'ensemble image.

A l'expérience, il nous est apparu que vouloir travailler sur des figures comportant le

point O était dans un premier temps néfaste. Nous proposons donc la progression suivante

1) Images de 2 figures, communes a tous les éléves.

Image d'un cercle concentrique a C.

Objectifs:

-~ ~ -permettre  a chaque éléve de s'approprier la
/’/ T N "transformation" établie collectivement. Il retrouve un
résultat facile a établir et bien connu: limage d'un cercle

‘ | est un cercle! Voila qui est sécurisant!
- permettre a I'enseignant de s'assurer que chacun a bien
\ y compris ce dont il s'agit. En particulier la confusion entre
~ P le cercle C de référence et le cercle a transformer I' peut

étre levée a cette occasion.

Symétrie par rapport a un cercle 4



Image d'un carré exinscrit au cercle C.

Objectifs:

- mettre en échec les conceptions de I'image d'un
segment.

- proposer a tous une situation se prétant aisément a ce
questionnement: puisque le milieu des cotés du carré sont
invariants et que les images des sommets sont intérieurs
au cercle, I'image d'un segment ne peut étre un segment!

- obtenir un objet "séduisant"!

- permettre a l'enseignant quelques mises au point,
éventuellement collectives, sur le travail demandé.

Trouver la figure image peut étre pour certains éléves trés délicat. Nous étudions ci-
apres les obstacles et procédures employées par certains d'entre eux.

2) Images de figures différentes selon les groupes.

Pour les éleves parvénant a la construction de la figure-image précédente, on répartira
en bindme ou trindme les différentes figures. Attention de petites variations dans les positions
des cercles, droites, peuvent faire perdre a la figure-image tout son "charme".

L'objectif est de faire émerger les propriétés de cette transformation en diversifiant les
situations étudiées. Aprés plusieurs expérimentations nous avons retenu les situations

suivantes:

L'image d'un cercle: L'image d'un autre cercle.

Symétrie par rapport a un cercle 5
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L'image d'une droite:
L'image d'un triangle dont un coté est
T~ globalement invariant:

\\~\\“ \ A C/)/I

'
7

e

L'image d'un "soleil" qui se raméne en O! L'image d'un croissant formé de 2 demi-

(interviennent ici 3 cercles concentriques de|cercles dont l'un est invariant:
rayon R, 2R, 3R): '

.........

.....

3éme phase : Restitution.

Il s'agit pour I'ensemble des éléves de prendre connaissance des diverses figures obtenues et de
les aider a pointer, a partir de ces figures, les propriétés que I'on souhaite fixer.

Si le travail se fait en classe entiére, |'utilisation de transparents devient nécessaire. Il est en
particulier possible de faire ajouter les étranges figures obtenues sur des transparents
photocopiés comportant les figures initiales. En demi-classe, il est possible de rassembler tous
les éléves autour du bureau du professeur ou de tables pour observer et commenter les figures
produites.

Des photocopies comportant en réduction les diverses figures obtenues sont distribuées
ultérieurement. Elles assurent la trace écrite de l'activité ou mieux, servent de "gommettes" lors

du temps de capitalisation.
4¢me phase : Capitalisation.

Les propriétés observées avec une symétrie par rapport a un cercle, concernant l'image d'une
droite, I'image d'un segment, I'image d'un cercle, I'ensemble des points invariants, les ensembles
de points globalement invariants,sont comparées aux propriétés similaires pour les

transformations usuelles.

Symétrie par rapport a un cercle 6



L'annexe 4 propose la fiche distribuée aux éléves afin de remettre en place les propriétés des
transformations usuelles. La présence d"intrus", a savoir I'nomothétie et la similitude aiguise la
curiosité des éléves, et annonce le temps de synthése. Celui-ci se fait a partir de la fiche donnée
a l'annexe 5, elle est briévement commentée par le professeur, les éléves illustrent par les

"gommettes" adéquates, les propriétés énoncées.

Obstacles et procédures utilisées: étude de cas.

Les obstacles que rencontrent les éléves pour la construction des figures, semblent liés aux
conceptions que ceux-ci ont des transformations et des objets géométriques. Pour quelques
rares éléves ce travail ne pose rapidement que le probléme de la précision du tracé, pour la
plupart des obstacles résistent. Nous relatons en annexe briévement et partiellement les

errances de quelques éleves pour lesquels les difficultés se situent a des niveaux différents.

Pour I'un des bindmes il s'agit de transformer le triangle ABC inscrit dans le cercle.

Initialement, I''image d'un triangle n'est pas pergue comme un unique objet mathématique, il y a
donc plusieurs triangles—images. La transformation n'est pas pergue comme agissant sur une
"globalité", l'aspect ponctuel est privilégié.
Au fur et a mesure que la recherche se déroule les éléves accordent plus de place a la globalité
de la figure. Ils privilégient certains points qui semblent tenir en eux-mémes toute l'information.
L'avancée se fait a petits pas, certaines informations valides se trouvant oubliées dans la prise
en compte de nouvelles. Face a la complexité du probleme, les éléves abandonnent leur
recherche.

Pour le deuxiéme bindme dont nous relatons la démarche, il s'agit de transformer un
carré exinscrit au cercle. Les deux éléves de ce bindme ont compris ce que comporte l'idée de
transformation d'une figure: la figure comporte 4 axes de symétrie, ce qu'ils exploitent
d'emblée. L'obstacle auquel ils se heurtent est lié a leur certitude que I'image d'un segment ne
peut étre autre chose qu'un segment ou un arc de cercle. Ils s'interdisent par la méme la
recherche d'une solution point par point. Ils envisagent de multiples solutions toutes
insatisfaisantes jusqu'a l'intervention de l'enseignant qui propose- et donc autorise- I'utilisation

d'autres images que celles de droites et cercles.

Conclusion.

Pour certains éléves cette activité est un "jeu d'enfants", pour d'autres un véritable
>
casse-téte. Une telle activité déroute et passionne. Les éléves la rejettent ou " I'adorent”.
Elle ne laisse indifférents, ni les éléves, ni les enseignants.

Symétrie par rapport a un cercle 7
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Annexe 1 : Etude de quelques familles de figures

Ces couples de figures C; et C, et de leurs images C'; et C'; par rapport au cercle
p g 1 2 1 2P pp

ont été
construites en utilisant soit le logiciel CABRI-GEOMETRE (Edition Nathan logiciels), soit le

logiciel GEOPLAN (CREEM, diffusion CRDP de Poitiers). Il est possible avec ce dernier

d'étudier les variations des images en fonction de la position des cercles ou droites d'origine.
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Annexe 2 : Etude de cas : Image d'un triangle inscrit.

L'activité relatée ici se déroule avec un groupe extrémement restreint envisageant une
lére S. Le groupe est constitué de 4 bindmes. L'enseignant intervient a quelques rares
occasions auprés des bindmes pour relancer la recherche. 1l lui est donc possible en paralléle
d'assurer une observation relativement précise.

Pour une meilleur compréhension des différentes procédures adoptées, les deux figures ici
analysées qui comportent plusieurs "couches" d'informations ont été rétablies en plusieurs
figures.

1¢re étape .

Chaque détermination de l'image de trois points quelconques, permet
d'obtenir un triangle image. "Ca fait plein de triangles" disent les éléves,
le statut du triangle initial se confondant avec le statut des triangles-
images.

2¢me étape

L'enseignant pour aider a une meilleure prise en compte du statut du
triangle initial colorie celui-ci. Les éléves partent de quelques points
images qu'ils relient par des segments pour générer l'image du triangle.

3éme étape
L'enseignant demande aux éléves de préciser le statut du point A, qui
est rapidement reconnu de méme que B et C , comme points invariants.

4éme étape
L'enseignant interroge les éléves sur l'origine des points placés sur le
cercle. Il tente alors de faire émerger les connaissances antérieures sur
les images d'une figure , mais n'obtient que des souvenirs extrémement
parcellaires et confus.

Les éléves construisent alors une nouvelle figure et proposent une
" nouvelle piste: "L'image du triangle pourrait étre un rectangle."

Séme étape
Puisque chacun des cotés devrait pouvoir se transformer en un
rectangle, ils proposent une modification de leur figure.

Symétrie par rapport & un cercle 9
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6éme étape
Cette derniére proposition est reprise par la recherche de I'image de
quelques points.

7éme étape
Les éléves sont alors amenés a constater que "ga fait presque des
cercles". Ils cherchent alors a construire ceux-ci....En vain.

..... puis abandonnent cette recherche "qui leur prend la tete".

Symétrie par rapport a un cercle
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Annexe 3 : Etude de cas : L'image du carré exinscrit.

1ére Figure

Les éléves utilisent:

-les images des sommets par définition de la transformation
-I'image d'un carré est un carré de cotés paralléles.

Puis ils adjoignent:

-l'existence de 2 points invariants

-si I'image n'est pas un segment , ce ne peut étre qu'un arc
de cercle

2éme Figure

Les éléves utilisent ici:

-L'image d' un point quelconque
-l'existence de 4 points invariants
-limage de 8 segments

3éme Figure

Les éléves reviennent ici a I'image d'un carré est un carré.
Ils s'assurent de leur solution en plagant de maniere
symbolique les images de nombreux points.

4éme Figure
Pourquoi n'aurait-on pas quelque chose du genre....

Séme Figure

Les éléves reprennent avec soin leur recherche.
L'enseignant interrogent les éléves sur la raison d'étre des
points anguleux.

Symétrie par rapport a un cercle
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6¢me Figure

Puisque les points anguleux n'ont pas de raison d'étre, la
solution est d'utiliser plusieurs arcs de cercle suivant une
figure du type:

7éme Figure A
Les éléves établissent une figure soignée formée d'arcs de . =
cercles centrés au milieu des rayons du cercle initial. Mais

désespoir!... les mesures prouvent que cette proposition S
n'est pas satisfaisante pour les images des sommets du / ’
carré. -

8¢éme Figure

Les éléves reprennent l'étude de cette précision par la
construction de l'image point par point, puis cherchent a
trouver les centres des arcs de cercles qui la constitue.
Evidemment cette recherche est vaine.

9¢me Figure

L'enseignant intervient: "Pourquoi ne pourrait-on pas
obtenir des courbes qui soient autre chose que des portions
de cercle?"

Nouvelle piste:"Puisque ce ne sont pas des demi-cercles se
sont des droites... donc des triangles."

10¢éme Figure...

Nouvelle intervention de 'enseignant: "Cela peut étre autre chose..."

"On a le droit? Si on le fait & main levée, ce n'est plus précis, ce n'est plus des maths."
Inquiétude qui laisse place a I'étonnement puis a I'émerveillement!

Symétrie par rapport a un cercle AL
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Annexe 4 : Les transformations usuelles.

Dans chacun des cas ci-dessous, la figure en trait plein est l'image de la figure en traits pointillés par

une transformation inconnue, différente selon les cas. Précisez, quand vous le savez la transformation

dont il s'agit.
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Annexe S : Fiche de synthése.

Tout le vocabulaire utilisé ici est volontairement flou (et d'ailleurs discutable). 1l s'agit de donner aux éléves
du recul sur le monde des transformations. Les éléves placent les "gommettes" correspondant aux propriétés

énoncées.

La diversité des transformations.

e Il existe des transformations qui conservent les ""formes" et les dimensions.

Exemples: Les symétries centrales.

Les translations.

- Les réflexions.

Les rotations.

o Il existe des transformations qui conservent les ""formes' mais pas les dimensions

Exemples: Les homothéties.
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o 1l existe des transformations qui ne conservent méme pas les ""formes'!

Exemple:

- L'image d'un cercle de centre O est un cercle
de centre O.
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- L'image d'un cercle, de centre autre que O,
n'est pas un cercle.

- L'image de tout point.M du cercle C est le
point M lui-méme:

On dit que C est un cercle invariant pour la
symétrie par rapport au cercle C.

Les symétries par rapport a un cercle.

- L'image d'une droite, qui ne passe pas par O, n'est
pas une droite.

- L'image d'un segment, dans la plupart des cas, n'est

pas un segment. = = - -
)

—

- Soit [AB] un segment tel que: son milieu I
appartient a C, la droite (AB) passe par O et O
n'appartient pas a [AB].

Tout point M de ce segment a pour image un point
M' de ce segment.

On dit que [AB] est globalement invariant pour la
symétrie par rapport au cercle C.
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DE LA MOYENNE A L'ECART-TYPE

Alain Macé
Groupe didactique
IREM DE ROUEN

OBJECTIF PRINCIPAL:

Amener les éleves a construire eux-mémes 1'écart-moyen

ENONCE:
Apres quelques exercices préalables pour fixer les notions d'éleve régulier
et de résultats homogenes:
Dans une classe, un professeur de mathématiques veut examiner avec soin
et comparer les résultats de tous ses éléves. Ce professeur, trés
consciencieux, décide de mettre au point un calcul, dont le résultat serait
C, a faire sur les notes de chacun des éléves.
Le nombre C, obtenu par le méme procédé pour chacun des éléves,
répondrait simultanément aux deux exigences suivantes:

- Cest positif

- Plus C est petit , plus les résultats sont homogenes
Que proposez-vous comme calcul qui répondrait a ces 2 conditions?

DEROULEMENT DE L'ACTIVITE:

Apres une phase préliminaire essentielle d'appropriation de la notion de
résultats homogenes, les éleves, par un travail de groupe, proposent un
calcul qui puisse traduire cette notion. Un débat sur la pertinence des
propositions faites, conduit a écarter de nombreuses propositions et a
privilégier 1'écart moyen. L'écart-type se trouve défini au cours de la
phase d'institutionnalisation

Prévoir 2 séances distinctes.
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DE LA MOYENNE A L'ECART-TYPE

OBJECTIFS:

* Amener les éleves a construire eux-mémes 1'écart-moyen
*Introduire 1'écart-type.
*Réfléchir sur la signification des outils statistiques.

* Utiliser le contre-exemple et le débat.

SITUATION:

*Pour ce qui est de la gestion de classe:
Il est souhaitable que cette activité ait lieu apres avoir familiarisé les éleéves a un travail de
groupe avec débat et recherche de contre-exemples sur des énoncés ouverts. En effet il
s'agit ici d'"inventer" un nouvel objet, ce qui peut étre treés loin de la pratique de certains
éleves habitués a €tre des exécutants.

*Pour ce qui est des contenus:
Cette activité se place:
- n'importe quand dans 1'année, méme si la valeur absolue n'est pas encore vue.
- apres quelques séances destinées a reprendre le vocabulaire statistique, les graphiques et
les calculs de moyennes. A partir de quelques exercices (donnés en annexe 1), le professeur
a fait réfléchir a la signification des diverses représentations graphiques en particulier a la
signification des "bdtons" comme étant proportionnels au "poids" dont chacune des valeurs
est chargée. Il a fait préciser les notions d'"éleve régulier" (par rapport a l'ordre
chronologique) et de "résultats homogenes" (qui font appel a la notion de dispersion sans
tenir compte du temps).

*Artention: Dans des classes de seconde dites "faibles" cette activité doit étre menée
avec prudence et chaque étape parfaitement respectée.

activité moyenne  A.Macé 2
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ENONCE (DONNE AUX ELEVES EN TROIS TEMPS)

I. Approche. (construction de séries plus ou moins homogeénes)
Un professeur, apres avoir étudié les notes de 2 éleves, déclare:
"Ces deux éleves ont exactement 9 de moyenne et I'un a des résultats beaucoup plus
homogenes que 1'autre. "
Quelles pourraient étre les notes de ces 2 éleves? (on donnera une dizaine de notes
environ par éleve)

II Recherche (propositions de calculs pour C)

Dans une classe un professeur de mathématiques veut examiner avec soin
et comparer les résultats de tous ses éleves. Ce professeur, tres
consciencieux, décide de mettre au point un calcul, dont le résultat serait
C, a faire sur les notes de chacun des éleves.
Le nombre C, obtenu par le méme procédé pour chacun des éleves,
répondrait simultanément aux deux exigences suivantes:

- C est positif

- Plus C est petit , plus les résultats sont homogenes

Que proposez-vous comme calcul qui répondrait a ces 2 conditions?

III. Validation (fait suite a la restitution)
Sans faire de représentation graphique, mais en utilisant le calcul de C qui n'a pas
(encore!) été refusé, déterminer lequel de ces deux éleves a les résultats les plus
homogenes:
El : 05.10.12.16.14.08.14.12.08 ou E2 : 10.05.11.10.12.12.17.12.10 11 ?

activité moyenne  A.Macé 3
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SCENARIO:

Premiere séance (1 heure)

Approche: construction de séries plus ou moins homogenes.
Travail individuel puis par groupes de 2 ou 4 €leves. Débat interne au groupe
sur la validité des exemples proposés. Intervention du professeur si nécéssaire.
15 mn dont 5 mn en recherche individuelle .

Recherche: propositions de calculs pour C.
Travail individuel puis par groupes. Production d'un document qui sera rendu

au professeur a la fin de I'heure. Aucune intervention du professeur.

Deuxieme séance (1 heure)

Restitution:
Débat en classe en‘icre: pourquoi accepter ou non telle proposition?. Si elle a
été suggérée, seule reste invalidée la somme des écarts a la moyenne.

Validation
Le professeur propose a tous l'étude d'un méme exemple pour "valider" la
proposition d'écart moyen.

Troisieme séance (1/2 heure)
Institutionnalisation:
Le professeur établit un résumé de cours comportant:

L'étendue, 1'écart moyen, la variance, 1'écart-type.

activité moyenne  A.Macé - 4
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L'analyse présentée ci-apres ne distingue pas les analyses a priori et a posteriori. Sous des
formes proches, cette activité a été faite de nombreuses fois; le scénario et 1'analyse ici
proposés en sont 1'aboutissement.

ANALYSE:

L'approche:
Cette phase fait suite aux exercices (voir annexe 1) ayant permis de réfléchir a la différence
entre: - "éleve régulier” QLli joue avec la relation d'ordre fixée par le temps,

- "résultats homogenes"ou il est fait abstraction de tout ordre.
Cette phase permet a l'enseignant de s'assurer que 1'idée d'homogénéité est acquise pour
tous, il intervient donc si tel n'est pas le cas. De plus, elle donne aux éleves 1'occasion de
produire leurs propres exemples de séries de notes en réponse a des exigences données

simples; ils sont donc plus a méme de produire des contre-exemples par la suite.

La recherche.

Le travail de recherche ici demandé est une alternance de conjectures et de validations. Il
s'agit pour 1'éleve, tout d'abord d'imaginer des réponses a un type de probleme jamais
rencontré. Certains éleves peuvent se trouver dérouter par ce type de travail qui fait
largement appel a 1'intuition. La plupart des groupes formulent cependant des propositions,
mais peu operent un contrdle de validation des réponses apportées.

La restitution.
Au cours d'une deuxiéme séance, les différentes productions, avec le nom des auteurs, sont
présentées a la classe. Le professeur peut, par exemple, avoir préalablement recopié celles-
ci au tableau, mais d'autres formes de restitution sont possibles. Les éleves doivent alors
débattre des propositions faites. Pour 1'éleve, il s'agit d'arriver a une critique de son travail
et de celui des autres: justification ou invalidation.
Les différentes propositions sont, suivant la classe concernée:
* L'étendue
* Le pourcentage de notes non autour de la moyenne(non comprises entre x-1
et x+1)
* Le rapport entre le nombre de notes supérieures a la moyenne de 1'éleve et le
nombre de notes inférieures a sa moyenne.

activité moyenne  A.Macé 5
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* L'addition de tous les écarts successifs entre les notes placées dans 1'ordre
chronologique.
* La différence entre la moyenne des notes au-dessus de la moyenne et la
moyenne de celles situées en-dessous.(ou de méme par rapport a 10).
* L'addition de tous les écarts positifs de chaque note a 10, ou a la moyenne.
Dans cette phase de restitution-débat, il est important que la validation vienne des autres
éleves et non du professeur. Celui-ci n'est 1a que pour diriger les interventions et éviter les
débordements possibles. Il faut donc prévoir pour les propositions qui ne sont pas
immédiatement rejetables, des temps de recherche sur la validité des solutions proposées.
Cependant, si pour une proposition, les éleves ne trouvent pas de contre-exemples (voir
ceux cités en annexe 2) le professeur amorce le débat en donnant a réfléchir sur des séries
de notes judicieusement choisies. Il est donc trés vivement conseillé a 1'enseignant d'avoir

préalablement prévu ses propres contre-exemples pour ne pas alourdir cette phase.

La "validation” :
La proposition de 1la moyenne des écarts a la moyenn<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>