




Il ELEMENTS D'ANAL YSE VECTORIELLE Il 

1/ CHAMP VECTORIEL 

1.1> Défini ~ion 

Etant donné l'espace affine 'IN des points M, on appelle chal1lp 

vectoriel éventuellement variable au cours du temps toute applica

tion qui, à tout point M, fait correspondre à l'instant t un vec

teur ;}(M,t) d'un e~pace vectoriel E construit sur ~3 : 

" • E M 

M .;}(M-tt) 
Si l'on définit dans E un repère (O,~ ,u ,~ ) on aura donc: 

x y .. z ... 
;}(M,t) = V (x,y,z,t)~ + V (x,y,z,t)u + V (x,y,z,t)u 

x x y .. +y z z 
=V~ +Vu +vu 

xx yy zz 
Si :t~(M,t) = a : le champ est dit s~a~iqu .. ou s~a~ionnair .. ou 

permanent. Dans la suite de',ce chapitre et pour simplifier, on ne 

considèrera que des champs stationnaires. 

1.2) Lignes de champ 
Ce sont les courbes de " telles qu'en 

, M 

tout point de l'une d'elles le vecteur 

champ ~(M) en ce point lui soit tangent. 

Ces lignes sont orientées par le vecteur 

champ vtM). 

Il en résUlte que si M appartient à une ligne de champ, alors d~ 
est parallèle à ~(M), d'où sur ces courbes l'on a 

~x = ~ = ~z = cte 
x y z 

'Cette relation permet de déterminer les équations de lignes de 

champ connaissant l'expression du champ. 

En général, ~(M) ne fait correspondre à M qu'un vecteur champ: il 

ne passe donc en ce point qu"une ligne de champ. Si l'on observe 

des lignes de champ concourrantes en un point, alors, en ce point, 

le champ est soit nul soit non défini. 
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1.3) Cbamps par~iculiers 
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1.4) Tubes de champ 

I.3.aJ Champ uniforme 

;}(M) est indépendant de M et on a 

;}(M) = ;} 
L"uniformi~é es~ à l"~space ce 

la stationarité est au temps. 

que 

I.3.bJ Champ radial à symétrie 

sphérique 

=" + + /2 2 2 Soit OM = r r.u r (r = ~x +y +z ) 

un champ radial à symétrie sphérique 

a pour expression générale 

~(M) = V(r).~ 
r 

I.3.cJ Champ radial à symétrie 

cylindrique 

Soit ~ = r.~ + z.~ un champ p rp z 
radial à symétrie cylindrique d'axe 

Oz a pour expression générale 

~(M) = Ver ).~ p rp 
On aura un champ radial à symétrie 

axiale si la fonction scalaire V 

dépend de rp et de z. 

On appelle tube de champ l'ensemble des 

lignes de champ traversant un contour 

fermé (r) orienté. D'après le 1.2), un 

tube de champ ne peut évidemment pas 

être traversé transversalement par une 

ligne de champ, sauf s'il est non défini 

en des points de sa surface latérale. 
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IV' GRADIENT 

II.1) DéCindtion 

Considérons une fonction scalaire f(H) (on peut aussi dire champ 

scalaire). Sa différentielle a pour expression 
8f 8f 8f 

df = jidx + ~Y + jidz 

Or : d~ = dx.~ + dy.~ + dz.~ ; on peut donc exprimer df sous 
x y z 

forme d'un produit scalaire en introduisant le champ vectoriel: 
~ 8f~ 8f~ 8f~ 
grao(f[H]) = axux + ayuy + azuz 

On a alors 

df = grac!(f) .d~ 
Remarque : mathématiquement parlant, gra~(f) n'est pas tout à fait 

un vecteur au sens courant du terme, mais tant que l'on travaille 

dans l'espace euclidien à trois dimensions, on n'a pas à faire cas 

de cette subtilité mathématique. 

II.2) Opérateur nabla 

Par définition, l'opérateur nablas , que l'on utilise uniquement en 

coordonnées cartésiennes, a pour expression : 
;) 8~ 8~ 8-. 

8x. ux + 8y'uy + Tz·uz 
Ainsi on peut écrire 

gra~(f[Hl) = ;)f(H) 

1 Attention 1 nabla est un opérateur, mais pas un vecteur : il ne 

faut pas lire la relation précédente comme un produit entre un 

vecteur par un scalaire, mais comme une opération sur un scalaire. 

En particulier, on a ;)f ~ f.;) : le premier terme est un vecteur, 

le second est un opérateur. De même on distinguera :;).t ~ t.;). 

S C' •• ~ le phy.i.co-mG~h6mG~i.ci..n GnglGi.. Wi.lli.Gm HGmi.l~on (S805-
s'Sd!5) qui Q i.nt.roduLt. cet. op6rGLeur en r6C6renc. 4. 'La. Corme d"un 
i.n.~rum.n~ d .. muai.qu. h6brG\que Gppel6 nabla. 
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111/ FLUX D"UN CHAMP VECTORIEL 

111.1) Flux élémentaire 
élément de surface dY 

vecteur unitaire ~ . ~(H) 
Considérons un 

orienté par le n 
~ 

~~(H) 

dS 

étant un champ vectoriel 

appelle flux élémentaire d~ 

travers dY la quantité 

défini, on 

de ~(M) à 

d~ = ~(H) .dY.~ 
n 

Par définition même, c'est une quantité algébrique, additive. Plus 

généralement, pour un champ vectoriel composé : 

~(H) = ~.~ (H) + ~.~ (H) ~ d~ = ~.d~. + ~.d~z 
S z • 

111.2) Flux à travers une surCace 
Par définitIon, c'est la somme des flux .. 

~~(H) élémentaires sur la surface orientée 

considérée : 
dS ~ =J d~ J ~(H ) .dY.~ 

s n 
s. S 

111.3) Flux sortant d"une surCace Cermée 

Convention étant donnée une surface 

fermée, on orientera les vecteurs uni-

~ taires normaux à la surface vers l"exté

rieur de la surface. Cette convention 

adoptée, on appelle flux de ~(H) sortant 

de la surface fermée (Y) 

~ = § d~ = § ~(Hs) .dY·~n 
s s 

Si ~(H) "sort" de la surface, d~>O ; si ~(H) "entre" dans la sur-

face, d~<O.Un flux sortant peut ainsi être globalement nul tout en 

étant localement non nul. 

111.4) Théorème d"OSTROGRADSKI 

Dans ce qui suit, nous allons donner l'expression d'un théorème 

permettant de passer d'une intégrale volumique à une intégrale 

surfacique et réciproquement. 
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III.4.a} Détermination du flux sortant d'un volume 

M 

élé-

de 

et 

d:~o<) Con"d',on, un po'nt 
1 dz coordonn6es cartésiennes (x,y,z) 

N .,. - - - - P un champ vectoriel ~(M) 
déterminons le flux du champ sortant 

de l'61ément de volume dT = dxdydz. 
o~_z .. _________________ -+.y 

~ 
y 

Le flux a. travers les faces parallèles a. yOz a pour valeur : 

'i}(M)(-dydZ.~x) + ~(N)(dydZ.~x = (~(N)-~(M»)dYdZ·~x = 
cW(M)dXdYdZ.~ = !.V dxdydz 8x x.,,,, x 

De même on aura : 

a. travers les faces parallèles a. xOz 

à travers les faces parallèles à xOz 

On a donc au total : . 

~v dxdydz • jy y , 

"z V ,.dxdydz. 

[ cl 'cl ") dt/J = 8xVx + IJyVy + "zV,. dxdydz 

ou, sous une forme plus condensée utilisant l'opérateur nabla 

1 dt/J = ".~(M) dT 1 
III.4.b} Divergence d'un,champ vectoriel 

Par d6finition, on appelle divergence du champ vectoriel ~(M) la 

quantité scalaire : 
~----------~----~--~----~-, 

div(~IM1) = ".~(M) = !XVX + ~Vy + !zVz 

On a ici l'expression cartésienne de la divergence de ~(M). On 

montre aisément que l'opérateur divergence est un opérateur liné

aire, soit : div(À.~ + ~.~ ) = À.div(~ ) + ~.diV(~z)· f. Z f. 
III.4.c} Enoncé du théorème d'ostrolradski 

Considérons main enant un volume (0/) 

>C~z u .. 
u 

y 
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limité par une surface 1 fermée 1 (~). 

Ce volume est la somme des volumes 

61émentaires dT. Le flux 6tant un 

quantit6 additive, le flux de ~(M) 
sortant de (~) a donc pour 

expression : 
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t/J = f dt/J = f ".~(MT) .dT .. .. 
Or, si l'on considère un élément dT à l'int6rieur du volume, le 

flux sortant d'une de ses faces est n6cessairement un flux entrant 

a. travers la face d'un volume contigu : ces flux vont donc se 

compenser si on les somme. Seuls ne seront pas compens6s les flux 

sortant des faces contigües à la surface (~). On peut donc énoncer 

le th60rème suivant : 

Etant donné un champ vectoriel ~()() dél'ini sur un domaine de 

l"espace al'l'ine des points M limité par une surl'ace 1 l'ermée 1 

(S). le l'lux de ~()() sortant de cette surl'ace est égal à 

l"intégrale volumique sur le volwne (en limité par (S) de la 

divergence de ~()(). 

t/J = ~ ~(M) .d~.~n f div(~IM1) .dT 
s .. 

111.6) Laplacien 

On démontre ais6ment que 

div(grad(fIMl» = ~f(M) = âf(M) 

oà â ~ est l'op6rateur laplacien: 

"Z "Z "Z â + --- + ---
"xz IJyz iJzz 

On peut aussi définir le laplacien d'un champ vectoriel ~(M) 

1 â~(M) = âVx·~x + âVy.~y + âVz·~z 1 

Le laplacien est évidemment un opérateur linéaire. 

IV.!' CIRCULATION D" UN CHAMP VECTORIEL 

IV.i) Circulation élémentaire 

Etant donné un champ vectoriel 'i}(M) défini sur un domaine de l'es

pace affine des points M, on appelle circulation élémentaire ô~ de 

'i}(M) sur le chemin élémentaire d~ la forme différentielle : 

6~ = 'i}(M) .d~ 

C'est une quantité algébrique, additive. Plus gén6ralement, pour 

un champ composé 'i}(M) = À.~s(M) + ~.'i}z(M), on aura: 

6~ '" À.6~f. + ~.6~z. 
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IV.2) Circulat.ion sur Wle courbe 

Etant donné une courbe orientée (rl entre 

deux pOints A et B. Si ~(Ml est défini en 

tout point de (rl, sa circulation sur ce 

chemin est l'intégrale curviligne définie 

sur (rl : 

'fil = f ~(M l.dM 
Arr r 

(Remarque 1 La courbe n'est pas nécessairement une ligne de champ. 

Si c'est le cas, dM et ~(Ml sont alors colinéaires et on pourra 

écrire, s étant l'abscisse curviligne sur (rl : 

~ = f V(M l.ds 
r r 

IV.3) Théorème de STOKES (George Stokes, 1819-1903l 

IV.3.a) D~terminatjon de la cjrculatjon sur un contour 
~l~mentajre 

z 

aM, dJ"'~n 
N, ! P 

~. 1 
~ 0 

x r-t'-+-+---:-++--... y 

~y IHI T!zLJ~x 
I~y K 

Remarquons au préalable que : 

Considérons un élément de surface 

orienté dJ" rectangulaire quelconque, 

le vecteur ~ orientant le contour 
n 

de dJ". Par définition : 

dJ".~ = dydz.~ + dxdz.~ 
1 n x y + dxdy.~ 

z 
Déterminons la circulation 6\!: d'un 

champ vectoriel ~(Ml défini sur le 
contour. 

-- la circulation élémentaire 6~ peut être interprétée de la 

faion suivante : 

6\!: = ~(Ml .dM = v dx + V dy + V dz = 
:t ":t x .. y z .. 
v(Ml.dxu + v(Ml.dyu + ~(Ml .dzu 

x y z 
Ainsi, 6~ apparart comme étant la somme des circulations 

élémentaires de ~(Ml sur les projections de dM suivant les 

trois axes. 

~ par définition, le vecteur surface élémentaire a pour 
composantes : 
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dS.~ = dxdy.~ + dydz.~ + dzdx.~ 
n z .: y 

Ainsi, toute surface élémentaire dS.un délimitée par un con-

tour or ientant ~ peut-être projetée sur trois rectangles 
n 

élémentaires dont les côtés sont respectivement parallèles 

aux axes du repère. 

Ainsi, la circulation élémentaire de ~(Ml sur un contour fermé 

élémentaire quelconque est égale à la somme des trois circulations 

élémentaires calculées sur les rectangles projections du contour 

sur les plans xOy, xOz et yOz. 

En projection sur xOy, on a donc : 

6~HXK = Vx(Mldx + Vy(Nldy et 6~H~ = Vy(Mldy + Vx(Pldx 

D'o~ la circulation projetée sur xOy 6~XOY a pour expression 

6~ = 6~ - 6~ = (v (Ml-V (Pl)dX - ~V (Ml-V (Nl)dY = 
xOy HXK" H~K x" x Y)Y 

••• = Ao,;V (Mldydx - -;r-V (.Mldydx = ;),,~(Ml ~ dxdy 
VI x .,x y z 

On aura de même : 

6\!: = r;)"~(Ml)~ dydz yOz l x et 6\!: = r;),,~(Ml)~ dzdx xOz l y 
soit au total : 

ou encore : 

(;) .... ~(Ml • dYdZ~x + dXdZ~y + dXdY~z) 
6\!: = (;),,~[Ml l .dJ".~ 

n 

~ orientant (ou étant orienté parl le contour. 
n 

IV.3.b) Rotationnel d'un champ vectoriel 

Par définition, on appelle rotationnel du champ vectoriel ~(Ml le 

champ vectoriel: 

ro!(~[Mll=;) .... ~(Ml= ••• 

~V -~V -~V ~V -~V ~ 
iJyz iJzy iJxz y iJxy iJyx z 

On a là l'expression cartésienne du rotationnel de ~(Ml. On montre 

aisément que cet opérateur est linéaire. Ainsi, la circulation 6~ 

sur le contour élémentaire fermé apparart comme étant égale au 

flux élémentaire de rot(~[Hll à travers ce contour. 

IV.3.c) Enonc~ du théorème de Stokes 

Considérons un contour (rl orienté et fermé quelconque, et une 

surface (J"l s'appuyant sur et orientée par ce contour. 

Soit alors un champ vectoriel ~(Ml défini sur un domaine de l'es-
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pace englobant (r) et (Y) suppo

sons de plus que son rotationnel 

soit défini en tout point de ce 

domaine. Décomposons cette surface 

en éléments de surface orientés dY. 

Le flux élémentaire de rot(~[Ml) à 

travers ces éléments est égal à la 

circulation de ~(M) sur le contour 

fermé élémentaire. 

Ma is sil' on cons idère deux contours élémentaires côte-à-·côte, les 

circulations sur les côtés contigus vont se compenser. Seules ne 

seront pas compensées les circulations le long de (r). On peut 

donc énoncer le théorème suivant 

Elanl donné un champ vectoriel ~CM> et son rotalionnel déCini 

sur un domaine de l"espace aCCine des points M. la 

de ~CM> sur toul conlour , Cermé , Cr) orienté de 

circul ation 

ce 

esl égale au Clux de ro"tC~(M» à travers loute surCace 

cette zone s"appuyant sur et orientée par Cr). 

~ = ~ ~(M) .dOO J rot(~[Ml) .dY·~n 
r s 

IV.3.d) Conséquences 

domaine 

cn de 

Les théorèmes de Stokes et d'Ostrogradski permettent donc de cal

culer des intégrales fermées curvilignes ou doubles à partir d'in

tégrales doubles ou triples, et réciproquement. Par ailleurs, la 

démarche précédente souligne le parallèlisme entre les opérateurs 

divergence et rotationnel. Ceux-ci sont intimement liés par l'im

portante relation suivante : 

De même on a : 

Il en résulte 

~(M) rot(~[Ml), 

~(M) = rot(~[Ml) 

div(rot(~[Ml) = ~. (~A~[Ml) 0 

Il rot(graJ(f[Ml Il = "","f(M) = 0 

que si un champ ~(M) vérifie la 

tout champ ~(M) ~(M)+graJ(f[Ml) 

= rot(~[Ml). Enfin on montre que 

rot(rot(~[Ml» = "("",~[Ml) = 
"(".~[Ml) - 72~[Ml = araa(div~[Ml) - A~[MI 
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relation 

vérifiera 
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V/ CHAMPS VECTORIELS ET PROPRIETES CONSERVATlVES 

V.1) Champ vectoriel à circulation conservalive 

V.l.a) Définition 

Un champ vectoriel ~(M) est dit à circulation conservative si la 

circulation du champ sur tout contour , fermé' (r) du domaine où 

il est défini est nulle 

fermée, ~ ~(M).d~ = 0 
r 

Il résulte immédiatement de la définition 

précédente que, si un champ est à circu

lation conservative, sa circulation entre 

deux points A et B quelconques est indé

pendante du contour considéré 

(~) = (~) 
A 1 A 2 

V.l.b) Potentiel scalaire 

Considérons la circulation du vecteur champ ~(M) sur un contour 

fermé (r). On a 

~ = ~ ~(M) .d~ = 0 = J rot(~[Ml) .dY'~n 
r s 

et ce pour toute surface (Y) s'appuyant sur et orientée par (r). 

On en conclut que le rotationnel d'un champ à circulation conser

vative est identiquement nul. 

~(M) à circulation conservative ~ rot(~[Ml) = a 
Compte tenu des propriétés du rotationnel, on peut donc dire qu'il 

existe un champ scalaire UlM) tel que : 

~(M) = ±graJ(UIM1) 

UlM) est appelé potentiel scalaire et on dit qu'un champ à circu

lation conservative dérive d'un potentiel scalaire. Soit, pour 

récapituler : 

~CM> à circulalion conservative .. vcr) Cermée. ~ ~CM>.dëm 0 
r 

.. ro"tC"(M)) • 0 .. 3 UCM> / ~CM> • ±gra(}CU(M» 

'Remarquef Si l'on peut dire qu'il existe un potentiel scalaire 

dont dérive un champ vectoriel à circulation conservative, on ne 

peut affirmer qU'il n'en existe qu'un (non unicité). 
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du potentiel scalaire 

Cl) Surfaces équipotentielles par 

définition, ce sont des surfaces 

·pour lesquelles UlM) ~ cte. Pour les 

points M de ces surfaces, on a : 

dU(M) ~ grad(U[Ml).dcm ~ 0 

~, o~ les ~, appartiennent à une tangente à la 

surface équipotentielle, on en conclut que les lignes d"un champ à 

circula~ion conserva~ive son~ normales aux équipo~en~ielles. 

~) Relation Circulation-potentiel 

On a : 6~ ~ ~(M) .dcm = ±grad(U[Ml) .dcm ~ ±dU 

La circulation élémentaire d'un champ vectoriel à circulation 

conservative est égale à plus ou moins la différentielle du poten

tiel scalaire. Si l'on calcule la circulation entre deux points A 
et B, on aura donc : 

~ ~ .~(U[Bl - U[Al) 

La circulation de ~(M) entre deux points A et B est égale à varia

tion du potentiel (cas "+") ou à la différence de potentiels (cas 

"-") entre ces deux points et est indépendante du chemin suivi. 

y) Orientation des 'lignes de champ 

On démontre aisément que le champ dérivant d'un potentiel scalaire 

est orienté dans le sens des potentiels croissants (cas "+") ou 

décroissants (cas "-"Jo 

6) Equation de Poisson (Siméon Poisson, 1781-1840) 
On peut écrire : 

~U(M) ~ div[grad(U[Ml» ~ ±div(~[Ml) 

Si la di vergence du champ est identiquement égale à un champ 

. scalaire f(M), on aura donc: 

1 ~U ± f(M) = 0 

C'est l'équation de Poisson permettant de déterminer le potentiel 

scalaire UlM). Si la divergence du champ est identiquement nulle, 

on a une équation dite de Laplace. 
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V.2) Champ vec~oriel A flux conserva~if 

V.2.a) Définition 

Un champ vectoriel ~(M) est dit à flux conservatif si le flux de 

ce champ à travers toute surface 1 fermée 1 (~) du domaine o~ il 

est défini est nul 

~, v(~) fermée, ~s~[M) .d.)".~n ~ 0 

Il résulte de la définition précé

dente que, pour un champ à flux 

conservatif, le flux entrant dans 

(~i.) est égal au flux sortant de 

(.)"z). Comme surface fermée, on peut 

éventuellement prendre un tube de 

champ. On aura alors 

f ~(M) .d~i.~ni. ~. f ~(M) .dJ"z~nz 
Si. sz 

On dit qu'alors le flux se conserve dans un tube de champ. Si de 

plUS ~(M) est pratiquement uniforme sur une section normale du 

tube, on aura alors : 

VJ" =V~ i. i. Z z 
V.2.b) Potentiel vecteur 

Etant donnée une surface [~) fermée limitant un volume (7) et un 

champ ~(M) à flux conservatif défini sur un domaine contenant (7), 

on a, en appliquant le théorème d'Ostrogradski: 

~ ~(M) .d~.~ ~ 0 ~ f div(~[Ml )dT 
S n u 

et ce pour toute surface fermée (J") du domaine. On en déduit que, 

sur ce domaine, la divergence de ~(M) est identiquement nulle 

champ à flux conservatif * div(~[Ml) ~ 0 

Compte tenu des propriétés du rotationnel, on peut donc dire qu'il 

existe un champ vectoriel t(M) tel que : 

~(M) ~ ri5't(t[Ml) 

t(M) est appelé potentiel vecteur et on dit qu'un champ à flux 

conservatif d~rive d'un potentiel vecteur. 

Pour récapituler: 

champ A flux conservatif .. ven fermée, ~s~()O.dS.~n .. 0 

.. divC~[MD • 0 .. 3 ;teM) '" ~()O • rote;t[MD 
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IRemarquel Comme pour le potentiel scalaire, il n'y a pas unicité 

de définition de t(HI. En effet, ~(HI dérive tout aussi bien de 

t(HI que de ~(HI+graa(f[H11, f(HI étant un champ scalaire quelcon

que. 

soit: 

V.2.c.) Propriétés du potentiel vecteur 

Considérons un contour fermé (rI et 

une surface (J"I s'appuyant sur ce 

contour. Si le champ ~(HI est à flux 

'W"" conservatif, on aura : 

'" J ~(HI.d.)"·~n J rot(~[H11.d.)"·~n 
s s 

Le l'lux d"un champ vect.oriel à l'lux conservat.if' à t.ravers une 

surface s' appuyant. sur un cont.our f'ermé Cr) est. égal à la circula

t.ion sur ce cont.our du pot.ent.iel vect.eur dont. il dérive. On pourra 

utiliser cette propriété, lorsque l'on connaîtra l'expression du 

potentiel vecteur pour calculer un flux. 

On peut aussi établir une équation de Poisson pour le potentiel 

vecteur 

rot(~[M11 = rot(rot(~[~lll = graa(div~(M11 - Al[Ml 

soit, si l'on impose de plus que t(HI soit aussi à flux 

conservatif (divl[Hl = 0, condition dite de jaugel 

At(MI = -rot(~[H11 avec divt[Ml = 0 

Si enfin le rotationnel du champ ~(HI est identiquement égal à un 

autre champ ~(MI, on a 

At(HI + ~(H) = a 
Cette équation de Poisson permettra de déterminer ~(M) connaissant 

le champ ~(M). Si le rotationnel du champ ~(H) est identiquement 

nul, on a une équation de Laplace. 

* * * 
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