





ELEMENTS D"ANALYSE VECTORIELLE

I, CHAMP VECTORIEL

I.1) Définition
Etant donné 1l'espace affine Bu des points M, on appelle champ
vectoriel éventuellement variable au cours du temps toute applica-
tion qui, & tout point M, falt correspondre & l1l'instant t un vec-
teur V(M,t) d'un espace vectoriel E construit sur Rr? :

 ——« E
M

M————— T (M, t),
8i 1'on définit dans E un repére (0,ux,uy,uz) on aura donc :
YM,0) = v (x,y,2z,0)8 + vy(x,y,z,t)ﬁ’y +V_(x,y,2,t)4,
=va +vid +vi
P x x Yy z z
Si 5¥3(M,t) =% : 1e champ est dit statique ou stationnaire ou
permanent. Dans la suite de,ce chapitre et pour simplifier, on ne

considérera que des champs stationnalires.

I.2) Lignes de champ
Ce sont }es courbes de tu telles gqu'en

V(M tout point de 1l'une d'elles 1le vecteur

im ) champ V(M) en ce point lui soit tangent.
M 2 Ces lignes sont orientées par le vecteur
K champ V{M).

Il en résulte que si M appartient & une ligne de champ, alors dod

est paralléle A V(M), d'old sur ces courbes 1l'on a :
dx _ dy _ dz
v v v
x Yy z
_Cette relation permet de déterminer 1les équations de 1lignes de
champ connaissant l'expression du champ.
En général, V(M) ne fait correspondre & M gqu'un vecteur champ : il
ne passe donc en ce point qu’une ligne de champ. Si 1l'on observe
des lignes de champ concourrantes en un polnt, alors, en ce point,

le champ est soit nul solt non défini.

= cte
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I.3) Champs particuliers

¥

w

I.4> Tubes de champ

On

fer

étr

en

I.3.a) Champ uniforme

V(M) est indépendant de M et on a :
Fmy = ¥

L’uniformité est a 1’gspace ce que

la stationarité est au temps.
I.3.b) Champ radial & symétrie

sphérique

Soit OM = £ = r.ﬁr (r = x2+yz+zz) ;
un champ radial & symétrie sphérique
a pour expression générale :
Ty = vir) .8
I.3.c) Champ radial a symétrie
cylindrique
Soit OM = r .4 + z.3 ; un champ
P rp z

radial & symétrie cylindrique d'axe

0z a pour expression générale :
>
F(m) = vie )8
On aura un champ radial & symétrie
axiale si 1la fonction scalaire V
dépend de rp et de z.

appelle tube de champ l'ensemble des

lignes de champ traversant un contour

mé (I') orienté. D'aprés le I1.2), un

tube de champ ne peut évidemment pas

e traversé transversalement par une

ligne de champ, sauf s'il est non défini

des polints de sa surface latérale.

Stage Analogies en Physique

Page 2



Eléments d'analyse vectorielle

II/ GRADIENT
II.1) Définition
Considérons une fonction scalaire £(M) (on peut aussi dire champ

scalaire). Sa différentielle a pour expression :

af aft af
df =
£ = 3ax + HAY + 392

. _ > >
Oor : AOM = dx.ux + dy.uy + dz.ﬁz ; on peut donc exprimer df sous

forme d'un prodult scalaire en introduisant le champ vectorliel :
af» of» af»

grad(£[M]1) = %t iy + 359,

Oon a alors :

I df = graa(f).dﬁﬁ l
Remargue : mathématiquement parlant, graa(f) n'est pas tout & fait
un vecteur au sens courant du terme, mals tant que 1l'on travaille

dans l'espace euclidien A& trois dimensions, on n'a pas & falre cas
de cette subtilité mathématique.

II.2) Opérateur nabla N
Par définition, l'opérateur nabla‘, que 1l'on utilise uniquement en

coordonnées cartésiennes, a pour expression :

9.0 % +2 3 423
ax'U Yt ayYy Yoz Uz

Ainsl on peut écrire :

| gmadcemm) = 3500 |

Attention| nabla est un opérateur, mals pas un vecteur : 11 ne
faut pas lire la relation précédente comme un produit entre un

vecteur par un scalalre, mals comme une opération sur un scalalre.
En particulier, on a VE = £.9 : 1le premier terme est un vecteur,
le second est un opérateur. De méme on distinguera :%.8 = .9,

1

C’est le physico-mathématicien anglais william Hamilton (1805~
1865) qui a introduit cet opérateur en référence a la forme drun
instrument de musique hébraique appelé nabla.
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III~ FLUX D°UN CHAMP VECTORIEL

III.1) Flux élémentaire
Tonsidérons un élément de surface as

orienté par le vecteur unitalre Gn. FM)

Gn e(M) stant un champ vectoriel défini, on
®/r appelle flux élémentaire d¢ de Y(M) &
as travers ds la quantité
ag = Yy .ar.d_

Par définition méme, c'est une guantité algébrique, additive. Plus

généralement, pour un champ vectorlel composé :
oy = A 0+ T, 00 > a8 = Ade + p.de,

III.2) Flux A travers une surface
Par déFInitlon, c'est la somme des flux

->
un\\ V(M) élémentaires sur la surface orientée
ﬂ;&;”/)' considérée :
ds _ _ >
¢ -jsdqs = J'SV(MS).d.P.un

III.3) Flux sortant d’une surface fermée
convention : étant donnée une surface

QB fermée, on orientera les vecteurs uni-
{J

E; taires normaux & la surface vers l’exté-
rieur de la surface. Cette convention
7 adoptée, on appelle flux de ¥ (M) sortant
de la surface fermée (S) :
¢ =§ap=§ I .ar.d
Si V(M) "sort" de la surféie, d¢:; ; si V(M) "entre" dans la sur-
face, d¢<0.Un flux sortant peut ainsi etre globalement nul tout en

étant localement non nul.

III.4) Théoréme d® OSTROGRADSKI
Dans ce qui suit, nous allons donner 1'expression d'un théoréme
permettant de passer d'une intégrale volumique & une intégrale

surfacique et réciproquement.
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III.4.a) Détermination du flux sortant d'un volume élé-

. mentaire Vo)
] dx Q a
T az Considérons un point M de
! p coordonnées cartésiennes (x,y,z) et
Nz R un  champ vectoriel ¥ ;
o déterminons le flux du champ sortant
- o‘uz de 1l'élément de volume dv = dxdydz.
u 3 >y

y
Le flux A& travers les faces paralleles a yOz a pour valeur :
Y00 (-dyaz.3 ) + Y (ayaz.d = [V(N)-V(M)]dydz.ﬁx = ...

av (M)

>
u
x
>
-ax—dxdydz . \Jx

a
= 3§dexdydz
De méme on aura :

— A& travers les faces paralléles & x0z : g—Vydxdydz ;

— A travers les faces paralléles & x0z : Ezvzdxdydz.
On a donc au total : .

ag = [2v +%v + 2y ]axayaz
% x Yy 'y az =z

ou, sous une forme plus condensée utilisant 1l'opérateur nabla :

[[ap = 3.901) ax |
III.4.b) Divergence d'un,champ vectoriel
Par définition, on appelle divergence du champ vectoriel F(M) 1la

gquantité scalaire :

atv(mn) = 9.900 = Lv 4 %"y + gE":J

Oon a ici 1l'expression cartésienne de 1la divergence de $(M). on
montre aisément que 1'opérateur divergence est un opérateur liné-
aire, soit : div(A.¥ + w.¥) = Aav¥) + p.aiv(d,).

ITI.4.c) Enoncé du théoréme d'Ostrogradski
Considérons maintenant un volume (%)

[Tel limité par une surface (r).
3 Mf Ce volume est la somme des volumes
L0 aaur
u 3 (7) () élémentaires dr. Le flux étant un
y

quantité additive, le flux de V(M)
sortant de () a donc pour

expression :
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¢=[ap=[9.%m).ar
v o
Or, si 1l'on considére un élément dr & 1l'lintérleur du volume, le
£flux soztapt d'une de ses faces est nécessalrement un flux entrant
4 travers la face d'un volume contigu : ces flux vont donc se
compenser si on les somme. Seuls ne seront pas compensés les flux
sortant des faces contigiies & la surface (J). On peut donc énoncer

le théoréme suivant :

Etant donné un champ vectoriel V(HD défini sur un domaine de
1’espace affine des points M limité par une surface
(), le flux de Y™ sortant de cette surface est égal a
1’intégrale volumique sur le volume C¥) limité par (S) de 1la
divergence de Y.
¢ =¢Vn.ar.d = [ aiv¥).az
s v

ITI.5) Laplacien
On démontre aisément que :
aiv(grad(£(M1)) = PPE(M) = A£(M)
od A = ¥ est 1'opérateur laplacien :

_a° & a*

et =t
ax oz
On peut aussi définir le laplacien d'un champ vectoriel V(M) :

A¥(M) = av .8 + av .3 + av.3®
X x Yy Yy z z

Le laplacien est évidemment un opérateur linéaire.

IV/ CIRCULATION D’UN CHAMP VECTORIEL
IV.1) Circulation élémentaire
Etant donné un champ vectoriel V(M) défini sur un domaine de l'es-

pace affine des points M, on appelle circulation élémentaire &¢ de
¥(M) sur le chemin élémentaire dOM la forme différentielle :
&€ = (M) .a0M
C'est une quantité algébrique, additive. Plus généralement, pour
un champ composé V(M) = k.V‘(H) + y.vz(M), on aura :
S8 = h.681 + y.éBz.
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IV.2) Circulation sur une courbe

ViM,)

Etant donné une courbe orientée (I') entre
deux points A et B. Si ¥(M) est défini en
tout point de (r'), sa circulation sur ce
chemin est 1'intégrale curviligne définie
sur (I') :

A €, = J’FV(Mr).dﬁr
La courbe n'est pas nécessairement une ligne de champ.

Si c'est le cas, dod et 3(M) sont alors colinéaires et on pourra
écrire, s étant l'abscisse curviligne sur (I') :

€ = V(M ).ds
Sy

IV.3) Théoreéme de STOKES (George Stokes, 1819-1903)
IV.3.a) Détermination de la circulation sur un contour

élémentaire
Tz Considérons un élément de surface
orienté dF rectangulaire quelconque,
M ar.d le vecteur ﬁn orientant 1le contour
N ) de 4. Par définition :
} P > > > >
Iz 4;::Zf:}? dJ".Iun = dydz.ux + dxdz.uy + dxdy.uz
ﬁxo t % Déterminons la circulation &€ d'un
é E 2 Y champ vectoriel V(M) défini sur le
y H T:z gx contour.
I Tdy K

Remarquons au préalable que :
— la circulation é&lémentaire &8 peut étre interprétée de 1la
fagon suivante :
66 = ¥(M).d0M = vdx + V dy + Vdz =
> oo Y Z 5

V(M).dxux + V(M).dyuy + V(M).dzuz
Ainsi, &% apparait comme étant la somme des circulations
élémentaires de V(M) sur les projections de dOM suivant les
trois axes.
— par définition, 1le vecteur surface élémentaire a pour
composantes :
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’ds.ﬁn = dxdy.ﬁz + dydz.ﬁx + dzdx.d
Ainsi, toute surface élémentaire ds.ﬁn délimitée par un con-
tour orlentant ﬁn peut-é&tre projetée sur trois rectangles
élémentaires dont les cdétés sont respectivement paralléles
aux axes du repére.
Ainsi, la circulation élémentaire de V(M) sur un contour fermé
élémentaire quelconque est égale & la somme des trois circulations
élémentaires calculées sur les rectangles projections du contour
sur les plans x0Oy, x0z et yOz.
En projection sur xOy, on a donc :

.14 = V (M)dx + V (N)dy et &8 =V (M)dy + V (P)dx

HIK x y HJ y x

D'old la circulation projetée sur xOy 68xoy a pour expression :
68;Oy = 683:« ; 53HJK = vx(g)—vx(p) dx - ;y(M)-V&(N) dy = ...
cee = 5V, (M)dydx - ZoV (M)dydx = AV(M)]uzdxdy
On aura de méme :
> >
oe = [exv’(m]uxdydz et og__ = [VaxV(M)]uydzdx

soit au total :
&€ = [3»~V(M)]. [dydzﬁx + axdzd ) + dxdyﬁz]

ou encore : 58 = (VAV[M]).df.an

ﬁn orientant (ou étant orienté par) le contour.
IV.3.b) Rotationnel d'un champ vectoriel
Par définition, on appelle rotationnel du champ vectoriel V(M) le

champ vectoriel :

ot (¥ iMN) =¥ ¥ (M) =. ..

v = [gy—vz - -g—z-vy]ﬁx + [g—zvx - g—xvz]ﬁy + [g;vy - %vx]ﬁz
On a 13 l'expression cartésienne du rotationnel de V(M). On montre
aisément que cet opérateur est linéaire. Ainsi, la circulation &8
sur le contour élémentaire fermé apparait comme étant égale au
flux élémentaire de rot(¥(M]) A travers ce contour.
IV.3.c) Enoncé du théoréme de Stokes

Considérons un contour (I') orienté et fermé quelconque, et une
surface (/) s'appuyant sur et orientée par ce contour.

Soit alors un champ vectoriel V(M) définil sur un domaine de l'es-
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pace englobant (I') et (/) ; suppo-
sons de plus que son rotationnel
soit défini en tout point de ce
‘domaine. Décomposons cette surface
en éléments de surface orientés 4.
Le flux élémentaire de Tot(VIM]) &
travers ces éléments est égal & 1la

circulation de ¥(M) sur 1le contour
fermé élémentaire.

Mais si 1'on considére deux contours élémentalres céte-a-cote, les
circulations sur les cétés contigus vont se compenser. Seules ne
seront pas compensées les circulations le long de (I'). On peut
donc énoncer le théoréme sulvant :

Etant donné un champ vectoriel ¥CM et son rotationnel défini
sur un domaine de l’espace affine des points M, la circulation
de ¥M sur tout contour (I orienté de ce domaine
est égale au flux de rotCVIMI) A travers toute surface (5 de

cette zone s’appuyant sur et orientée par (I").

€ = j;V(M).dﬁﬁ = j;fsé(V[ul).dr.ﬁn

IV.3.d) Conséquences

Les théorémes de Stokes et d'Ostrogradski permettent donc de cal-
culer des intégrales fermées curvilignes ou doubles & partir d'in-
tégrales doubles ou triples, et réciproguement. Par ailleurs, 1la
démarche précédente souligne le parallélisme entre les opérateurs
divergence et rotationnel. Ceux-ci sont intimement 1liés par 1'im-
portante relation suivante :

[ aiv(zrot(¥iM1) = F.(IAFIMI) = 0 |

De méme on a : " Tot(gTad (£[M]1)) = VAVE(M) = 0 "
Il en 1résulte que si un champ B(M) vérifie 1la relation
R(M) = Tot(¥IM)), tout champ W(M) = U (M)+grad(£IM]) vérifiera

R(M) = Tot(W(M]) = Tot(¥IM)). Enfin on montre que :

Tot(Tot(¥(M1)) = H(VF M) = ...
c..o= H(@.9m) - 93 M) = gradaiviing - adim)
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V7 CHAMPS VECTORIELS ET PROPRIETES CONSERVATIVES

V.1) Champ vectoriel a circulation conservative

V.1l.a) Définition

Un champ vectorlel ¥(M) est dit & circulation conservative si 1la
circulation du champ sur tout contour (I') du domaine od
i1 est défini est nulle :
VY(I') fermée, §I_V(M).d(m =0
Il résulte immédiatement de la définition
Vhi) précédente que, si un champ est & circu-

R

(2} lation conservative, sa circulation entre
deux points A et B quelconques est indé-
FYMJ pendante du contour considéré :
(%) e, = &,
V.1.b) Potentiel scalaire
Considérons la circulation du vecteur champ %(M) sur un contour
fermé (I'). On a :

-4

$ Fm).aoh = 0 = [ roR(¥iMl).ar.8_
r s

et ce pour toute surface (/) s'appuyant sur et orientée par (I').
Oon en conclut que le rotationnel d'un champ & circulation conser-
vative est identiquement nul.

¥(M) a circulation conservative ¢ Tot(VIM]) = [
Compte tenu des propriétés du rotationnel, on peut donc dire qu'il
existe un champ scalalre U(M) tel que :

(M) = tgrad(uiM])

U(M) est appelé potentiel scalaire et on dit qu'un champ & circu-
lation conservative dérive d'un potentiel scalaire. Solt, pour
récaplituler :

V<M a circulation conservative & V(I fermée, §I_'\"c)o.d&i = 0
e FotCVIMID = 0 & 3 UCW ~ Y = tgradCUIMID

Si 1l'on peut dire qu'il existe un potentiel scalaire
dont dérive un champ vectoriel & circulation conservative, on ne
peut affirmer qu'il n'en existe gu'un (non unicité).
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V.1l.c) Propriétés du potentiel scalaire
a) Surfaces équipotentielles : par
définition, ce sont des surfaces
“” ‘pour lesquelles U(M) = cte. Pour les
D yp points M de ces surfaces, on a :
du(M) = grad(UI(M]).doM = 0
Comme on a dOM = MM' oa les MM’ appartiennent 3 une tangente a 1la
surface équipotentielle, on en conclut que les lignes d’un champ a
circulation conservative sont normales aux équipotentielles.
3) Relation circulation-potentiel
on a : &8 = ¥(M).a0M = *grad(UIM]).dON = #du
La circulation élémentaire d'un champ vectoriel A& circulation
conservative est égale & plus ou moins la différentielle du poten-
tiel scalalre. Si 1'on calcule la circulation entre deux points A
et B, on aura donc :

[ 8 = ,1[ura] - ulal]

La circulation de V(M) entre deux points A et B est égale A varia-
tion du potentiel (cas "+") ou A la différence de potentiels (cas
"-") entre ces deux points et est indépendante du chemin suivi.

v) Orientation des 'lignes de champ
On démontre aisément que le champ dérivant d'un potentiel scalaire
est orienté dans le sens des potentiels croissants (cas "+") ou

décroissants (cas "-"),

6) Equation de Poisson (Siméon Poisson, 1781-1840)
On peut écrire :

AU(M) = div(grad(UIM])) = *div(T(M])
Si la divergence du champ est identiquement égale & un champ

“scalaire £(M), on aura donc :

AU = £(M) = 0

C'est l'équation de Poisson permettant de déterminer le potentiel
scalaire U(M). S1 la dlivergence du champ est identiquement nulle,
on a une équation dite de Laplace.
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V.2) Champ vectoriel a flux conservatif
V.2.a) Définition
Un champ vectoriel ¥(M) est dit A flux conservatif si le flux de

ce champ & travers toute surface () du domaine oua 11
est défini est nul :

A V(») fermée, $F(M).a7.8n = 0
J I1 résulte de la définition précé-
(EL) dente que, pour un champ & flux
Z, — conservatif, 1le £flux entrant dans
e, :AQV- (J:) est égal au flux sortant de
¢ (J;). Comme surface fermée, on peut
sz éventuellement prendre un tube de
s champ. On aura alors :
! fsj(m.d.r‘ﬁm = .fs:)(m.drzﬁnz

On dit qu'alors le flux se conserve dans un tube de champ. Si de
plus $(M) est pratiquement uniforme sur une section normale du
tube, on aura alors :

V‘f; = Vzl;

V.2.b) Potentiel vecteur

Etant donnée une surface (/) fermée limitant un volume (¥) et un
champ V(M) 4 flux conservatif défini sur un domaine contenant (¥),
on a, en appliquant le théoréme d'Ostrogradski :

>
$Im.ard = o = fvdiv(V[M])dr

et ce pour toute surface fermée (/) du domaine. On en déduit que,
sur ce domaine, la divergence de V(M) est identiquement nulle :
champ & flux conservatif & aiv(¥iM1) = o

Compte tenu des propriétés du rotationnel, on peut donc dire qu'il
existe un champ vectoriel AM) tel que :

Y = rot(RiMl)
K(M) est appelé potentiel vecteur et on dit qu'un champ & flux
conservatif dérive d'un potentiel vecteur.

Pour récapituler :

champ & flux conservatif e V(& fermée, gSchm.ds. ﬁn =0
© divCVIMI) = 0 & T ACMD ~ VM = rotCAIMID
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Rem ue| Comme pour le potentiel scalaire, il n'y a pas unicité
de définition de X(M). En effet, V(M) dérive tout aussi bien de
K(M) que de K(M)+§?§3(EIM]), £(M) étant un champ scalaire quelcon-
que.

V.2.c.) Propriétés du potentiel vecteur

Considérons un contour fermé (I') et
une surface (J) s'appuyant sur ce
contour. S8i le champ ¥(M) est a flux
conservatif, on aura :
> >

.ar.g = fszo%(xmn.d.r.un

solt :

¢ = §r3(n).d6ﬁ

Le flux d’un champ vectoriel a flux conservatif a travers une
surface s’appuyant sur un contour fermé () est égal A la circula-
tion sur ce contour du potentiel vecteur dont il dérive. On pourra
utiliser cette propriétéslorsque 1'on connaftra 1l'expression du
potentiel vecteur pour calculer un flux.
On peut aussi établir une équation de Poisson pour 1le potentiel
vecteur :

rot(¥iM1) = rot(rot(R(M1)) = grad(divAiMl) - ak(M)
soit, si 1'on impose de plus que K(M) soit aussi A& flux
conservatif (divx[M] = 0, condition dite de jauge) :

aR(M) = -rot(¥IM1) avec aivAiMl = o©

Si enfin le rotationnel du champ V(M) est identiquement égal a un

autre champ ﬁ(M), on a :

AR(M) + W) =8

Cette équation de Poisson permettra de déterminer (M) connaissant
le champ #(M). Si le rotationnel du champ F(M) est identiquement
nul, on a une équation de Laplace.
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