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Transformée de Laplace

TRANSFORMEE DE LAPLACE

[INTRODUCTION |

Considérons un réseau électrique linéaire que 1l'on peut représen-

ter sous la forme du chéma bloc suivant :

e (L) e > s (L)
1 1
ei(t) — et RESEAU > s (>

J
e (L) o] s Cbd
P q

On sait que les g grandeurs de sortie (courants ou tensions) sont
alors liées aux p grandeurs d'entrée (courants ou tensions) par le
biais d'un systéme d'équatiqns différentielles linéaires par rap-
port au temps. Se pose alors le probléme de la résolution de ce
systeéme, c'est-a-dire par exemple trouver l'ensemble des grandeurs
de sortie connaissant celles d'entrée.
Afin d'introduire la philosophie qui présidera a l'utilisation de
la transformée de Laplace, suppésons que l'on soit dans le cas ou
tous les signaux sont sinusoidaux et de méme pulsation w. On dis-
pose alors d'une méthode de résolution (méthode harmonique) dont
le principe est le suivant : A toute grandeur sinusoidale du type
x(t) = Y.cos(wt+¢) on associe la grandeur complexe :
X = Y'Ej(wn:p) - Xej(ot.
Cette "transformation" trouve son intérét dans le fait que 1l'on
peut associer & la dérivée d'ordre n de la grandeur x(t) la gran-
deur complexe suivante :
d™x(t)

— —  (Ju)"X
dt
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Ainsi, toute dérivation temporelle d'une grandeur revient & multi-
plier la grandeur complexe associée par (jw), toute intégration
temporelle revenant par ailleurs & diviser X par le facteur (jw).

Supposons maintenant, pour simplifier, que le probléme se résume A&
une seule équation différentielle 1linéaire 1liant wune grandeur

d'entrée et une grandeur de sortie et que 1l'on ait donc

n 2
a delt) + ... +a2 d eit) + atdgét) + aoe(t) = ...
"at™ dt 2
L= p 388l Ly pdst)  pdst) Ly gy
m g™ 2dtz 1 dt o
"En passant par les complexes", on peut associer & 1'équation

Jwt

précédente celle qui suit (aprés avoir simplifié par e’ ) :

E[an(jw)" +...a (Ge) + ao] = g[bm(jw)'" ¥ ...+ b (Ju) + bo]
Ainsi, connaissant par exemple £, -on obtiendra § sous forme d'une
fraction rationnelle F(jw) multipliée par E. En posant alors
S = §.ejp, on obtient :

$ = |F(5w) |8 ¢ = arglF(jw)] + arglf)
ce qui nous donne donc la valeur maximale et la phase & l'origine
de s(t) par rapport & e(t), c'est-a-dire en définitive l'expres-
sion sinusoidale de s(t).
Pour nous résumer, on constate donc que le fait de "passer par les
complexes", c'est-a-dire d'effectuer une certaine transformation,
a permis de déterminer relativement aisément s(t) connaissant
e(t), a condition toutefois que les fonctions soient toutes sinu-
soidales et de méme pulsation w, condition nécessaire pour que la
dite méthode soit applicable.
Or, dans la pratique, les signaux ne varient pas nécessairement
sinusoidalement dans le temps. Par ailleurs, les fonctions sinu-
soidales utilisées dans la méthode harmonique sont supposées étre
définies sur 1l'ensemble temporel ]-w,+o{. Mais 1'infini est de
fait inaccessible en physique, et la méthode harmonique ne peut
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prétendre donner des résultats utilisables qu'en régime établi,
c'est-a-dire sur une longue durée, bien aprés la mise en place des
grandeurs d'entrée et avant leur retrait. En d'autres termes,
cette méthode ne donne pas de renseignement sur ce qui se passe
durant 1les régimes transitoires (juste aprés mise sous tension
d'un circuit par exemple).
Certes, pour le cas de signaux quelconques, il serait envisageable
de tenter de résoudre directement le systéme linéaire : mais d'une
part ce n'est pas toujours possible et d'autre part c'est en géné-
ral tres fastidieux.
Aussi va-t-on utiliser une méthode qui généralise en quelgue sorte
la méthode harmonique (qui est elle-méme un dérivé de la méthode
dite de la Transformée de Fourier) en utilisant 1l'outil mathémati-
que suivant : la transformée de Laplace’.
Disons d'emblée que cette méthode trés générale permet de résoudre
des problémes en matieére par exemple :

— de réseaux électriques linéaires ;

— d'asservissements ;

— d'électromagnétisme (effet de peau) ;

— de mécanique (réponse de systémes linéaires) ;

— d'optique physique (filtrage).

Cette liste n'est pas exhaustive.

Méthode due a l‘astrono-mathématico-physicien frangais Pierre
Simon Laplace (1749-1827) a quti l'on doit d‘importants travaux
dans le domaine des probabilités (loi des grands nombres), en
acoustique (expression de la vitesse du son), en thermodynamique
(étude des processus adiabatiques), on électromagnétisme (forces
de Laplace), en mécanique (potentiel, laplacier) et en astronomie

(cosmogonie du systéme solaire).
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I DEFINITION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

I.1) Expression
Considérons la fonction temporelle suivante :
£
R® ——— C
: t ——— f(t)
En supposant que f(t) soit continue, on appelle tanoformée de

Lanplace de ‘la foenction f£(t), La fonctien de Lo variuble complexe p
dé#uue-nanz

[e o]
teR, peC, F(p)=2l£(t)] = [ £(t).ePat
[e]

On adoptera les expressions suivantes :
— F(p) est 1'image de f(t) ;
— f(t) est l'original de F(p), cette derniére expression se
traduisant symboliquement par3 :
£(t) = £ (F(p)]
Cette dernieére écriture exprime 1le fait que £(t) est 1la

transformée inverse de F(p)‘.

Dans les ouvrages anglosaxons, le paramélre P est noté s.

On pourra aussi trouver les notations suivantes :
F(p) € fit) pour F(p) = ZLiftn

fity D F(p» pour fiy = £ (Fpn

e Il est possible de calculer directement f a partir de la
formule de Mellin-Fourier : X

s a+ j00 .

f<ty = —-f Fiare’ da
2,1 .
a-Joo

l'intégration se faisant dans le plan complexe le long d'une droi-
te paralléle a L'axe imaginaire. En théorie des réseaux électri-
ques, il eat peu probable que nous ayons a faire a cette formule,
d’autres procédés existant permettant de trouver l'origunal a
partir de liimage.
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— £(t) est du domaine temps et F(p) du domaine p5.
On pourra enfin décomposer p en partie réelle et en partie imagi-
naire sous la forme
p = o+ jw
o ou w pouvant éventuellement é&tre nuls. Quand o est nul et que
l'on a donc p = jw, on obtient la transformée de Fourier de la

fonction f(t).

I.2) Conditions d’existence de la transformée de Laplace

Les conditions d'existence a la transformée de Laplace sont liées
aux conditions de convergence de 1l'intégrale et sont donc les
suivantes
— f(t) doit étre continue sur R’ ;
— f£(t) doit étre d'ordre exponentiel, c'est-a-dire que
3 aeR/ Vx € la,+wl, Yt € R*, la fonction [f(t)].e_“l
est intégrable sur l'intervalle en t [0,+w[.
I1 faudra alors qgue la partie réelle de p soit supérieure A «
pour que la transformée de Laplace soit convergente : a est
appelée abscisse de convérgence..
Les conditions précédentes seront en général remplies pour les

problémes qgue l'on aura & traiter en physique.

I.3) Echelon de Heaviside
Les fonctions que 1l'on aura & étudler seront ainsi nulles pour

t < 0 et non nulles au-deld. Pour représenter analytiquement ces
fonctions, on utilise 1l'échelon unité de Heaviside I'(t), défini de

la maniére suivante

. Dans la suite, nous ne considérerons que la variable temps. Mais
‘rien n‘empéche drutiliser d’‘autres variables pour le domaine ori-
gunal, comme les variables d’espace ou encore des variables du

type x+ct (propagatiom.
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t <0 :I'(t) =0, t20:I(t) =1
[r(t)

]
o

t <0 :I'(t)

0]
[

t 20 :I(t)

>t

Par exemple, la fonction rampe croissante aura pour expression

£(t)

f(t) = A.t.TT(t)
pente A

II~7 OPERATIONS SUR LES TRANSFORMEES DE LAPLACE
I1.1)> Linéarité '
La transformée de Laplace s'effectuant & l'aide d'une intégration,

opération linéaire, i1 est aisé de.montrer que

V(A,u)emz, EINE(E) + pog(t)] = N2IE(E)] + pu.Llg(t)]

La transformée de Laplace d’une combinaison linéaire de fonctions
temporelles est égale a une combinaison linéaire identique des
transformées de chacune des fonctions.

Réciproquement, on aura également :

Y, meR?, £ AF(p) + p.G(p)] = AL HF(p)] + p.2 ' (G(p)]

II.2) Dérivation — Intégration

II.2.a) Image d'une dérivée

Pour la dérivation temporelle, nous utiliserons au besoin la

notation de Newton, & savoir que l'on posera

2
g% = E, d f = £, etc...
.dt
Cherchons la transformée de £ :
Cours de mathématiques appliquées Page 9
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a0
e(f) = [ £(t).ePat
o
Intégrons cette expression par parties, en posant du = f.dt = df
et v = e P
. p]® ©
Li£f)] = [f.e ] + pf f£(t).e P'dat = -£(0) + p.-£L£]
(o] [}
21£] = p.2[£] - £(0)
En posant alors f = é, on a :
20g] = p.£0g] - g(0) =
£[£] = p.2lf] - £(0) = p2e[f] - p.£(0) - £(0)
Par récurrence, on peut donc écrire :
(l:\) n -1 -2 - (n-:i)
LI1f] = p 2lf] - p "£(0) - p “£(0) -... - £(0)

II.2.b) Image d'une intégrale

Soit donc la fonction :
t
I(t) = [ £(u).du
o

Pour trouver 1'image de g(t), on peut utiliser le résultat obtenu
dans le paragraphe précédent, sachant que :
I(t) = £(t) = £l£] = 2(1) = p.£{I) - I(0) = p.£I[I]

t
x[f f(u),du] = ELf]
o 1 p

Il suffira donc de multiplier 1'image pax:'p—1 & chaque intégration

successive.

II.2.c) Originale d'une dérivée

Notons
d
F'(p) = (%
Nous admettrons que 1l'on peut falre entrer la dérivation suivant p

"dans le signe somme et il vient alors :

F'( _ d -pt 2 -pt
p) = [ S[ectr.e ]dt = [ -t.£(t).eat
o o
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On peut donc en conclure que

£'F'(p)] = -t.f(t) ou

Zlt.£(t)]

-F'(p)

De méme on aura

Ca? -pt L 2 -pt
Prep) = [ O [ecer.e™ar = [ £fr(e).eat
odp ] .

£HF(p)] =

et par récurrence, il vient :

t2£(t)

u

ert"E(t) ] (

-1)

Z—x“?'(n)l = (-l)ntnf(t)
° n d"F(p)

dpn

IT.3> Translation - Homothétie

II.3.a) Image d'une translatée

Posons fT(t) = f(t-1), T étant un réel positif

on appelle cette

fonction translatée de f£(t). Cherchons sa transformée

00
. - _ ~-pt
£i£] = jof(t T).ePdt

Faisons le changement de variables

s 9]
P — =plu+T)
£t ] = f_:(u).e du

u = t-r

Comme par hypothése f(u) est nulle pour les valeurs négatives de

u, on a : £l 1 =
o

LlLE(t-T)) =

e-

PTelf)

II1.3.b) Originale d'une tranlatée

o0
= e[ £(u).e™au = ePTel£)

Considérons Fa(p) = F(p-a) od a est un nombre complexe

[e]
Soit donc : 2 ' (F(p-a)] = e®'£(t)
ou
2(e®£(t)] = F(p-a)

®© -(p-ovt _ _ Cr ot -pt
F(p-a) = [ £(t).e at = 2if 1 = J {eT ey e ™™at
(o]

Cours de mathématiques appliquées
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II.3.c) Homothétie
Cherchons 1la transformée de f(k.t) od k est un réel strictement
positif

(2
ELE(kt)) = [ £(kt).eat
o
Effectuons le changement de variable u = k.t ; i1 vient alors
]
_ 1 -pusk
LLE(kt)]) = Efof(u).e du

Soit :

PLE(kt)] = %'F(%)

On montre A partir de 1a immédiatement que :
3
k

£ F(kp)] = %-f( )

II.4) Produit de convolution
II.4.a) Définition
Le produil de convoluition entre deux fonciiono f(t) et g(t) a
valeuns non nulles wniguement oun R' est définie pan :

t
c(t) = £ x g = _[ f(t-u).g(u).du
o

Compte tenu du fait que f(t) et g(t) sont nulles sur R_, on a
également : !
+00
f * g = [£(t-u).g(u).du
-0

En effectuant un changement de variables, on montre aisément que
le produit de convolution est commutatif :

f*g:g*f

II.4.b) Théoréme de Borel

_cherchons la transformée d'un produit de convolution :

@ t
£ic(t)) = [ e™atf £(t-u)g(u)du
o o

Cours de mathématiques appliquées Page 12

Transformée de Laplace

Or les fonctions f£(t) et g(t) étant nulles pour t < 0, on a
ot ®
J £(t-u)g(uidu = f f(t-u)g(u)du
o o
On admettra alors que 1l'on peut permuter l'ordre d'intégration et
il vient donc
) @ ot
£lc(t)] = [ g(uwduf £(t-u)je™™dt
[o]
En utilisant le résultat du II.3.1) sur l'image d'une translatée,
on obtient

) (1]
£lc(t)] = [ glu)du.e™F(p) = F(p) g(u)e P“du = F(p).G(p)
(o] (o]

£(f*g) = F(p).G(p)

Théoreme de Borel : La transformée de Laplace d’un produit de
convolution entre deux fonctions est ¢égale au produit des trans-

formées des fonctions.

I11»- CALCUL DES TRANSFORMEES DE LAPLACE USUELLES
III.1) Echelon de Heaviside
On a donc (la partie réelle de p, R(p), étant positive pour assu-

rer la convergence) :

X ot e P 1
mr(t)1=fe"dt=[ ] = =
° P 1, P

[ Z[r(t)] = —%— avec R(p) > 0 l

Si 1'échelon a une amplitude A, il suffira de multiplier la trans-

formée par A (linéarité).
La primitive d'un échelon de Heaviside est une rampe t.I'(t). En

utilisant le résultat du I11.2.b), il vient donc

£lt.r(t)] = 2
pZ
et par récurrence, on aura donc :
20t"r(t)1 = 2 avec R(p) > 0
P
Cours de mathématiques appliquées Page 13
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A noter que l'on aurait pu aussi trouver ce résultat en cherchant
1'original de la néme dérivée de p * (cf I1.2.¢c) :

na” [P ] _ (_q1y2n_nl!
- ( l) n+4
ap”

En combinant linéairement les résultats précédents, on peut donc

2it"r(t)] = (-1)

obtenir la transformée d'un polynome quelcongque en temps

ok kgn il
£ a tr(t)] = a, |——| avec R(p) > 0

Si nous retardons de T 1'échelon d'Heaviside, il vient

-pT
ep

ZIr(t-t)] = e PTEIr(t)) =
Inversement, s'il y a translation de 1l'image, on a (cf II.3.b)

:e“[ 1 ]= e®'r(t)
p—ot

ou bien x[e‘“r(t)] = pfa avec R(p) > R(a)

En utilisant le résultat sur les dérivées (cf II.2.c), il vient
x"[l—] = t.e%r(t)
2
(p-a)

1

avec R(p) > R(a)
2
(p-a)

ou encore f[t.eatr(t)] =

III.2) Fonctions exponentielles

On a donc vu précédemment que :'
at _ 1
Lle T(t)] = p-a
ol a est un nombre complexe. On a donc de méme
-att. _ 1
Lle "T(t)] = pta
Si o = w o) w est réel et si R(p) > |w|, on a donc

11 1y . P
£IC(t).Ch(wt)] = 7{ =St pw] = P - z(r(t).ch(et)]
Pp - w
J11 1 3. PR
£{r(t).sh(wt)] = 7[ = pm] Ao £Ir(t).Shiwt)]

Si maintenant on pose a = jw od w est réel, il vient

Cours de mathématiques appliquées Page 14
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Z(r(t).cos(wt)] = % ——%3 + E%g;] = ——;E——; = £Z[((t).cos(wt)]
pt w
1 1 1 w
Z(r(t).sin(wt) .= sx|—" - ——f—J = — = Z[(t).sin(wt)]
2j{p-jw ptiw p2+ o2

Ces formules présupposent alors que R;(p) est supérieure a zéro.

Supposons maintenant que l'on ait une sinusoide amortie (A e R") :

2ir(tre Msin(ot)] = -
(P+A) "+ W
ce d'aprés 1le II.3.b). Plus généralement, on a (a e C et

R(p) > R(a))

w

2rit)e™sin(wt)] s
(p-a) " + w
—_ P
(p—a)2+ wz

2(r(t)e™cos(wt)]

IITI.3) Cas des fonctions périodiques

Considérons maintenant une fonction £(t) non nulle uniquement sur
R*, périodique de période T. Soit alors la fonction f‘(t) définie
comme étant la restriction de f(t) sur la premiére période

£(t) fl(t)

T 2T 3T 4T 5T 0 T
On peut alors écrire que :

£(t) = £(£) + £ (t-T) + £ (t-2T) + ... =
k =00
£(t) = Zf‘(t-kT)

En utilisant alors le théoréme sur le décalage temporel, la trans-
formée F(p) de f£(t) peut ainsi s'écrire :

k=0
rz ekt j £ (t)e™at
k=

F(p) = Z P"_]‘ £ (t)e™a
k

n

o

Cours de mathématiques appliquées Page 15



Transformée de Laplace

Le terme entre parenthéses est une série géométrique de raison

e PT et dont la somme vaut :

=

o] 1

X=o 1 -e
On a donc
F‘(p) o -pt T -pt
F(p) = ————— avec F (p) = [ £ (t)ePat = [ £(t)e " dt
1 _e—-p‘r 1 o 1 o

Le terme (1-e PT)™* représente en quelque sorte la signature du

fait que la fonction est sinusoidale.

IV/ THEOREMES AUX LIMITES

IV.1) Théoréme de la valeur initiale

Nous avons vu gque la transformée d'une dérivée a pour expression

e o]

2if(t)] = [ £(tre™at = p.F(p) - £(0)

o

En supposant que p est ici réel, on sait que
(2
. . -pt _
peR pllmm)fof(t)e dt =0

Et donc, £(0) étant une constante, on a :

£(0) = pn__,’nm[p.mp)]

C'est 1l'expression du théoreme 'de la valeur initiale qui nous
permettra d'atteindre celle-ci 1lorsque il y aura difficulté a
l'atteindre directement. Par exemple, pour la fonction de Heavisi-

de, on a immédiatement :
r(o) =1

IV.2) Théoreme de la valeur finale

Reprenons l'expression de la transformée de la dérivée
) o]
2rE(e)l = f(t)e™P'dt = p.F(p) - £(0)
o

Si l'on fait tendre p vers zéro maintenant, on a

Cours de mathématiques appliguées Page 16
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o 00
: p ~-pt = P _ -
pnmojof(t)e at = jof(t)dt = f(w) - £(0)

D'od l'on a

£(w) = pmo[p.f'(p)]

C'est 1l'expression du théoreéme de la valeur finale, utile pou

déterminer 1'évolution finale d'une grandeur.

Cours de mathématiques appliquées Page 17
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Calcul opérationnel

CALCUL OPERATIONNEL

Le calcul opérationnel fut introduit de fagon relativement empiri-
que et intuitive en 1892 par le physico-mathématicien anglais
Olivier Heaviside (1850-1925)" et ce a partir des reégles de calcul
suivantes
— l'intégration d'une fonction temporelle f(t) se traduit
par la division par p de son image F(p) ;
— la dérivation d'une fonction temporelle se traduit par la
multiplication par p de son image.
Les mathématiciens, sur la base du formalisme de la transformation
de Laplace, précisérent par la suite les conceptions de Heaviside
tout en les généralisant par le calcul dit symbolique. Nous n'étu-
dierons ici que le calcul opérationnel dans l'optique de son uti-

lisation en théorie des réseaux électriques.

I/ PRINCIPE DU CALCUL OPERATIONNEL

Considérons l'exemple suivant qui va nous permettre d'illustrer 1la
technique du calcul opérationnel. Soit donc 1'équation différen-
tielle suivante

a.f + b.f + c.f = g(t)

od g(t) est une fonction quelconque. Si F(p) et G(p) sont respec-
tivement les transformées de Laplace de la fonction recherchée

f(t) et de g(t), on sait que l'on a

. N m 2 -
£(f) = p.F(p) - £(0) et £(£f) = p°F(p) - p.£(0) - £(0)
1 . .
on doit a Heaviside d’avoir exprimé L‘équation des télégraphis=
tes do.‘ns toute sa généralité. Crest lut également qui introduisit
la notion d'vmpédance ot qui émit L'hypothése de l'existlence d'une

couche atmosphérique ionisée dite ionosphére.
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D'od, 1l'équation étant linéaire et en utilisant la linéarité de 1la
transformation de Laplace, on peut écrire dans le domaine p
a[pzp(p)—p.f(O)—é(O)] + b[p.F(p)—f(O)] + c.F(p) = G(p)

soit encore :
F(p)[a.p2+b.p+c] = G(p)+a.p.£(0)+a.£(0)+b.£(0)

G(p)+a.p.£(0)+a.£(0)+b.£(0)
a.p2 + b.p + c

F(p) =

Connaissant G(p), on pourra alors trouver 1la solution f(t) de
l'équation différentielle en cherchant la transformée inverse de
F(p). Le résultat précédent appelle plusieurs remarques
— on constate que l'expression de F(p) inclut les conditions
initiales : l'expression de f(t) obtenue par transformation
inverse tiendra donc compte automatiquement de ces conditions
initiales. ’
— le dénominateur de l'expression de F(p) est formellement
identique A& 1'équation dite caractéristique de 1'équation
différentielle. Une dérivation & 1l'ordre n de £f(t) sera re-
présentée par la puissance ném° de p.
— G(p) sera trés souvent une fraction rationnelle en p, si
bien que F(p) sera elle-méme une fraction rationnelle en p.
Trés souvent, le degré du numérateur de cette fonction sera

inférieur & celui du dénominateur.

Soit & résoudre 1'équation suivante :
£ - f-6.f=2.'(t) avec £(0) = 1 et £(0) = 0
od I'(t) est 1'échelon de Heaviside. Dans le domaine p cette équa-
tion prend pour expression :
o (o) - (1) -

- _piopr2 _

p[pz-p-G]
Pour trouver f(t), on décompose alors la fraction rationnelle en

soit : F(p)
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éléments simples, soit ici (en sautant les calculs dont nous rap-

pellerons le principe par la suite)

F(p) = p°-p+2 _ _ _ p°-p+2 = -1 8 + 5(4 7)
2 (p-3)(p+2 3 15(p-3) +
ol _p_s] p(p p+2) P P p
En effectuant la transformée inverse, il vient
- (.1 8 _st 4_-2t
f(t) = [ S ]F(t)

Bien sdr, ce résultat aurait pu étre obtenu par un calcul direct
mais 1l faut remarquer que la méthode devient particuliérement
efficiente d'une part pour des fonctions g(t) plus complexes et
d'autre part pour des équations linéaires d'ordre supérieur ou
pour des systémes d'équations linéaires. Par ailleurs, les condi-

tions initiales sont automatiquement intégrées au résultat.

ITI- RAPPELS SUR LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES
IT.1) Position du probleéme

Comme il a été dit précédemment, on aura souvent A& déterminer

l'original d'une fraction ratijonnelle du type :

F(p) = —g%§%~
od N(p) et D(p) sont des polyndmes en p. Trés souvent encore, le
degré de N(p) sera inférieur & celui de D(p)2 ! nous supposerons
ici que ce sera le cas. On sait alors que l'on peut décomposer la
fraction rationnelle en éléments s&mples dont on connait les ori-

ginaux. En effet, 1'on a

at, n-1
x[ pfa ] = e®r(t) et x[ 1 n] - & b Tt
(p-a)

Les racines de D(p) sont appelées pdles de F(p), celles de N(p)

étant les zéros de F(p).

2 . .
Si tel n'était pas le cas, F(p) présenterait alors une partie
entiére E(p) qui est un polynéme traduisant l'existence de discon-

tinuités comme on le verra dans le chapitre suivant.
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II.2) Cas ou tous les pdles sont réels et simples
II.2.a) Méthode générale
Soit par exemple la fraction rationnelle
F(p) = __;E:l___
p +3p+t2
Les péles de cette fraction sont -1 et -2 et donc 1l'on a
= . Pp1
, Flo) = (v
On sait alors que 1l'on peut décomposer cette fraction sous 1la

forme suivante :
_ A B
F(p) = (p+1) * (pt+t2)
Pour trouver A et B on peut procéder de deux manieres

— so0it réduire au méme dénominateur et identifier les termes
du numérateur de méme degré :
A(p+2) + B(ptl) = (A+B)p + (2A+B) = p-1 =
A+B = 1 et 2A+B = -1 > A = -2 et B = 3
— soit, pour trouver la constante Ak correspondant au péle
p,, on multiplie la fraction rationnelle par (p—pk) et on
fait p = p, et 1'on a ainsi

k

A = F(p)(p-p,)

k =
PPk

Dans le cas présent, on a donc
_ =2 3
Fp) = iy * e
et donc

£(t) = (-2.e ' + 3.e73Yr(t)

II.2.b) Développement de Heaviside

Considérons donc une décomposition en éléments simples lorsque

tous les poéles sont tous simples. On a donc

A
_ N(p) _ k
Fle) = 5y < ) 5y
Nous avons vu gue
A - N

Or on peut écrire le dénominateur sous la forme suivante
D(p) = (p-p, JR(p)
ol R(p) représente le produit des autres termes du dénominateur.
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On a alors
dblp]

dp = D'(p) = (p—pk)R'(p) + R(p)
D'od, lorsque p = p,, ona
D'(p, ) = R(p.)
Ainsi
N 1T P _ N(p) _ Nipy)
k D(p) k lP=Pk R(p) |p=p, D' (p,)

En prenant la transformée inverse, il vient donc :

. (pk)
f£(t) = F(t)}l 5775;7 exp(pkt)
k

C'est la formule du développement de Heaviside A n'utiliser que si

les poéles sont tous simples.

II.3) Cas ou il existe des pdles multiples

Soit par exemple la fraction rationnelle suivante

Fip) = 21 - 1 .
p(p,+6p+9) p(p+3)
Par décomposition en éléments simples on a alors
Pip) = Ay B, .C
(p+3) P

Pour trouver A, B et C on peut réduire au méme dénominateur et
identifier les termes de méme degré du numérateur
1
A(p+3)2 + B.p + C(pt+3)p = (A+C)p2 + (6A+B+3C)p + 94 =1

On en déduit immédiatement que

1, I _ .1
A—g,C-A-g,B—‘j
Ainsi, par transformation inverse de F(p), on obtient :
£(t) = [l - Lpe - le““]r(t)
9 3 9

On généralise aisément la méthode lorsque le pdle est d'ordre n.

I1.4> Cas ou les pdles sont complexes

Soit par exemple la fraction :

F(p) = p+l ptl

pz+4p+5 (p+2+3) (p+2-37)

On sait que, dans le cas général, s'il existe un pdéle complexe,
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alors le nombre complexe conjugué est aussi un péle. On effectue

134 encore une décomposition en éléments simples

A B
= + -
Fle) = pravsy ¥ prz9) .
On sait alors que l'on a nécessairement B = A od A est le com-

plexe conjugué de A. En réduisant au méme dénominateur et en iden-
tifiant, ;1 vient alors
(A+2™)p + A(2-3) + A%(2+3) = p+1
soit donc
A =0,5(1-3)
D'od, par transformation inverse
£(t) = [O,S(I-j)expl~(2+j)t] + 0,5(1+j)exp[—(Z-j)t]]I“(t) =
£(t) = e‘“[cos(t]—sin[t]]r(t)

On peut également utiliser le développement de Heaviside s'il n'y

a pas de pdles multiples.

II.5) Décomposition canonique

Reprenons 1l'exemple précédent ; nous pouvons écrire le dénomina-

teur sous la forme suivante :
+1 +1 +2 1
F(p) = P - P - P -

p+4p+5  (p+2)%+1  (p+2)%+1  (p+2)%+1
En utilisant alors 1les transformées translatées des fonctions

sinusoidales, il vient directement :
£(t) = e‘z‘[cos[tl - sin[t])

On aura tout intérét A& utiliser cette méthode lorsque le dénomina-
teur sera du second degré afin d'utiliser 1les transformées des
fonctions circulaires (ou hyperboliques si le terme additionnel du
carré est négatif). On prendra garde de faire apparaitre au numé-
rateur de la transformée des fonctions cosinus le terme pta qui
apparait au carré au dénominateur ; quant au numérateur des trans-
formées des fonctions sinus, on fera apparaitre la racine du terme

additionnel.
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III/ APPLICATION DU CALCUL OPERATIONNEL AUX CIRCUITS LINEAIRES
III.1) Exemples

Considérons le circuit suivant :

K R ‘ On suppose gu'd 1l'instant 1initial,
I /D_' ona: q(0) =gq, et i(0) =0. En
+

E| ——C écrivant 1la 1loi des mailles, il
I vient :

E.T = R.i + 2
(t) = R.é + 2

q
dq = <.dt = qu=q(t)-qo=f4l.dt =

qO o

t

q(t) = q_ + fot.dt
Ce qui s'interpréte en disant que la charge instantanée du conden-
sateur est égale A& sa charge initiale & laquelle s'ajoute la char-

ge transportée par le courant.
En passant dans le domaine p, l'équation des mailles devient :

E _ 1( o I(p) s
Z = R.I _l__ 21\PJ
P (p) T * P 1(0)]

c
soit
1 B 1
[R + —-(—:—S]I(p) = (B - ga,0%

A ce stade du calcul, on remarque que le terme en facteur de I(p)
est analogue A& 1l'impédance en régime harmonigue, le paramétre p
remplagant le terme jw (qui, rappélons le, est un paramétre p a
partie réelle nulle) ; on appelle donc ce terme impédance opéra-

tionnelle du circuit et on pose :

_ 1
Z(p) = R + cp
Cherchons alors 1l'expression de i(t) :
1 95 1
b = (C.E - —e = = -
(p) = (C.E - a, )75 xep [g RC] p + (1/RC)
Posons T = RC et on a alors :
q
. - (B _ o -t/T
it = [§ J ]e ret

Considérons maintenant l'exemple suivant :
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. E 5 On suppose qu'da t = 0, 1'intensité
—————{ 5 dans 1'inductance est nulle. En
iR i exprimant 1la 1loi des noeuds, il
_:E' vient :
| L ; = E 3
tL < ﬁr‘(t) + “©

Par ailleurs, on a
- - _ d E _
E.I'(t) = L.a_t*“l.- =D 5 = Lp.IL(p)

Ainsi la loi des noeuds dans le domaine p a pour expression
E E E(l 1

TSy R T tF* )

On remarquera gque le facteur de E/p est analogue & l'admittance du
régime harmonique od l'on a substitué p & jw ; on appellera donc

admittance opérationnelle du circuit l'expression
S N
Y(p) = g + ip
On obtient directement i(t) de la fagon suivante

ity = [g— + %.t]r(t)

Bien sdr, on peut résoudre les deux exemples qui précédent sans
utiliser le calcul opérationnel ; on remarquera néanmoins, comme
i1l a déja été dit, que le calcul intégre automatiguement les con-
ditions initiales et on imagine aisément que la méthode utilisée

ici permettra de résoudre des probleémes plus complexes en passant

par le domaine p.

III.2> Représentation d’un circuit dans le domaine p

On sait qu'il n'existe que trois types d'éléments linéaires pas-
sifs liant tension et intensité : la résistance, 1l'inductance et
la capacité. Pour "passer & la tension", ces trois éléments effec-
tuent de fait une opération linéaire sur 1l'intensité, & savoir
respectivement une multiplication, une dérivation et une intégra-
tion. On pourra ainsi représenter ces éléments dans le domaine p
en leur associant une impédance opérationnelle, les conditions
initiales étant représentées par des sources de tension. On peut

évidemment passer de la tension & l'intensité en utilisant des
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admittances opérationnelles (inverses des impédances correspondan-

tes). On obtient ainsi le tableau des correspondances suivant :
DOMAINE TEMPOREL DOMAINE p
RESISTANCE
u = R.¢ U(p) = R.I(p)
u U(p)
< | 5 X 24 SO
i N HRTR
INDUCTANCE
w = L.dé U(p) = Lp.I(p) - L<(0)
dt U(p)
PRS- S ®
_i_man__
CAPACITE
9 10t
u o= — + Ef <.dt
(o]
w
L
-

On représentera les circuits complets en associant aux sources de
tension e(t) et aux sources de 'courant j(t) leur image E(p) et
J(p) et on pourra raisonner directement sur le circuit représenté
dans le domalne p comme 1l'on ralsonne sur les circuits en repré-
sentation harmonique, c'est-a-dire qu'on pourra leur appliquer
toutes les techniques de calcul linéaire comme :

— le théoréme de superposition ;

— les lois de Kirchhoff (qui, croit-on, se serait prénommé

Marcel), & savoir la loi des mailles et la loi des noeuds ;

— les (grands) théoreémes de Thévenin et de Norton ;

— la représentation matricielle des réseaux, etc...

* * *
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ELEMENTS D°ANALYSE IMPULSIONNELLE

Nous nous proposons ici de donner un outil supplémentaire permet-
tant d'une part de trouver rapidement la transformée de Laplace de
certaines fonctions et d'autre part de prendre en compte les dis-

continuités des fonctions temporelles.

I~ IMPULSION DE DIRAC
I.1)> Rappels sur l’échelon de Heaviside

On a vu que 1l'échelon de Heaviside a pour représentation
I (t)

[¢]
>t
On a par ailleurs déterminé les transformées de cet échelon et de

ses primitives successives

2
£(N(t)] = p™* ; Llt.F(8)] = p° ; Zl=-.I(t)] = p°
3 2
-4 t _ =t
BlymF()] = p™* ;... Bl F(0)] = p

Notons enfin que 1'échelon de Heaviside permet de représenter
analytiquement des fonctions qui, sans cela, ne sont définissables

que par parties. A titre d'exemple, on vérifiera aisément que

FE(t) £(t)

T 't T/T 1, 3T/T I ¢
£(t) = A[F[t] - l‘[t—-r]] £(t) = A Y(-1)"T(t-k]]
k=0
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E(t) £(t)

> | 1 —
—% T fer t o 77 1T 31770 ¢
A N 4A N n T T 2A
£(t) = Bt.rie1-a SCit-kT)  E(t) = (-1 [t—k-]r(t—k—l -
T kzx T kz; 2 2 T
£(t) E(t)
4N ]
28 | e
H i H H pente O
1 Il | 1 >
ot 5 7 t
k =00
£(t) = A Ylt-kr) £(t) = a(t-T)Flt-7]
k=0

En utilisant ces expressions analytiques, on peut alors trouver
aisément la transformée de ﬁéplace connaissant celle de I'(t) et en
utilisant le théoreéme sur la translation temporelle (dit encore
théoreme du retard).

I.2) Dérivée d’un échelon dg Heaviside

L'échelon de Heaviside, tel qu'il est défini, n'est qu'une idéali-

té mathématique : il n'existe pas dans la nature des phénoménes
présentant des temps de montée ou de descente nuls®. on peut alors
symboliser un échelon réel que nous noterons FR(t) par une courbe
présentant un temps de montée T et tendre ensuite vers 1l'échelon

de Heaviside en faisant tendre T vers 0. On a représenté ci-apres

1 . . . .
Lo cadre théorique actuel, et en particulier la théorie de la

relativité, interdit de fait de tels phénoménes quti nécessite—

ratent des vitesses d'évolution infinies.
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un tel échelon ainsi que sa dérivée temporelle.

r o(t) I (t)
R l R
T

penée /7

| .

—To T rt 0 T >t
On peut donc écrire que la dérivée temporelle d'un échelon réel a
pour expression

- 1

Fo(t) = ;EP(t) -rien)
Par définition, on appelle impulsion de Dirac” &(t) la limite de
cette dérivée lorsque T tend vers 0 :

rit)y -Tt-7)
—

S(t) = lim

T-50

On reconnait 13 la définition formelle de la dérivée de I'(t) et on

écrira donc : &(t) = I'(t)

On représentera alors cette impulsion de la maniére suivante
&(t) ér(t)

0 t 0 T t

On a également donné ci-dessus la représentation de 1l'impulsion

translatée 6T(t) définie par :
S _(t) = &(t-7)
T

2 Paul Adrien Dirac (1902-1984), physicien anglais a qui L'on doit
des percées trés importantes en mécanique quantique relativiste
(prévision de l'existence de l‘anti-matiére, théorie quantique de
l'électromagnétisme,. . . ). Comme Heaviside pour le calcul opéra-
tionnel, Dirac introduisit Vimpulsion qui porte son nom de fagon
relativement intuitive H ses idées furent affinées par la théorie

dite des distributions.
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I.3) Propriétés de &Ct)
I.3.a) Aire de 1'impulsion
En utilisant la définition précédente et en étendant les techni-

ques du calcul différentiel et intégral aux échelons et aux impul-

sions (objets de la théorie des distributions), on a donc
l2)0 |.2>0_ 1

J° sry.at = I rety.dt = [ arien
t1<0 t1<o o

1

Cette intégrale représente l'aire de 1l’impulsion dont on indigue
la valeur & cété de la fléche représentative de 1'impulsion. Si

l1'échelon a une amplitude A, l'aire de 1'impulsion est alors A et

+00
on peut écrire : - J'A.é(t).dt = A
-w

I.3.b) Dérivées de &(t)

Par définition, la dérivée n°™ de &(t) est la dérivée (n+1)°™ de
rct), c'est & dire que 1'on a :

dn n+1 hd _ h l

=—s5(t) = d —T(t) = 11m[jj§.._£jji;ll

dt at™’ 0 T

On fera l'hypothése de 1l'existence de ces dérivées ; il n'existe
pas de représentation graphique de ces objets mathématiques.

I.3.c) Transformée de Laplace de &(t)

Cherchons
LI6(t)] = £ (t)] = p.L(F(t)] = 1

£l6(t)] =1

Il est possible d'utiliser cette propriété comme définition de
1'impulsion de Dlrac, & savoir que c'est l'objet mathématique dont

la transformée de Laplace vaut 1.

On aura donc : [7£[6(t—r)] = e PT ]
Enfin, pour ce qui est des dérivées de &(t)

218(t)] = p ; £l8(t)) = p* ; ...

| 216t8}) = p" ]

Ainsi, la transformée inverse d’un polynéme en p est une combinai-
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son linéaire coefficientée par les coefficients du polyn6me de

1°impulsion de Dirac et de ses dérivées
k=n " k=n .
xﬂ[;akp] - a6t
k=0 k=0

I.3.d) Propriété essentielle de &(t)

Soit la transformée de Laplace d'une fonction f(t)
Llf(t)] = F(p) = 1.F(p)
Conformément au théoréme de Borel et A& la commutativité du produit

de convolution, on a donc

£(t) = S(L)*E(t) = £(t)*S(t)

L’impulsion de Dirac est 1" élément neutre du produit de

convolution.

I1- APPLICATION DE L’IMPULSION DE DIRAC
II.1> '"Peigne" de Dirac

Par définition, on appelle "peigne" de Dirac la distribution M(t)

k=00
définie par : net) = Zé(t—kT)
k=0
S(t)
1 |1 Il 1 1
T 3T 4Tt
La transformée de Laplace d'un peigne de Dirac est donc :
k=00
e =y e L
k=o 1l - e

On reconnait 1& la signature de 1la transformée d'une fonction

périodique.

Ces peignes de Dirac trouveront de multiples applications en théo-
rie du signal (échantillonnage). On pourra éventuellement considé-
rer des peignes définis depuis t = -w et avoir des peignes d'im-

pulsions d'aire variable.
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II.2) Discontinuités - Recherche de transformées de Laplace

Considérons une fonction discontinue mais pouvant présenter une
dérivée continue
£(t)

]F -F
i t 2

T T

La discontinuité observée peut-étre traduite par un échelon trans-

2

laté de 7 et d'amplitude FZ—F‘ se superposant & une fonction con-
tinue fc(t) et on a donc
£(t) = £ (t) + (F_-F )[(t-7)
< 2 1

En prenant la dérivée de £f£(t), on fera donc apparaitre une impul-
sion de Dirac & 1l'instant v. La transformée de Laplace de la déri-
vée sera donc

Z(f) = 2(f ) + (F-F)

c 2 1

Inversement, lorsque l'on aura des termes constants ou des mondémes
en p dans l'expression de la transformée de Laplace d'une dérivée,
on pourra donc inférer qu'il existe des discontinuités type éche-

lon ou impulsion dans la fonctionlprimitive.

Cette remarque est particulieérement intéressante 1lorsque 1'on
recherche la transformée de Laplace d'une fonction définie par
parties sous forme de termes polynSmiaux en temps. En effet, 1la
dérivee n®™
constante, donc & un échelon. La dérivée (n+l)éme de t" est donc

une impulsion d'aire n!. Plus généralement, la dérivée (n+l)amo

de t" (avec t=0) est égale & n!, c'est-a-dire a une

d'une fonction polynomiale de degré n définie sur R* est donc une
‘impulsion. La transformée d'une Impulsion étant une constante
égale & son aire, on obtiendra ainsi la transformée de la fonction
en remontant de celle de l'impulsion en divisant & chaque intégra-

tion la transformée intermédiaire par p. Les deux exemples ci-
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dessous illustrent la méthode ainsi préconisée.

£(£)

£(t)

1 ] 1 e 2P _ e P

p?l1 - e3P 1 -7
1 1
| t(s) < ———]
T > =

12 6 p[l - e

1 e 2P e P
t(s) Pla -e™®" 1 - ¢

7 8
7 8
3
+___..1_3_
1 - e 7P
_l |

—F
3 4 5

£(t) 1 1
N I s -
% ] % z 3 »t(s) ” L(f) _
-1 -1 -1 e *P  e’P
1 -e72P 1 - e

Peigne d'impulsions +1 translaté de 2
et peigne d'impulsion -1 translaté de 1

La transformée de Laplace dans ce cas & donc pour expression

2(f) = 1 e 7P N l]
i - —
1 - o o2 o2 p

On retrouve ainsi la signature de la périodicité de la fonction.
Par allleurs, dans cet exemple, la transformée de la dérivée appa-
rait comme la somme de la transformée d'un signal périodique en

créneaux négatifs et de celle d'un peigne de Dirac.
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Soit & rechercher la transformée de Laplace du signal

suivant
£(t)
3_P _ 4 -p
egy) = Lf1 e ]
zw.wg” p
24 _ 1 -p _ _-2p
N pz (3e e ]
3 -3p
—4 4 t(s) ¢
LE(E)
f
3_,_ . -
£(f) = "—2[1 - e "]
24 P
_1 -p -2p
WA p[Be e ]
; -9p
i - 3.e
3
i X t(s)
|-
£(t)
4
3
2 £(£) = %[l - e“"]
1 - 3e7P - g7%P
2
——{ 1 »t(s)
I-s l—a
f(t)
+4
1 —_— 2(f) = 4[1 - e“’]
] »t(s)
I
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IT.3> Analyse impulsionnelle d’un systeéme linéaire

) II.3.a) Réponse impulsionnelle
Considérons un systéme linéaire qui, sollicité par une excitation

e(t), fournit une réponse s(t) et que l'on représentera par le

schéma bloc suivant

e(t)———)—T z by s ()

Dire que le systeme est linéalre, c'est dire que e(t) et s(t) sont

liés par une relation linéaire exprimée sous forme d'équations

différentielles linéaires du type :

n 2
ang—gésl + ...+ a2 d e;t) + a‘dgét) + aoe(t) = ...
dt dt
m 2
... = b 9_§£EL + ...+ bzd S:t) + b1d§ét) + bos(t)
™ at dt

Si les grandeurs e(t) et s(t) et toutes leurs dérivées sont nulles
4 l1l'instant initial, la relation précédente prend pour forme dans

le domaine p :
k=n

L=m
c'est-a-dire que 1l'on peut écrire
S(p) = T(p).E(p)
od la fraction rationnelle T(p) est appelée transmittance opéra-
tionnelle du systeme linéaire.
Attaguons maintenant le systéme & l'aide d'une impulsion de Dirac

&(t). Dans le domaine p, la réponse Sé(p) du systéme aura donc
pour expression : E(p) =1 =» Sé(p) = T(p)
En d'autres termes, dans le domaine temporel, la réponse impul-

sionnelle sé(t) aura pour expression :

_ o1
sé(t) = £ (T(p)]

La réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire est la transformée
de Laplace inverse de sa transmittance ; la transmittance opéra-
tionnelle d’un systeéme linéaire est la transformée de Laplace de

sa réponse impulsionnelle,
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Par ailleurs, pour une excitation e(t) quelconque, on a dans le
domaine en p

S(p) = T(p).E(p)
Donc, conformément au théoréme de Borel, on a dans 1le domaine

temporel

[ s(t) = sg(t)*e(t)

Autrement dit, si 1l'on connait 1la réponse impulsionnelle d'un
systéme linéaire, on connait sa réponse pour toute autre excita-
tion. Cet aspect des choses nous montre gqu'il n'est de fait pas
véritablement nécessaire de travailler dans le domaine temporel
il suffit en effet de connaitre la transmittance opérationnelle du
systéme pour savoir comment évoluera ce systéme en fonction des
excitations qui lui sont imposées.

II.3.b) Détermination de la réponse impulsionnelle &

l'aide d'un échelon de Heaviside
Pratiquement parlant, il est plus facile de générer des échelons
que des impulsions de bonne qualité. Aussi utilisera-t-on de tels
échelons pour atteindre la réponse impulsionnelle, ce en tenant

compte d'une propriété du produit de convolution. Cherchons en

effet la dérivée d'un produit de convolution :

1]

d a ® . a ®
_[f*g] = a_E-J'Ofi(u)q(t—u)du = a_t.-fof(t—t.l)g(u)du ‘e

dt
(Dd ood
= foa—t—:—[f(u)g(t—u)]du = foa—t—:-[f(t—u)q(u)]du

o . w.
... = [ £(u)g(t-u)du = J £(t-uig(uwidu
(o] [}

soit donc

d . .
—_— * = * = x

- La réponse & un échelon de Heaviside a par ailleurs pour

expression
sy(t) = Sé(t)*r(t)
D'od, en dérivant par rapport au temps, il vient
Sr(t) = Sé(t)*r(t) = sé(t)*é(t) = Sé(t)
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Ainsi, la réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire est égale a
la dérivée temporelle de sa réponse a un échelon de Heaviside. On
obtiendra donc la réponse impulsionnelle d'un systéme A& l'aide de

la chaine suivante

e(t)
u—s & »> —g— b——————— s . (t)
] dt ‘ S
it
* * *
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Annexe

Annexe
ANNEXE
TABLE DE TRANSFORMEES DE LAPLACE
LES OUTILS
ORI GINAL IMAGE COMMENTAIRES
© -pt
£(t) F(p) = [ £(t).e Pat Définition
(o]
ALE(E) + p.gl(t) A.F(p) + u.F(p) Linédarité
£(t) p.F(p) - £(0) Dérivée original
1
E(t) p®F(p) - p.£(0) - £(0)|Dérivée original
2
£P7 (1) p"F(p) _kign-k.£:$;1> Dérivée original
n
k=1
t
j f(u).du _F(p) Primitive
° P
t.f(t) -F'(p) Dérivée image
1
t?£(t) F"(p) Dérivée image
2
tTE(t) -1"F "™ (p) Dérivée image
n
£(t-7) e PTF(p) Original
translaté
ot
e f(t) F(p-a) Image
translatée
£(kt) %'F(E) Homothétie
original
FE(D) F(kp) Homothétie
image
f(t)*g(t) F(p).G(p) Convolution
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A PARTIR DE I'Ctd...

TRANSFORMEES DES FONCTIONS USUELLES

CONDITION DE
ORIGINAL IMAGE CONVERGENCE
rced —%— ReCpd>0
t.r(t) 1/p° Re(p)>0
t"r(t) nelN nt/p"t?t Re(p)>0
5Ctd 1
(t) p Re(p)>0
583 p" Re(p)>0
k=00 1
E?(t—k?) — Re(p)>0
ko 1 -e®
e®'r(t)  oeC pfa Re (p)>Rela)
cos(wt)I(t) welR —;B—; Re(p)>0
p tw
sin(wt)r(t) welR @ - Re(p)>0
p tw
Ch(wt)I(t) welR = Re(p)>|w|
p ~—w
Sh(wt)r(t) welR = Re(p)>|w]
p -
eatcos(wt)r(t) p-: 2 Re(p)O>Re(a)
(p-a)  tw
e®'sin(wt)r(t) “2 ~ Re(p)>Rela)
(p-a) +w
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