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PRESENTATION

Ce fascicule doit son origine a une constatation faite par tout le monde : la place
importante, quelquefois trouvée envahissante, des statistiques dans la vie quotidienne !

Enquétes d’opinion & domicile, sondages pré-électoraux, constitution de panels -
pour estimer 'audience des chaines de télévision, diffusion de questionnaires dans les
établissements scolaires, voici quelques-unes des pratiques auxquelles nous sommes
couramment confrontés, en dehors des multiples études économiques, démographiques
et sociales.

Parfois jugées comme des agressions, parfois comme des moyens de pression ou de
manipulation, les statistiques sont le plus souvent acceptées comme inéluctables.

Les instituts de sondage (IPSOS, SOFRES,...) sont généralement les maitres
d’oeuvre de telles enquétes. Considérés comme des instituts sérieux utilisant des
méthodes scientifiques, ils sont de ce fait peu contestés. Mais les études réalisées par ces
instituts sont, pour la plupart d’entre elles, demandées par des groupes de presse ou
commerciaux et les médias (journaux, radios et télévisions) sont les intermédiaires
obligés entre les statisticiens et le public. Cest donc souvent aux journalistes
qu’appartient la tiche de diffuser les résultats des enquétes, de juger les questions
intéressantes pour leurs lecteurs, et de commenter les dits résultats.

Cependant, les instituts spécialisés ne sont pas les seuls & mettre en oeuvre des
investigations statistiques: les chercheurs en Sciences Humaines, les enseignants, les
responsables de collectivités locales, etc..., ont recours eux aussi 2 ces méthodes dans
I’espoir de récolter des informations utiles pour leur connaissance des éleves, du corps
électoral... ou pour des prises de décision comme la création d’un centre commercial ou
culturel, I'itinéraire d’un ramassage scolaire...

Il est possible, soit en tant que "consommateur", soit en tant que "réalisateur”, que
’'on se sente démuni devant de telles statistiques et que ’on désire avoir une approche
des techniques utilisées.

Ce document a donc I'ambition de donner quelques éléments de théorie, de
réflexion et de pratique pour mieux comprendre certains problémes statistiques relatifs
essentiellement aux enquétes & questions nominales.

Nous envisagerons en particulier les deux démarches susceptibles d’étre suivies par
le statisticien selon que sa préoccupation est une meilleure connaissance de la
population (par I'intermédiaire des caractéres retenus) ou I’étude des relations entre les
variables (par I'intermédiaire des observations faites sur certains individus).



Nous examinerons aussi 'attitude, entretenue par les médias, qui consiste a utiliser
les sondages pour tenter de dresser le portrait d’un individu-type sensé représenter la
population toute entiere. Cette démarche, qui aboutit & définir un "homme moyen",
gomme les disparités souvent significatives et souléve de ce fait un double probléme,
celui de la pertinence de cette démarche et celui du choix des méthodes utilisées pour
parvenir a une telle représentation.

Par contre, nous n’aborderons pas ici les travaux qui précedent les traitements, a
savoir la rédaction du questionnaire (choix et formulation des questions), le choix et la
qualité des échantillons éventuels (représentativité), et les taches relatives au recueil et
a la saisie des informations.

Nous aimerions que cette brochure soit un document de travail et nous serions
heureux de recevoir commentaires, critiques, idées et suggestions pour la poursuite et
I’amélioration de ce texte.



PREAMBULE

UN PEU D’HISTOIRE

Dés le Se millénaire avant J.C., des dénombrements sur de vastes populations sont
réalisés dans les empires de I’Antiquité qui se constituaient. Les données sont trés
fragmentaires, mais les documents parvenus a ce jour permettent d’affirmer qu’en
Egypte, vers 3000 avant J.C,, il y eut un recensement des hommes pour satisfaire les
besoins en main-d’oeuvre das a la construction des pyramides, et un recensement des
biens et richesses pour établir des impdts ; d’autres eurent lieu a la méme époque dans
I’empire de Sumer et en Mésopotamie.

Dans ’Empire du Milieu, en Chine vers 2200 avant J.C., on trouve un inventaire
des hommes et des terres, apres une grande inondation, pour répartir les terres. Chez les
Hébreux, vers 1000 avant J.C., un dénombrement est ordonné par Moise apres la sortie
d’Egypte (Bible, Nombres I).

A partir du 1le siecle avant J.C., des recensements réguliers sont effectués en
Chine, en Perse, en Egypte pour établir les roles d’impots, de corvées ou de conscription
militaire. Il en sera de méme dans 'empire romain au 6e siécle avant J.C., en Inde ol un
ministre écrit au 4e siécle avant J.C. dans un traité : "I’état doit tout diriger ct controler, et
pour cela connaitre par recensement la population, animaux, matiéres premicres, prix et
salaires, ...", au Japon, dans ’empire Maya, etc...

Ainsi les grands empires de I’Antiquité, centralisateurs et unificateurs, ont ressenti
trés tot la nécessité de dénombrer les hommes et leurs biens pour administrer au mieux
leurs territoires et répondre aux besoins humains, matériels et financiers créés par les
guerres et les travaux publics.

L’effondrement de I'’empire romain marque la fin des recensements généraux et
périodiques en Europe. Du Se au 16e si¢cle, seules des opérations partielles et
occasionnelles (capitulaires) sont effectuées :

- le "Domesday book" en Angleterre en 1086, puis en 1348 apres la grande
épidémie de peste noire.

- PEtat des paroisses... de 1328 en France et d’autres relevés pour établir Iassiette
des impdts, lever des corvées ou des armées, ce qui explique I'hostilité des habitants.

Les enregistrements d’état-civil (baptémes, mariages, décés) commencent 2 la fin
du 14e siecle, mais les registres furent trés mal tenus jusqu’au milieu du 18e siecle.



Au 16e siecle, a I'imitation de Platon, des ouvrages de géographie et de sciences
politiques sont publiés, et certains auteurs, tel J. Bodin dans son livre La République en
1576 demande la "censure qui est l'estimation des biens de chacun" et poursuit "quant on
saura le nombre, l'dge et la qualité des personnes, on saura combien on pourra en tirer pour
la guerre, les colonies ou les travaux publics. Le dénombrement des biens est indispensable
afin qu’on sache les charges que chacun doit porter."

Au 17e siecle, le besoin de connaitre et d’expliquer les phénomeénes économiques
et sociaux fait apparaitre les recensements non seulement comme un instrument de
connaissance pour une action immédiate telle la levée des impots ou des armées, mais
aussi de compréhension pour mieux gouverner. L’idée d’arithmétique politique c’est-a-
dire la modélisation mathématique de ces phénomenes est lancée a la fin du 17e siecle
en Angleterre en particulier par Graunt et Petty, et exposée en 1705 par Jacques
Bernoulli dans son livre Ars Conjectandi. Elle va se propager au 18e siécle dans tous les
pays européens avec Leibniz en Allemagne, Moivre en Angleterre, Buffon, Condorcet et
Hancarville en France, Kersseboom en Hollande, Pla en Italie....

Dans I’Encyclopédie de Diderot et d’Alembert, I’arithmétique politique est décrite
comme "l'art de réduire aux principes du calcul les principaux objets de gouvernement de
I’Etat", et pour cela nécessite d’avoir une description détaillée des hommes et des biens.
Cependant, a cause de I'hostilité des populations et aprés plusieurs tentatives aux 17¢ et
18e siecles, des recensements généraux et réguliers ne furent effectués qu’en 1749 en
Suede, en 1797 en Espagne, en 1800 en Angleterre, en 1801 en France...

Prenant appui sur les méthodes mathématiques et probabilistes des moindres
carrés et de la loi normale, étudiées au début du 19e siecle par Laplace, Gauss et
Poisson, et prolongeant ’'anthropométrie fondée en 1835 par I'astronome et statisticien
belge Quételet, I'école anglaise de biométrie et de psychométrie, avec Galton, K.
Pearson, R. Fisher..., va développer de nouveaux outils statistiques (corrélation, analyse
factorielle, xz...).

Les statistiques sont maintenant utilisées dans tous les domaines, démographique,
économique et social en particulier, pour permettre une meilleure compréhension de
nos sociétés afin de prévoir leurs évolutions ou méme d’avoir une influence sur celles-ci.

Cette bréve évocation montre qu’on est ainsi passé du "connaitre pour agir" des
empires et royaumes, de ’Antiquité jusqu’au 18e siécle, au "connaitre pour comprendre
et agir mieux", objectif actuel qui passe par une modélisation, un recueil et un
traitement pertinents des observations en fonction du but poursuivi.

On pourra consulter entre autres: Benzécri J.P., Histoire et préhistoire de I'analyse
des données, Dunod, Paris, 1982.



CHAPITRE 1

CONNAITRE UNE POPULATION

1.1. Population et Individus

Toute étude statistique nécessite que I'on définisse trés précisément la population
sur laquelle elle porte. Par population nous entendrons, dans ce document, un ensemble
fini, noté P, dont les éléments -objets ou personnes-, appelés individus ou unités
statistiques, poss¢dent un certain nombre de caractéristiques que I'on désire étudier.

Le nombre des individus, ou effectif de P, est noté N et nous supposons que tous
les individus sont munis d’'un "poids" égal (situation d’équipondération) et qu’aucune
structure mathématique n’est définie sur P. En particulier on ne retient pas la relation
d’ordre liée au temps si les unités statistiques sont des instants -jours, années...-, ni la
relation spatiale si les individus sont localisés dans l’espace -régions, parcelles de
terrain...-

1.2. Recensement ou sondage

Pour collecter des informations sur une population, on a recours a des enquétes
basées sur des questionnaires, a des observations physiques, a des expériences dont on
reléve les résultats, a des bulletins de vote, etc...

Une telle collecte peut étre exhaustive si elle porte sur tous les éléments de la
population. Cest le cas des recensements :
- Recensement national (en 1982: 31 ®M¢ recensement général en France).
- Référendum (recensement selon un seul caractére)
- Election présidentielle en France (en 1988: choix parmi 14 candidats...)
- Statistiques rectorales :
- Recensement des éleves de I’Académie
- Recensement des éleves présentés au baccalauréat,

- Relevés géographiques ou économiques: taux de chdmage par département....



Remarquons toutefois qu’il est souvent difficile d’atteindre tous les
individus sans exception a cause généralement de difficultés matérielles :
absence de réponse ou de vote, individus échappant au recensement... Si la
proportion des individus "absents" est faible et ne perturbe pas trop les

jugements sur la population, on qualifiera la collecte de quasi-exhaustive.

La collecte peut étre partielle si elle ne porte que sur une partie des individus : c’est
le cas en particulier des enquétes d’opinion par sondage, ou du contrdle de qualité sur
un lot de fabrication. La sous-population des individus choisis pour I’étude est appelée
dans ce cas un échantillon.

Nous étudierons ici quelques méthodes d’exploitation des résultats recueillis sur
un ensemble d’individus sans désir d’étendre les jugements portés a d’autres individus
qu’a ceux qui ont été questionnés ou observés. Le probléme de I’échantillonnage et/ou
de la représentativité dans le cas d’une collecte partielle n’y sera donc pas soulevé.

Nous utiliserons -a titre d’exemples- soit des données d’enquétes exhaustives, soit
des résultats de sondages sur échantillon parus dans la presse. Dans ce dernier cas, nous
ferons donc abstraction -sauf mention rapide- des problemes de représentativité qui
conduisent a nuancer les conclusions projectives ou inférentielles faites sur la
"population-meére".

1.3. Caractéres et modalités

La connaissance de la population passe par le relevé de certaines caractéristiques.

Pour relever une caractéristique, il faut au préalable préciser les différentes
valeurs qu’elle peut prendre, compte tenu en particulier des "instruments de mesure"
dont on dispose: questions dans une enquéte, appareil physique..., pour saisir
I'information. Les valeurs "observables" constituent '’ensemble des modalités.

Si M est un tel ensemble de modalités, on appelle caractére C défini sur P et a

valeurs dans M, toute application qui a chaque individu associe une et une seule
modalité.

Selon la nature de ’ensemble des modalités -ensemble structuré ou non, ensemble
numérique ou non...- divers types de caractéres peuvent étre considérés: nominaux,
ordinaux, numériques. Nous nous intéresserons, dans les chapitres suivants, aux
caracteéres dits "nominaux".



1.4. Nature des caractéres

Dans une enquéte, toutes les questions ne sont pas de méme nature :

- certaines sont destinées a comprendre la composition ou la structure de la
population, indépendamment du but de ’enquéte ;

- d’autres sont relatives a ’enquéte proprement dite.

Considérons une enquéte d’opinion dans laquelle on demande aux personnes
interrogées leur sexe et leur 4ge. Il va de soi que le sexe ne peut expliquer ’dge et vice
versa.

On ne peut mettre sur le méme plan des réponses dont les unes portent sur le sexe
ou I’4ge et les autres sur la question: "pensez-vous que les riches sont plus heureux ?". En
d’autres termes, le sexe ou I’dge doivent éclairer I'opinion prise et non I'inverse.

Les caracteres "structurels" qui ne varient pas avec le temps ou varient de fagon
prévisible, tel ’dge, s’opposent aux caractéres "conjoncturels" dont I’évolution dépendra
de mille facteurs et qui traduisent un état d’esprit du moment et non pas un état peu ou
prou immuable.

Bien siir, cette distinction est relative a une étude donnée et ne repose sur aucune
propriété mathématique des caracteres.

Dans la pratique, le partage n’est pas toujours aisé et certaines questions se
situeront a la frange. Le choix est fonction du but recherché et devient du ressort du
praticien.

1.5. La finalité d’un recensement

Certains recensements sont congus en fonction d’un but précis: un référendum
donnera la réponse majoritaire a une question, une élection désignera -en fonction des
procédures prévues- le ou les candidats élus...

Autre cas simple, celui ou I'étude porte sur quelques critéres structurels: sexe, dge,
catégorie socio-professionnelle..., sans volonté d’explication mais dans le souci de
connaitre une stratification (1) de la population. Le but peut étre alors la construction
d’échantillons représentatifs en vue de sondages par quotas.

(1) stratification: décomposition d’une population en sous-populations homogéncs par rapport a unc

caractéristique.



Comme toute activité humaine, la statistique n’échappe pas au principe de finalité:
I’adaptation des moyens a des fins. Les premiers recensements de population avaient un
but politique. -précisément fiscal ou militaire...

De nos jours, ou les recensements sont légion, nous devons nous interroger plus en
détail sur cette finalité. A I'instar de toute science, nous pouvons assigner a la statistique
un but oscillant entre connaissance et action. Encore que I'on puisse passer de I'une a
'autre selon deux démarches différentes :

- soit la simple description des données collectées débouche aussitdt sur une
décision d’action, c’est la démarche politique;

- soit ces données nécessitent une transcription selon un modele préalable
conduisant, au-dela de la simple connaissance des phénoménes, vers une compréhension
plus profonde, c’est la démarche scientifique.

Cette derniére démarche peut conduire a ’action mais aussi trouver 1a sa finalité.
La statistique historique est bien source de description et de compréhension de
phénomenes anciens mais ne s’inscrit dans aucune praxis.

Le schéma suivant illustrera notre propos :

CONNAITRE

COMPRENDRE <« > AGIR

La mise en évidence de ces trois poles interdépendants peut seule éclairer le choix
des techniques utilisées, celles-ci étant assujetties au but poursuivi.

La primauté du conceptuel sur le calcul est absolue malgré les tendances
actuelles qui grace au recours a linformatique reléguent les aspects essentiels des
choix de traitement statistique au simple maniement de fonctions que
lordinateur appliquera bien siir sans réflexion !

Le premier pdle -étape obligée- consiste a CONNAITRE.



A ce stade, la finalité est simplement la description de la population suivant
certains caractéres préalablement choisis. On dénombrera -par exemple- les
"demandeurs d’emploi” selon le sexe, I'age... Les techniques utilisées -tels le tri-a-plat, le
tri-croisé, et des représentations graphiques judicieuses (2)- apporteront une
connaissance purement descriptive et rien de plus.

A un deuxiéme niveau ou pdéle, le statisticien cherchera 8 COMPRENDRE. Les
questions peuvent étre les suivantes:

- existe-t-il des relations entre les caractéres ?

- Pobservation de la modalité d’un des caractéres (femme) modifie-t-elle la
répartition d’un autre caractére (la durée du chdmage) ?

- peut-on dégager dans la population des familles d’individus semblables, au
comportement voisin ?

Ces questions ne peuvent trouver de réponses qu’au moyen d’un jeu d’hypothéses
constituant un modele, dont le choix subjectif voire arbitraire, sera suggéré
généralement par la description faite antérieurement. Le modele -qui utilise le plus
souvent des hypothéses de linéarité ou de structures euclidiennes, ou des hypotheses
probabilistes ("normalité" des lois)...- résultera de I’examen approfondi de la description
des données, mais aussi de la réflexion, de I'intuition ou méme parfois de I'utilisation du
logiciel disponible.

Le dernier pdle échappe en principe au statisticien mais releve du politique:
AGIR... sur les individus car il est impossible d’agir sur les caracteres : sexe, age... ou
opinion! Sur ce dernier point la confusion est courante : on ne peut agir sur I'opinion
pour quelle change, mais on agit éventuellement sur l'individu pour qu’il change
d’opinion !

La nuance est de taille !

1.6. Pertinence des données

Les prévisions d’actions et I'expérience accumulée antérieurement détermineront
le choix des caractéres étudiés, de certains traitements, de certaines descriptions, méme
si ces choix ne sont pas "neutres".

(2) en particulier les diagrammes
- en barres (parfois appelé improprement histogramme)
- en secteurs (appelé aussi en fromage ou camembert)



Certaines regles doivent néanmoins respecter un souci de compléte information de
nature a éviter des erreurs d’interprétation grossiéres, suggérées par une information
vraie mais partielle, ou subtiles. La qualité d’une exploitation statistique va dépendre de
la qualité du matériau brut : I'information élémentaire. Certains principes doivent étre
retenus :

- délimitation du champ d’étude, c’est-a-dire des contours exacts de la
population en déterminant quels individus en font partie a ’exclusion de tous
les autres individus possibles. La fiabilité de I’étude, pour l’action qui en
résultera, dépendra bien stir de la pertinence et de lhomogenelte de ce
champ d’étude.

- choix des caractéres et de leurs modalités qui donneront forme a des questions
précises et adaptées, évitant si possible tout biais en assurant la neutralité de
la formulation.

- sérieux du recueil, c’est-a-dire du relevé sur le terrain des réponses de chaque
individu.
- soin apporté au dépouillement.

Nous n’aborderons que fort peu ces aspects préparatoires pour nous en tenir au
traitement, qui reléve plus précisément du statisticien. Mais ces étapes préalables
déterminent la confiance que I'on accordera aux résultats obtenus.

Précisons que la taille de la population -cent, mille ou un million d’individus-
change peu la complexité de ’étude. Seuls les travaux préparatoires de recueil et de
dépouillement sont alourdis. Le statisticien maniera alors des nombres plus importants !
En revanche, le nombre des caractéres soumis a son examen et surtout le nombre de
modalités et leur nature -numérique ou nominale- peut compliquer son travail au point
de le rendre impossible. C’est pourquoi nous insisterons sur le traitement des caracteres
dichotomiques : oui/non, vrai/faux, d’accord/pas d’accord...

Revenons plus en détail sur notre deuxiéme niveau de finalité : comprendre les
lois régissant les caracteres ou le comportement des individus.

La recherche peut tout aussi bien s’appuyer sur les individus pour appréhender les
liens entre les caractéres ou au contraire partir des caractéres pour étudier les relations
entre les individus. La finalité impose I'une ou 'autre des approches, parfois les deux !

Un exemple mettra cette particularité en évidence : un botaniste a relevé, sur
plusieurs territoires, les espéces végétales présentes et divers autres caractéres. La
finalité de ’étude pourra étre soit I’étude des caractéristiques des espéces relativement a
leur milieu naturel -le territoire-, soit une typologie des territoires au regard des espéces
présentes. Du point de vue mathématique, le passage d’'une optique a lautre est
toujours possible, mais pas toujours pertinent. Tout dépendra de l'orientation que 'on
veut donner a la recherche.
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CHAPITRE 2

CARACTERES NOMINAUX

2.1. Définitions

Un caractére défini sur une population P est nominal lorsque ’ensemble de ses
modalités (I’ensemble des réponses possibles a une question, ou 'ensemble des valeurs
possibles pour une caractéristique) est fini et n’est muni d’aucune relation d’ordre
naturelle ; c’est-a-dire les réponses sont distinctes mais on ne peut pas dire que I'une est
"plus grande", ou "meilleure" qu’une autre ou "avant” une autre.

Exemples :

1. On demande a une population de bacheliers la série de leur bac :
A,B,C,D,D’E,F

2. On demande a des électeurs le candidat de leur choix (en précisant la liste des
candidats)

Lorsque l'information est obtenue lors d’'une enquéte par questionnaire, un
caractére nominal correspond a une question fermée a choix unique dont la liste des
réponses possibles est soit imposée par ’enquéteur, soit fixée par la nature du caractére.
Une telle question sera dite aussi nominale.

Sont bien entendu exclues les questions formulées en des termes tels que : "cochez
une ou plusieurs cases selon que vous étes d’accord ou non avec les différentes opinions
suivantes..." (questions a choix multiples) ainsi que les questions conditionnelles telles
que : "Si vous avez répondu oui a la question précédente, que pensez vous..."

Caractéres nominaux et caractéres qualitatifs

Les caractéres nominaux sont parfois appelés "qualitatifs", en ce sens qu’ils
s’opposent aux caractéres "quantitatifs" ( numériques).

Des différences peuvent toutefois apparaitre entre les définitions :
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- le terme qualitatif peut étre attribué a des caractéres dont la seule caractéristique
est de ne pas avoir des modalités numériques ; on peut ranger sous ce terme des
caractéres "ordinaux" (munis d’'un ordre naturel entre les diverses modalités) tels que:
"Avec l'opinion suivante..., étes-vous: pas du tout, un peu, ou tout a fait d’accord ?"

- ce qui importe n’est pas la nature des relevés : le fait d’utiliser des "chiffres" pour
repérer les réponses d’une question ne conduit pas nécessairement a classer le caractére
comme "quantitatif” si ces chiffres sont utilisés, non comme des nombres, mais comme
des codes ou des symboles.

Caractéres dichotomiques et polytomiques

Un cas particulier important et fréquent est celui ou le caractére n’a que deux
modalités. On dit alors qu’il est dichotomique ou booléen. Certains statisticiens appellent
parfois un tel caractére un attribut.

C’est le cas par exemple :

- du caractere "sexe"

- des questions ol les réponses possibles sont "oui/non", ou "d’accord/pas
d’accord"...

- des caractéristiques "présence/absence" (par exemple d’'une espéce végétale),
"bon/mauvais" (pour des pieces d’un lot de fabrication)...

Si un caractére nominal a plus de 2 modalités, il est dit polytomique.

2.2. Effectifs et proportions

Intéressons-nous a une population P formée de N individus et a un caractére
nominal C, défini sur cette population, prenant les k modalités (c,,C,,..,¢})-

L’ensemble des individus ayant la modalité c; forme une sous-population notée C,
et le nombre n; positif ou nul de ces individus est I'effectif de la modalité ¢; ou de la
classe C;. Le caractére nominal C induit une partition sur 'ensemble des individus dont
les classes sont les sous-populations C;.

Les effectifs vérifient donc : Yin, = N

L’importance de la classe C; est mesurée par son effectif n; mais dans certains
problémes (comparaison des classes, comparaison d’enquétes...) il est utile de mesurer
cette importance par un "effectif relatif", obtenu en divisant I'effectif de la classe par
Ieffectif total de la population.

On appelle proportion de la modalité c; le nombre noté p; compris entre 0 et 1, égal
au rapport entre n, et N : p; = n;/N.

Ce nombre p, est encore appelé fréquence de la modalité c;.
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Il est usuel aussi de mesurer cette importance par cette valeur p, multipliée par
100, c’est-a-dire par un nombre décimal appelé le pourcentage de la modalité c..

Toutefois, I'utilisation des proportions ou des pourcentages n’est pas sans danger
car I'information contenue dans ces valeurs est moindre que celle fournie par les
effectifs eux-mémes.

Précisons cette différence dans I'exemple suivant:

Lors d’'une enquéte sur le tabagisme dans les lycées, aprés avoir précisé ce que I'on
entend par "fumeur”, on peut formuler ’observation de diverses maniéres. Par exemple:

"15 éléves de seconde parmi les 34 observés sont fumeurs"”

Cette constatation se limite a décrire la réalité sans souci de comparaison ni
d’extension.

"le rapport du nombre d’éléves fumeurs observés en seconde au nombre d’éléves

de seconde est de 15 a 34"

Cette affirmation est encore vraie, mais laisse apparaitre que la fraction 15/34
peut servir de caractéristique de la classe.

Comme une fraction évoque un nombre rationnel on dira:

"la proportion des éléves fumeurs en seconde est a peu prés égale a 0,441 "

Donner ce nombre n’est pas, bien entendu, équivalent & donner la fraction 15/34 car il
aurait pu €tre obtenu de bien d’autres fagons: si on avait observé 30 fumeurs parmi 68,
ou 150 parmi 340, etc...

Aussi se donne-t-on le droit d’envisager que ce nombre aurait pu étre obtenu sur
une observation de 100 éléves. Dans ce cas, le nombre de fumeurs aurait du étre de 44,1
(Ie fait que ce nombre n’est pas entier est une convention facilement admise).

On affirme ainsi:

"le pourcentage observé de fumeurs en seconde est de 44,1%"

Cette affirmation peut laisser penser que I'information a été recueillie sur un groupe
type de 100 individus et pourra entrainer des abus lors de comparaison de pourcentages
sur des sous-populations d’effectifs différents.

2.3. Tri-a-plat et répartition

Il'y a quelques années, les informations relatives a chaque individu étaient relevées
soit sur des fiches, soit sur des cartes perforées. Actuellement, elles sont en général
enregistrées dans des fichiers informatiques stockés sur des supports magnétiques telles
les disquettes, les bandes,....
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Quel que soit le mode d’enregistrement des informations, on appelle tri-a-plat des
individus selon le caractere C 'opération qui consiste a lire I’ensemble des fiches ou
I'ensemble des enregistrements du fichier, et a comptabiliser les effectifs relatifs aux
diverses modalités du caractere C.

Le résultat de ce tri est un tableau donnant la correspondance entre les modalités
et les effectifs de ces modalités ; c’est la répartition des effectifs du caractere C:

Modalités cq cy ce. Ck

Effectifs n, n, cee Dy

ou la somme des effectifs n; représente le nombre total des individus interrogés.

La suite (c;) des modalités étant fixée, on peut associer au caractére C la suite
numérique de k entiers :

t = (nl,nz,...,nk) avec ). n, =N

Une telle suite est appellée un type de dénombrement et parfois aussi une
"statistique" des N individus en k classes.

Plutot que de présenter un tableau d’effectifs, il est fréquent de présenter les
résultats dans un tableau o les effectifs sont remplacés par des proportions ou par les
pourcentages correspondants :

Modalités cq o . Ck

Proportions Pq Py “en Pk

ou p, représente la proportion ou le pourcentage, parmi les N individus, de ceux
qui ont choisi la modalité a, c’est-a-dire p; = n,/N.

Rappelons que fournir les proportions n’est pas équivalent a fournir les effectifs
sauf si on adjoint aux proportions leffectif total de la population qui permet de
reconstituer les différents effectifs.
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Les tableaux en pourcentages sont d’'une meilleure lisibilité; par exemple une
valeur supérieure a 50% est le signe d’'un comportement majoritaire. Ils permettent
aussi une comparaison plus facile entre deux populations. Notons qu’il est fait obligation
aux instituts de sondages d’indiquer le nombre total de personnes interrogées (d’ou
I'encart qui accompagne les résultats d’enquéte), mais que cette information n’est pas
étendue aux différents quotas, ce qui ne permet pas en général de reconstituer tous les
effectifs.

2.4. Etude simultanée de deux caractéres dichotomiques

(situation 2x2)
a - En guise d’exemple

Une enquéte, faite auprés d’un groupe de 100 jeunes, comporte, entre autres
questions, les deux suivantes :

Question A : "Du mariage, diriez-vous que c’est quelque chose de dépassé ?"

Question B : "Si cela s’avérait utile pour votre carriére professionnelle,
accepteriez-vous de passer plusieurs années a l’étranger ?"

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, ces deux questions peuvent étre
tries a-plat et les résultats publiés sous la forme suivante :

Question A: Oui:32 Non: 68
Question B: Oui: 59 Non:41

Si on se limite a ce traitement "caractére par caractere”, le commentaire qui
accompagnera ces résultats pourra étre ainsi rédigé :

"Les jeunes sont majoritairement pour le mariage et acceptent lidée de privilégier leur
carriere professionnelle..."

Un tel commentaire laisse a penser que I'on a dégagé un portrait-type des jeunes,
dans lequel une majorité d’entre eux devrait se reconnaitre.

Mais ce faisant, on oublie de s’interroger sur le type de liaison entre les deux
opinions. Pour rechercher cette liaison, on doit faire un "tri croisé", qui pourrait conduire

au tableau suivant:
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question B

oui non
oui 29 3 32
question A
non 30 38 68
Totaux 59 41 100

Ce tableau montrerait alors que le groupe de jeunes le plus important est constitué
par les 38 qui ont donné une réponse négative aux deux questions posées. Ce qui donne
une interprétation différente des résultats...

Dans ce cas, il se dégage 3 familles d’opinion d’importance comparable et
affirmation citée plus haut n’est vraie que pour 30 parmi les 100 jeunes.

b - Formalisation de la situation 2x2

Considérons une enquéte ou N individus sont interrogés ou observés selon 2
caractéres dichotomiques A et B.

Notons aeta, les modalités du caractére A

b1 et b2 les modalités du caractére B

Les individus se répartissent donc globalement en 4 groupes ou classes.

Un tri croisé consiste a dénombrer les individus de 1’échantillon qui appartiennent
a chacune des 4 classes, donc a élaborer un tableau du type:

question B

by b,
a; s u s+u
question A
a, v t v+t
Totaux s+v u+t N=u+v+s+t

ol "s" est le nombre des individus qui ont répondu a, a la question A et b, a la
question B, "u" le nombre des individus qui ont répondu a, et b, ....

On appelle "effectifs marginaux de A" les nombres des individus qui ont répondu
a, et a, (sans référence a la question B), c’est-a-dire les nombres (s+u) et (v+1),
résultats que ’on obtient par tri-a-plat sur la question A.

On définit de méme les "effectifs marginaux de B", a savoir les nombres (s+v) et
(u+t).
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Cette situation dite "2x2" est un cas particulier de la situation qui consiste a étudier
simultanément deux caractéres nominaux.

25 E imultan x caracteres polvtomiques:

Situation pxq

a - Exemple
{1l NOMBRE D’APPAREILS AUDIOVISUELS ET VIDEO
DETENUS PAR LES ETABLISSEMENTS PUBLICS ET PRIVES
DU SECOND DEGRE AU 1 JANVIER 1987 (France métropolitaine)

Etabli s publics  Etabl
Colléges  Lycées LP EREA Total  privés

Audiovisuel :
Projecteur de diapositives ................... 41012 12474 6355 259 60 100 6818
Episcope ou épidiascope . .............. o 4 906 2362 1637 52 8957 1144
Reétroprojecteur . ............ooviiiiia 14 512 9439 12 566 149 36 666 5316
Projecteurs de cinéma tous types. ......................... 13 166 3 889 1503 92 18650 1 554
Cameérasuper8mm ........................... ... 627 213 85 13 938 140
Récepteurradio . ................ .. 3614 786 410 63 4873 362
Appareil radiocassettes ........... ... ... 1899 437 229 60 2625 1504
Magnétophones toustypes .............................. 55416 15991 5 966 353 77726 10 696
Electrophone et platine disque vinyl ......... ... ... . ..., 22 659 5453 2260 252 30624 4771
Platine disque compact . ...............o L 216 11 25 3 355 54
Lecteurstoustypes ....................... . e 187 119 161 1 468 49
Cabines de labo langues ... .................. ... ... 2097 3914 350 15 6376 1 804
Appareils photo toustypes ... ... L 2300 395 367 132 3194 799
Laboratoires de phototoustypes.......................... 957 178 159 43 1337 386
Table de mixageson ............ .. ... .. ... 401 70 51 12 534 117
Total .. .. ... . 163969 55831 32124 1499 253423 35514

Extrait de : REPERES et REFERENCES STATISTIQUES sur les enseignements et la formation,
Ministere de ’Education Nationale, 1989, p.67

Le tableau des effectifs est un tableau de 15 lignes et de S colonnes. On dira pour
simplifier que I'on analyse une situation (15x5).

b - Formalisation de la situation p x q

Les N individus d’'une population sont interrogés ou observés selon deux caracteres
nominaux relevés simultanément.

Notons p le nombre dc modalités du caractére A, q celui de Bet:

al,az,...ap I’ensemble des modalités du caractere A

bpbzv--bq I’ensemble des modalités du caractére B.

Les individus se répartissent globalement en pq classes ou groupes. Les deux tris-a-

plat donnant la répartition des individus selon chaque caractére ne permettent pas de
savoir comment se répartissent les individus selon ces pq groupes.

¢ - Tri-croisé et tableau de contingence

Un tri-croisé (d’ordre 2) est l'opération qui consiste a lire les N fiches ou
enregistrements relatifs aux N individus et & dénombrer les individus qui appartiennent
a chacune des pq classes, c’est-a-dire a élaborer un tableau du type suivant :

17



by b, bj ces bq total
a; nq4 Ny +++ N33 .. Dyg nq
N R Il
aj nj,q Nijp -+ MNj5 .. Diq n;
ap Ny Npy  +++ Dpg .o Npg n,,
total n 4 n, ... n_j .o n.q

Ce tableau rectangulaire "a double-entrée" porte le nom de tableau d’effectifs ou
table de contingence d’ordre 2, formé de pq "cellules". On dira que I'on est en présence
d’une situation pxq.

La derniere colonne et la derniére ligne constituent les marges du tableau. Elles
contiennent les effectifs marginaux - sommes correspondant aux lignes et aux colonnes de
ce tableau. Ces nombres sont ceux obtenus par tri-a-plat selon chaque caractere.

On utilise ici la notation usuelle qui consiste a remplacer un des indices (de ligne
ou de colonne) par un point, lorsque 'on fait la somme de tous les termes relatifs a cet
indice:

nj o= Xy et m=Xng

d - Transformations du tableau de contingence

Le tableau des effectifs peut étre transformé pour permettre de mieux dégager des
informations, certes contenues dans le tableau initial, mais souvent masquées par
I’abondance des nombres.

Plusieurs transformations sont possibles selon le type d’information que I'on
recherche.

a) tableau de contingence en pourcentage

Une transformation simple consiste a remplacer le tableau des effectifs par celui
des proportions, en divisant tous les nombres par I'effectif total :

proportion observée du couple (a;b;) : f;; = nij/N

proportion "marginale” de la modalité a; :

f, =n/N
proportion "marginale” de la modalité bj :
f.j = n‘j/N
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Si toutes ces proportions sont multipliées par 100, on obtient un tableau en
pourcentages. Des remarques analogues a celles que I'on a faites pour un seul caractere
peuvent €tre rappelées ici :

- on gagne en lisibilité car c’est une habitude de "jauger" par rapport a un effectif
total de 100 ;

- on perd toutefois de I'information et le tableau laisse a penser que la population
était formée de 100 individus. Des dangers de telles transformations apparaitront par
exemple lors de la comparaison de populations (voir ci-dessous les effets dits "de
structure").

b) Profils en ligne et profils en colonne

Une autre transformation intéressante consiste a faire le calcul des proportions (ou
des pourcentages) "en ligne" ou "en colonne".

On appelle profil de la modalité a; selon le caractére B ou plus simplement profil de
la ligne i, la répartition en proportion ou pourcentage, selon le caractere B, des n;
individus qui posseédent la modalité a,, c’est-a-dire la répartition:

Modalicés b1 b2 .. bk
n n; n

. 11 12 ik

Profil de aj —_— _ .. —

nj, nj. nj.

A la modalité a; on associe la suite des "proportions conditionnelles". En pratique
ces proportions sont multipliées par 100 afin de parler en pourcentages.

De fagon analogue, on peut déterminer p profils "ligne", relatifs aux p modalités de
A, et q profils "colonne" relatifs aux q modalités de B.

Ces profils permettent en général des comparaisons entre les divers groupes
d’individus définis par les modalités d’un caractere structurel.

De plus, ils jouent des roles essentiels dans des traitements plus sophistiqués des
tableaux de contingence (par exemple I'analyse factorielle des correspondances).
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CHAPITRE 3

LIEN ENTRE DEUX CARACTERES NOMINAUX

( analyse bivariée nominale )

3.1. Situations d’indépendance et de dépendance totale entre deux caractéres

Indépendance

Sélectionnons deux questions nominales d’'une enquéte soumise a N personnes et
considérons le tableau de contingence T obtenu par tri-croisé des deux caractéres.

D’effectif correspondant a la cellule (i,j) est noté 0

Pour fixer les idées, supposons que I'enquéte a été effectuée auprés d’'un groupe de
N=1000 téléspectateurs auxquels on a posé les deux questions suivantes (les modalités
ont été arbitrairement simplifiées):

A: "préférez-vous regarder le journal télévisé sur: TF1 - A2 - FR3"

B: "votre situation familiale est: marié - Séparé ou veuf - célibataire-"

Le choix de la chaine est indépendant de la situation familiale si on trouve la
méme proportion de téléspectateurs qui préférent TF1 (ou A2 ou FR3) parmi les
"mariés", les "séparés" ou les "célibataires".

Cette proportion commune est alors celle du groupe étudié, toute situation
familiale confondue.

De méme pour ceux qui préférent A2, ou FR3.

Clest le cas si les 1000 téléspectateurs se répartissent selon un tableau de la forme:

TF1 A2 FR3
marié 261 232 87 580
sépare 54 48 18 120
célib. 135 12 45 300
Totaux 450 400 150 1000
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Dans chaque catégorie, les pourcentages sont de:
45 % pour TF1
40 % pour A2
15 % pour FR3

Formellement, avec les notations du chapitre 2, on a pour toutes les cellules (i,j)
du tableau:

Nn: = n =
1] ~ .J

= — ou encore nij =
nj N N

Un tableau de ce type, qui vérifierait strictement toutes ces relations, serait
exceptionnel. Il fournirait une situation d’indépendance "idéale" et les deux caracteres
seraient dits strictement indépendants.

En pratique les effectifs observés n; ne vérifient jamais ces relations, mais s’ils
s’éloignent peu de ces effectifs "théoriques” (n;n j)/N -jusqu’a une limite qu’il
conviendra de préciser- on les dira indépendants.

Dépendance totale

A P'opposé de 'indépendance, deux caracteres peuvent étre strictement associés si,
connaissant la réponse d’un individu a 'une des questions, on connait avec certitude sa
réponse a 'autre.

Ce serait le cas si le tri-croisé des deux caractéres conduisait a un tableau de la
forme;

by b, b3
a, 500 0 0
a 0 0 120
a, 0 300 0

(si une personne a répondu la modalité a, a la premiére question, elle a nécessairement
répondu b, a la seconde question).

Ceci exige que les deux questions aient le méme nombre de modalités et que le
tableau croisé des effectifs ne posséde qu’une cellule par ligne et par colonne qui soit
d’effectif non nul.

On dira que les deux caractéres sont en association ou en dépendance stricte ou que
le "lien" des deux caractéres est maximum.
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Une situation proche de celle-ci est celle ou la connaissance de la réponse d’un
individu & 'une des questions entrainerait la connaissance de sa réponse a l'autre, la
réciproque étant fausse.

C’est le cas pour le tableau (3 x 4) :

by b, b, b,
a, 400 0 0 0
a, 0 120 0 85
aj 0 0 195 0

Si on connait la réponse d’un individu a la question B, on en déduit sa réponse a A
(sans avoir a lui poser la question); mais si on connait sa réponse & A, un doute subsiste
sur sa réponse a la question B dans le cas ou sa réponse est a,.

L’association, dans ce cas, entre les deux caractéres, est totale.

En d’autres termes, dans le premier cas, les deux caractéres nominaux induisent la
méme partition sur I’ensemble des individus; dans le second cas, la partition induite par
B est "plus fine" que celle induite par A.

3.2. Mesure de ’association : le khi-deux

Entre les deux extrémes cités ci-dessus, il y a tous les cas intermédiaires que I'on
rencontre dans la réalité: les deux caractéres sont plus ou moins liés.

Différentes tentatives ont eu lieu pour mesurer quantitativement ce degré de
liaison, ainsi que la capacité de prévoir la réponse a une question lorsque I’on connait la
réponse a l'autre.

Les indices les plus couramment utilisés sont ceux qui mesurent la "dépendance":
plus cet indice est élevé, plus le lien est étroit entre les deux caracteres et meilleure est
la prévision d’un caractére par 'autre

L’indice de base est celui traditionnellement appelé le "khi2" ( x? ) construit en
comparant le tableau de contingence observé T et le tableau de contingence T * ayant
les mémes marges que T mais vérifiant de plus les conditions d’indépendance stricte.

Rappelons que si le tableau T ’ correspond a une telle situation d’indépendance
stricte, I'effectif n’ij de la cellule (i,j) vérifie :

.. =
nlj
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Pour chaque cellule (i,j) I'écart entre les deux tableaux est égal a

€ij T Mij j
(remarquons que la somme de tous ces écarts est nulle).

-n’.
n&y

L’indice %2 est construit & partir de tous ces écarts selon la formule:

(nij - n'ij)2

2 _
X _E'j :
N5

(la sommation portant sur toutes les cellules du tableau de contingence).

Propriétés

1 - Cet indice est toujours positif ou nul. S’il est nul, tous les écarts sont nuls et
donc les deux variables sont strictement indépendantes.

2 - Si on multiplie tous les effectifs par une constante k, le x2 est multiplié aussi par
k. C’est donc une fonction linéaire de I'effectif total de la population interrogée.

3 - Pour un tableau de dimension (pxq), on démontre (voir ’annexe B ) que le x?
maximum (mesure dans le cas d’'une liaison maximum) est inférieur a:

n . min(p-1,g-1) = n .(min(p,q) - 1}

et donc aussi a fortiori a:

n.(p-1)(g-1)

En notant v = (p-1)(q-1) (nombre de degrés de liberté du tableau de

contingence), et mp, = min(p,q), le x? vérifie donc:

4- En développant 'expression du %2, on peut le calculer par la formule:
n:._
i

=0 (L —> - 12

nj.ny

qui permet parfois un calcul plus facile du 1.
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Seuil de dépendance

En statistique inférentielle, le x? est souvent utilisé comme indicateur
d’indépendance de deux caractéres: ayant choisi un risque d’erreur «, on détermine un
seuil s tel qu’on admettra 'indépendance si le x2 du tableau est inférieur 2 s.

Dans le cas d’'une étude exhaustive ou quasi-exhaustive d’une population, comme
aucun modele de nature probabiliste n’est défini pour expliquer les données observées,

il ne s’agit pas du "test d’indépendance du x2".

Cependant par analogie avec la situation probabiliste, le probléme consiste a
trouver, pour chaque type de tableau de contingence, un seuil s tel que:

- si le %2 calculé est inférieur A ce seuil s, on dira que les deux caracteres sont
indépendants

- si le x2 est supérieur a s, on dira que les deux caracteres sont dépendants.

Du fait d’absence de modeéle, le choix de ce seuil est arbitraire. Toutefois, pour
chaque degré de liberté, on choisira le seuil en s’inspirant de celui déterminé dans un
test du %% au risque de o.=5%. Ces valeurs peuvent étre lues dans une "table du x?".

Pour des degrés de liberté (ddl) inférieurs a 10, ces seuils sont:

Q
Q.
=

seuil

3.84
5.99
7.81
9.49
11.07
12.59
14.07
15.51
16.92

WONOO R WN R

D’une maniere générale, on peut prendre comme valeur approchée du seuil:

3yv + v (ot v estle degré de liberté)

Limites d’utilisation

Le but du calcul d’'un indicateur de dépendance est de comparer des couples de
variables. Dans une enquéte, il permettra par exemple de trouver les deux variables les
plus ressemblantes...
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Dans cette optique, I'utilisation du x2 est limitée car:
- le X% dépend de Peffectif total N ; d’odt 'impossibilité de comparer des couples
de variables étudiées sur deux populations ou échantillons de tailles différentes.
- le x? dépend de p et q ; d’od I'impossibilité de comparer des couples de
variables d'une méme enquéte deés lors que tous les caractéres n'ont pas le méme
nombre de modalités.

De ce fait le X% qui joue par ailleurs un role trés important dans le "test
d’indépendance” en statistique inférentielle, n’est pas trés performant comme indicateur
de liaison. On lui préférera d’autres indicateurs déduits de lui et qui pallient les
inconvénients signalés.

3.3. Mesures d’association déduites du khi-deux

Le <p2 de Pearson ou "lien"

Pour obtenir un indicateur indépendant de la taille de la population, on peut
adopter P'indicateur appelé "le 2 de Pearson”, qui mesure aussi la dépendance entre les
deux caracteres A et B:

Q- = — avec 0 <o gmpq—l

Cet indicateur est appeié aussi le lien entre les deux caractéres nominaux :

¢? = Lien(A,B)

Cest lindicateur du x2 normalisé, cest-a-dire calculé sur le tableau des
proportions déduit du tableau de contingence.

Les coefficients de contingence

Pour obtenir un coefficient toujours positif et inférieur a 1, on peut utiliser I'indice
noté C et appelé "coefficient de contingence de Pearson" déduit du x? :

/
r% \/ o2
C = -
\/x2+N cp2+1

[
La fonction x -->
x4+ 1

pour le maximum de %2, soit

étant croissante sur R , le maximum de C est obtenu

mpq-l

Mpg

max(C) =
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Ainsi pour un tableau 2x2, le maximum est 0,707
3x4, 0,81
4x4, 0,87

Le coefficient de contingence normé

Pour obtenir un coefficient qui soit toujours compris entre 0 (variables strictement
indépendantes) et 1 (variables totalement liées), on peut choisir le coefficient de
contingence normé défini par:

Coefficient de Tschuprow

Un autre coefficient qui vérifie cette propriété d’étre toujours compris entre 0 et 1,
est le coefficient noté T et proposé par Tschuprow défini par :

T2 = . etona 0L TK1

(ol v est le degré de liberté égal au produit (p-1)(g-1) )

Le maximum T=1 est atteint uniquement pour les couples de caractéres ayant le
méme nombre de modalités (p=q) et en association stricte (cf 3.1).

Coefficient C de Cramer

Citons enfin le coefficient dit de Cramer qui vérifie encore cette propriété d’€tre
compris entre 0 et 1, et qui est défini par:

Notons que le coefficient C de Cramer a I’avantage sur celui de Tschuprow d’étre
égal & 1 méme si I’association n’est qu’optimum (p et q différents).
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3.4. Mesures liées a la théorie de 'information

En théorie de linformation (cf Annexe C), on définit une grandeur appelée
"information mutuelle de deux caractéres nominaux A et B" par I'expression:

I(A,B) = ¥ f£34 log ————

(ou fij i P f‘j sont les fréquences jointes et marginales du tableau de contingence - la
somme portant sur toutes les cellules de ce tableau).

- Cette quantité mesure le "gain" d’information réalisé lorsque I'on passe de la
connaissance des marges (f, ) et (f.j) a la connaisance des valeurs (fij) du tableau.

- Lorsque les deux caractéres sont strictement indépendants, pour toute cellule
(i.)):
f.="1f.

j L.

ce qui entraine que tous les termes de la somme sont nuls, et donc que I(A,B) =0.

- Si les deux caractéres sont "voisins" de 'indépendance, un calcul d’approximation
conduit a:
1
I(A,B) = Lien(A, B)
2Ln2

et donc la mesure de I'information mutuelle équivaut, & un coefficient pres, a celle du
lien entre A et B, C’est-a-dire au 2.

- Dans le cas de la dépendance des deux caractéres, les indicateurs de
I'information mutuelle et du lien donnent des mesures de dépendance différentes.
Toutefois, aprés normalisation, on obtient des indicateurs équivalents.

3.5. Cas de deux caractéres dichotomiques

Il est intéressant de considérer a part le cas particulier obtenu lorsque les deux
caractéres nominaux sont dichotomiques, c’est-a-dire ne possédent chacun que deux
modalités (oui/non, présence/absence...).

Rappelons qu’un tel caractére A ayant pour modalités a, et a, définit une partition
de la population P en deux sous-populations A; et A, telles que tout individu de A,
admette la modalité a, et tout individu de A, admette la modalité a,. Le tri-croisé¢ des
deux caractéres A et B conduit, comme on I’a vu ci-dessus, 2 un tableau de contingence
de la forme:
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al S u s+u=n

a, v t v+t=N-n

Totaux s+v=m u+t=N-n N=u+v+s+t

Par codage, les modalités de tout caractére dichotomique peuvent €tre codées 1
(ou modalité "présence") et 0 (ou modalité "absence"). Dans un tableau de ce type le
nombre s sera, de ce fait, appelé "nombre de coprésences" (ou nombre de (1,1) ), et

(u+v) le "nombre de discordances".

Mesure du Khi-2

En fonction des notations ci-dessus, un calcul simple permet d’écrire I'indicateur
x? sous la forme:

N. (st—uv)2
2 = -
(s+u) (v+t) (s+v) (u+t)

NB : Il est intéressant de noter que si 'on considere les codes 0 et 1 comme des
quantités numériques, accordant ainsi aux caractéres A et B le statut de caracteres
numériques, le coefficient de corrélation linéaire r(A,B)=r est tel que :

x2 = N. r?

Hypothése d’absence de lien

Un indicateur (proposé par I.C. Lerman) permettant de "tester" 'indépendance de
deux caractéres dichotomiques peut servir aussi a mesurer le lien entre les deux
caracteres.

Pour définir cet indicateur, on raisonne de la fagon suivante:

On suppose connues:

- les réponses des N individus a la premiére question. On connait donc le nombre n
ainsi que les numéros d’ordre des individus parmi les N qui possedent la modalité "1"
pour le caractere A.

- le nombre d’individus m qui possédent la modalité "1" pour le caractere B (et
donc aussi le nombre N-m des individus qui ont la modalité "0" pour ce caractere).

On imagine que P'on tire au hasard (tirage sans remise) les m individus parmi les N
individus de la population. auxquels on attribue la modalité "1" pour B. On s’intéresse
alors au nombre aléatoire S de coprésences.
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Ce probléme est identique a celui qui consiste a tirer, sans remise, d’'une urne
formée de n boules blanches et de N-n boules noires un échantillon de m boules, et a
chercher la probabilité que, parmi ces m boules, il y ait s boules blanches.

Ce nombre de coprésences est celui qui pourrait étre obtenu dans le cas de
"'hypothése d’absence de lien". Le: deux caractéres sont d’autant plus "liés" que le
nombre de coprésences observées sera improbable par rapport a cette hypothése
d’absence de lien entre eux.

Plus précisément, la variable aléatoire (v.a.) S égale au nombre de coprésences,
dans le cas d’absence de lien, suit une loi de probabilité connue sous le nom de "loi
hypergéométrique" H(N,n,m).

Dans le cas ol le nombre d’individus (ou de boules dans 'urne) est suffisamment
grand, on admet que S suit approximativement une loi de Laplace-Gauss (ou loi
normale)

de moyenne : m(S) = nm/N

de variance:
n(N-n)m(N-m)

var(s) =
N%(N-1)

L’indice de "proximité" que propose Lerman entre les caractéres dichotomiques A et B
est la probabilité que la v.a S prenne une valeur inférieure a s, nombre de coprésences
réellement observées. En d’autres termes les deux caractéres A et B sont jugés d’autant
plus voisins (ou liés) que la valeur du nombre d’individus possédant simultanément la
modalité "1" est invraisemblablement grande par rapport a I’hypotheése d’absence de
lien.

30



CHAPITRE 4

ETUDE SIMULTANEE DE TROIS CARACTERES NOMINAUX

4.1. Exemple

Dés que I'on sélectionne trois caractéres nominaux pour une étude conjointe, la
premiere difficulté provient de I'impossibilité de "voir" le tableau des effectifs croisés
sous la forme naturelle qui serait un tableau tridimensionnel (a trois entrées). On est
conduit a représenter les observations sous la forme d’un tableau a deux entrées, et a
utiliser une subdivision de I'une des entrées pour la troisi¢me variable.

Pour illustrer la situation, considérons les statistiques rectorales concernant les
"éleves de nationalité étrangere dans le second degré de I’Académie de Rouen en
1983/84"

Sur la population des n=163.778 éléves du second degré de ’Académie, les trois
caractéres nominaux retenus sont:

- le secteur (Public/Privé)

- le niveau selon quatre modalités:
premier cycle (PC),
Cppn-Cpa (CPPN),
second cycle court (SCC),
second cycle long (SCL).

- la nationalité (Etrangers, Francais)

Une telle situation ou intervient:

un caractére nominal a 2 modalités (secteur)

un caractére nominal a 4 modalités (niveau)

un caractére nominal a 2 modalités (nationalité)
sera dite de type (2x4x2) ou "situation 2x4x2 "

Selon ces trois critéres, la répartition en effectifs est donnée dans le tableau
suivant:
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PC CPPN scc SCL
Etrangers 2875 365 884 440
PUBLIC
Francais 83526 7788 22091 24992
Etrangers 127 10 170 136
PRIVE
Frangais 13680 596 5400 5705

Un certain nombre de tableaux d’effectifs & deux dimensions (tableaux croisés ou
de contingence d’ordre deux) peuvent étre créés a partir de ce tableau d’effectifs, en
croisant successivement:

- secteur x niveau
- pour les étrangers seuls
- pour les Francais seuls
- pour Francais + étrangers
- secteur x nationalité
- pour chacun des niveaux
- ou pour tout regroupement de niveaux (exemple: CPPN +SCC)
(dans le cas de 4 niveaux, le nombre de tableaux de ce type serait de 15!)

- niveau x nationalité
- pour le public seul
- pour le privé seul
- pour public+ privé

Dans cet exemple de situation 2x4x2, on pourrait ainsi éditer 21 tableaux de
contingence d’ordre 2. \

Chacun de ces tableaux peut apporter une certaine information, selon Pobjectif
fixé par I’étude. Mais ils ne sont pour autant pas tous aussi intéressants. Il sera donc utile
de sélectionner les tableaux croisés d’ordre 2 les plus pertinents pour I'étude.

Tableaux en pourcentages ou en fréquences

Chacun de ces tableaux croisés d’ordre 2 peut étre transformé en "tableau de
fréquences”. Selon que I'on calcule les fréquences par rapport a I'effectif global ou par
rapport a 'effectif correspondant au tableau d’ordre 2 considéré, on créera des tableaux
de fréquences marginales ou des tableaux de fréquences conditionnelles.

Le tableau initial peut lui aussi étre transformé en tableau de fréquences (ou en
pourcentages).
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On désignera par (i,j,k) la cellule ou la case du tableau a trois dimensions ot le
symbole
i représente une modalité du premier caractére
j une modalité du de'ixi€¢ine caractére
k une modalité du troisi¢me caractére

Leffectif de la cellule (i,j,k) est notée n.. ijk €t 'effectif total n. La fréquence absolue
de la cellule (i,j,k) est :
n: =
Fool = _ijk

1jk n

On utilisera par la suite des notations semblables a celles introduites dans le cas de
deux dimensions, a savoir:

f- 5 fl 1o f i pour les sommes des fréquences f;; jjk portant sur toutes les modalités du
caractere correspondant a la position du point

f, f , f . pour les sommes des fréquences f.. iik relativement aux deux caractéres
corresponddnt aux deux points.

(avec cette notation f serait égal a 1)

Le tableau des f correspond au tableau (2 deux dimensions) des fréquences
marginales entre les dcax premiers caractéres, toutes modalités du troisi¢me caractére
étant confondues.

Les différentes valeurs f. (tableau a une seule dimension) donnent la répartition
en fréquences du premier caractere De méme les f _et f, donnent les répartitions des
deux autres caracteres.

4.2. Problémes d’indépendance

Deés que 'on aborde les problémes de 'indépendance ou de la liaison entre trois
caracteres, il est nécessaire de préciser les définitions et le type de relation recherchée.

Soient A,B,C trois caractéres nominaux avec, respectivement, p,q et r modalités
notées (a,), (bj) et (¢p)-
On notera p; la proportion des individus de type (a;)
g; la proportion des individus de type (bj)
r, la proportion des individus de type (¢;)

(p; est donc €gal a la valeur f, définie ci-dessus)
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4.2.1. Indépendance globale de trois caractéres

Les trois caractéres A, B, C sont dits globalement indépendants (ou indépendants
dans leur ensemble) si pour toute cellule (ij,k) la fréquencc f. ik (c’est-a-dire la
proportion des individus ayant simultanément les modalités a, b et ¢ ) est égale au
produit:

k = PidjTk

En pratique, sur une population réelle, le tableau des fréquences ne vérifiera
jamais cette relation pour toutes les cellules. On admettra que les trois caractéres sont
quasi-indépendants dans leur ensemble si pour chaque cellule la fréquence observée ne
s’éloigne pas trop de la fréquence théorique obtenue en faisant le produit des trois
fréquences marginales.

Le tableau relatif & une situation (3x3x2) ci-dessous donne un exemple
d’indépendance globale:

by b, b3
C1 C2 €1 €2 €1 €2
a; 40 160 24 96 16 64
a, 30 120 18 72 12 48
a, 30 120 18 72 12 48

On peut aisément vérifier que si (A,B,C) sont globalement indépendants; alors:

A et B sont indépendants
A et C sont indépendants
B et C sort indépendants

On pourra par exemple construire les tableaux croisés d’ordre 2 et vérifier qu’il en
est bien ainsi.

Compte-tenu de cette remarque, une définition moins stricte de I'indépendance
peut étre formulée:

4.2.2. Indépendance "deux-a-deux" de trois caractéres

Les trois caractéres A, B et C sont dits "indépendants deux-a-deux" s’ils vérifient
simultanément les trois propriétés d’indépendance de A et B, de A et C, et de Bet C.

Cette condition est strictement moins forte que la condition d’indépendance
globale, comme le montre I’exemple ci-dessous dans une situation (3x3x2):
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by b, bj
€1 €2 €1 €2 1 €2
a; 20 180 34 86 26 54 400
a, 50 100 8 82 2 58 300
ag 30 120 18 72 12 48 300
totaux 100 400 60 240 40 160 1000

ou plus clairement encore dans la situation (2x2x2):

by b,
€1 C2 €1 ©2
a,; 0 25 25 0 50
a 25 0 0 25 50
totaux 25 25 25 25 100

L’élaboration des trois tableaux d’ordre 2 permet de vérifier 'indépendance des
trois caractéres pris "deux-a-deux" alors méme que les trois caractéres sont globalement
dépendants. En d’autres termes, on peut avoir la configuration suivante:

A est indépendant de C seul
A est indépendant de B seul
A est dépendant du couple (B,C)

4.2.3 Indépendance et dépendance conditionnelle

Il est possible aussi de fixer une des modalités de I'un des trois caracteres et de se
limiter a I'étude de la sous-population formée des individus possédant cette modalité.

Supposons pour fixer les idées que dans le premier exemple ci-dessus on se limite
aux 200 individus ayant la modalités c¢;. Ceux-ci se répartissent, relativement aux
caracteres A et B, selon le tableau de contingence d’ordre 2 suivant:
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Un calcul élémentaire permet de voir que les caractéres A et B étudiés sur la sous-
population de type ¢, sont dépendants. La méme conclusion serait faite si on se limite

aux individus ayant la modalité c,.

En résumé, I'étude conjointe des trois caractéres A, B et C permet de conclure
simultanément que:

A et B sont indépendants sur ’ensemble de tous les individus (sans distinction

en type ¢, ou ¢,),

A et B sont dépendants sur la sous-population "c," (ou conditionnellement a c,),

A et B sont dépendants sur la sous-population "c," (ou conditionnellement  c,).

De facon symétrique, il est possible que les données permettent de conclure
simultanément que:

A et B sont dépendants sur 'ensemble de tous les individus (sars distinction en type ¢,

ou ¢,),

A et B sont indépendants sur la sous-population "c," (ou conditionnellement a c,),
A et B sont indépendants sur la sous-population "c," (ou conditionnellement a c,).

Un exemple illustrera cette possibilité.

Sous-population "c,"

by b,
a; 60 90
a, 20 30

Ces deux tableaux vérifient la condition d’indépendance; toutefois si on les
regroupe en un tableau unique croisant les deux sous-populations, la condition
d’indépendance n’est plus respectée.

b, b, b,

a; 20 34 26
a, 50 8 2
aj 30 18 12
Totaux 100 60 40

80

60

50

200

Sous-population "c,"

b, b,
ay 168 72
a, 112 48




N

Cette difficulté de juger une population entiére a partir de jugements partiels
portés sur des sous-populations va aussi apparaitre lorsque le jugement est relatif a la
comparaison de pourcentages. Il pent méme conduire & des paradoxes apparents, dus a
des effets de strucure.

4.3. Effet de structure

La comparaison de sous-populations en calculant les pourcentages d’individus de
celles-ci possédant une certaine caractéristique peut s’avérer délicate, voire dangereuse
lorsque ces sous-populations ne sont pas homogenes et sont constituées de sous-groupes
au comportement différent relativement a cette caractéristique.

Illustrons cette situation par ’exemple suivant:

Il s’agit de juger lefficacité d’'un plan de formation soumis a des stagiaires pour la
réussite a un test d’aptitude. Pour ce faire on compare un groupe de candidats "formés"
a un groupe de candidats "témoins" qui, eux, n’ont pas suivi la formation.

On décidera que la formation est efficace si le pourcentage de réussite est plus
grand parmi les candidats formés que parmi les candidats du groupe de controle.

Toutefois la formation de base n’étant pas la méme pour tous les candidats, on
prend soin de les répartir préalablement en deux catégories selon qu’ils possédent ou
non un baccalauréat, pensant que le comportement au test d’aptitude peut étre différent
selon que 'on est ou non bachelier.

Les 360 candidats ayant suivi I’épreuve se répartissent selon le tableau suivant:

SANS BAC AVEC BAC

Aptes 1Inaptes Aptes 1Inaptes

Groupe "témoin" 21 39 75 25

Groupe "forme" 56 84 48 12

Le calcul des pourcentages de réussite dans chaque groupe de candidats conduit
aux valeurs suivantes:

- pour les non-bacheliers -
- pourcentage de réussite pour les "témoins" : 35%

- pourcentage de réussite pour les "formés" : 40%
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- pour les bacheliers -
- pourcentage de réussite pour les "témoins" : 75%

- pourcentage de réussite pour les "formés" : 80%

On est conduit & conclure que la formation parait efficace autant pour les non-
bacheliers (40% de réussite au lieu de 35%) que pour les bacheliers (80% au lieu de
75%) et donc que la formation est globalement efficace pour les individus soumis a
I'enquéte.

Cette conclusion pouvait-elle étre obtenue si on ne distinguait pas les candidats
selon leur formation initiale?

Regroupons les candidats, qu’ils soient bacheliers ou non. Les 360 candidats ayant
suivi ’épreuve se répartissent selon le tableau suivant:

AVEC OU SANS BAC

Aptes Inaptes

Groupe "témoin" 96 64

Groupe "formé" 104 96

Le calcul des pourcentages de réussite donne alors:

- pourcentage de réussite pour les "témoins" : 60%

- pourcentage de réussite pour les "formés" : 52%

N

La conclusion a tirer de ces pourcentages semble en contradiction avec les
conclusions précédentes sur lefficacité de la formation puisque le pourcentage de
réussite est plus important dans le groupe de contrdle que dans le groupe des stagiaires.

Cette contradiction vient du fait que les deux groupes comparés ne sont pas
homogenes: il n’y a pas la méme composition de candidats bacheliers et de candidats
non-bacheliers. Comme la formation initiale a un effet sur la réussite au test, plus un
groupe comportera de candidats bacheliers, indépendamment de la formation suivie,
meilleur sera le pourcentage de réussite. Ici le groupe "témoin" est formé de 100
bacheliers sur 160 (soit un pourcentage de 62,5% de bacheliers) alors que le groupe des
candidats formés comporte 60 bacheliers sur 200 (soit un pourcentage de 30% de
bacheliers).
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Si on ne tient pas compte de fagon explicite de la formation initiale, le jugement
sera faussé par cette structure différente des deux groupes. Plus que lefficacité de la
formation elle-méme, c’est la plus grande aptitude de succés des bacheliers qui ressort
des pourcentages de réussite.

Cette contradiction apparente dans le jugement, due a une "structure" différente
des groupes sur lesquels sont calculés les pourcentages de réussite, porte le nom d’effet
de structure.
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CHAPITRE 5

ENQUETES A QUESTIONS NOMINALES

S.1. Regard critique sur un sondage

Les organes de presse, et tout particulierement certains hebdomadaires, font
fréquemment appel a des instituts de sondage pour mener des enquétes aupres de
différentes catégories de personnes : jeunes, femmes, abonnés, ...
Ils en publient ensuite les résultats partiels ou complets, souvent accompagnés d’un
commentaire.

Sans vouloir porter un jugement sur I’ensemble de ces sondages, il apparait que
beaucoup d’entre eux sont analysés a partir de méthodes statistiques assez rudimentaires
et que le but de I'’enquéte est parfois obscur.

Notre but n’est pas de discuter de la pertinence des échantillons choisis
(représentativité, qualité de la collecte,...) ni de celle des questions posées -ni méme de
la neutralité ou non de leur formulation-, mais de regarder quels traitements statistiques
ont été utilisés et quel type d’information a été retenu et publié.

Prenons un exemple parmi d’autres.

Le journal Le Monde a publié le 13 mai 1987 dans un cahier titré "Images de
femmes" une enquéte intitulée : "Les fernmes, comment se voient-elles ...".

Un encart donne comme indication;

"Sondage réalisé par IPSOS pour Le Monde du 3 au 19 mars 1987, auprés de
neuf cents femmes constituant un échantillon national représentatif de la
population féminine frangaise dgée de quinze ans et plus'.

Le résultat de ce sondage est constitué de 25 tableaux. Chacun de ces tableaux
contient la répartition, en pourcentages, des femmes selon les différentes réponses
possibles & une question, et proposent souvent une "ventilation" suivant un ou plusieurs
critéres, tels que 1’dge, la région d’habitation et le type d’activité.
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A titre d’exemple, la premiére question :
Aimez-vous ou non la maniére dont on parle des femmes dans les publicités?

conduit au tableau des réponses suivant:

ne se
aime |n'aime| pron.| TOTAL
pas pas
ENSEMBLE 44 44 12 100
VENTILATION
AGE
15-24 ans 60 32 8 100
25-44 ans 48 40 12 100
45-59 ans 39 43 18 100
60 et plus 31 57 12 100
REGION
Paris 51 32 17 100
Province 42 46 12 100
Actives 45 44 11 100
Inactives 43 44 13 100

Quelques remarques sur un tel tableau :

- Tous les nombres publiés sont des pourcentages.

- Le nombre total des femmes interrogées est connu (900), mais on ignore la
répartition des femmes par classe d’age, par région, et par type d’activité. Il
est donc impossible de transformer ces pourcentages en "nombres de
femmes".

On peut bien entendu estimer ces effectifs en formulant des hypothéses
complémentaires, par exemple:

"si le nombre de "15-24 ans" représentait le quart des 900 femmes interrogées,
elles seraient environ 225. Les 32% de cette tranche d’dge qui "n’aiment pas la
manieére dont on montre les femmes dans la publicité” proviendraient donc de 72

réponses..."

- Les questions correspondent:
- soit a des caractéres structurels ou criteres(age, région d’habitation...)

- soit a des caracteres conjoncturels (opinions).

Le premier type de caractére permet un éclatement de la population en sous-
populations plus homogenes et donc formées de femmes dont les comportements sont a
priori plus semblables. Ces caractéres, sans doute utilisés a établir des "quotas" dans
I’échantillon, servent ici a effectuer une "ventilation".
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Le second type correspond aux caractéres nominaux ; la plupart sont
dichotomiques (aime/n’aime pas) - (oui/non) ) - (plutét flattée/plutot choquée) etc...,
mais la modalité supplémentaire "ne se prononce pas" est ajoutée, ce qui rend en fait
tous les caractéres polytomiques.

Nous observons tout d’abord que chaque question fait I’objet d’'une étude séparée
et que les seules opérations statistiques sont des tris-a-plat (dénombrement des femmes
selon les diverses réponses proposées) et des tris-croisés avec certains criteres
(ventilation).

Bien entendu, ces traitements sont utiles, mais compte tenu de I'ampleur de
I'information recueillie et des possibilités offertes par nombre de logiciels statistiques, il
parait étonnant de se limiter & cette exploitation "au premier degré", sans chercher a
connaitre les relations éventuelles pouvant exister entre les caractéres, ni a savoir si
certains caracteres sont indépendants ou non.

Notre seconde observation porte sur les textes qui accompagnent de tels sondages.
Citons un commentaire de 'enquéte, au sujet des 15-24 ans :

"ces jeunes filles ou ces jeunes femmes sont en grande majorité ravies de l'image
que leur donne la publicité, moins choquées par l'érotisme et encore plus
attentives a la mode que leurs méres ou leurs grands-meéres. Elles sont également
tentées par les vétements masculins et la lingerie fine et elles mettent aussi plus
de temps a se coiffer et a se maquiller..."

I1 est évident que le journaliste pense ainsi aider le lecteur a imaginer ce qu’est, en
1987, une jeune fille ou une jeune femme frangaise typique. Il admet de facon plus ou
moins implicite:

- qu'une majorité des femmes a le comportement décrit ci-dessus. Le but

évident d’un tel commentaire est de définir le portrait-type d’'une jeune fille
ou d’'une jeune femme de France, en 1987.

- que ce comportement décrit est celui qui est le plus semblable ou le plus
proche des comportements réels (la notion de ressemblance ou de proximité
n’étant ici que trés vague).

Pour ce faire, le commentateur a regardé les tableaux présentés et a retenu pour
chaque question, la modalité la plus souvent répondue, c’est-a-dire la valeur modale de
chaque caractere.

Il est 1égitime de se poser des questions relativement a une telle démarche:

- Comment le journaliste a-t-il utilisé 'information transmise par linstitut de
sondage pour rédiger ce portrait ?

- Combien de femmes vont se reconnaitre dans ce portrait ?
- Est-il raisonnable d’envisager une femme-typique ?
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- Que sont les femmes qui s’écarteraient de ce modéle ?

Celles qui ne se reconnaissent pas dans ce portrait sont-elles dans une catégorie
marginale, voire a-normale ?

La lecture des tableaux de dépouillement de I'enquéte permet d’entrevoir la
méthode utilisée:
- on choisit un certain nombres de questions jugées pertinentes,
- on sélectionne pour chacune d’elles la modalité majoritaire au sens ou elle a
été choisie plus souvent que les autres,
- on affecte a une femme fictive les diverses modalités ou attributs ainsi retenus.

Nous montrons ci-dessous qu’il ne suffit pas de prendre dans chaque question la
réponse "majoritaire" pour obtenir le groupe le plus important. La jeune femme décrite
dans le commentaire ci-dessus peut étre trés "minoritaire” parmi celles de son 4ge ou
méme ne pas exister !

Quant a savoir combien de femmes se reconnaitront dans le portrait dressé, il est
impossible de le prévoir, compte tenu des informations recueillies: peut-étre une
majorité, peut-étre quelques-unes, peut-étre aucune !

5.2. Dépouillement d’un questionnaire "caractére par caractére" et profil - type

Les résultats des sondages publiés dans les médias ne sont trés souvent, comme
dans I'’exemple ci-dessus, qu'une collection de tableaux de répartition en pourcentages
correspondant aux divers caractéres conjoncturels de '’enquéte, jugés pertinents par le
journaliste.

N

Ces tableaux sont relatifs soit & I’ensemble des individus, soit a des sous-
populations qui correspondent a diverses modalités de certains caractéres structurels.
C’est la notion de ventilation.

Le commentaire qui accompagne souvent la publication d’une telle enquéte part
du principe que celle-ci permet de dégager un profil collectif, ou un profil-type c’est-a-dire
de la possibilité de décrire un individu typique tel que les individus puissent se
reconnaitre plus ou moins dans celui-ci.

En d’autres termes, la méthode utilisée laisse a penser que tous les individus d’une
méme population, ou tout au moins que tous les individus d’'une sous-population
correspondant a des critéres fixés -par exemple d’age, de sexe...-, ont un comportement
relativement semblable et qu’il existe de ce fait une normalité. C’est cette normalité que
I’on fait ressortir, gommant ainsi les diversités.
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La recherche de lexistence de plusieurs groupes, différenciés par leurs
comportements, au sein d’'une méme population, n’est pas soulevée. Il existe cependant
en Analyse des données des méthodes permettant d’obtenir des groupes homogénes
d’individus relativement a un ensemble de variables. Ces techniques sont regroupées
sous I'appellation de "méthodes de classification".

Lorsque les classes d’individus sont constituées, chacune peut alors étre
représentée par un élément typique, lequel dépend de la méthode de classification
adoptée.

Portrait-robot et homme moyen

Le probleme de l'existence d’un individu-type, que l'on pourrait appeler aussi
portrait-robot, est identique a celui de ’homme moyen.

L’expression homme moyen date de plus d’un siécle: c’est au statisticien belge
Quételet que 'on doit en 1835 une définition qui conduisit a de vives polémiques au
cours des années suivantes, par exemple celle soulevée par A. Cournot en 1843, et de
grandes critiques, dont celles en particulier du probabiliste J. Bertrand en 1889. A la
suite de ses travaux sur la généralisation de la notion de moyenne, Fréchet réalisa en
1949 une réhabilitation de la notion statistique de I'homme moyen, a condition
d’améliorer sa définition et de se protéger contre certaines aberrations.

A vrai dire, le débat concernait surtout des études faites sur des caractéres
numériques. Pour de tels caractéres, on peut en effet calculer la moyenne des
observations. L’individu moyen, au sens de Quételet, est alors défini comme celui qui
posséderait ’ensemble des caractéristiques moyennes, méme si cet individu n’existe pas,
voire méme ne peut exister.

Par exemple, pour définir l'ouvrier moyen d’une entreprise, o1 considére 'ouvrier
fictif:

- qui a pour 4ge, ’dge moyen des ouvriers,
- qui touche comme salaire la moyenne des salaires,
- avec une ancienneté égale a la moyenne des années d’ancienneté,

- et avec une production égale a la moyenne des productions...

On congoit bien que 'on puisse ainsi "créer un étre difforme".

La démarche est la méme pour un "portrait-robot" lorsque 'on utilise les réponses
modales au lieu des moyennes.

On trouvera en annexe (C) un historique et une discussion sur le probleme de
’homme moyen et des valeurs typiques.
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Dangers d’aberrations

Pour illustrer le danger encouru lorsque I'on choisit la modalité "majoritaire" pour
chaque question, nous prendrons deux exemples relatifs au traitement simultané de
deux caracteéres.

Exemple 1
Soit le tableau de dépouillement (de type (3x2)) suivant:

b, b,
a; 31 14 45
a, 6 34 40
aj 15 0 15
Totaux 52 48 100

Si on utilise la méthode des modalités majoritaires, on serait tenté de dire que
Pindividu moyen est du type (a,,b;). Or en regardant le tableau croisé, on s’apergoit
qu’en fait, le groupe majoritaire est de type (a,,b,) (groupe formé de 34 individus) !

Exemple 2

Si on utilise la méme méthode des modalités majoritaires sur le tableau de type
(3x3) suivant:

b, b, bjy
al 0 20 25 45
a, 20 12 3 35
ag 15 2 3 20
Totaux 35 34 31 100

le profil retenu sera encore celui des individus de type (a;,b;) alors qu’aucun individu ne
posseéde simultanément ces modalités !
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5.3. Traitements appropriés

Les choix préalables

La réalité fourmille d’exemples d’enquétes qui comportent un grand nombre de
questions nominales (10, 50, ou 100 questions) posées a des dizaines voire des milliers
d’individus. Le statisticien se trouve alors face a une telle masse d’informations qu’il est
dans 'impossibilité d’extraire directement celles qui sont intéressantes, qui permettent
d’apercevoir les structures sous-jacentes du phénoméne étudié et de construire le
modgele le plus conforme a la réalité.

Il est alors amené a faire des choix et tenter de trouver une ligne directrice, puis a
soumettre les données a des traitements statistiques.

Deux choix essentiels sont a faire par le statisticien et/ou l'utilisateur, qui devra
répondre préalablement aux deux questions suivantes:

- L’étude porte-t-elle sur les individus (relativement aux caractéristiques
retenues) ou sur les variables (définies par leur observation sur les individus
présents) ?

- Recherche-t-on des relations (ou des structures) ou une réduction-synthese des
données ?

Toute information tirée de I'étude dépendra des données brutes, mais aussi des
traitements utilisés.

Etude des individus

Certaines études statistiques sont entreprises dans le but de comprendre et
d’analyser ’ensemble des unités (les individus), les situer les uns par rapport aux autres.

Ce cas se présente souvent lorsque la population est observée de facon exhaustive.

Parmi les problémes qui peuvent se poser alors, citons:

- le choix d’un individu représentatif parmi les individus (cas par exemple des
élections);

- la définition d’un individu-type (cf le paragraphe précédent);

- le classement des individus selon un ordre qui tient compte du ou des
caracteres retenus dans I’analyse;

- la recherche de classes d’individus telles que dans chacune d’elles les individus
présentent des similitudes de comportement ou d’opinion. On rassemble les
individus suivant le degré de leur ressemblance ; on forme ainsi plusieurs
petites familles que I'on peut encore réunir...

Les techniques de traitement sont celles de la classification (taxinomie).
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Ce dernier probléme semble étre le plus important dans 'optique d’un travail sur
les individus. Il nécessite des choix de nature théorique, a savoir:

- définir une notion de "distance" (ou de similarité) entre les individus

- définir une méthode d’association de ces individus (indice d’agrégation pour
mesurer la ressemblance entre deux classes, affectation d’un individu a un
groupe...)

- définir les "qualités" d’un individu-type, représentant sa classe.

Ces choix se feront d’aprés I'avis de 'utilisateur qui doit avoir une idée précise sur
le sens a donner a la notion de ressemblance entre individus.

Etude des variables

D’autres traitements statistiques ont pour objet les variables et les relations
pouvant exister entre elles, les individus ne servant que comme support a ’étude. C’est
souvent le cas d’un travail sur échantillon.

Parmi les principaux problémes citons:

- la recherche des liaisons ou corrélations pouvant exister entre les variables
(indépendances, interactions etc..), celles-ci étant souvent croisées "deux-a-
deux".

- la recherche des caracteres les plus pertinents (réduction du nombre des
caractéres) ou d’un classement des caractéres par ordre d’importance.

- la recherche du ou des caractéres expliquant le mieux une partition des
individus (caracteres discriminants).

Signalons que la recherche des différentes relations entre les variables est rendue
difficile dés que leur nombre dépasse quelques unités et ceci indépendamment du
nombre des individus.

Prenons, a titre d’exemple, une modeste enquéte comportant 10 questions a deux
modalités. Le statisticien pourra étudier chaque question isolément (soit 10 traitements
et sorties); puis il peut prendre les questions "deux-a-deux" (soit 45 traitements), puis
"trois-a-trois" (120 possibilités), etc...

Il devra donc faire un choix raisonné des traitements, choix qui tient compte de son
expérience et des questions auxquelles il désire répondre. Il parait illusoire de tenter
tous les "croisements” possibles pour qu’apparaisse le meilleur!

Choix des tris croisés

Comme on I’a vu ci-dessus, une étape importante dans la recherche des relations
entre les caractéres nominaux, consiste a les croiser "deux-a-deux", et a travailler sur les
tableaux de contingence.
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Les caracteres n’étant pas tous de méme nature, il est souhaitable de distinguer
trois types de tableaux selon que les caractéres croisés sont structurels ou conjoncturels :

a) cas de 2 caractéres structurels ou critéres

Dans ce cas le tableau est simplement descriptif du choix de I’échantillon ou de la
composition de la population. Il n’apporte aucune information sur le théme proprement
dit de I’étude.

Dans certaines enquétes, ’enquéteur peut fixer lui-méme les effectifs marginaux
de certains caractéres structurels. Il choisira alors les N individus de fagon a respecter
ces valeurs.

On dira dans ce cas que le caractére est a marges contrélées ou plus simplement
contrélé. Un tel caractére est appelé aussi critére.

On distinguera donc 3 situations différentes selon que les caractéres structurels
sont controlés ou non:
- aucun des deux caractéres n’est controlé
- un des caracteres est contrdlé, 'autre pas
- les deux caractéres sont contrdlés :
un tel tableau sert a déterminer pxq sous-populations qui respectent des
contraintes d’effectifs. Mais il faut remarquer que le controle des marges ne
suffit pas pour connaitre les effectifs des pxq cellules.

Exemple :

On désire choisir un échantillon de 100 individus tel que:

- les hommes (H) et les femmes (F) soient également représentés.

- les individus soient en nombre égal dans chacune des 4 classes d’age
préalablement définies.

Donnons deux exemples, parmi beaucoup d’autres, de ventilation des individus
respectant ces contraintes de marge mais conduisant a des échantillons bien différents :

Ventilation 1 Ventilation 2

H F H F
a; 25 0 25 a; 5 20 25
a, 25 0 25 a, 12 13 25
aj 0 25 25 aj 18 7 25
a 0 25 25 a 15 10 25

4 4
50 50 50 50
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b) cas d’un caractére structurel et d’un caractére conjoncturel

Il est intéressant de considérer les profils relatifs aux diverses modalités du
caractere structurel et de comparer ces profils. Le caractére structurel joue le role de
caractére explicatif pour le caractére conjoncturel.

On peut distinguer le cas ou le caractére structurel est controlé de celui ou il ne
I’est pas. Dans ce dernier cas, il est possible de procéder a un redressement si on connait
les pourcentages des diverses modalités dans la population entiere.

¢) cas de 2 caractéres conjoncturels

Les deux caractéres jouent des réles symétriques et aucune relation de cause a
effet n’est envisagée a priori.

Dans le cas d’'un échantillon, avec toutefois des effectifs suffisants, on pourra
"tester" I'indépendance des deux caracteres.

Sinon, il est possible de mesurer le degré de liaison qui existe entre eux a I'aide
d’un des indicateurs décrits plus haut.

50



CHAPITRE 6

PROPOSITIONS POUR UN TRAITEMENT GLOBAL

Par traitement global, nous entendons une exploitation statistique qui prend en
compte simultanément ’ensemble des individus et des questions. Bien entendu, de
nombreux calculs particuliers peuvent compléter le traitement global, portant sur les
questions a choix multiples, les questions conditionnelles et les questions dont les
modalités ne sont pas nominales.

On ne saurait trop insister sur la nécessaire distinction a respecter entre une
enquéte exhaustive et un sondage. L’interprétation des résultats est de nature différente
et certains traitements sont spécifiques a chacune de ces situations.

Par exemple, le tri-a-plat et le tri-croisé sont utilisés pour décrire la population
observée, qu’elle soit totale ou partielle.

Dans le cas d’un sondage, le tableau du tri-a-plat doit étre complété, pour chacune
des modalités, par un intervalle de confiance a un seuil d’erreur donné (généralement
5%), relatifs aux proportions des individus de la population entiere. Pour chaque couple
de variables, le tableau du tri-croisé permet de calculer le khi-deux et un test
d’indépendance, basé sur la probabilité de dépassement de cette valeur, permettra de
décider si ’on accepte ou non I'indépendance des deux caractéres.

Dans le cas d’'une étude exhaustive de la population, les indicateurs construits sur
le khi-deux peuvent servir 2 mesurer le degré de liaison des deux caracteres statistiques.

6.1. La réduction ...si nécessaire

6.1.1. Pourquoi réduire ?

Les données collectées sont parfois trop abondantes et dans cette pléthore
d’informations, toutes les variables (ou toutes les questions de I'enquéte) n’ont pas la
méme importance relativement & l'objectif particulier visé, ni la méme fiabilité.
L’élimination éventuelle de certaines questions et/ou de certains individus du champ

d’étude a deux justifications:

1 - Réduire les temps de traitement et adapter la taille des calculs nécessaires a
la capacit¢ de lordinateur (le traitement global ne se congoit
qu’informatisé...).

2 - Eviter les sources de biais dues a la présence de valeurs parasites.
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6.1.2. Elimination avant le traitement

a - Elimination d’individus.

La présence des individus dont les non-réponses sont trop importantes sur
I’ensemble des questions faussent I'interprétation.

Le seuil d’élimination est laissée a 'appréciation de I'utilisateur. Toute élimination
doit étre effectuée avec prudence car :

- dans le cas d’'une enquéte sur toute la population statistique, 'exhaustivité n’est
plus respectée. Nous avons déja abordé ce probléme en introduisant la notion de quasi-
exhaustivité (cf. chap I);

- dans le cas d'un sondage, la taille de I’échantillon s’en trouve réduit.
L’imprécision quant a la connaissance de la population-meére croit car les intervalles de
confiance s’élargissent. C’est pour cela qu’il est conseillé de constituer un échantillon
d’effectif 1égérement supérieur a la taille calculée pour un degré de précision fixé.

b - Elimination de variables pour leur forme particuliére.

- questions conditionnelles. Seule la question conditionnant une ou plusieurs
autres (I’étage supérieur) doit étre conservée. Les étages inférieurs (Si vous avez répondu
oui a la question précédente...) doivent étre exclus du fichier pour un traitement global
car ils ne portent que sur une partie des individus.

- questions 2 choix multiples ot le répondeur a pu cocher plusieurs des modalités
proposées. Le total des réponses dépassent alors les 100%. Il s’agit de variables
"multivoques” (au sens mathématique d’une application sur 'ensemble des parties d’un
ensemble de modalités) qui seront traitées par des méthodes appropriées.

- variables purement indicatives comportant de nombreuses modalités (résultant
par exemple d’une question ouverte), difficilement agrégables, ou les réponses se
dispersent. Le croisement systématique avec les autres variables n’aura donc qu’une
signification limitée puisque ces questions n’ont pas vocation a expliquer une opinion ou
un comportement.

¢ - Elimination des variables superflues

Ce groupe est constitué des variables hors sujet ou qui sont devenues sans objet
par rapport au but de ’enquéte.
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6.1.3. Elimination pendant le traitement
a - Elimination des variables ayant une modalité hégémonique

Si une des modalités regroupe plus de 90% (seuil a fixer, un telle variable est
alorrs constante ou quasi-constante) des individus, son aspect fortement majoritaire
n’est plus de nature a induire une explication (une partition) sur les autres variables. Si
sa pertinence est forte - voire triviale - dans le tri-a-plat, en revanche sa présence est
génante dans le traitement global.

b - Elimination des variables aberrantes

Sous ce terme nous regroupons diverses situations courantes qui relévent
généralement d’'une mauvaise formulation de la question vis-a-vis de la population
concernée.

- cas ou les non-réponses sont importantes : Ne sait pas, Ne se prononce pas, Ne
veut pas répondre... (cas d’'une mauvaise compréhension de la question) ou lorsque la
vraie modalité est inconnue pour beaucoup d’individus;

- cas ou deux variables ont des réponses jugées contradictoires. Il est préférable de
traiter & part ce paradoxe - apparent ou non. Au minimum il conviendra que lutilisateur
ne retienne que I'une d’entre elles, celui-ci étant le seul juge de la pertinence ou de la
cohérence des réponses a I'une ou 'autre des questions.

¢ - Elimination des variables quasi-dépendantes

Certaines réponses que l'on croyait différentes a priori, voire indépendantes,
peuvent s’avérer -par étude du tri-croisé- trés fortement dépendantes (quasi-
dépendantes). Conserver dans le fichier ces deux variables est inutile puisque le lien est
déja connu. Mieux vaut n’en conserver qu’une : celle jugée la plus significative.

Ce travail de réduction opéré, le statisticien dispose de ce que nous appelons
I’ensemble des variables actives.

Conclusions

Ainsi pour travailler dans de bonnes conditions, le statisticien doit-il disposer d’au
moins trois fichiers:
- un fichier complet résultant du dépouillement intégral,

- un fichier ne comportant que les individus actifs pour les besoins des tris-a-plat
et croisés a la demande,

- un ou plusieurs fichier(s) des individus et variables actifs permettant un
traitement global, pour chacun des objectifs, dans les meilleures conditions.
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6.2. Le traitement global sur les variables

Dans le cas d’un sondage, le but d’'un traitement global est généralement de
trouver une structure sur les variables qui repose sur la notion de dépendance ou de
relation entre celles-ci. Par contre, rechercher une structure sur les individus de
I’échantillon n’a pas de sens. Ce traitement sera justement réservé au cas d’'une enquéte
exhaustive.

6.2.1. Le tri préalable entre caractéres structurels et conjoncturels

On effectuera en premier lieu la distinction entre variables structurelles et
conjoncturelles déja envisagée (cf. chap I).

Ce partage est laissé a P'appréciation de I'utilisateur, du moins pour certaines
d’entre elles dont le sort dépend du but de ’enquéte.

6.2.2, La hiérarchie des opérations

- la premiére opération consiste a prendre les variables structurelles une a une et a
faire le croisement systématique avec '’ensemble des variables conjoncturelles. Plusieurs
indicateurs peuvent étre envisagés : les sommes du khi-deux, de I'indice de Cramer, de
'indice de Tchuprow (cf. chap.3).

Cette opération permet I'obtention des variables structurelles les plus explicatives
globalement, celles qui induisent la partition la plus "fine" ou la plus "similaire" sur les
variables conjoncturelles.

Ces calculs seront d’autant moins lourds qu’auront déja été écartées (sauf une !)
les variables quasi-dépendantes entre elles tant du c6té des structurelles que du c6té des
conjoncturelles (Cf. 6.1.)

- la deuxieme opération permet d’affiner le résultat précédent. En prenant cette
fois-ci chacune des variables structurelles les plus explicatives (par exemple les 3
premiéres dans la hiérarchie des indices) et en les croisant avec chacune des variables
conjoncturelles individuellement, on trouvera - parmi les centaines de croisements
possibles les caractéres conjoncturels les plus dépendants de chacun des structurels
retenus.

Le sens du lien sera connu : tel attribut de la population - la profession par
exemple - expliquera I'opinion et non le contraire. On notera cependant que le sens de
ce lien dans des cas délicats dépendra des choix opérés par l'utilisateur lors de la
séparation entre variables structurelles et conjoncturellies.

- La troisi¢éme opération consiste a répéter ’opération n°l en ne tenant compte
que des variables conjoncturelles. On croise systématiquement chacune d’entre elles
avec toutes les autres. On obtient alors les conjoncturelles ayant un fort lien (choix dans
la liste décroissante) avec toutes les autres sans que ’on puisse déterminer le sens de ce
lien puisqu’aucune n’exprime un état.
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L’opinion, contrairement a I’état, est susceptible de changement ; elle n’est donc que
trés difficilement une variable explicative.

- La quatriéme opération s’inspire de 'opération n°2. Elle opére le méme travail
avec un nombre de variables réduit aux seules conjoncturelles mais en les prenant deux
a deux parmi celles ayant les plus forts liens sans en connaitre le sens. On disposera
alors des paires d’opinion les plus semblables.

6.2.3. Le classement ultime entre explicatifs et expliqués

L’opération précédente permet déja de déceler -parmi la totalité des variables-
celles qui apparaissent les plus significatives au cours du traitement global. Ce sont les
variables dites quasi-dépendantes entre elles.

Cette liste de variables réduites doit faire I'objet d’un nouveau partage entre

variables explicatives et expliquées.

Dans le groupe des variables explicatives figureront :

- les structurelles retenues résultant de la 2éme opération

- les conjoncturelles jugées explicatives (le sens du lien ayant été tranché par
lutilisateur -cf. 4¢me opération).

Le lot des variables expliquées ne sera constitué que de conjoncturelles parmi
celles sélectionnées lors de la 4¢me opération mais jugées non explicatives.

Une cinquiéme et derniére opération cherche pour chaque variable expliquée les 2
ou 3 variables explicatives qui concourent & donner le maximum de dépendance, car
'influence n’est jamais unique.

Fort de ces résultats les plus pertinents, le statisticien est alors en mesure d’en tirer
une appréciation globale et de rédiger un commentaire de synthese.

6.3. Traitement sur les individus

Dans le cas ou la population est étudiée de fagon exhaustive, la synthése la plus
radicale que I'on puisse faire est de donner un individu type, c’est-a-dire un nivellement
total des informations récoltées sur cette population.

Pour donner une image moins grossiére, on fera une classification et en particulier
une hiérarchie permettra de définir des catégories d’individus aussi homogénes que
possible par rapport aux caractéres étudiés, une typologie...

Ces approches nécessitent une notion de similarité, de distance entre individus,
puis de ressemblance entre classes ou entre individu et classe pour affecter un individu a
une classe ou regrouper deux classes, suivant le dicton "qui se ressemble s’assemble”.
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Plusieurs choix sont possibles pour définir une distance (plus précisement un écart)
entre individus, entre autres:

- une distance obtenue 2 partir du tableau disjonctif complet croisant individus
et modalités, donnée a ’annexe D

- la distance du khi2 donnée dans I'annexe B

De méme, plusieurs choix sont possibles pour mesurer la ressemblance entre deux
groupes d’individus:

- la distance (écart) du lien maximum, c’est-a-dire la distance la plus grande
existant entre un élément d’un groupe et un élément de l'autre;

- la moyenne des distances entre les individus pris dans chacun des groupes;

- la distance entre individus typiques de chacun des groupes;

- la distance du khi2 entre groupes.

Une fois ces choix effectués, on part de la partition la plus fine sur la population,
dont les classes sont réduites & un élément. On construit une nouvelle classe en
réunissant les deux classes les plus proches pour I'écart choisi, et on continue la
procédure jusqu’a obtenir le nombre de classes désiré, ou jusqu’a ce que ’écart entre les

classes constituées soit plus grand qu’un seuil fixé, ou jusqu’a ce que tous les individus
soient réunis en une seule classe.

L’ensemble de ces partitions successives forment la hiérarchie.

Cette méthode est connue sous le nom de classification hiérarchique ascendante.
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ANNEXE A

REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

La lecture des informations contenues dans un tableau pxq est facilitée par
I’élaboration de diagrammes ou de graphiques.

Les techniques de représentation sont trés différentes selon les problémes, les
préoccupations ou le modele mathématique utilisés pour formaliser les données.

Citons 3 types principaux de techniques :

- Diagrammes (par exemple en rectangles)
- Matrices permutables et matrices de type Bertin
- Méthodes euclidiennes: analyse des correspondances.

On pourra en trouver un exposé et des exemples dans la bibliographie sommaire
ci-dessous.

1 - Diagrammes

Lorsque l'un des caracteres est structurel et 'autre conjoncturel, le tableau de
données peut étre transformé en un tableau de profils (cf. le chapitre 2). Chaque profil
correspond a une répartition qui peut étre représentée par un graphique, appelé
diagramme, constitué d’'un ensemble de rectangles ayant des bases alignées et de méme
largeur. Si le caractére structurel a p modalités, on peut dessiner p diagrammes de ce
type, associé chacun a une modalité.

2 - Matrices permutables et matrices de type Bertin

Les tableaux de contingence d’ordre 2 construits a partir de deux caractéres
nominaux sont des matrices "permutables" au sens qu’on peut permuter les lignes entre
elles, ou les colonnes entre elles, sans dégradation de I'information: en effet, ’ordre des
lignes et des colonnes résulte d’un choix arbitraire.

Le géographe J. Bertin a donné a de telles matrices le nom de matrices
ordonnables. Un traitement graphique de ces tableaux est basé sur la création et la
manipulation d’'une matrice de "dominos", chaque domino ayant une valeur de gris (du
noir au blanc) représentant 'effectif n; d’un groupe.
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Les lignes et/ou les colonnes de ces dominos peuvent ensuite étre permutées par
un opérateur jusqu’a ce qu’il mette en évidence une structure (blocs disjoints,
diagonale...).

3 - Analyse des correspondances

Depuis quelques années (milieu des années 60), des méthodes puissantes de
représentation et d’analyse des données ont été développées et ceci grace a I'apport de
modeles mathématiques et de nouvelles possibilités de calculs offertes par la montée en
puissance des (micro-)ordinateurs.

Parmi ces techniques, une a été développée particulierement a I'Université de
Paris, sous la direction du Professeur Benzécri, et est bien adaptée au traitement des
tableaux de contingence. Faisant partie d’une classe plus vaste de traitements appelés
"analyses factorielles", elle porte le nom danalyse factorielle des correspondances" (en
abrégé AFC). Disons simplement ici qu’il s’agit de "mesurer" les distances entre les
profils '"ligne" (et simultanément entre profils "colonne") et de trouver des
représentations planes (dans le plan) ou figurent des points représentant les diverses
modalités des 2 caractéres A et B ou les individus.

La proximité ou I’éloignement des points permet de porter des jugements sur la
population étudiée. (voir Bibliographie).
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Sur les méthodes de matrices permutables:

- BROCARD : Le traitement graphique en géographie,
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- BERTIN: La graphique et le traitement graphique de I'information,
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ANNEXE B

DISTANCE DU x° EN ANALYSE DES DONNEES

et REPRESENTATIONS GEOMETRIQUES

Cette annexe présente aux numéros 1 a4 4 quelques éléments des notions
mathématiques utilisées en analyse des données. Le lecteur non mathématicien

peut laisser de cOté cette approche plus théorique.

1 - FONCTIONS ET MESURES SUR UN ENSEMBLE FINI. DUALITE.

Soit I = {1,..., k} un ensemble fini. L’ensemble E des fonctions de I
dans R peut alors étre identifié a R* en associant a tout élément x de E le

vecteur (xi) ou xi=x(i). La base canonique (ei) de cet espace

1<i=<k’ 1<i=<k

vectoriel E de dimension k sur R est constituée des vecteurs unité des

différents axes [par exemple, e1=(1,0,...,0)], et tout vecteur x de E se
£

décompose par rapport a cette base sous la forme: x = Y ox e .
i=1

. . . +
Une mesure ou pondération sur I est une application p : #(I) — R
vérifiant u(@) =0 et pour A et B c I disjoints, u(AuB) = p(A) + u(B).

Puisque DI’ensemble I est fini, la mesure u est complétement déterminée par

le poids affecté a chaque élément i qui sera noté p({i}) = M iel.
Une pondération p sera dite pondénation otnicte si Viel, o> 0.
Une pondération de masse totale u(I) =1 sera dite meoune de probakilité, ou
plus simplement probabilité.
Pour une mesure u sur I, I’intégrale d’une fonction x sur I correspond 2

une somme pondérée (puisque I est fini) et s’écrit: u(x) = Z MoX
i€1 .
vy, o 1
Dans le cas ol u est une probabilité, u(x) est la moyenne des valeurs x

pondérées par les poids M-

L’intégrale a base p définit une forme linéaire sur E: si «, B sont
des réels et x, y des fonctions de E, on a u(ax +By) = au(x) + Bu(y).
De plus, si les valeurs de x sont positives, u(x) =z 0.

Les formes linéaires sur E définissent un espace vectoriel E*, appelé
dual de E , et on a la relation de dualité entre E et E*:

(x*,x) = x*(x) , ou x*e¢E* et xeE.
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On peut alors identifier 1’ensemble des mesures sur I et 1’ensemble M

des formes linéaires positives sur E: Mc E*, et dans ce cas, la relation
de dualité s’écrit: (u,x) = u(x) = Zuixl.
1€1

2 - DUALITE DANS LES ESPACES EUCLIDIENS DE DIMENSION FINIE.

Le dual E* est aussi un espace vectoriel de dimension k sur R. A la

base canonique (e.)1<,<k sur E, on associe la base canonique duale
1 =1=

(e;‘)1<i<k sur E* caractérisée a partir de la relation de dualité par:

e*,e) =8 , ot & =1 si i=j et § =0 si i=zj (& est le

( i j> ij ij 1=] ij i ij

symbole de Kronecker).
En notation matricielle, par rapport aux bases canoniques, un élément x
de E est représenté par une matrice colonne, un élément x* de E* par une
*

matrice ligne et la relation de dualité entre x* et x est le produit

matriciel de la ligne par la colonne, qui est un nombre.

On désigne par ¢ un produit scalaire sur E, c’est-a-dire que
I’application ¢ : ExE —> R est une forme bilinéaire symétrique et définie
positive (non dégénérée) qui vérifie les propriétés:
si «, B sont des réels et x, y, z des éléments de E,

plax+By,z) = ap(x,2) + Bo(y,z)

e(x.y) =o(y,x) et

e(x,x) =0 e x=0.

Un espace vectoriel E muni d’une telle structure est dit espace
euclidien pour le produit scalaire . L’application xe€E — Vo(x,x)
définit une norme sur E, qu’on notera |x|.

Le produit scalaire ¢ sur E est entiérement déterminé par ses valeurs
¢ w(ei,ej), I=1,j=k, pour les éléments de la base canonique car si:

X = inei ety =Zyiei sont des éléments de E, alors ¢(x,y) = Zqoij Xyl
i i i,j

Par rapport a la base canonique (ei)i de E, on peut écrire cette
relation sous forme matricielle: go(x,y):txwy . Ici, on désigne par la
méme lettre le vecteur x et la matrice colonne associée (tx étant la matrice
ligne de x), le produit scalaire ¢ et la matrice carrée ((pij)lf_i,jﬁk
associée a ¢.

Pour xe E fixé, I’application yveE — ¢(x,y), quon note ¢ (X,.),
est une forme linéaire sur E (un élément de E*), qui est déterminée de facon
unique par x. On définit ainsi une application ¢ : E — E* par

®(x) = ¢(x,.) qui est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E sur E*.
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® devient un isomorphisme d’espaces euclidiens si 1’on munit E* du produit
scalaire dual ¢* défini par: ¢*(®(x),®(y)) =¢(x,y) , ou encore:

o* (x*,y*) = e(8 ' (x*), 8 '(y*)) , pour x* et y* dans E*.
Par cet isomorphisme, la relation de dualité entre E et E* vérifie:

(8(x),y) = o(x,y) ou encore {(x*,y) =e(d (x*),y).

3 - METRIQUE DU »° A BASE ¢

Dans le cas ol la matrice ¢ est diagonale: Vi,j, (pij=goi<$ij, le

produit scalaire prend la forme plus simple: qo(x,y):Zq)i xiyi et on
1

peut considérer (¢ ) comme une pondération stricte chargeant les axes
1

1=i=k
canoniques. Les éléments de la base canonique sont alors orthogonaux pour le
produit scalaire ¢.

Réciproquement, si ¢ est une pondération stricte sur I, (d’ou goi¢0,

viel), alors on peut définir sur E un produit scalaire, noté aussi o,

i
par: ¢(x,y)=L ¢ xy.
i
Ce produit scalaire induit une norme et une distance sur E qui est une

norme ou une métrique euclidienne :

2 1,2 _ _
lell(p = ¢ (x,x) -Z ¢, (x) et dgo (x,y) =lIx yllq)

. . . X . i

l|xllz apparait comme le moment d’inertie par rapport a 0 des points x
affectés des masses ¢ .
1

Comme on 1’a vu au n° 2, le produit scalaire ¢ sur E définit un

isomorphisme ® de E sur E* et par la relation de dualité on a:

(¢(x),y) = ¢(x,y) ,V x,y € E.

En particulier, pour une forme linéaire positive, c’est-a-dire une
. i .z
mesure u =®(x)eM, on a: Vi, wEe X 5w est la mesure de densité x
1
par rapport a ¢ considéré comme pondération.

o . . - . . i
Réciproquement, si peM, x = ¢ 1(u) est donné par Vi, x =

~s|_~'r:

et x est la densité de p par rapport a ¢.

On obtient le produit scalaire associ€ entre mesures :
[V

MooV,
P*(v) = 9 (87 (), 0 (W) = Y e =) sipetvel,

i i i i
et cette distance, appelée distance du x°~ de base ¢ entre les deux mesures u

et v, est donnée par:

2 (“i—\)i)z
d<p (1, V) =z—(p‘*

i i
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4 - LOI MULTINOMIALE et APPROXIMATION du xz

On considére une variable X, définie sur une population, prenant la
modalité x_avec la fréquence p , pour lIsi=<k.
1 1
On tire au hasard un échantillon de taille n avec remise dans cette

population, et on note N le nombre d’individus dans I’échantillon
1

présentant la modalité X, - La variable multidimensionnelle N = (N1""’Nk)
suit alors une loi multinomiale #(n ;pl,...,pk).
2
N - np, , (N - np, )
En posant X = ————— | la loi de la variable J X1 =y —np
! Vnp i i i
1

converge,lorsque n - ®, vers une loi de probabilité appelée loi du xz a k-1

degrés de liberté .

Cette quantité est aussi la distance (définie au n° précédent) entre la
distribution observée (Ni)i et la distribution théorique (npi)i en prenant
pour base cette distribution théorique.

Ces considérations expliquent donc le nom " diatance du xz " donné a

cette distance entre mesures.

5 - x° DE CONTINGENCE

On considére 2 variables nominales X et Y, définies sur une population,

1=i=k et {yj} 1=<j=f ’
Dans cette population (ou un échantillon) de taille n, on note nlj le

ayant pour ensembles de modalités {xi}

nombre d’individus ayant donné comme réponses X, et yj, pour chaque valeur
de 1 et j.

Ces effectifs n définissent une mesure sur l’ensemble des modalités
{(xi,yj))i,j du couple (X,Y) de wvariables. Cette mesure, qui est la
répartition ou distribution du couple (X,Y), est représentée par le tableau

de contingence en effectifs:

X\ yl . yj .. ye
X n .., n ... | n Les répartitions (n_ )
1 11 1j 1. i. i
et (n ). sont les marges

X, . on .. n, 373
i i1 ij i. )

.. du tableau (voir II-2.5)
X n
K k1 Kk
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- . 1 :
En divisant tous les effectifs n ,Z par n: fij = —n—j , on obtient la
ij

répartition en fréquences (fij)ij et le tableau de contingence en fréquences.

Sous I’hypothése de 1’indépendance des 2 variables X et Y, les marges
n n

étant fixées, la répartition théorique est: Vi = —Ln—'j, 1=i=k, 1sj=¢

Le carré de la distance du Xz de base \::(\)ij)ij entre répartition

observée et répartition théorique est
2 (nx Y ) 2
C" = zz _3\)._._1__ (dit ¥~ de contingence)
i3] ij
Pour un échantillon tiré au hasard avec remise, la distribution de C

tend vers la loi du xz a (k-1).(£-1) degrés de liberté.

6 - PROFIL-LIGNE ET DISTANCE DU »°.

Le tableau de contingence peut étre transformé pour obtenir sur chaque
ligne, par exemple celle de X s la distribution conditionnelle de la

variable Y par rapport au sous-groupe des individus ayant répondu X, -

\Y| vy . y [y
X 1: J R ) n” fij
N )_______
......................... ou fg'n - f
i. i.
X £ f
1 1 i
X, V i, on a ng=1
fj J

On dira que (ff), 1=j<¢, est le profil de la ligne i.

C’est une répartition sur 1’ensemble des modalités {yj}j de la variable
Y, c’est-a-dire d’aprés le n°1, un élément de ([Re)*. On peut le
représenter par un point Pi de ID’espace (lRe)*, et lui affecter le poids fi.

associé a la modalité X, dans la population.

Tous les points Pi sont dans une méme partie d’un hyperplan de R *: le
14

simplexe des distributions défini par: V j, x, =20 et Z @ = 1.
i=1

La distribution marginale (f j)1<j<£ est la moyenne pondérée par (fi_)i

des profils-lignes : V j=12a ¢, Z fi ff = fj
- i .

63



Le point G représentant cette répartition marginale est le centre de

gravité du nuage de points pondérés (Pi,f‘ )

RETIE'S
Si ’on munit [Re* de la distance du xz de base (f j)J pour laquelle
c’est un espace euclidien, le calcul de Dinertie I du nuage (Pi,fi )1 par

rapport a son centre de gravité donne:

Kk ) K 2 (fij- fj)2 (£ - £ f, )2
I=Zf1d(f )(Pin) =X fiz -——fj— d’ou I =Z ——'—'f—'—f——
i=1 .J i=1 " j=1 i, ] i, .
Cette valeur est aussi le coefficient <pz de Pearson et on a la

2
relation avec le xz de contingence calculé C2: I = goz = C—, ou n est la

taille de la population ou de 1’échantillon.

7 - EFFET D’UN REGROUPEMENT DE MODALITES.

Dans le tableau de contingence, on considére 2 lignes qu’on supposera
étre les lignes 1 et 2, dont les points représentatifs P1 et P2 ont pour
coordonnées dans [Re les profils-lignes (fi)j et (f;)j.

Le barycentre P0 des points P1 et P2 est déterminé par:

(f.+f )P =f P +f P et P est affecté du poids f =f +f
1 2.7 "0 1.1 2. 2 0 o 1. 2.

On notera (fé)J le profil-ligne correspondant a Po’ qui est donc

3 1

caractéris€ par : V], fo = W

J J
(fl. f1+ fz. fz)'
En notant I I’inertie du nuage initial et I0 I’inertie du nuage obtenu
en remplagant P1 et P2 par leur barycentre Po’ on obtient :
f f e (f)- £1)? f
2 1 2 1. 2. 2

1. .
L=+ 5F L~ =151 4 yPP)
1. 2. j=1 1. 2. .J

On a d’abord IOSI 1 le xz de contingence diminue quand on regroupe des
modalités, ce qui est équivalent de dire, dans [’interprétation mécanique,
que l’inertie d’un systéme de masses diminue quand on remplace 2 points par
leur barycentre.

Ensuite, IO=I si et seulement si les 2 points P1 et P2 sont confondus,
c’est-a-dire qu’alors les profils-lignes sont identiques ; dans ce cas, le

xz de contingence reste constant par regroupement de ces modalités.

Ces considérations indiquent une marche a suivre pour effectuer une
réduction d’un questionnaire par regroupement de modalités d’une variable A.

On désigne par Bk les autres variables ayant chacune m modalités, 1=k =<¢.
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Dans les tableaux de contingence entre A et Bk, pour chaque couple

’

(ai,ai,) de modalités de A, on calcule les profils des lignes i et i’ ayant

pour points représentatifs Pl: =)y et P':,= (kff,)j ol 1=j= m .
173
2,0k ok it (kfij _kfij’)z
La distance du xz entre ces points est : d (Pi,Pi,) = Z —F
j=1 -3

On choisira alors de regrouper les modalités a et a, de A qui rendent

la somme D dz(Plf,P]i‘,) minimum, c’est-a-dire que les modalités a, et a
1
k
sont celles qui se ressemblent le plus par rapport a toutes les autres

i?

variables.

8 - DISTANCE DU »° entre INDIVIDUS

On a défini précédemment la distance du x2 entre deux profils-ligne
obtenus a partir d’un tableau de contingence croisant deux caractéres. On
peut faire le méme genre de travail a partir des individus.

Les données globales sont regroupées dans un tableau qui croise les
individus et les variables et contient les différentes modalités des
variables. On va le transformer par codage pour en obtenir un autre
contenant des valeurs numériques 0 ou 1.

Un tel tableau binaire, qui croise les individus et 1’ensemble M des
modalités des variables, est appelé disjonctif complet. C’est un tableau de
présence-absence sur toutes les modalités, c’est-a-dire qu’on décompose
chaque question en plusieurs questions dichotomiques de la  forme:

"répondez-vous la modalité m" pour chaque modalité de la question.
k

J
w, répond la modalité m; a cette question, on notera 1 dans la case

. . L 1 . ye ..
Soit une question Qj admettant les modalités mJ,..., m , si Il’individu

correspondante du tableau et 0 pour les autres modalités de la question.

ques t ion Qj

m' m" m*
individus \ j e j o j
“y 0 1 0 P

La somme des valeurs d’une ligne est égale a p, nombre de questions, et la
somme des valeurs d’une colonne est égale a D’effectif des réponses de cette
modalité.

On note z': la valeur dans le tableau binaire pour I’individu w et une

I . . [ m
modalité m. Le vecteur des réponses de I’individu w, sera (Zi)me[M'
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. 2 C e .
La distance du x~ entre les individus w et w, , est donné par:
1 1

z zZ N2

dzz(wi""p) =y -ZP [ R ] , en supposant que toutes les

X meM z7 z; z
modalités sont effectivement prises, c’est-a-dire que vm, z" # 0.

Iei, 2% =7 z': est l’effectif de la modalité m; on le notera s(m), c’est
1

le nombre de fois ol la modalité m est prise dans la population.
Du fait que pour chaque question, un individu ne donne qu’une seule modalité

en réponse, Vi, zi' = Zz': = p, cette formule peut se simplifier :
m

n
)

j méMj z.
Pour la question Qj, si les individus w et v, donnent la méme réponse, la

valeur sera 0, et s’ils donnent des réponses différentes m et m’, la valeur

1.1 1 1
e Lt e T st stmy
d’ou d22(wi,wi,)=n—): ( 1 - )8'ili, , ou s(x:) est le nombre
x Py std)y sdy

de fois ou la modalité xf, réponse de w, a la question QJ, est prise dans la
population, et 83 o est 0 si w, et ©, ont méme réponse, 1 pour des
réponses différentes a4 la queestion Qj.

La distance du x~ entre individus pondére en donnant moins d’importance

aux modalités d’occurence fréquente.
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ANNEXE C

THEORIE DE L’INFORMATION

1 . NOTION D’INFORMATION

Soit E un ensemble contenant n éléments. On se demande quel est le
nombre minimum de questions dichotomiques (a réponses "oui" ou "non") pour

déterminer a coup sir un élément quelconque de E. Chacune de ces réponses

Al . 1

out" ou "non" sera appelée "unité d’ information".
a) Si n = 2% on voit facilement qu’il suffit de poser k questions de
facon  judicieuse, c’est-a-dire d’obtenir k unités d’information, pour

déterminer un élément de E. Par exemple, en repérant chaque élément de E par
un nombre codé en binaire (avec les chiffres 0 ou 1 correspondant a des
réponses "oui" ou "non"), i1 faut et il suffit de poser k questions

associ€es a chaque chiffre binaire du nombre.

On dit que k est la quantité d’ information a apporter pour déterminer

N wy 1
un éiément de l’ensemble E contenant n = 2% éléments, d’ou k = logzn ™" ;
c’est la définition de HARTLEY (1928). On dit aussi que k est le degré

d’indétermination ou d’incertidude sur E.

b) Si I’ensemble E contient n éléments, ol n n’est pas nécessairement

k-1 Kk
< n-=s2

de la forme 2%, soit k un entier vérifiant: 2
On peut & coup sir déterminer un élément de E en posant k questions, mais
quelquefois il en suffit de k-1. En répétant cette opération de
détermination, on voit qu’en moyenne le nombre de questions & poser pour
repérer un élément se rapproche de log n.

En effet, en appelant m-séquence une suite formée de m éléments de E

P PRI . m N A
avec repetitions, le nombre de telles suites est n et on repérera a coup
k -1 k
A P . N m m m PN .
sur une m-séquence avec k questions ou : 2 < n = 2, c’est-a-dire
m
m

km—l < log n" = k ou encore log n" = km <logn +1
m

(*) Dans la suite, on écrira log pour le logarithme a base 2 et Ln pour le
Ln n]

logarithme népérien. On a alors la relation : log n =[m
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Donc, le nombre moyen de questions par élément d’une m-séquence
vérifiera log n = % < log n + [%1 , d’ou le résultat quand on fait croitre m.
En notant $ (E) la quantité d’ information a apporter pour déterminer un
élément de E, on a la  formule de Hartley : ¢ (E) = log (Card(E)) ,
ou Card(E) est le nombre d’éléments de E.
Cette fonction } posséde les propriétés :
1) § (ExF) = % (E) + g (F)
2) si E < F alors $ (E) = % (F)
3) # ({0,1}) =1
Ici, la propriété 3) donne l’unité de mesure de I’information ;
2) signifie que plus un ensemble est grand, plus il faut avoir d’information
pour caractériser chaque élément de 1’ensemble ; 1) se justifie de la facon
suivante : on peut déterminer un couple (x,y) de ExF en caractérisant
I’élément x de E et I’élément y de F, i.e. la quantité d’information est une
grandeur additive.
Réciproquement, wune fonction d’ensembles vérifiant les conditions

1,2,3) est la fonction §.

2 . INFORMATION APPORTEE PAR UN CARACTERE.

Sur un ensemble E ayant n éléments, on considére un caractére X
(c’est-a-dire une application) défini sur E et prenant ses valeurs dans
I’ensemble MX = {xi}1515k )

Ce caractere X détermine une partition ‘DX sur E : fDX = { E1 }
ou Vi, E = {eeE / X(e) = xl} , et on note n_ = Card (Ei).

1

Le choix d’un élément e de E peut se faire en choisissant d’abord une

1=i=k

partie E de E, puis un élément e de Ei.
1
La réduction du degré d’incertitude sur un élément de E lorsqu’on sait

qu’il est dans E_, (ce qui est la quantité d’information apportée par la
1

- 1 2)
classe Ei), vaut : }E (Ei) = $(E) - ¢ (Ei) = log n - log n. = log . ,
n. . .
ou p. = n—l est la probabilité d’obtenir la modalité x_ si l’on fait un
1 i

tirage équiprobable sur E.

2) Remarque : on utilisera souvent les propriétés des logarithmes:
(L) log (ab) = log a + log b et log (a/b) = log a - log b .

On rappelle que 1lim (x log x) = 0, d’ou la convention: 0 log 0 = 0 .
x>0
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La quantité d’information apportée sur E par le caractere X est la
réduction moyenne du degré d’incertitude : ¢ (X) = } P, I (Ei) , Ou encore:
i

Kk
F (X) =} P, log Il’_ (formule de Shannon, 1948)
i=1 i

1

On dit que $ (X) est I’entropie du caractére X ou de la partition ‘DX

associée 2 X. On peut montrer que ¢ (X) est aussi le nombre minimum moyen de
questions dichotomiques que 1’on doit poser pour déterminer une modalité du
caractére X.

On remarquera que $ (X) ne dépend que de la distribution de proba-
bilité (pi)i et non de l’ensemble E, on pourra donc généraliser la formule
de Shannon donnant $ (X) pour un caractére X défini sur un ensemble

quelconque.

3 . PROPRIETES DE L’ENTROPIE

Lemme : Soient (pi)151sk et (qi)1515k 2 distributions de probabilité,

c’est-a-dire 2 systémes de nombres réels vérifiant :
K k
Vi, 1=i=k,p=z0,qz20 et JYp =)q =1; alors
1
' ' i=1  i=1
, avec égalité si et seulement si (=ssi) Vi, p = q,.

1

En effet, Vv x > 0, Ln x = x - 1 avec égalité ssi x = 1, d’ou

a q q,

i, l=is — =< 2 . i — - + = 0, ¢ égalité

vi, l=i<k, Ln pi pi 1, ce qui est P, Ln D q, P, avec égali
k

ssi P,= q,> d’ol par sommation, }, piLn p—l = 0 , avec égalité ssi Vi, P,= q

i=1 i
puis le passage a "log" en divisant par Ln 2.

Propriété 1 : Pour tout caractére X de distribution (pi)1<i<k, on a:

F (X) = log k avec égalité ssi Vi, P, = l% , c’est-a-dire qu’un caractére
ayant k modalités apporte le maximum d’information sur E lorsque les

modalités sont équiprobables.

On a vu que, a2 un caracttre X sur E ayant un nombre fini de
modalités, on peut associer une partition EDX de E dont les classes sont les
parties {ec E / X(e)= x} , notées plus simplement {X = x}.

On dira qu’un caractére Y est déduit d’un caractére X s’il existe une
surjection f de I’ensemble MX des modalités de X sur I’ensemble MY des
modalités de Y, ou encore que la partition ’DX est plua fine que 'PY , ce
qu’on peut noter: Y=£f.X & Y « X < S[)Y o ‘DX . Dans ce cas, on connait

la réponse 2 Y dés qu’on obtient une réponse pour X.
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Le tableau croisé des caractéeres X et Y, avec X en lignes et Y en
colonnes, est alors tel que chaque ligne n’a qu’une seule valeur non nulle.
En particulier, si X et Y ont le méme nombre de modalités, il y a bijection
de MX sur MY : X et Y représentent le méme caractére et correspondent a deux

formulations différentes de la méme question.

Propriété 2 : Si le caractére Y est déduit du caractere X, HY)=$X).

On notera P la probabilité uniforme sur E.
On procéde par induction sur les modalités de Y : pour chaque modalité Y, de
Y, soient X s ie lj, les modalités correspondantes de X ;
{Y=y }= U {X=x}, dod P{Y=y }= Y P{X=x1} (%)
] . 1 J i
11 i€l
P {X=x} P {X=x}

j ' =< ol =0 et
V],VIEIJ,W 1, d’ou IOg-lT—{Y—:}CT e

Z P {X=Xi} .
Ler1 P {X=Xi} log P_{YTYJF = 0 ; alors en tenant compte de (L) et de (*):

1 1
P{Y=y } log — = ¥ P{X=x_} log - )
j P{Y=y) €1 i P {X=x}

On obtient le résultat voulu par sommation sur j.

4 . ENTROPIE JOINTE.

Soient X et Y deux caractéres sur E, de modalités (xi)15i5k et

), ....- La partition associée au couple (X,Y) est :
j71=5=1

Ep(X,Y) = DX \% EI)Y ={{X= X Y = yj}/ 1=i<k, 1=j=1}

On note pi‘= P{X:xi} R p‘j=P{Y=yj} N pij=P{X=xi,Y=yj}.

L’entropie du couple (X,Y) est appelée entropie jointe de X et Y et vaut :

1
F(X=*Y)=7} pi‘log—.
P j P

ij
Propriété 3 : #(X=*Y)=g(X)+ F(Y) avec égalité ssi X et Y sont

indépendants.

P .}

On applique le lemme aux familles {pij} et {qij =P, P

Propriété 4 : ¢(X *Y) = max (j (X), ¢ (Y)] avec égalité ssi  un des

caractéres se déduit de 1’autre.
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5 . ENTROPIE CONDITIONNELLE ET GAIN D’INFORMATION.

On considére une partie E’ ayant n’ éléments d’un ensemble E ayant n
éléments. Un caractére X sur E partage E en classes E = {X= xi} ayant n
éléments et E’ en classes E’ = E n E’ ayant n’ éléments, 1 =i = k.

1 1 1
n?
n i

CoL. N , i ’
On note X’ la restriction de X a E’, P, =5 P = -

La quantité d’information apportée par X pour déterminer un é€lément
quon sait étre dans E’ est $(XIE’)=%(X’), quon appellera entropie
conditionnelle de X sur E’.

La quantité d’information apportée par X pour déterminer un €lément de
E’ dont on ignore qu’il est dans E’ est la réduction moyenne du degré

d’incertitude des classes E_ pondérées par leurs probabilités sur E’ :
1

S

FJ(XE)= :

i p

1

N~
5

k
: 1
Fg (E) = L p; log o .
1 i=1 i

Le gain d’information apporté par la connaissance que I’élément est

b
information

k P’
dans E’ est: AJ(X,E’)=HXE)-F (XIE) =T p log 51 ' de Kul lback
i=1 i

D’aprés le lemme, A$(X,E’)=0 : c’est bien un gain, et ce gain est

’

=p..
i i
Si X et Y sont deux caractéres sur E, on notera p(xilyj) la

nul ssi Vi, p

probabilité de {X = xi} conditionnelle a {Y = yj} , alors :

K
1
XI{Y = = 1 [ —
XY =y )] Lop Oty log gy
L’entropie de X conditionnelle a2 Y est la moyenne des entropies de X

conditionnelles @ chaque modalité de Y :

1 1 | S
= 1J
F(X1Y) = ; P, }(XI{Y=yj}] = Z'Pij log Ty y @ o&F p(x 1y;) b
Jj=1 i, 7] j
Propriétés S de 1’entropie conditionnelle
FX*Y)=2(XIY) +3(Y) = F(XIY) + }(X)
F(X1Y)=3(X) avec égalité ssi X et Y sont indépendants.
La 1lére propriété résulte de: Vi,j, P, = p (xilyj) P, = p (yjlxi) P,

et de (L), d’ou les égalités proposées par sommation sur i et j.

La 2éme propriété résulte de la propriété 3
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6 . INFORMATION MUTUELLE

Soient X et Y 2 caractéres sur E. Le gain d’information apporté sur X

par la modalité y de Y est :
’ P (xly)

Aj[XI{Y:yj}]=Zp(xilyj)log >
i i.

Le gain d’information apporté sur X par le caractére Y est la moyenne
¥
de ces valeurs : A #(X|Y) =7} P Aj[XI{Y=yj}] =) P log #
j ) i,j it
On voit qu’il y a symétrie en X et Y : A F(XIY)=4F(YIX)
Cette valeur commune notée ¢ (X,Y) sera appelée information mutuelle de
X et Yetvaut : F(X,)Y)=F(X)-F(XIY)=g(X)+ F(Y)-ZF(X*Y)
On peut interpréter F(X,Y) comme le gain d’information obtenu quand on
passe de la connaissance des distributions marginales {pi‘} et {p'j }oa

celle de la distribution jointe {pij 1.

Propriétés 6

a) $(X,Y)=z0 avec égalité ssi X et Y sont indépendants.
b) #(X,Y)=min (¢(X), F(Y)) , avec égalité ssi un des caractéres se

déduit de 1’autre.

a) découle de $(X,Y) =¢(X) + F(Y) - $(X*Y) et de la propriété 3
b) découle de la propriété 4.

L’information mutuelle ¢(X,Y) peut étre considérée comme un indicateur
de dépendance : pour des caractéres X et Y dont les distributions marginales
sont fixées, donc aussi les entropies $(X) et $(Y), F(X,Y) est d’autant
grand et se rapproche de min (#(X), #(Y)) que les caractéres X et Y sont
dépendants.

7 . DISTANCE ENTRE CARACTERES.

On définit une distance d sur 1’ensemble des caractéres sur E, ou ce

qui est équivalent sur ’ensemble des partitions de E par :

d(X,Y) =2 2(X)Y)-4(X)-2(Y)
Propriétés

d (X,Y)= 3 (X*Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendants
d(X,)Y)z13(X)-2(Y)l , avec égalité ssi un des caractéres se

déduit de 1’autre.
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8 . LIEN ENTRE 2 CARACTERES.

P..-P. P P
Onpose Z =3 13 goy — -1+Z e YppZ =0
1) P, P . P. P ij ) 1.5.3713
1.5, i.5.3 i,
alors : (vi,j, Zij est petit) < la distribution jointe (pij)i ; est "proche"

du produit des distributions marginales (pi P j)i ;

En faisant un développement limité des logarithmes Ln (1+Zij) et en

tenant compte de logu= ]]:2 ‘2] et de P, =P, P, (1+ ZU), on obtient :
p .
X,Y) = 1 o1 “4ez
#( ) 12’:j plj °g pi'p‘j 2Ln2i,szi.p.j (Zij € ij)

On appellera lien de X et Y le premier terme de ce développement, au

coefficient prés :

2
(p, p. P.)
Li X,Y - 2 - ij - i.” .

i,] ) 1,5

. .. 2
Le lien entre X et Y est donc le coefficient ¢~ de Pearson.
On a ainsi la relation suivante entre le lien de X et Y et la valeur

du xz calculé sur le tableau des {pij} :

2
Lien (X, Y) = ’CH(—XY)

C’est aussi le carré de la distance entre la distribution {pij}‘lj et la

, n étant le nombre d’éléments de 1’ensemble.

distribution produit {p, pj}i ; pour la métrique du x° centrée sur la
i.m . ,

distribution marginale {p j}j.

Propriétés 8 :

« Lien (X,Y) = 0 ssi les caractéres X et Y sont indépendants.
« Lien (X,Y)=min (k-1,1-1) , avec égalité ssi un des

caractéres se déduit de 1’autre.

SOURCES :

R. Ash : Information theory, Interscience pub, 1965

A. Rényi : Calcul des probabilités, Dunod, 1966

M. Volle : Analyse des données, Chap. III, Economica, 1985
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ANNEXE D

HOMME MOYEN - HOMME TYPIQUE

1 - Le choix collectif

Devant la difficulté d’appréhender dans sa diversité un ensemble d’objets ou
d’individus dissemblables, 'idée commune est de synthétiser 'information, c’est-a-dire
de dégager la ou les caractéristiques principales des objets ou individus constituant cet
ensemble. En particulier, I'idée de choisir un représentant est trés ancienne, mais la
nécessité et la possibilité de déterminer un tel élément ne sont apparues que
progressivement.

Pour choisir un individu comme représentant d’un groupe, la procédure de vote est
connue et appliquée depuis longtemps. Cependant, dans le cas du choix de plusieurs
représentants pour ce groupe, diverses méthodes sont possibles et des difficultés
d’application apparaissent parfois. Cela a été mis en évidence dés le 18e siécle par
Borda et Condorcet (voir [2], [4], [8], [12] (})).

La question qui est posée est alors: "peut-on obtenir un choix collectif a partir de
préférences individuelles sur les candidats 7", probléme qu’on appelle agrégation des
préférences.

Borda propose de comptabiliser pour chaque candidat le rang qui lui est attribué
par chaque votant. Le classement collectif qui en résulte est obtenu a partir de la somme
des rangs.

Condorcet [4] analyse la méthode de Borda et indique qu’elle est trés simple
d’application et donne toujours un résultat ; mais elle donne quelquefois un classement
non conforme au voeu de la pluralité: c’est I'effet Borda.

Condorcet propose de décomposer tout probléme de vote en questions
dichotomiques (oui/non) et d’adopter la régle majoritaire pour chacune de ces
questions. Ainsi, effectuer un classement sur les candidats A, B, C revient a se
prononcer sur les trois questions: "A est-il préféré a B?", "Aa C?", "B a C? en
supposant que chaque votant fait son choix de fagon non contradictoire.

(1) Les nombres entre crochets renvoient a la bibliographie placée en fin d’annexe
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Cependant, Condorcet remarque que sa méthode peut aboutir a des propositions
contradictoires. On peut avoir les propositions adoptées a la majorité: "A avant B", "B
avant C", "C avant A" qui sont globalement contradictoires. C’est I'effer Condorcet selon
la dénomination de Guilbaud [8].

Un des apports importants de Condorcet sur le plan théorique, est la méthode de
décomposition d’une proposition composée en plusieurs propositions simples
dichotomiques: cette méthode est trés utilisée actuellement sous le nom de réduction a
un systeme disjonctif complet.

2 . L’homme moyen

La notion d"homme moyen" a été introduite par Buffon [3] d’un point de vue
philosophique: "... d’aprés les tables de mortalité qui ne représentent jamais que homme
moyen, c’est-a-dire les hommes en général, bien portants ou malades, sains ou infirmes,
vigoureux ou faibles, ...". De fagon intuitive, les tables de mortalité -étant calculées sans
tenir compte d’autres caractéristiques- représentaient un homme mythique puisqu’elles
s’appliquaient a tous les hommes.

En 1835, le statisticien belge Quételet [13] donne sa définition d’'un homme
moyen: sur chaque individu d’une population ou d’un groupe choisi, on mesure un
certain nombre de caractéristiques quantitatives. On considére alors la moyenne
arithmétique des valeurs observées et ’lhomme moyen serait celui qui, pour chacune des
caractéristiques, prendrait cette valeur moyenne.

Tres vite, cette conception fut critiquée et Cournot en 1843 écrit [S, pp.213-214]:
‘on se propose de définir et de déterminer 'homme moyen par un systéme de moyennes
tirées de la mesure de la taille, du poids, des forces, etc., sur des individus en grand nombre.
L’homme moyen ainsi défini, bien loin d’étre en quelque sorte le type de l'espéce, serait tout
simplement un homme impossible, ou du moins rien n’autorise jusqu’ici a le concevoir
comme possible."

Cournot justifie cette remarque de la facon suivante: "Si, par exemple, un triangle
est assujetti a rester rectangle pendant que ses coOtés varient, il y aura une valeur moyenne
pour chacun des trois c6tés ; mais ces trois moyennes, prises ensemble, ne conviendront pas
a un triangle rectangle, ou ne satisferont pas a cette condition, bien connue, que le carré de
I’hypoténuse égale la somme des carrés faits sur les deux cotés de 'angle droit."

Bertrand [1] reprend ces critiques et donne I'exemple d’une "sphére moyenne"
ayant comme rayon, surface, volume la moyenne des éléments correspondants d’'un
groupe de sphéres et conclut: ".. aucune concession n’est possible, nulle sphére n’est
difforme. Un homme malheureusement peut Uétre et M. Quételet en profite."

On peut néanmoins noter que Bertrand, par ailleurs si fin, a rejetté purement et
simplement cet essai de représentation, sans chercher a apporter de solution. Il avait
pourtant indiqué un exemple de probléme mal posé: calculer la probabilité d’un certain
événement en prenant au hasard une corde dun cercle et obtenait trois valeurs
différentes pour cet événement suivant la fagon de procéder au choix de la corde.
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Ces différentes critiques ont jeté le discrédit, aux yeux des scientifiques, sur cette
notion d’homme moyen jusqu’a une date récente ol le probléme a été repris d’une autre
maniére.

Comme cela avait été noté par Cournot, la détermination d’une valeur typique
pour chaque caractéristique prise séparément ne permet pas d’obtenir une valeur
typique globale car les relations préalables pouvant exister entre les variables ne sont
pas prises en compte. C’est la raison en particulier des effets Borda et Condorcet ou
'application de la regle majoritaire est faite en dehors de la relation d’ordre.

La procédure proposée par Quételet n’est applicable que si les individus,
caractérisés par leurs valeurs prises pour chacune des variables, est représentable par un
point d’'un espace vectoriel. Ceci n’était évidemment pas le cas dans ’exemple considéré
par Quételet, ni dans ceux donnés par Cournot et Bertrand.

Cependant, malgré ces critiques -émises depuis preés d’un siecle et demi-, une
procédure analogue a celle de Quételet est employée couramment dans la présentation
des sondages faites par les médias.

Pour des questions nominales, on présente comme typique (ou normal?) un
individu qui aurait un comportement ou une opinion conformes a ceux de la majorité
pour chacune des questions (cf. chap.5).

Traitons cela sur un exemple ; on pose deux questions A et B a un groupe
d’individus et on obtient les résultats croisés suivants:

réponses a la question A

a; a, aj
bl 25 4 23 52

réponses a
b2 4 30 0 34

la question B
by | 13 0 1 14
42 34 24 100

Ce tableau croisé peut correspondre a la répartition d’'un échantillon fictif de taille
100 ou a une répartition en pourcentages.

Pour la question A, la réponse a; est majoritaire et pour la question B c’est b,.
Cependant, pour les questions A et B considérés simultanément, la réponse majoritaire
est (a,,b,) avec un pourcentage de 30%, et non pas (a,,b,) qui n’obtient que 25%.

Le fait de pouvoir suggérer que (a;,b;) doit étre le comportement majoritaire, et
donc normal, n’est rendu possible et acceptable que parce que les tris croisés d’ordre 2,
3... ne sont pas publiés et peut-étre méme pas effectués!
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On ne peut obtenir une valeur typique globale a partir des valeurs typiques de
chaque variable que dans certains cas ; en particulier, c’est vrai lorsque les variables sont
indépendantes.

J - La moyenne et ses extensions.

Depuis I'invention de I'espérance mathématique par Huygens en 1657 (voir la note
historique de [9]), un apport de premiére importance fut la liaison faite par Kolmogorov
en 1933 entre le calcul des probabilités et la théorie de la mesure et de I'intégration.
Cela a rendu possible I'application des travaux d’analyse générale au calcul des
probabilités.

Dans un colloque consacré a la théorie des probabilités en 1938, Fréchet lie
évolution des recherches sur le calcul des probabilités a celle d’autres parties des
mathématiques. Dés le début du 20e siécle, I'idée directrice en topologie, en théorie des
groupes... est d’étendre les notions a des espaces plus généraux et d’obtenir les
propriétés sous des conditions plus larges: "on envisage d’abord des éléments de nature
quelconque et on ne fait intervenir les caractéristiques propres a chaque nature d’éléments
qu au fur et a mesure des besoins et -quand c’est possible- seulement au moment ou cela
devient indispensable."

Dans le cas de variables aléatoires a valeurs réelles, la notion de moyenne a été
généralisée en moyenne d’ordre r et z-moyenne (cf. [7b], [11]).

Deés la fin du 19e si€cle, des études multidimensionnelles étaient faites (Bravais en
France, Galton, Pearson, Fisher en Angleterre), mais les différentes variables étaient
considérées comme définissant les coordonnées de points dans un espace vectoriel.

L’extension de la moyenne, liée a celle de la notion d’intégrale, a donc été faite
pour des variables aléatoires a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie, puis
infinie sous certaines conditions (*): espace de Hilbert (muni d’un produit scalaire et
complet) ou espace de Banach-Wiener (espace normé complet)...

Ces diverses extensions prennent en compte principalement la propriété de
linéarité venant de la structure vectorielle et ne permettent pas de généraliser la
moyenne d’ordre r pourr # 1.

La possibilité de définir un élément typique exempt des critiques portées contre
Phomme moyen de Quételet va venir d’'une autre approche, déja connue mais non
exploitée.

(*) Fréchet, Intégrale définie sur un ensemble abstrait, 1915 et Intégrale abstraite sur un espace
abstrait..,Revue Scientifique, 1944. Voir aussi [6]
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4 - Valeurs typiques en tant qu’optimum

Laplace note en 1774 [10a] : "Par le milieu que l'on doit choisir entre plusieurs
observations, on peut entendre deux choses qu’il importe également de considérer: la
premiére est Uinstant tel qu’il soit également probable que le véritable instant du phénoméne
tombe avant ou aprés ; on pourrait appeler cet instant milieu de probabilité [actuellement
médiane], ...la seconde est linstant tel qu’en le prenant pour milieu, la somme des erreurs a
craindre, multipliées par leur probabilité, soit un minimum ; on pourrait I'appeler milieu
d’erreur ou milieu astronomique" [ou encore moyenne arithmétique].

Laplace revient sur la loi‘des erreurs et écrit en 1781 [10b]:

Maintenant, on peut entendre une infinité de choses différentes
par le miliew ou le résultat moyen d'un nombre quelconque d'observa-
tions, suivant que I'on assujettit ce résultat A telle ou telle condition.
Par exemple, on peut exiger que ce milicu soit tel que la somme
des crreurs a craindre en plus soit ¢gale & la somme des crreurs
A craindre en moins; on peut exiger que la somme des crrcurs &
craindre en plus, multipliées par leurs probabilités respectives, soit
égale & la somme des errcurs & craindre en moins, multipliées par
leurs probabilités respectives. On peut encore assujettiv ce milicu a
étre le point ol il est le plus probable que doit tomber le vérvitable
instant du phénoméne, comme M. Daniel Bernoulli I'a fait dans les
Mémoires cités : en général, on peut imposer une infinité d'autres
conditions semblables qui donneront chacunc un milicu différent;
mais clles ne sont pas toutes arbitraires. Il en est une qui tient i la
nature du probléme et qui doit servir & fixer le milieu qu'il faut
choisir entre plusicurs obscrvations : cette condition est que, en
fixant & ce point 'instant du phénomene, I'errcur qui en résulte soit

un minimum;

On voit dans ce passage que Laplace envisageait aussi des moyennes d’ordre r, au
moins pour r entier, et d’autre part que pour lui, la recherche d’une valeur typique se

ramene a un probléme d’optimum (*).

Cette méthode d’obtention va étre mise en oeuvre dans la définition de valeurs
typiques donnée par Fréchet en 1940 (voir [7b’]).

Soit r>0 ; si X est une variable aléatoire humérique ayant un moment d’ordre r -
c’est-a-dire que I'espérance mathématique E ( | X |7 ) est finie-, alors une valeur typique
d’ordre r est un nombre ¢_ qui réalise la conditioh d’optimum:

r r

VydansR, E(|X-t|")<E(|X-y|")

En particulier, pour r=1 on obtient la médiane et pour r=2 la moyenne ou
espérance mathématique de X.

(*) Cette recherche d’un optimum était aussi pratiquée avec la méthode des moindres carrés (Legendre
1805, Gauss 1812).
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Fréchet montre que sir > O et E ( | X |) est finie, une telle valeur typique d’ordre
r existe, et qu’elle est unique si r > 1. De plus P'existence du moment d’ordre r - 1 suffit
pour avoir une valeur typique ¢, quand r > 1.

La méthode de Fréchet, -définir une valeur typique comme étant une valeur qui
est "la plus proche" de la variable aléatoire parmi I'ensemble de toutes les valeurs
possibles-, peut se généraliser a un ensemble non numérique (**). Pour cela, il faut
pouvoir définir une distance entre éléments de I'ensemble, et il y a alors de nombreuses

possibilités.

Dans le cas d’un questionnaire, chaque individu est caractérisé par ses réponses
données aux différentes questions, c’est-a-dire par un patron. On notera R 'ensemble de
tous les patrons de réponses possibles a 'enquéte.

On peut définir I’écart entre deux individus comme étant égal a la distance entre
leurs patrons.

Les questions étant affectées d'un coefficient o, qui reflete 'importance que leur
attribue le statisticien et/ou l'utilisateur, une distance entre les patrons r; et r; peut étre
définie par :
- k
d(r;, rj) = Yk % dij ,

ol di-k=1 si, pour la question k, les modalités sont différentes dans les deux patrons et
dijk= sinon.
Cet écart entre individus est une distance euclidienne, avec pondération des

questions, entre les lignes correspondantes du tableau disjonctif complet croisant
individus et modalités (voir B 8).

Donnons un exemple simple de ceci:

Considérons une enquéte comportant trois questions A,B,C ayant comme
modalités respectivement (al,az,a3), (bl,bz,b3,b4), (cl,cz).
Il y a alors 3x4x2=24 patrons de réponses. Le calcul de la distance entre les
patrons r=(a;,b,,c;) et r'=(a;,bs,¢,) nous donne :
N — 1 2 3 _
d(r,r’) = oy dyy + 0y dys” + a3dyy” =y + 0y
A partir de cette distance entre patrons de réponses, qui permet de connaitre
Iécart entre deux individus, on peut déterminer, en utilisant la méthode de Fréchet, un

patron typique - et par suite un ou plusieurs individus typiques, représentant de
’ensemble des individus- qui est le plus proche de ’ensemble des patrons.

(**) Larticle [7a] de Fréchet est d’une lecture trés facile.
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Propriété statistique

On tire un échantillon aléatoire de taille n avec remise dans la population, sur
lequel on observe les patrons de réponses I}, Ip,... I,. On construit un patron typique
empirique t_(non nécessairement unique) qui vérifie:

1 1
- Yy d(ry, ty) = Iz:érllq_nzl d'(r;,r)

Le probleme que I'on peut se poser est le suivant: est-ce qu'en augmentant
indéfiniment la taille de I’échantillon, il y a convergence vers une configuration typique
de la population? La réponse est oui dans le cas ol cette configuration typique est
unique. On dira en théorie statistique que la configuration typique empirique est, dans
ce cas, un estimateur convergent de la configuration typique de la population.

Cet €cart ainsi défini entre individus permet aussi d’effectuer une classification. Un
indice d’agrégation entre deux classes peut étre I’écart entre représentants de ces
classes, mais il en existe beaucoup d’autres.

81



Bibliographie de ’annexe D

[1] BERTRAND J. : Calcul des probabilités, Gauthier-Villars, Paris, 1889.

[2] BORDA : Mémoires sur les élections au scrutin, Hist. de '’ Acad. des Sciences
pour 1781 (publié en 1784), Paris

[3] BUFFON G.L. : Essai d’arithmétique morale, Paris, 1777,
repris dans INET J. et ROGER J. : Un autre Buffon, Hermann, Paris, 1977.

[4] CONDORCET J.A. : Essai sur I'application de I'analyse a la probabilité des
décisions rendues a la pluralité des voix, Paris, 1785,

dans CONDORCET : sur les élections, Fayard, Paris, 1986.

[5] COURNOT A. : Exposition de la théorie des chances et des probabilités,
Hachette, Paris, 1843.

[6] DOSS S. : Sur la moyenne d’un élément aléatoire dans un espace distancié,
Bull. Sc. Math., t73, Paris, 1949.
[71 FRECHET M. :
a - Réhabilitation de la notion statistique de ’homme moyen,
conférence faite au Palais de la Découverte, Paris, 1949.
b - Généralités sur les probabilités - Eléments aléatoires,
Gauthier-Villars, Paris, 1e éd. 1937,
b’ - 2e éd. 1950.

[8] GUILBAUD G. : Eléments de la théorie des jeux, Dunod, Paris, 1968.

[9] LANNUZEL, MILLE, ORANGE, PICHARD : Moyennes... vous avez dit
moyenne?, IREM de ROUEN, 1987.

[10] LAPLACE P.S. : Oeuvres complétes, Gauthier-Villars, Paris, de 1878 a
1886; ‘

a - Mémoire sur la probabilité des causes..., 1774, t.VIII p.44,

b - Mémoire sur les probabilités, 1781, t.IX p.477.
[11] LEVY P.: Calcul des probabilités, Gauthier-Villars, Paris, 1925.
[12] MICHAUD P. : Hommage a Condorcet, étude IBM, Paris, 1985.

[13) QUETELET A. : Essai de physique sociale, ou sur 'homme et le dévelop-
pement de ses facultés, Paris, 1835.

82



Pour aller plus loin...
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