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Mon désin de nendre Lisible en frangais L' ceuvre de Jacques
Bernowlll aux orndlgines de La "Stochastique" a pris naissance dans La
Lectune du nemarquable article d'Ennest Coumet: "|la théorie du hasard
est-elle née parn hasand 7" paruw dans La revue "[es Annales" en 1970

Sa réalisation n'awralt pu avoin Lieuw sans L'aide que m' ont
apporté Bernand Lalande poun La  traduction du Zexte Latin de L' Ans
Conjectandi et Jean Pierre CL&ro qui 4'est changé de faire éditer cet
essal  pan L' Trnem de Rouen et qui a porté un soin attentif et ingrat a Aa
correction.

Noabernt Meuwsnien

V.C.D.C.P. 1975-1985



"Tout ce que sent a La Logique Lul
appartient ot  c'est une  chose entilrement
dicule  que  Les  génes que se  donnent
centains Auteuns, comme Ramuws et Les Ramistes,
quoique  d'allleuns  fort habiles gens, qui
prennent autant de pedine pourn borner Les
jwuldictions de  chaque  sclence, et faire
qu' elles n'entreprennent pas Les unes sun Leb
authes, que L'on en prend powr marquen Lesb
Limites des Royaumes, et réglen Les rhessonts
des Parfements".

Antoine Arnauld - Pierre Nicole
LA LOGIQUE OU L'ART DE PENSER
PARIS 1662-1683

"Quanto caeterds sclentils praestet, vel ex eo
constat, quod cum reliquae de hrebus in e
centissimis ac  constantissimis  non AL
probabiliten, iLLa de hebus maxime fortultis et
casualibus, v. grn. sorntitiondibus apodictice et
centissimo noetiocinio discwudt."

Jacques Bernoulli

PARALLELISMUS RATIOCINII LOGICI ET ALGEBRAICI
(These 19)

Bale - 1685

"Les gens de méditation orndinairement ne
sauradlent  golter cette muwltitude de vues
Légores et peuw seures dont AL se faut servdn
dans Le trhain des affaines et dans Les sciences
pratiques  comme  sont  La politique et La
médecine ; mals Ls ont grand torkt. C'est de
ces  emploils comme du  jeu, od L faut Ae
résoudre et prendrne party Lors-méme qu' AL
n'y a nulle asseuwrance ; AL y a une science qui
nouws gouverne dans Les Aincertifudes mémes
pour découviin de quel costé La plus grande
apparence  se  trouve. Mals L est etonnant
qu' elle  est  presque  inconnue et que Les
Logiclens n'ont pas encore examine Les degnés
de probabilité ou de vyraisembLance <qu'il y a>
dans  Les conjectures <ou preuves> qui  ont
<powitant> Leurn estImation aussL assewrée que
Les nombres ;  cette estimation nous peut et
dodlt servin  non  pas  pour  vemdn A une
(asseunance) <cerntitude>, ce qui est impossible,
mais pour agin Le plus raisonnablement qu' il Ae
peut sun Les falts  ou connalssances qui nous
sont données.". ..

G.W. LEIBNIZ Nouvelles ouvertures (?)

dans  "Opuscules et Fragments Inédits de
Leibniz" p.226-227. Edité par Louis Couturat.
Paris 1903
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SUR LA PUBLICATION DE L'ARS CONJECTANDI

Quand 1'"Ars Conjectandi" parait a Bdle en aolt 1713, il y

a 8 ans que Jacques Bernoulli est mort, et entre temps Pierre Rémond de
Montmort a publié en 1708 son "Essai d'analyse sur les jeux de hasard" -
2° édition en 1713 -, son neveu - le fils de Jean Bernoulli - Nicolas a
fait paraitre en juin 1709 sa " Dissertatio Inauguralis Mathematico -
Juridica De Usu Artis Conjectandi In Jure" et Abraham De Moivre son
mémoire "De Mensura Sortis seu de probabilitate eventuum in Tudis a casu
fortuito pendentibus" dans les Philosophical Transactions de Mars 1711.
Aussi n'est-il pas étonnant de voir Montmort écrire a Nicolas Bernoulli
le 25 décembre 1713 :

"1 est vhray, ce que vous distes, qu' il y a peu de
choses & apprendre pour nows, qui avons beaucoup pensé a ces
matidres. Le Livre ne Laisse pas d'estre excellent". (1)

I1T est certain qu'en 1713 1le 1livre de Bernoulli arrive trop
tard, en méme temps qu'il manque son but, 1'application de cet art a
la "vie «civile, économique et morale", objet d'un désir vain pendant
vingt ans. Jacques Bernoulli, comme on peut le constater a la lecture de
son "Journal Scientifique"(2), a commencé a travailler sur des problémes
concernant les Jjeux de hasard a partir du début de 1'année 1685, en
méditant 1'ouvrage de Huygens de 1657 "De ratiociniis in ludo aleae". Il
a alors 30 ans, est diplomé en théologie depuis 9 ans, vient
d'accomplir entre 1679 et 1682 deux voyages d'étude, le premier en
France, le deuxiéme aux Pays Bas et en Angleterre et travaille a
1'Université de Bale comme assistant de physique expérimentale. Il
vient de publier, a Amsterdam, une "Théorie des Cométes" en 1682 - a
propos du passage de la "future" cométe de Halley qui agite alors les
milieux savants ou s'affrontent Coperniciens et anti-Coperniciens - puis
en 1683 une "Théorie de la gravitation", publications qui lui permettent
de se faire connaitre. I1 vient également de se marier en 1684, et
entre 1684 et 1686 i1 publie 4 controverses de Logique défendues par des
étudiants de 1la faculté de Bdle - dont 1'un est son frére Jean - en
vue de T'obtention de leur maitrise ; on peut penser que ces
publications ne sont pas sans rapport avec le but qu'il atteint en 1687:
étre nommé professeur de mathématiques de 1'Université de Bdle.
C'est 1'époque ou il se familiarise avec Tles nouvelles méthodes de
1'algebre et oUu i1 est conduit vers des problemes de géométrie
infinitésimale a partir des travaux de Wallis et Barrow sur 1'optique et
la mécanique. En ce qui nous concerne plus précisément ici, il passe
trées vrapidement de 1'étude des problemes posés par Huygens portant sur
les jeux de hasard a des probléemes de partage d'héritage et tout son
programme de recherche se trouve déja dans 1'article 77 de son "Journal
Scientifique" que 1'on peut trés vraisemblablement dater de 1'hiver
1685-86 au plus tard. On trouve dans le Journal, immédiatement apres cet
article, 1la premiére version de la "Lettre a un amy sur le jeu de Paume"
puis quelques articles dans lesquels i1 s'efforce de trouver des
exemples d'application. Dans 1'article 151 a, écrit entre 1686 et 1689,
il développe la démonstration du théoréme qui fera 1'objet du 5Seme
chapitre de 1la 4eme partie de 1'Ars Conjectandi. Dans les années qui
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suivent i1 revient parfois, mais rarement, sur ce sujet et il est
évident que 1'Ars Conjectandi aurait pu étre publié dés 1689 ; rien
n'y manquait, sinon ce qu'il va vainement rechercher pendant 15 ans
jusqu'a la fin de sa vie, des applications :

"... flal déja teminé La plus grande partie de mon Livhe -
borit-40 4 Leibniz Le 3 octobre 1703 -, mais L& me manque
encore La parntie essentielle dans Laquelle fe montre comment
Les bases de L'ant de confecturern peuvent ' appliquer a £a vie
civile, morale et politique”. (3)

Dans cette méme Tlettre, i1 expose a Leibniz son principe
fondamental de 1'art de conjecturer qui repose sur la possibilité de
déterminer 1le nombre de cas qui permettent de calculer les degrés de
probabilité d'un événement "a posteriori", d'une fagon aussi certaine
que si nous la connaissions a"priori" ; puis il poursuit :

" Je ne sals pas AL ces spéculations vous paralssent
Léegitimes. S'AL en est ainsd, vous me rendrez un grand Aervice
en me procurant des données d'orndre jurndidique pour Lesquelles
vous estimez qu' AL est possible d'utilisern ces considérations.
J'adi hrécemment trouvé dans Les "Comptes rendus de Hanovre" La
mention d'un Traité qui m'étalt dLnconnu du Pensionnaire de
Witt "Sun des caleuls subtils de La "valeun" des nentes
viageres". 1L se powvalt que cela me soit utile ; s4 teld est
Le cas, {'aimerais bien m'en procurer un exemplaire quelque
part".

Entre 1703 et 1705, 1'échange de lettres dont nous gardons la
trace, révele 1'incompréhension et méme 1'hostilité de Leibniz au
projet de Bernoulli - <c'est a ces objections qu'il répond a la fin du
deme chapitre de la 4éeme partie de 1'Ars Conjectandi - de méme que sa
mauvaise volonté a 1lui procurer le traité de De Witt dont i1 possédait
un exemplaire. Aprés 1la mort de Bernoulli, Leibniz semble changer
d'avis, au point d'en arriver peu a peu a s'attribuer le mérite de
1'initiative de ses recherches ! C'est ainsi, entre autres, qu'il écrit

a Bourguet le 22 mars 1714 :

"L'ant de conjecturen est fondé surn ce qui est plus ou moink
gacile, ou bilen plus ou moins faisable mot a mot : pan exemple
avec deux dés, L est aussd faisable de fjetten douze points
que d'en fetten onze (s4c), carn L'un et L'autrne ne se peut
gfaine que d'une seule manione ; mais L& est thodls fois plus
gaisable d'en fetten sept parce que cela se peut faire en
jettant 6 et 1, 5 et 2 et 4 et 3 ; et une combinatson Licy est
aussi  faisable que 2'autre. Le Chevalien de Méné (Auteur du
Livre des Agremens) fut Le premier qui donna occasion a ces
méditations, que Messiewrns Pascal, Fermat et  Hugens
powwsuivirent. Monsiewr Le Pensionnaire de Witt et Monsieurn
Hudde ont aussd ztravaillé La-dessus depuis. Feu Monsieun
Bernoulli a cultive cette matidre Aur mes exhortations. On
estime  encore Les  vradisemblances a  posterdiord, — par
L' expénience, et on y doit avoin recowrs au dégaut des raisons
a priond i pan  exemple AL est également vialsemblable que
L' enfant qui doit naltre so0ift gargon ou fiLLe, parce que Le

nombre des gargons et des 4LLes se throuve a peu prlds égal
dans ce monde. L'on peut dire que ce qui se fait Le plus ou Le
moins est aussi Le plus ou Le modns faisable dans £'état
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présent des choses, mettant toutes Les considérnations ensemble
qui dodvent concowin a La production d'un fait". (4)

Venons-en aux péripéties de la publication de 1'ouvrage, entre
la mort de T1'auteur et 1'année 1713. C'est Hermann - un ancien éléve,
fidele trés proche - qui est chargé par la veuve de Jacques Bernoulli de
rassembler Tles papiers qui pourraient étre publiés. I1 a donc accés au
manuscrit de 1'"Ars Conjectandi", et Varignon lui demande des détails
qui vont permettre a Fontenelle de prononcer son éloge devant 1'Académie
des Sciences le 14 Novembre 1705 : ol 1'on peut constater d'ailleurs que
celui-ci  n'a strictement rien compris aux travaux concernant les
probabilités. Ainsi il écrit :

"Toute La difficulte est qu' LL nous échappe beaucoup de cas ol
L' bvénement peut awuiver, ou ne pas avver, et plus ALy a
des cas Anconnws, plus La connalssance du partli qu' on dodt
prendre parailt Lincertaine. La suite de ces Ldées a condult
M. Bernowlli a cette question, 44 Le nombre des cas inconnub
diminuant Zoujourns La probabilité du parti qu' on doit prendre
en augmente nécessairement, de sornte qu' elle vienne a La fin &
tel degré de cerntitude qu'on voudra."(5)

Dans 1le Journal des Savants de 1706, Saurin,par contre,donne une
excellente description du contenu du manuscrit :

"... Clest dans La quatrieme partie que £'Auteurn étend sa
Méthode, et ses rnailsonnements, ainsi qu' on £'a di%t, aux choses
qui regandent [La vie civile, et Les afpaires domestiques. Le
gondement de cette dewnidre parntie, est un Probléme important,
qu' A& nésout d'abond, solution dont AL falsalt plus de cas,
que de La Quadrature du Cercle. 1L 4'agit de déterminern 44 en
augmentant Le nombre des observations, par rapport a un
bvénement, on augmente aussli en méme temps & proportion Le
degné de probabitité ou d'apparence qu' il y a de trouver Le
vernitable hrappornt entre Le nombre de cas o L' dvénement peut
auviven, et Le nombre des cas od L peut n' arviver pas ; en
sonte qu'on puisse enfin parvenirn a un deghé de probabilité ou
d' apparence  qui  soit  au-dessus de tout degré donné
c'est-a-dine qui 504t une vérnitable centitude."(6)

Pour sa part, Hermann écrit un éloge publié en 1706 dans les
Acta Eruditorum, dont Leibniz, qui surveille la publication, supprime
certains passages concernant les travaux sur les probabilités. Un
certain nombre de savants estiment donc a ce moment la qu'il serait
intéressant que 1'ouvrage soit édité et c'est ainsi que Saurin termine
son article en écrivant :

"I y a ALieu d'espéren que quelque main amie et habile
ajouterna a un Traité A4 cwileux ce qui peut y manquer : mals
quand on Le donneralt tel qu' 4L est, L fera toujourns beaucoup
de  plaisin au Public... C'est ce qu'iLs attendent (Les
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Scavans) en particulier des soins de M. Bernouwlli Le feune,
qui a  Zoujourns falt S paraltre un grand zole pour L' wtilité
publique, et pour 4L'avancement des Sciences, et a qui La
mémoine d'un tel §rdre doit etre chere" (7).

L'humour  probablement involontaire de Saurin est savoureux
lorsqu'on sait que Tles deux fréres s'étaient irréversiblement fachés
depuis une dizaine d'années au moment de la mort de Jacques, et que ses
héritiers - sa femme et son fils - s'efforcérent avant tout d'empécher
Jean d'avoir accés a ses manuscrits. Aussi Jean Bernoulli écrit-il a
Varignon le 26 Février 1707 :

"... {lawwals bien souhaité que Mr. Sawiin se it dispensé
da Laissern Le public dans une espérance que Les Hérnitiens de
mon  frere ne me mettront pas en état de jamais remplin, vu Le
ghand Asoin qu'{Ls ont de bien cachen tous ses papierns et ses
bonits, de peun que je n'en fasse quelque progit...Je n'ay que
gaine de me chargen des affaires d'autruy, bien Loin de m'y
ingéren pan fonrce. Je voudradis que Mri. Saurnin désabusdt par
occasdion Le public de son attente, de peurn que La faute ne
A04% nejfettée sun moy, quand on ne verra jamals rdien de tout
ce que mon grone a Laissé ; mals sL foutefods vous souhaitez
que Le public en jouisse, adressez-vous a mon Neveu, qui a a
sa disposition tous Les papiens de son Pere (§).

Puis tour a tour, on constate que Leibniz et Montmort
s'intéressent a Tla publication. Le 15 Novembre 1709, Montmort écrit a
Jean Bernoulli

"Que fe suls gaché, Mr., que vous n'ayez point entrne Les mains
L' ouvrage de M. votre frene(...) S{ ceux qui £'ont entre Les
mains vowlailent me Le congdlen, je me chargeradis de Le faire
dmprimen a mes dépens, ainsi que §'en al défd fait Lmprimen
plusieuns pouwr Le blen du public et L'avancement des sciences.
SL 2'on vowlait méme en tirer du progdlt, fe pouwrrals
composen La-dessus ;(...) SL vous voulez bien vous charger,
Monsieun, de faire ceite proposition et qu' elle s0it rnefusée,
powuais-{e au moins espéren que vous voulussiez me faine Le
plaisin de faire faire un extralt de toutes Les pnopob&I&onA
de ce manuscUlL, Aunzout de La quatriéme partie. Je serals ravi
de wvodin [Les vies qu'a eues M. votre grere, et adjoutant Les
siennes a celles que f'ay déja, je tacherais de mettre en état
d' en progitern pour une deuxilme édition de mon Livre."(9)

On voit que Montmort ne parait pas mesurer exactement
1'ampleur de 1'obstacle. Par la suite, c'est Nicolas Bernoulli, le neveu
de Jacques et de Jean,qui s'est amplement inspiré du manuscrit de son
oncle pour sa these de 1709, manuscrit dont i1 dut avoir communication
directe par Hermann, allant méme jusqu'a reprendre des passages
entiers a son propre compte sans le signaler, qui s'efforce de trouver
une solution afin que tout le texte soit publié. I1 écrit le 26 Février
1711 a Montmort :
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"Pour ce qui regarde Le thaité de feu Mr. mon Oncle, {'al
propose L' ofgre que vouws avez failte de faine imprimen ce
manuscrit & mon Cousdin Le 488 du défunt, qui en est Le
maltre, mals comme L& se défie de moy aussi bien que de Ma.
mon Oncle, et qu'il &talt alors surn Le point de partin pour
L' Ttalie, o0 AL est awlvé depuis quelques semaines, L m'a
répondu  qu'en passant a4 Padoue, AL parleralt La-dessus a Ma.
Heamann, en qui Luy et tous ceux de sa mailson mettent une plus
grande confiance qu'en nous autrhes ; §'al écnit La-dessus a
Mr. Hewmann méme, et je £'al prié de prendre soin, que ce
manuscrlt 40t  blentdot Amprimé, mals fe n'en al point
encone requ de réponse.

12 est grand dommage que {La quatrilme partie de ce
thaite, qui devrait etre La principale, ne Aso0it point
achevée, elle n'est gudres commencée et ne contiert que cing
chapitres, dans ALesquels L n'y a que des choses générales ;
ce qui en est Le plus nemarquable est Le chapitre deanien, ou
L donne La solution d'un Probléme fornt cunieux, qu' il a
prégéene méme a La quadraturne du Cercle, c'est de trouvern
combien L gaut faire d' observations poun parvenin a un tel
deghe de phrobabilité que £'on voudra, et od 4L démontre en
méme temps, que par Les observations souvent néiténées on
peut trouver fort au fuste La haison qu' Ll y a entre Le nombre
des cas, ol arlvera un cerntain événement, et Le nombre des
cas, ol AL n'aviivera pas. 1L seralt a souhaiter que quelqu'un
vouwlit entrephrendre d'achever cette deandidre partie, et de
thaitern & fonds Les choses de politique et de morale, et comme
je ne cadis pensonne qui Aot plus capable d'y réussin, que
vous, Monsiewr, qui en avez donné des preuves s4L excellentes
dans Votre bel Ouvrage, fe vous prie de poussern Les vues que
vows avez Asun cette matidre. Vous en obfigerez beaucoup Le
public et particulidrement moy."(10)

Quand Tle fils de Jacques donne son accord, c'est sa veuve qui
maintenant s'y oppose ! Au début de 1'année 1713, au retour d'un voyage
aux Pays-Bas et en Angleterre, Nicolas Bernoulli séjourne chez Pierre
Rémond de Montmort, mais finalement le fils de Jacques Bernoulli a fait
faire la correction du manuscrit par un certain Bringolf et vend les
droits aux éditeurs Thurneysen. On comprend que Jean Bernoulli écrive a
Nicolas le 15 Juillet 1712 (?) :

"... 12 va en résulten quelque chose de beau 44 ni L'eéditeun,
ni Le correctewr, ni L'imprimeur ne comprennent rnien a La
matione. .. " (11)

Varignon, apprenant que le Tlivre doit &tre imprimé sous peu
dans ces conditions s'en émeut auprés de Jean Bernoulli et de Nicolas
auquel i1 écrit:

"Jo  suls Ampatient de voirn Le Livne "De Ante Conjectandi" de
feuw Mr. son LlLustre Pere, Lequel n'y ayant pas mis La dernidre
main, y auwra Laissé sans doute des Lacunes et autres
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négligences qui auralent eu besoin d'un aussi habife homme que
Mt Votre Oncle d'aufound' hui, ou que vous ou que Mr. Hewmann,
pour présider a  L'impnession i Du moins avant que Le Livre
paraisse, revoyez en L'impression pour en marquer Les ernata,
Yy afouten Les eclainrcissements nécessaines, et un auvis Sur ce
que La mort Zrop prématurée de son LlLustre Auteur ne Lui a
pas peumis de mettre cet ouvrage dans La dernidre pergection
qu' L8 ot  capable de Lui donner. Vous Le disculperez par La
des négligences qu'on y powrra Trouver, et vous rendrez ainsi
service a La gloire dont je suis un des plus zeLes défenseuns,
et au public".(12)

Notes :

(1) Cité par K. Kohli dans "Die Werke von Jakob Bernoulli" tome III p. 401.

(2) Jacques Bernoulli a commencé & écrire son "Journal Scientifique ou
"Meditationes" en 1677 alors qu'il était le précepteur a Gendve d'une jeune
aveugle. Le premier article traitant des problémes de Jeux de hasard porte le
numéro 63, se trouve a la page 80 et concerne la résolution du 3° probléme posé
par Huygens a la fin de son petit ouvrage de 1657. I1 date probablement de la fin
de 1'année 1684 ou du début de 1'année 1685, & une époque ol Bernoulli est déja
définitivement installé a Bile.

(3) C.I. Gerhardt "Leibnizens mathematische Schriften" tome III p. 77-78.

(4) C.I. Gerhardt "Leibnizens philosophische Schriften" tome III p.p 569-570.

(5) Histoire de 1'Académie des Sciences 1705 - Cité par K. Kohli "Die Werke" tome
III p. 393. Si Fontenelle n'a rien compris, ne lui en voulons pas trop ! On mesure
la difficulté qu'il pouvait y avoir a interpréter la pensée de Bernoulli - de
deuxiéme "main", qui plus est ! - lorsqu'on constate le superbe contresens que
nous propose le traducteur du petit extrait de la IVéme partie de 1'Ars
Conjectandi (texte 1latin p. 236) dans le livre "Introduction & 1'Histoire des
Sciences, I - Eléments et Instruments (Hachette, 1970, p. 64)- qui traduit : "I1
faut donc montrer qu'il est possible de procéder & des épreuves en nombre tel que
sur un certain nombre de répétitions, par exemple C, il apparaisse plus
vraisemblable que 1le nombre des observations favorables doit tomber plutdt a
1'intérieur de ces limites qu'a 1'extérieur..."

Voir la traduction proposée ici p.64 (p 236 dans le texte latin)

(6) Journal des Sgavans 1706 - pp. 81-89 - Cité par K. Kohli "Die Werke" tome III
p. 394.

(7) ibidem. p. 395.

(8) Cité par K. Kohli "Die Werke" tome III p. 395.

(9) ibidem. p. 397.

(10) ibidem. p. 398.

(11) ibidem. p. 399.

(12) ibidem. p. 400. La lettre date de mai ou juin 1713



Johann Bernouilli (1667-1748)

Jacob Bernouilli (1654-1705)

Daniel Bernouilli (1700-1782)
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"LES BERNOULLI"

Jacques

Apothicaire a Amsterda
Citoyen de Bale en 1622
par son mariage

Nicolas

1623-1708
Apothicaire - Conseiller
de la ville de Bale

Jacques

1654-1705
Professeur a Bale

Nicolas

Peintre

Nicolas

1662-1716
Peintre

1667-1748
Professeur a Groningue et a Bale

Nicolas
1687-1759

Professeur a Padoue et

a Bale

Daniel

1700-1782
Professeur a Bale

Jean

1710-1740
Professeur ¢ Bale

Jean

1744-1807
Directeur de 1'Observatoire]
de Berlin
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NTCOLAS BERNOULLI

AU LECTEUR

Aujourd' hud engin, apres une Longue attente, parait Le Trhalixté
posthume de mon Oncle sun L'Ant de Conjecturen, et cela grace aux
Froernes Thurneysen. Ceux-cd, désireux de plaire au public, ont pris soin
de fgairne Aimprimern a Lewrs grais Le Manuscdit de £'Auteurn qu' 488 ont
obtenu de  ses  hérnitiens.  L'Auteurn  A'était proposé de montren
L' extraorndinaine usage qu'a dans La vie clvile cette partie de La
connaissance dont peu de personnes ont jusqu' Ledl thaité et qui conceane
La mesure des probabilités. Comment et Jusqu'a quel point L'auteur
a-t-4L exécuté son projet, on en trouverna L'examen dans Les Mémoines de
£'Académie Frangaise Royale des Scilences de £'année 1705 et dans Le
Jouwrnal des Savants de Parnis de £'annde 1706. L'Auteurn a divisé cette
Oeuvre en quatre parnties. La Torne contient Le Thaité de £'1LLustre
Huygens De Ratiociniis 4n Aleae Ludo, avec des notes, Traité que mon
oncle a jugé devoir 2tre mis en téte de son ouvrage, car on y trouve
Les premiens &lLéments de 2'Ant de Confecturen. La 112me partie embrasse
La Théornie des Pewmutations et des Combinaisons, théornie absolfument
nécessaine pour mesuren Les probabilités ; dans La 1112me partie {L en a
développe Les applications aux divens Tinrages au sornkt et Jeux de Hasard.
Quand a La IV2me partie par Laquelle L awwadlt voulu montren
L'application et Le rappornt des parties précédentes aux affainres
civiles, morales et bconomiques, afflige depuis Longtemps d'une mauvaise
santé et enfin prévenu par La mort elle-mdme, & 2'a Laissée
inachevée. Les Editewrs awrnalent désiné que <Le Frone du Défunt, qui
edt &té tout & fait capable d'acheven cette oeuvre, combfat La
Lacune. Madis s ne vowlurent pas, en Lul demandant ce thavall,
anportuner  un homme pris par de nombreuses autres tdches. Ex
moL-méme qui, L5 Le savalent, avals jadis donné dans ma Dissertation
Inauguwwale des Exemples de cet At appliqué au Drodk, et & qui L&
avaient pensé conglern cette Zdche, fe ne pouvais L' entreprendre can
§'8tais absent, en séjouwr a 2L'étrangern. Sollicité de nouveau & mon
rnetoun dans ma patie, fe refusal ce thavall. Je suis jeune, je suls
dépourvu de La Longue pratique et de La Longue expérience qui sont
nécessaines pour thalten ce sujet ; fe sentals donc que je ne serals pas
a La hauteur de La tdche ; fe jugeals alsbément qu' il ne seralt pas
donné Asatisgaction au Lecteurn et surntout que Le rneste perdrait de son
prix 84 {'y afjoutals seulement des banalités vraiment nebattues. C'est
pourquod {'al conselllé que ce Traité, qui 8tait déjd imprimé en grande
partie, fat communiqué au public dans L'état oa £'Auteurn L'avait
Laisse. Mads pour qu'une chose aussd utile que L'application du calcul
des probabilités a £'économie et d La politique ne 04t pas négligée,
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nous Anvitons R'TLLustre Auteurn du Livre en Frangaid Essal d' analyse
sun  fes jeux de hasard , ainsi que Le célibre De Modvre, qui ont 2'un et
L'autrne publié L y a peu d'excellents travaux sur cet art, d vouloin
bien prendre eux-mémes La responsabilitd de cette tdche et Le temps

de communiquer au public Leuns remarquables trouvailles. Nous espérons
toutefois que Les généralités que L'Auteun expose dans Les cing
chapitrnes de La derniere Parntie ne sernont pas d'une médiocne wtilité au
Lecteur attentif poun L'éclaincissement de certaines questions. Voila
comment noud avons jugé bon de préfacer ce Traité. Les Editeurs ont
ajouté Les Propositions de L' Auteun sun Les Sérnies Inginies, sujet qu' il
avalt thaité autrhefodis a fond en cing Mémoirnes mais comme de nombreux
exemplaines en ont 8té recherchés Jusqu'a présent en vain chez nos
Libraines, Les editeurns Les ont néimprnimés ensemble a La suite de ce
Thaite. S'y afoute également, puisque Le sufet en est voisin, La Lettre
en Francais de L£'Auteun sous Le titre Lettre a un amy , ete.... 1L faut
encore signalern que Le tableau des variations du verns de Bauhusius Tox
Tibd ete ..., Ttrouvé au milieu des papierns de L'Auteur a 8té inséné pan
Le Connecteun, par amitié enverns Les Cundeux ; ainsi n'y a-t-iL pas a
tenin compte des dewndiens mots de La page 78. Les autrhes erreuns, peu
nombreuses a La vérité, qui ont échappé au Correcteur, nous £es avons
notées a La fin du Livre. Nows prions Le Lecteur de voulodin bien Les
conrigen.
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QUATRIEME PARTTIE
DE
L'"ART DE CONJECTURER

thaitant de

L'USAGE ET L'APPLICATION DE
LA DOCTRINE (1) PRECEDENTE AUX
AFFAIRES CIVILES (2) , MORALES ET
ECONOMIQUES

CHAPITRE I.

PRELIMINATRES : LA CERTITUDE, LA PROBABILITE,
LA NECESSITE, LA CONTINGENCE

On considere 1la centitude d'une chose quelconque ou bien
objectivement en elle-méme : le mot ne signifie alors rien d'autre
que Ta vérité de 1'existence présente ou future de cette chose ; ou
bien on 1la considére subjfectivement , dans son rapport a nous, et
elle est la mesure de notre connaissance touchant cette vérité. (3)

Tout ce qui bénéficie sous 1le soleil de 1'€tre ou du
devenir, passé, présent ou futur, possede toujours en soi et
objectivement wune certitude totale. C'est évident du présent et du
passé : ce qui est ou a été ne peut pas ne pas étre ou avoir été.
Sur le futur i1 n'y a pas a discuter ; cependant ce n'est pas par la
nécessité de quelque destin qu'il ne peut pas ne pas advenir {4), mais
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en raison soit de la prescience soit de la prédétermination divine ;
car si n'arrivait pas avec certitude tout ce qui est futur, on ne voit
pas comment le Créateur supréme pourrait conserver entiére la gloire
de son omniscience et de son omnipotence. Quant a dire comment cette
certitude de 1'avenir peut subsister avec la contingence ou la liberté
des causes secondes, que d'autres en disputent ; pour nous, nous ne
voulons pas toucher aux points étrangers au but que nous visons.

La certitude, considérée par rapport a nous, n'est pas la
méme en tout, mais varie beaucoup en plus et en moins. Ce qui par
révélation, raison, sensation, expérience,&ucoq)}o( (5) ou autrement
est tellement évident que nous ne pouvons aucunement douter de son
existence présente ou future jouit d'une certitude totale et absolue.
Tout le reste acquiert dans nos esprits une mesure moins parfaite,
plus ou moins grande, selon que les probabilités sont plus ou moins
nombreuses qui nous persuade qu'une chose est, sera ou a été.

La  probabilits est en effet un degré de la certitude et en
differe comme la partie differe du tout. Evidemment, si la certitude
intégrale et absolue, que nous désignons par la Tlettre a ou par
1'unité I, est constituée de - supposons par exemple - cing
probabilités ou parties,{(6) dont trois militent pour qu'un événement
existe ou se produise, les autres s'y opposant : nous dirons que cet
événement a a, ou % de certitude.

o lw®

Sera donc dit plus probable qu'autre chose ce qui a une plus
grande part de certitude, bien qu'en fait, d'aprés le langage courant,
soit dit  probable , ce dont la probabilité dépasse notablement 1la
moitié de la certitude. Je dis : notablement ; car ce qui équivaut a
la moitié de la certitude environ est dit douteux ou ambigu. Ainsi
ce qui a 1/5 de certitude est plus probable que ce qui n'en a qu'1/10;
méme si ni 1'un ni 1'autre n'est en fait probable.

Ce a quoi est attribué une part de certitude, si peu méme
que ce soit, cela est possible ; lorsque cette part est nulle ou
infiniment petite cela est .mpossible . Ainsi est possible ce qui a
1 ou 1 de certitude.

20 30

Est  Moralement centain ce dont la probabilité égale presque
la certitude intégrale, de telle sorte que 1le manque soit
imperceptible ; au contraire est Moralement impossible ce qui n'a de
probabilité que ce qui manque pour étre moralement certain de la
certitude entiere (7) . Par exemple, si nous tenons pour moralement
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ceifizate, tamen ratione tum preeftientiaz tum pradeterminationis di-
vine non petfunt non fore 5 nisi enim certd eveniant quacunque fu-
tura funt, non apparet, quo pacto fummo Creatori omnifcicntie ¢
om‘n.ipo.tcnti:e laus illibata conftare quear, Quomodo autem hrec fu-
turitionss certitudo cum contingentia aut libertate caufarum {ecunda-

rum confiftere poflit, de hoc difputent alii 5 nos 4 feopo noftrc alie-
nanolumus tangere .

Certitudo rerum, fpe@ara in ordine ad nos, non omnium ea-
dem cft, fed multiplicicer variat fecundim megis & minus. la
¢ quibus revelatione, ratione, fenfl, experientia, el aut zliter
ita conflar, ut de eorum exiftentia ve} futuritions nullo modo dubi-
tare poilimivs, fumma 8¢ abfoluta certitudine gaudent. Ceetera o-
munia imperfetiorem ejus menfufam 1 meénubus noftris obtinere s
majorem minoremve, prout plures vel pauciores funt probahilitates »
que fuadent resn aliquam efle, fore aut fuifle.

Prebabilitas enim eft gradus certitudimis , & ab hac differc ut pars
atoto. Nimiwum fi certitudo integra & abfoluta, quam litera s vel
unitate 1 defignamus, quinque verb. gr. probabilitatibus ceu parti-
bus conflare fupponatur, quaium tres militent pro exiftentia aut fu-
turitione alicujus eventus, reliqua contra: eventus ille dicetur habe-
re %4, feu ! certitudinis.,

Hlud igitur altero prolabilinsvocatur, quod majorem certitudi-
nis partem haber; etsi in politivo probabile cx ufu loquendi tantiim
dicatur id, cujus probabilitas femiflem certitudinis notabuliter fuperar,
Dico, notatsiiter ; nam quod femitlem certitudinis circiter @quat, du-
bium vel anceps vocatur. Ita probabilius c{%, qugd % cerurudinis ha-
bet, quim quod 75 ;3 etsineutrum in pofitivo {ic probabile,

Poffibile cft, quod vel tanzillam certitudinis partema obtiner:
Impoifibile, quod nullam aut infinite exiguam. Iwa poffibile eft,
quod haber /', aut 7% certitudinis.

Moralster cevtun: eft, cujus probabilitas fere xquatur integrae cer-
ticudini, {fic ut defetus fentri non poffic :  Moralirer impofilile
contra, quod tantum duntaxat probabilitatis habet, quantum mori-
liter cerro ad omnimodam certitudinem deeft, Ita si pro moraliter

: Dd : certo
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. . R 999 _ .
certain ce qui possede 1000 de certitude, sera moralement
impossible ce qui n'a qu' —L— de certitude.

1000

Est nécessaire ce qui ne peut pas ne pas &tre, advenir ou avoir
été, soit par nécessdite physique : ainsi il est nécessaire pour le
feu de briler, pour le triangle d'avoir ses trois angles équivalents
a deux droits, pour la pleine lune d'étre sujette aux éclipses, dans
la mesure ou la Tune étant visible se rapproche des noeuds, soit par
nécessité hypothétique —, par laquelle chaque chose, pendant le temps
qu'elle est ou qu'‘elle a été, ou que 1'on suppose qu'elle est ou
qu'elle a été, ne peut pas ne pas &tre ou avoir été ; en ce sens il
est nécessaire que Pierre écrive, si je sais ou si je pose en principe
qu'il écrit, soit enfin par nécessits de convention.  oOu d'usage
stabli , en vertu de laquelle on dira que le joueur qui aura amené le
six aux des sera nécessairement Tle vainqueur, si auparavant les
joueurs ont convenu que la victoire consiste a amener le six.

Le contingent (tant ce qui est jibre - qui est soumis a
T'arbitre (8) d'une créature raisonnable - que le {forntuit ou
2'acceldentel - qui dépend du hasard ou de la chance) est ce qui
pourrait ne pas €tre, ne pas advenir ou ne pas avoir été ; il releve
d'une puissance lointaine, et non pas prochaine, car la contingence
n'exclut pas toujours toute nécessité, ni méme les causes secondes
(9) 5 Jje le montre par des exemples. Etant donné 1a position du dé,
sa vitesse et la distance de la table, au moment ou il quitte la main
du Jjoueur, 1le dé ne peut tomber autrement qu'il ne tombe en réalité
cela est tout a fait certain ; de méme, étant donné la composition
présente de 1'air, et étant donné 1la masse des vents, des vapeurs et
des nuages, leur position, mouvement, direction, vitesse et les lois
du mécanisme selon Tesquelles tous ces éléments réagissent les uns sur
les autres, le temps du lendemain ne peut &tre autre que ce qu'il
sera en réalité ; on peut dire que ces effets ne sont pas moins
consécutifs a Tleurs causes prochaines que le phénomene de 1'Eclipse
par rapport au mouvement des astres ; cependant 1'usage veut que 1'on
compte T1'Eclipse seule au nombre des faits nécessaires, et que le
hasard des dés et Tle futur du temps soient considérés comme
contingents ; la seule raison de cet usage est que les données que
1'on suppose déterminer les effets postérieurs, et qui dans la nature
les déterminent, ne nous sont pas assez connues ; et si elles
1'étaient, 1'étude de 1la Géométrie et de la Physique n'est pas assez
avancée pour que de ces données le calcul puisse supputer les effets,
comme i1 est possible de calculer et de prédire les Eclipses en
considérant les principes de 1'Astronomie ; pour cette raison les
Eclipses elles-mémes, quand 1'Astronomie n'avait pas été portée a ce
point de perfection, n'avaient pas moins besoin que les deux autres
exemples d'@tre rangées parmi les futurs contingents. I1 s'ensuit
que ce qui peut sembler contingent a quelqu'un en une circonstance,



232 AIRTIS CONTJECTANDI
vio habeatur, quod 227 certitudinis poffidet, erit morafiter im-
b3

potfidile; quod ejus taneiim haber 5 355 .
_ Neeelfariam cft, quod non poteltnon efle, fore aur fuiffe; idqus
zeifuaiz vel phyfien: quo paQo neceflum cft ignem urere, triangu-
Jum habere tres angulos @quales duobus redtis, plenilunium, quod
Luna exiftente in nodis ingruit , efle eclipticum: vel byporhctiia, qua
unumgquody; dum eft aut fuit, vel effe aut fuiffe fupponitur, non poreft
nen efle avefuilfe; quo fenfu neceflum eft Petrum feribere, quem fcio
ponog; feribere: vel denique recefitate padi feu inflizuti, quo pacto alea-
tor, quitcflera fenarium jecerit, neceflario vincere dicitur, fi prius il
tes Jufores ita conventum fuerit, ut ja&tu fenarii viQoria conlet,
~ Comingens (tam lders, quod ub arbitrio creaturee rationalis:
quam fortustan 8¢ cofule , quod a cafu vel feriuna depender § oftid,
quod poffet non efle, forc auc fuiile; mtellige porentiaremota, non
proxima: necenim contingentia femper omaem necefficaeem, ctiam
quoad caufas fecundas, cxciudit; quod exemplis declaro. Cerufli=
mum cft, guod data teflerze pofitione, velocitate & diftantia ab al-
Ven, co momeito quo manum projicients deferit, teflera non pe-
tef} aliter cadere, quam ud revera cadic: item, quod data alris con-
tituzione praefenze, datisque ventorum, vaporum, nubium mole,
fitz, motu, dire&ione, velecitate & mechanifmi egibus, quibus hae
omia in {2 invicem agunit, t.mpefias craltina dici non pofiit afia fo-
re, quam qualis reapfe futuraceft; adeo ot hi effclus ex fuls caulis
-eroximis non niinus neeeflario, atque Eclipfium phanemena ex lu-
minarium raowm {equantur: & tamen ufus obtinuit, ut ol Ecli-
ples necefiariis, cafus vero teflerse & tempeltatis futuritio contingenti-
bus znnumercniur; cujus rei non alia ratigeft, quam quod ea, que
ad determinandos pofleriores cfleftus ur data fupponuntur, arque ¢-
tiam innatura talia funt, non fatis tamen nobis fint cogrita; nec fi
eflent, fatls exculeura Geometrize & Phylice fludium, ut ex d:tis of-
fetus hi calculo fubduci poflint; quemadmodum ex perfpe@is A-
ftronomiz principiis {upputari & pradici poflunt Eclipfes : qua
propterea & ipfx, ante Aftronomiam ee perfe@ionis promotam , non
minus ac carera duo nter futura contingentia referri opushabebant .

‘Sequitur hinc , uni & uno tempore viden pofle contingens, quod alii
' ' ' (imo



pour un autre (ou plutdt pour le méme) en un autre temps, une fois

les causes connues, sera nécessaire ; si bien que la contingence est
surtout (10) en rapport avec notre connaissance, dans la mesure ou
nous ne voyons dans ce qui se,présente aucune opposition a ce que cela
ne soit pas ou que cela n'advienne pas, méme si ici et maintenant
cela est ou sera nécessairement par la force d'une cause prochaine
mais ignorée de nous.

Nous disons Fortuna prospera , un Bonheur , ein Glick et
Fortuna adversa —, un  mathewr , ein Ungliick lorsqu'un bien ou un
mal nous arrive, non pas n'importe iequel, mais celui qui pouvait avec
plus de probabilité, ou au moins avec une probabilité égale, ne pas
arriver ; notre chance est bonne ou mauvaise justement dans la mesure
ou i1 était moins probable que ce bien ou ce mal nous arrivat. Ainsi
celui qui trouve un trésor en creusant la terre est remarquablement
chanceux, puisqu'il peut creuser mille fois sans que cela arrive méme
une seule fois. Voici vingt déserteurs ; un seul doit périr par
pendaison en exemple aux autres ; ils jouent leur vie aux dés ; a
proprement parler on n'appelle pas chanceux les dix-neuf qui ont eu le
sort le moins cruel, mais on appelle trés malchanceux le vingtieme a
qui est échu le mauvais sort. De méme il n'y a pas a proclamer que
ton ami est chanceux s'il est sorti sain et sauf d'un combat dans
lequel wun petit nombre de combattants a succombé ; a moins peut-&tre
que tu estimes qu'il faut appeler ainsi 1'excellence du bien qu'est la
conservation de la vie (11).

CHAPITRE IT.

SCIENCE ET CONJECTURE. L'ART DE CONJECTURER.
LES ARGUMENTS (12) DES CONJECTURES. AXTIOMES (13) GENERAUX

TOUCHANT CES POINTS.

Ce qui est certain et indubitable, nous disons que nous le
savons  Ou que nous le comprenons 3 tout le reste nous le
conjecturnons ou le présumons .

Conjecturen  quelque chose, c'est mesurer sa probabilité :
ainsi 2'ant de conjecturern ou la srochastique (14) se définit pour
nous comme 1'art de mesurer aussi exactement que possible Tles
probabilités des choses. Le but est que dans nos jugements et dans nos
actions nous puissions toujours choisir ou suivre le parti que nous
aurons découvert comme meilleur, préférable, plus slr ou mieux
réfléchi. C'est en cela seulement que réside toute la sagesse du
Philosophe et toute la sagacité du Politique.
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{imd & eidern) alio tempore poft cognitas cjus caufas fir neceflarium;
adeo ut conzingentia praecipue ctiam refpiciat cognitionem noftram ,
in quantum nos nullam videmus repugnantiam in objefto ad non ef-
fe vel fore, etiamsi hic & nunc vi caufre proxima fcd nobis ignotas
neceflario fit vel fac,

Fortina profpera, un Bonheur 5 ¢y G {Uck/ & Fortunaadverfa, un Mal-
brar, ¢in UnglucE dicitur, cim nobis bonum vel malum obtingit
non quodvis, {fed quod probabilius, aut faltem zque probabiliter,
peterat non obtigifie; eoque proinde melior vel pejor fortuna, quo
minus probabilc erat, bonum vel malum hoc eventerum.  Sic inli-
gniter fortunatus eft ille, quiterram fodiendo thefaurum invenic
quoniam millies fodiendo ne femel hoc accidiz. Si viginti deferto-
res, quorum unus cxeteris inexemplum fufpendio necandus, alca de
vita contenderine : proprie non fortunati dicuntur illi novendecim, qu1
benigaiore forte fune uft, fed infortunatifiimus ille vicefimus, cuf
fors atra cecidit. Itanec fortunatus praedicandus amicus tuus, qui &
preelio falvus evafir, in quo exigua praliantium pars occubuic; nift
fortaflis ob excellentiam boni, quod in vitae confervationc confiftir,
ita vocandum exiftimes ,

Capr. Il

De Scientia ¢9 Conjeiura. De drte Conjeltan-
di. ‘De Adrgumentes Conjecturarum . Axio-
mats quadam generaliahuc pertinentia.

Ea quae certa funt & indubia, dicimur fire vel intelligere: cze-
tera omnia conjicere tantum vel opinari,
Conjiccre rem aliquam eft metiri illius probabilitatem: ideoque
Ars Conjectandi five Stochaftice nobis definitur ars metiendi quim fiert
potelt exaltifime probabilitates rerum, eo fine, uc in judiciis &
actionibus noftris femper eligere vel fequi poffimus id , qued melius,
fatius, tucius aut confultius fuerit deprehenfum; in quo folo emnis
Philofophi fapica:ia & Politici prudentia verfatur,
Dd 3 Pro-



Les probabilités sont estimées d'aprés le jpombre et aussi le
poids des arguments  qui de quelque maniere prouvent ou révelent que
quelque chose est, sera ou a été. En outre, par le pcids j'entends
la force de ce qui prouve. (15)

Les arguments eux-mémes peuvent €tre (utninsiques (16)
c'est-a-dire artificiels et choisis parmi les lieux topiques de la
cause, de 1'effet, du sujet, de 1'adjoint, de 1'indice ou de toute
autre circonstance qui semble avoir un lien quelconque avec ce qu'il
faut prouver, ou bien oxtrinseques et hors de 1'art,c'est-a-dire
issus de 1'autorité et du témoignage des hommes. Voici un exemple : on
trouve Titius tué sur Tla voie publique, on accuse Maevius d'avoir
commis 1'homicide ; les arguments de 1'accusation sont : 1. que c'est
un fait connu que Maevius haissait Titius (c'est un argument par la
cause , car cette haine a pu le pousser a tuer) .2. qu'interrogé,
Maevius a pali et a répondu avec crainte (c'est un argument par
L'effet , car sa paleur et sa crainte peuvent découler de la
conscience d'avoir perpétré le crime) .3. que dans la maison de
Maevius on a trouvé une épée teinte de sang (c'est un {ndice )(17))
.4. que le jour ou Titius a été tué sur la voie publique, Maevius est
passé par la (c'est une circonstance de lieu et de temps) .5. enfin
que Cadus dépose que la veille de 1'homicide Titius et Maevius avaient
eu un différend (c'est un témoignage ).

Mais avant d'accéder de plus prés a notre objet, ol on
montrera comment i1 convient d'utiliser ces arguments des conjectures
pour mesurer les probabilités, je veux exposer d'abord quelques Regles
ou Axiomes généraux, que la simple raison dicte a tout homme sain
d'esprit, et que 1les plus sages observent constamment dans la vie
civile.

1. 12 ne doit pas y avoin place pour La conjecture dans Les
cas ol AL est permis de parvenin a une certitude entiore.

Ainsi se tromperait 1'Astronome qui, sachant que deux ou trois
Eclipses se produisent tous les ans, voudrait augurer de ce fait
qu'une Pleine Lune quelconque sera ou non sujette a éclipses ; il peut
rechercher 1la vérité par un calcul certain. Autre exemple : interrogé,
un voleur a répondu qu'il aurait vendu a Sempronius 1'objet volé ; le
juge agirait stupidement s'il voulait, d'aprés 1'expression du visage
ou le ton de son interlocuteur, ou d'aprés d'autres circonstances du
vol, faire des conjectures sur 1la probabilité de 1'affirmation,
puisqu'il a sous la main Sempronius qui pourra témoigner de toute
1'affaire certainement et facilement.

2. 12 ne sufgit pas de pesern avec so0in un ou deux arguments,
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Prebabilitares ceftimantur ex sumero fimel & pondere argumento-
iws, quue quoquo modo probant vel indicane, rem aliquam efle,
fercaurfuille, Per pondis avrem intelhigo vim probandi.

Araumenta ipﬁ funt vel intrinfec.s vulgi) artificialia, defumta ex locis
topicis caulie, cifectus, fubjedti, adjunéti, figni aut alterius cujusvis cir-
cumftantiz, quee qualemcunque nexum cum re probanda habere vide~
tur: vel exirmfeca & inartiticialia, petita ab authoritate & teftimonio
hominum. Excmplum efto: Ticus occifus reperitur in vii, Mavius
commifli homicidii accufatur; Argumenta accufationis funt, 1.
quod conftet iflum odio habuille Titium (en argumentum 3 caufa,
scuit enim odium hoc ipfum impulile ad occidendum ). 2. qudd
examinates pallueric timideque refponderit (en argumentum ab ¢f-
feele 5 poteft enim palior & metus ifte ex confcientia patrati criminis
profluxiile). 3. quedin zdibus Mavii repertus mucro fanguine tin-
Qus (en fignuin ). 4. qudd quo die occifus in via Titius, codem il
Yac tranfieric Mavius (en cireumylantiam loci & temporis) . §. quod
denique Cajus deponat, pridie commifli homicidii Titio cum Mzvio
Yiees interceffific (en tefimoninm ) .

Priusquant autem propius ad inftitutum accedamus, oftenden-
do, quomodo his argumentis conjeGurarum in probabilitatibus me-
ticndis uti conveniar, pramittere luber generales quasdam Regulas
feu Axiomata , qua unicuique fanz mentis homini fimplex ratio di-
¢are folet, & gux in vice civilis uiu a prudentioribus etiam perpe-
tuo obfervantur.

Y» Cenjedris locus non effe debetinvcbus, in quibus emnisinod.im cera
titudinens affequi licer . Fruftra proin cfler Aftconomus, quiex eo quod

votannis duas vel tres contingere novit Eclipfes , de Plenilunio quo-
dam angurari veller, num fic eclipticum,, necne; cim veritatern rei
certo calculo confequi poffic.  Ita fi fur incerrogatus refporderir, ic
-em 2biatam vend:difle Scmpronio, inepte ageret Judex, qui ex vul-
tu tonoque loqueatis, aut ex qualitate zei furto ablate aliisve furti
circumftantiis de probabilitate afferti conjicere velket, quando prafto
eft Sempronius, & quo rem omnem certd & facile experiri licebic.

2. Non fuffiis expendere unum alterumye argumentdm, fed con-
: quirend 4
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mals tows ceux qui peuvent vemirn a notre connaissance et qui semblent
contribuen a prouver dolvent otrne nechenchés.

Trois navires, par exemple, quittent le port. Aprés quelque
temps on annonce que 1'un d'eux a sombré dans un naufrage. Mais
lequel? Si je ne considérais que le nombre des navires, je conclurais
que Tle malheur a pu arriver également a chacun d'eux. Mais je me
souviens que 1'un était rongé, en comparaison des autres, par la
pourriture et Tla vieillesse, que ses voiles et ses antennes étaient
mal équipées, que son commandant était novice et inexpérimenté. Je
juge donc que c'est plutdt celui-la qui a disparu, plus
problablement que les autres.

3. 1£ ne faut pas seulement tenirn compite de ceux qui viennent
appuyen ce qui est a prouver, mals aussi de tout ce qui peut-etre
Lnvoqué  en sens conthaire (18), en sonte qu' aprlds avodir 8té bien mise
en balance 2'une des deux alternatives L'emporte manifestement.

On s'enquiert d'un ami depuis trés longtemps absent de sa
patrie : peut-on le considérer comme mort ? Pour 1'affirmative
militent les arguments suivants : malgré tout le soin qu'on y a mis,
de vingt ans entiers, on n'a pas eu de nouvelles de lui ; la vie des
voyageurs est exposée a beaucoup de dangers dont sont exempts ceux qui
restent chez eux ; peut-étre donc a-t-il fini noyé, peut-&tre tué
sur la voie publique, peut-étre est-il décédé d'une maladie ou d'un
accident dans un endroit ol il n'était connu de personne ; s'il était
vivant, i1 devrait déja avoir un dge que peu de gens atteignent,
méme sans quitter Tleur domicile ; i1 aurait écrit méme s'il se
trouvait aux frontiéres les plus lointaines de 1'Inde, car il a su
qu'il attend un héritage dans son pays ; et ainsi de suite. Cependant
il ne faut pas se rendre a ces arguments, mais il faut aussi leur
opposer ce qui suit, qui soutient 1la négative. On sait bien que
1'homme était insouciant, qu'il prenait avec peine la plume, qu'il
négligeait ses amis; il a peut-étre été emmené en captivité par les
Barbares, si bien qu'il ne peut pas écrire ; il a peut-étre méme
écrit quelquefois d'Inde, mais ses lettres se sont perdues soit par la
négligence des porteurs, soit dans un naufrage : il est bien connu
enfin que beaucoup de gens ont été absents plus longtemps, et que

o

cependant ils sont revenus sains et saufs a la fin.

4.  Poun  fugern des génbralités, suffisent des arguments
8loignés et d'orndre général ; mais pour fornmern des conjectures sun Les
cas  panticuliens, AL faut Leun en adfoindre de plus proches et précds,
AL seulement cela e peut (19) .

Ainsi lorsqu'on se demande dans 1'abstrait combien il est
plus probable qu'un jeune homme de vingt ans survive a un vieillard de
soixante, plutdt que 1le contraire, en dehors de la différence
d'dge il n'y a rien a prendre en considération, mais lorsque le
propos porte spécialement sur les individus Pierre, le jeune homme,
et Paul, le vieillard, i1 faut en outre faire attention a la
complexion de chacun et au soin avec Tlequel 1'un et 1'autre
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quirenda fine cwsnidy gue in cognivionenms neffron venire poffunty a1g; ’!""“’
1n0do ad probuation-m rei facere yidentrer . Tres naves ex, gr. folvunt €
portu, poit aliquod tempus nunciatur, unam illarum naufragic per-
iifle; conjicitur quanam? {i folum numerum navium fpeétarem, in-
fortunium fingulis aque accidere potuitle colligerem 5 fed quia me-
mini, unam ezrum pra caeteris carie & vetuftate fuifle exefam, velis
& antennis male armatam, nauclero quoque novitio & inexperto
inftru&am , hanc utique probabilius quim cieteras intcriifle judico.

3. Nectantiom illa fint attendenda y que ve: probande conducurt s fed &
omnia slla, que in contrarium adducs poffunt , ut trutinatss probé utrisq, coi=
Set utrapreponderent.  Deamico diutitlime a patria abfente queritur,
an pro mortuo declarari poffit¢ Pro affirmativa milirant hac argu-
menta: Qudd omni licet adhibita cura toto vicennio nihil de illo in-
notuit: qudd peregrinantes plurimis vite periculis expofiti funt,
quibus exempti hi qui domi manent; foree igitur in undis finiit vi-
tam, forté occifus in via, foreé in preelio, foree morbo ant calu ali-
quo obiit in loco, ubi nemini fuit notus: quod si in vivis cflec, ejus
jam aetatis effe deberer, quam pauci vel domi attingune: quod {eri=
prurus fuitler, etiamsi in extremis Indix oris verfirctur, quia feivie
{e hereditatemn expe@are domi: & que (uncalia, Quibus tamen ar-
gumentis non eft acquicfcendum , fed opponenda quoque fequentia,
que negativam tuentur, Conftat, hominem fuifle focordem, agre
arripuifle calamum, amicos contempfifle; forte ) Barbaris captivus
dutus, ur fcribece non potuerit; foree ctiam feripfit ex India aliquo-
tics, fed liters vel incuria latorum vel naufragio peritres conftac
denique, multos diutius emanfiile, & tamen tandem rediifie fco-
lumes,

4. Ad judicandum de wniverfalibus fufficiant argumenta remiots &
univerjalias fed ad conjecluras formandas de individnis, propiora queg, C* fpe
tialis adjungenda fure , fimodo haberi poffunt,  Ita clim quaeritur in ab-
firao, quantd fir probabilius, juvenem viginti annorum feni fexa-
genario fore fuperftitem, quim verd hunc illi, practer difcrimen cera-
tis & annorum nihil eft, quod confiderare poffis; fed ubi fpecialiter
fermo cft de individuis Petr: juvenis & Pauli fenis, attendere infuper

oportet ad fpecialem eorum complexionem & fiudium, quo uterque
vale-
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veille a sa santé ; car si Pierre est maladif, s'il abandonne a ce
qui affecte son corps, <'i] vit sans retenue, il peut arriver que Paul,
plus avancé en dge, ait de trés vonnes raisons de concevoir 1'espoir
d'une plus longue vie. (20)

5. Dans ALes affaires incentaines ou doutewses Ll nows faut
suspendre nos actions, en attendant que brille une plus grande
fumidne; mais A4 L' occasion d'agin ne souffre aucun retand, entre deux
solutions AL nous faut toujouns cholsin  celle qui sembLe mieux
adaptée, plus sdre, mieux neglechie et plus probable (21), méme AL
i £ une ni L' autre ne mérite en fait ces adjectifs.

C'est ainsi que dans un incendie qui se déclare, auquel on ne
peut échapper qu'en se jetant soit du sommet du toit, soit d'un étage
inférieur, il sera préférable de choisir la deuxieme solution, parce
qu'elle est Tla plus sire ; et pourtant ni 1'une ni 1'autre n'est
sire isolément, ou ne peut-8tre mise en oeuvre sans danger de
blessure.

6. Ce qui peut 2tre avantageux dans un cas et ne peut jamals
nwirne est préferable a ce qui en aucun cas n' est avantageux ou
nuisible ;
ce que nous disons dans notre langue nationale : Hi1fft es nicht/so
schadt es nicht /(22). Cela découle du paragraphe précédent, car ce qui
peut étre avantageux est, toutes choses égales par ailleurs,
préférable, plus sdr, plus souhaitable que ce qui ne peut étre
avantageux.

7. la valewr des actions humaines ne doit pas 2tre fixte
d'aprs Le nésultat,
puisque les actions Tles plus sottes jouissent parfois d'un excellent
succes et que les plus sages au contraire aboutissent au pire. Le
Poete s'en est inspiré : pwisse ne pas rnéussin, je £e souhaite, quiconque
estime que Le Aucces fait La valewr des actes. Ainsi, si quelqu'un

entreprend d'gmener trois six avec trois dés du premier coup, méme s'il
y arrive, on jugera qu'il a agi sottement. I1 faut blamer au contraire
1?5 jugements erronés du commun des hommes aux yeux de qui chacun est
d'autant plus éminent qu'il est plus chanceux (23); bien plus, on appelle

la plupart du temps vertu une scélératesse qui a hien tourné. A ce sujet
Ovvenus 24) écrit avec élégance :

Epighammes, Livre unique, § 216. .
Parce qu'un projet mal congu obtint un heureux succés, Ancus
Est réputé sage, lui qui était seulement stupide ;
Si ce qui avait été sagement prévu tournait mal,
Caton en personne serait stupide au jugement du peuple.

§. Dans nos jugements L gaut phrendre gande de ne pas
attribuen aux choses plus que ce qui Leur nevient, et de ne pas tenin
ce qui est plus probable que fe neste pour absofument centain ou de ne
pas imposen aux autres cette centitude.

I1 faut en effet que le crédit que nous attribuons aux choses
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valetudinem fuam curaty nam {i Petrus fic valerudinarius, i affeci-
bus indulgear, {i intemperanter vivat, fieri poteit, utPaulus, ctsi xta-
w provedtior, ootima tamen ratione longioris fpem vite concipere
valeaz,

§. Inrebusincertis & dubiss actiones noflre fufpendende funt, donec
meajor lux affullciits fed [i ocafto agends nuilam patiatur moram , inter due
femper eligendum id, qued convenientius y tutisns 5 confulting aut prolakilius vi-
detur , etfs neutrm in pofitivo tale fir. Sic in oborto incendio, & quo aliter
clabinon poflis, nisi vel ex fummo teto vel ex inferiore quadam
contigratione te preecipitern des, preefabic pofterius cligere, quia tu-
tius; etsi neutrum fimpliciter tutum fiz, auc fine laefionis periculo
fierd pefiit.

6. Quadaliquo cafu prodcffe, nuflonocere patefl, preferendum oft ili,
quod nuils vel prodefl vel iocer 5 qz.lorfum coﬂimat illud, quod vernacu-
18 dicimus: St esuicht s fo fshadt ed nicht.  Fluicex praeceden-
ti ; nam quod prodefle poteft, cwteris paribus fatius, tunus, opta-
bilius eft llc, quod non poteit.

7. De Adiogzzm humasnytm pretio non flatuendion ex evests s clim
frolidifima a&iones quandoque opumo, prudentifiimee conitra peffi-
mo fucceflu fruzntur; hinc Poérar Carest fuccfibes, opto, quisguis ab
evinty facta votandapusat, Tra {iquis tribus tefleris prima vice tres fe-
Rrarios jacere {ufCipit, ctiamsi fortafle vincat, ftolidé tamen cgifle cen-
ferur » Notandum contra perverfa vulgi judicia , cui praefiantior ha-
berur, qud quifque eft fortunatior; 1mo cui pr9(perum ac felix fcen
lus plerunque virtus vecatur , de quo rurfum eieganter Ovvenus :

Epigr. Lb. fing.§. 16,
Qudd malé confultum cecidit feliciter , Ancus
Arguitur fapiens, qui modo ftultus crat;
Quod prudenter erat provifum, fi malé vortat,
Ipfe Cato populo judice ftuleus crit,

8. In judiciis uafiris cavenduns , ne vebus plus tribuamus quam par ef
stequz quod protabilius ef csicis 5 pro abfol:ue certe habeamus ipfi aut obtruda-
wmi 4lis,  Oportet enim, ut fides, quam rebus sribuimus, propor-

tionata
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soit proportionné au degré de certitude que chacune possséde ; il faut
aussi que ce crédit soit plus petit dans le rapport ol est plus petite
la probabilité de 1la chose elle-méme ; ce que nous énongons dans
notre  langue nationale : Man muss ein jedes in seinem Werth und
Unwerth beruhen lassen (25) .

9. Cependant, parce qu' il est rarement permis d'atteindre une
certitude entidnre, ALa nbeessité et L'usage vewlent que ce qui est
sewlement moralement certain soit tenu pouwr absclument certain (26).

[T serait donc utile que T1'autorité du Magistrat établit
pour la certitude morale des limites déterminées ; par exemple que

fit résolue la question de savoir si 100 de certitude suffisent

pour donner la certitude, ou s'il en est exigé 1000 Ainsi le Juge

ne pourrait rien laisser a la partialité, mais il aurait une regle
qu'il observerait constamment en pronongant ses sentences.

Chacun, instruit par 1'usage quotidien, pourra se forger par
Tui-méme d'autres Axiomes de ce genre ; quant a nous, 1'occasion
n‘en étant pas offerte, nous ne pouvons nous souvenir de tous qu'avec
peine.

CHAPITRE III.

LES DIVERSES ESPECES D' ARGUMENTS, ET
COMMENT ESTIMER LEUR POIDS POUR
SUPPUTER LES PROBABILITES.

Celui qui examine 1les divers arguments sur lesquels prennent
naissance 1'opinion ou la conjecture remarquera une triple différence:
en effet certains d'entre eux existent nécessairement et ne hévelent
pas nécessairement ; d'autres  p'existent pas nécessainrement et
névelent nécessairement 3 d'autres enfin  ploxistent et en mede
temps ne nevelent pas nlcessairement (27). Je montre la ditterence
par des exemples. Mon fréere ne m'a pas envoyé de lettre depuis
longtemps ; Jje ne sais s'il faut en accuser la paresse ou son mangque
de Tloisir ; je crains méme qu'il n'ait achevé sa vie. I1 y a alors
trois arguments de 1'interruption de sa correspondance : {fa paresse ,
La mont et  pes affaines . Le premier existe nécessairement,
(nécessité hypotnetique, parce que je sais et je conviens qu'il est
paresseux), mais ne révele pas nécessairement : cete paresse en
effet aurait pu ne pas 1'empécher d'écrire. Le second n'existe
pas nécessairement (car mon fréere peut encore é&tre au nombre
des vivants), mais révele nécessairement, puisqu'un mort
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vienana fie gradui certitudinis, quam unaquaeque res obiiet acque
adeo in cadem ravone minor, qua minor cft ipfz rei probabilités;
qued vernicule fic enunciamus 3 SNan wuf ein jeded in fetieny’
W3ereh und Untertly beruben faffen. '

9. Quiatamen raro admeduim omniniodam certitudinens affequs licet,
necefliras & ufus volunty ut qued movaliter santiom certum eff, pro abfolute
cero habeatur . Utile proin effet fi Magiftratus auftoritate morali cer-
titudini determinati limites confticuerentur ; puta si definiretur, num
ad illam cfliciendam fufficiant ;22, an requirantu’ ;222 certitudis
nis; ne partium ftudio -liquid dare roffic Tudex, fed cynofuram
habear, quam in ferenda fententia conftanter oblcrvet. E

Plura cjusmodi Axiomata alia unusquifque quotidiano rcrum
ufu edo@us proprio marte fibi cudere poteric, quorum omnium.
nos extra datam occafionem difficulter meminiffe poflemus, -

CaprutT IIL

De varits argumentorum generibus, €9 ano-
modo cornm pondera xflimentur ad fippu-
tandas rerum probabilitares.

Qui varia argumenta cxaminat, quibus opinio vel conjeétu-
ra generatur , triplex in iis difcrimen ammadverter: nam quadam
corum neceffarid exiffunt & comingenter indicart: alia contingenter exifbuns
¢ neceffariv indicant: alia denique contingenter exiflunt fiunul & indicant |,
Difcrimen declaro excmplis: Frazer meus diu nthil ad me literarum
dedity dubito, an ejus fegnities aut negotia in culpa {int; vercor
etiam ne plane fato conceflerit.  Hic intermifle feriptionis argua’
menta fung tria: Segnities, Mors 8¢ Negetia3 quorumi primum exiitic
neceiTarid , ( necefficace hypothetica, quia fratrem fcio ponoq; fegnem
cfle ) fed indicat contingenter; potuillet enim fegnities hac iplum,
non cohibere 4 feribendo: fecundum contingenter exiltic, (poteit e~
nim frater adhuc in vivis effe ) at neceflarid indicar, cum mortuus

' Ee o {cribexe
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ne peut écrire. Le troisiéme n'existe pas nécessairement d'une
part, et d'autre part ne vrévele pas nécessairement ; car il peut
étre pris ou non par les affaires, et s'il 1'est, cela peut ne pas
étre au point de 1le retenir d'écrire (28). Autre exemple : Je
suppose un joueur de dés a qui, d'apres les conventions du jeu, une
somme serait due s'il faisait sept points avec deux dés, et je veux
conjecturer quel espoir il a de 1'emporter dans de telles conditions.
L'argument de la victoire est alors 1'obtention de sept points, qui la
révéle nécessairement (évidemment par la nécessité du principe convenu
entre les joueurs), mais qui n'existe pas nécessairement, puisque,
outre 1'obtention de sept points, les autres nombres de points peuvent
aussi sortir.

OQutre cette distinction entre les arguments, il est aussi
possible d'observer entre eux une autre différence, puisque certains
sont  purns , les autres mixtes . dJ'appelle purs ceux qui dans
certains cas prouvent quelque chose, de telle maniére qu'ils ne
prouvent en fait rien dans les autres cas et pixtes ceux qui
prouvent wune chose dans quelques cas, mais qui dans tous les autres
cas prouvent Tle contraire. Voici un exemple : si dans une foule en
effervescence quelqu'un avait été transpercé par une épée, et s'il
était établi par le témoignage d'hommes dignes de foi qui regardaient
de Tloin que 1'auteur du crime avait un manteau noir, si 1'on trouvait
que parmi les gens en effervescence Gracchus ainsi que trois autres
étaient revétus d'une tunique de cette couleur, cette tunique serait
un argument pour dire que le meurtre a été commis par Gracchus, mais
un argument mixte : dans un cas il prouve sa culpabilité, et dans
trois cas il prouve son innocence, dans la mesure ol il est indéniable
que le meurtre a été perpétré par lui ou 1'un des trois autres ; en
effet i1 n'a pu é&tre perpétré par ces derniers sans que par la
méme soit établie 1'innocence de Gracchus. Mais si, au cours de
1'enquéte qui a suivi, Gracchus a pdli, cette pdleur du visage
est un argument pur, car elle prouve la faute de Gracchus, si elle
provenait d'une conscience troublée ; mais inversement elle ne prouve
pas son innocence, si elle avait une autre origine ; il peut en effet
arriver que Gracchus pdlisse pour une autre cause, et qu'il soit
cependant lui-méme 1'auteur du meurtre.

De ce qui a été dit jusqu'a présent, il est clair que la force
de ce qui prouve, qui donne son efficacité a 1'argument, dépend d'une
multitude de cas oUu il peut exister ou ne pas exister, révéler ou ne
pas révéler, ou méme révéler le contraire ; et il est maintenant
clair que le degré de certitude, ou probabilité, qu'engendre cet
argument, peut &tre tiré de ces cas grace a la Doctrine de la
premiere Partie (29), tout comme on cherche d'habitude les sorts
des joueurs dans Tles jeux de hasard. Pour Tle montrer, posons
que Tle nombre des cas, dans lesquels un argument
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oz non poffic: tertinm & contingenter  exiftir & conringenter in-
dic .t, pu{Rt eiim ilic habere & non habere negotia, & {i quae ha-
r, pollunt t2nta non efle, qua »pfum de {eriptione detincane. A-
inu" exemplum: Pono aleatorsm, cui ex ludi preferipro premium
debeatar, fi relferis duabus (eptem1 pun&a jecerit, voloque conjicere,
quam talis vincendi fpem habeat,  Hic argumentum vi&orize eft
jactus feptenarii, qui illam indicat neceflario, (neceflitate nimirum
paliinrer collufores initi) fed rantim exiftic contingenter; cum
praeer ﬁ.ptcmrm-n & alit pun&torum numeri cadere poiline,
Preeter hanc argumentorum d:ftinéionem aliud quoque in iis
difcrimen oblervare hicet, dum quaedam eorum {unt pura, alia mixta,
Puravoco, que in quibusdam cafibus ita rem probanc, ve in aliis ni-
hui po{:me probenc: AMsxta, quee ita rem © bant in cafibus nonnul-
Iis, utin ceertens probent contrarium rei.  Exemplum eflo: Siin
turba tumulwantium qu dam gladio fuerit confollus, & teftimonto
hominum fde dignorum emmus 2dfpedtantum confler. huic nigram
fuille chlaimyd=m qui facinus commx(t, reoermurque int.r turnul-
tuantes Graccius cum tribus 2lits cjus co'ons tunicl indutus ; erit hac
tunica argumentum aligued cemmifle 2 Gia cha cadis, {cd mixtura;
cuoniam unocafu ¢jus cuipam, wibug calibus ejus innccentiam pro-
bar, prout videl. vel ab iofo vel sbuno xehquorum trium czdes pa-

wata ."ucri:; nec ecurn ab iftis patrari potuit, quin eo ipfo Gracchus
ponatur inscens, Quod (i verd in {ubfecuro examine Gracchus pal-
fueric, pallor hic facicieit argumentum purum : probat ¢nim Grac-
ciii culpam, (i 2 leefa confcientia proficifcatur; fed non viciflim pro-
bat ¢jus innocrn:ism, fi aliunde proveniat; poteft enim fieri, uralia
e caufa pallefcar Gracchus, & tamen iple fir auctor cedis.

Ex iis, quee haétenus dia fune, perfpicuum eft, vim proban-

di, qua pollet quodl! st argumentumn, pendere 2 mulurtudine cafuum,
~quibus illud exitere vel non exillere  indicare vel non indicare, aut
iam contrarium ret indicars poteﬂ; adeoque gradum certitudinis
fzu probabilitatem, quim generat hoc argumdntum, «x calbus iftis
per Doétrinam p ima Parus non alicer elici pofle quim forres alearo-
rum in Judis alexe mveftigari folint.  Ad quod oftendendum fuma-
mus numerum cafuum , quibus contingeie potelt ut argamentum a-

Liquod

1%
r1
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quelconque peut exister, est b ; le nombre de ceux dans lesquels il
peut arriver qu'il n'existe pas, est ¢ ; le nombre des deux

a =b+ c (30) ; de méme le nombre des cas dans lesquels il peut arriver
qu'i1l révele, @ ; qu'il ne révele pas, ou qu'il révele le contraire, ;
Te nombre des deux X =0 +¥ . Or je pose que tous les cas sont également
possibles, ou qu'ils peuvent survenir avec une égale facilité (31) ;
autrement il faut faire intervenir une mesure commune, et pour tous cas
plus facile i1 faut compter autant d'autres cas que le nombre de fois
ou ce cas arrive plus facilement que tous les autres ; par exemple,
pour un cas trois fois plus facile, je compte trois cas, qui peuvent

-

arriver avec une facilité égale a celle de tous les autres.

I. C'est pourquoi prenons d'abord 1'argument qui n'existe pas
nécessairement et qui hévelLe nécessairnement : il y aura, d'aprés ce
qui vient d'@tre posé, b cas dans lesquels il peut exister et en
outre révéler une chose (ou 1) ; et c cas dans lesquels il peut ne pas
exister et en outre ne rien révéler ; ce qui d'aprgs le Coroll. I .

Prop. III de la premiére Part. vaut 2.2 7c .Y =

a a
. b .
en sorte qu'un tel argument prouve 3 de la chose ou de la certitude

de la chose.

2. Prenons ensuite un argument ex{stant nécessairement et ne
névelant pas nlcessairement i il 'y aura par hypothese B cas dans
lesquels i1 peut arriver qu'il révele la chose, et ¥ cas qu'il ne la
réveéle pas, ou qu'il révele le contraire ; d'ou il résulte 3.1 + ¥.0

~
un argument de ce genre prouve donc oZ de la certitude, et en outre,
s'il était mixte (ce qui se montre de la méme fagon) ¥.1 + B.0_ Y
X

; A
.de la certitude du contraire.

3. Si un argument n'existe pas nécessairement et ne révele
pas nécessairement , je pose aussitdt qu'il existe, cas dans lequel

d'aprées ce qu'on vient de montrer, on estime qu'il prouve - de la
chose, et en outre, s'il est mixte, —— du contraire : en conséquence,
comme il y a b cas dans lesquels il peut exister, et c cas dans
lesquels i1 peut ne pas exister et en outre ne rien prouver, cet

b.f§ + ¢.0
argument vaudra pour prouver la chose X - b(}
a a X
‘ b. + c.0
et, s'il est mixte, pour prouver le contraire _ b ¥

a a X
(32)

R
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liquod exiftat, eife 45 corumr, quibus fieri potelt ur now exiffac, 3
amborum 4 30 b-4-¢ 5 item numerum caftum, quitus contingere
poteft ut indicer, 3; urnon indicer, aut concrarium rei indicer, 53
amborum « 030 g -+ 5. Pono auter, omnes ¢: fus zqué pollibiles
cfie, feu pari facilitate evenire pofle; alias enim modcratio eft ad-
hibenda, & pro quovis cafu faciliori tot alii cafus numerandi funt,
quortics is cteris facilius evenit: ex. gr. pro cafu triplo faciliori nus
mero tres cafus, qui pari cum coeteris facititate contingere pofiing .

1. Traque it primd argumentum contingerter exiffens & receffas
ri0 indicans: erunt ex medo pofitis 4 calUs, quibus ex:ficre adeogue
& indicarerem (feu 1) poteft; & ¢cafus, quibus poteft non exifte-
re, adcoque nec quicquam indicare; id quod per Coroll. 1 . Prop.

. 6."4¢.° .
I, prima Part, valet ===

b .
00 -, itaut tale argumentum pro.
« ot
b . e
bet - rei feu cerritudinis rei
2. Sitdcinde argumentum neceffarid exiflens & contingenter in-
dicans: erunt ex hyp. g cafus, quibus fieri poteft ut-indicer rem, &
» cafus ut non indicet, feu ut contrarium indicet; quod vim argu-
[ v . i ¥y¥.0
menti ad rem probanidam nunc efficic 8- +7" 7 o f : probat ergd
&
A

kujusmodi argumentum © certitudinis rei, atque infuper fi fir mix-

1 3 . .« .
tuny ( quod eodem modo patet) 7 +8:7 20 : certizudinis cori-
L4
tsarii, :
3. Siquod argumentum cortincester exiflit & comtingenter indis
cat, pono flatim exiftere, quo cafu per medo oftenfa probare cenfe-
tur i rei, & infuper fi it mixtum, ¥ contrarii : unde cim fine b ca-

fus, quibus exiftere; & ¢ cafus , quibus non exiflere, adeoque & nit
probare poflic ;3 valebit hoc argumentum ad rem prebandam

Biag 046 . . .
1’—‘-7:"—5'— 20 %% . &, si fit mixtum, ad probandum contrarium
aa .

yin o
BT T 4y b2, Eec 2
4 (X . )

4. Parrd



4. Allons plus Tloin. Si plus d'un argument concourt pour
prouver la méme chose, et qu'ils soient désignés par :

Nombre de cas, arguments pr. sec. trhod. quath. cdng. efte
Total a d g P 5 ete
Probants ..., b e h q z ete
Non-probants ...........

ou prouvant Le conthaire c 4 L 7 u ete

on estime ainsi la force de ce qui prouve du concours de tous les
arguments. Prenons d'abord tous les arguments purs . Comme nous
1'avons vu, Tle poids du premier considéré séparément, sera b (en
appelant ainsi ©, s'il ne révele pas nécessairement ; ou ° b8

si en méme temps i1 n'existe pas nécessairement). Ajoutons
maintenant un autre argument, qui prouve la chose dans e ou d-f cas,
soit 1, et qui ne prouve rien dans f cas, laissant efficace en ogtre

le seul poids du premier argument, dont on a montré qu'il est E—g—— H
(d-f)1+F.2=C
le poids des deux arguments réunis vaudra 3 a = gd;gf = 1- §§

de Tla chose. Joignons-en un troisiéme ; il y aura h ou g-i cas qui
prouvent la chose, et i cas dans lesquels 1'argument est sans valeur,
et seuls les deux premiers arguments gardent leur force de preuve ad - cf

ad-cf ad

(g-i).1+1. . .
s . cs L ad _ adg-cfi _ , cfi
d'ou on évalue la force de tous trois a: 3 adg 1 adg"

Et ainsi de suite, si 1'on dispose d'un plus grand nombre
d'arguments. Cela rend évident que tous pris ensemble conduisent a une
probabilité qui s'écarte de la certitude absolue, ou de 1'unité,d'une
partie de 1'unité, partie constituée par la division du produit des
cas non probants par le produit de tous les cas pour 1'ensemble des
arguments (33) .

5. Prenons ensuite tous les arguments mixtes : Puisque le
nombre des cas probants du premier argument est b, du second e, du
troisieme h, etc., et puisque Te nombre des cas prouvant le contraire
est ¢, f, i, etc., la probabilité de la chose est a la probabilité du
contraire, par la force du seul premier argument, comme b a c ; et par
la force du seul deuxieme argument comme e a f ; et par la force du
seul troisieme, comme h a i, etc. ; il est par conséquent assez clair
(34) que 1la force totale de ce qui prouve, résultant du concours de
tous les arguments,se compose des forces de tous les arguments
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\ . . .
4. Porro si plura concurrant arguraenta ad ejusdein rei pro-
barionem, veieniurgue
asmert afuunty argumenti pre  Je tert, quart, quint, &c.
ey e« o 4 d g p s &ec.
prebuition e o o b ¢ b q 3 &c.
N9 - probaniinm
awsprobunt, contry o . . ¢ f s r 4 &c.
vis probandi ex omnium argumentorum concurfu refultans fic zefti-
matar, Sint autem primd omnia argumensa pura 3 erit primi feor(im
(vecando fic g, fi contingenter indicet;

a—¢

. - b
foetati pondus - o0

4

b3 . . .-
aut-=, fi imul contingenter cexiftat) ut vidimus., Accedat nunc
a

. al:erum argumentam, quod e vel 4 —f calibus probat rem-feu 1, &f
Yzaftbus nil probat, folumque aded pondus prismi argumenti, quod

a—c¢ . . ..
- oftenfum et eflc — » efficax relinquit: valcoie pondus ex utrogs

ey o { a—c:a ad—cf f .
rgumento corflatum 7 +/;‘ 0 =01 — rey,

Jungatur & terzium g erune b feu g cafus, qui prebant rem; &
i caius, quibus nullum eff argumen:um, folaque duo priora vim

-~ - ad—cf . . . . .
sdam ?fobﬁn(ﬂ -—;E’ - fetnent: Unae vis onnmium trium Cenrcfur

—=— t_y . id ¢f:ad do—=cfFi ofi .
g3 AT Y ade==cfi - E :
e adg ~ 0 1= ;g.. Ecitadeinceps,

fi plura prafd fine argumenta.  E quibus patct . qudd omnia jun-
Qim fumta proba’ ilitatern inducunt, quez ab abfolura rei cerritudi-
e {eu unitate deficiat parte wnitatis, orta ex divifione produ&i ca-
fuum non probantium per produftugs cafuum omnium in univerfis

argumentis, .
§. Sint deinde omnia argumenta mixt4: Quoniam numerus
cafuum probantium primi argimenti eft 6, fecundi ., tereii b, &c.
& probantium contrarium «, £, 1, &c. probabilitzs rerad probabili-
tatem contrarii, vi folius primi argumenti, fe habet uté ad ¢ 5 & vi fo-
fius fecundi, ute ad £ 5 & vi {olius tertii, ur b ad 7, &c unde fat
evidens eft, qudd vis probandi t talis ex omnium argumentorum
concurfu refultans componatur ex viribus omnium argumentorum
parti-
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particuliers, c'est-a-dire que la probabilité de la chose est a la
probabilité du contraire dans le rapport beh etc. a cfi etc. si bien

que la probabilité absolue de la chose est ———an—~——,et la probabilité

+ cfi
of; beh cfi

beh + cfi

absolue du contraire

6. Prenons a nouveau certains arguments puxrs (par exemple
les trois premiers) et certains mixtes (par exemple les deux qui
restent). Je considere d'abord 1les purs seuls : d'apres le §4, ils

prouvent EQSEéEEfl

de la certitude de la chose, par rapport a 1'unité 1'écart étant de ggé
il 'y a donc dans notre exemple adg-cfi cas dans lesquels ces trois
arguments réunis prouvent la chose ou 1; et cfi cas dans lesquels ils
ne prouvent rien, et cédent en conséquence la place, pour prouver, aux
seuls arguments mixtes. Or, d'apres le précédent 85, ces deux

-9t __rvy
arguments prouvent T+ T de la chose, et gt + ru

C'est pourquoi Tla probabilité de la chose résultant de tous les
arguments est :

adg - cfi).1l + cfi. teri adgqt + adgru - cfiru cfiru
adg B adgqt + adgru =1- adg(qt+ru)

Cette probabilité s'écarte de 1la certitude entiere, ou de

T'unité, du produit de 1la partie ¢ (qui est également 1'écart

adg
entre cette méme certitude et la probabilité de 1la chose résultant,
d'aprées Te 84, des seuls arguments purs) par _EE—EE?U , probabilité

absolue du contraire, tirée des arguments mixtes selon le précédent §5.

7. Si outre les arguments qui conduisent a prouver la chose,
s'offrent d'autres arguments purs sur lesquels le contraire s'appuie,
il faut peser un par un les arguments de chacune des deux especes
d'aprés les regles précédentes, de sorte que par 1la puisse se
manifester 1le rapport qui s'établit entre la probabilité de la chose
et la probabilité du contraire. I1 faut noter ici que, si les
arguments qu'on apporte dans un sens et dans 1'autre sont assez forts,
i1 peut arriver que 1'absolue probabilité de chacune des deux parties
(36) dépasse notablement 1la moitié de la certitude, c'est-a-dire que
1'un et 1'autre des contraires deviennent probables, méme si a
parler relativement, 1'un se trouve moins probable que 1'autre. Ainsi

i1 peut arriver que quelque chose ait % de certitude, tandis que son
contraire en possede % ; par cette raison chacun des deux contraires
sera probable, et cependant 1le premier sera moins probable que son

contraire, et cela dans le rapport de % a % , soit de 8 a 9 (37)

Maintenant, je ne puis dissimuler que dans 1'application particuliere

du contraire.

(35

)
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particulazium, i. e, qudd probabilitas rei ad probabilitatem contrarii
fe hateat in ratione b h &c. ad ¢f1 &c. aded ut probabilitas abfoluta
- bel . . cfi
__beh bilic ; S
Feb4ifi> & probabilicas ab(oluta contrarii ;== .
6. Sintrurfus quedam argumenta pura (velut tria priora) &
quaedam mixta (ut duo reliqua). Confidero primo fola pura, que

adg—cfi . - .. . .
per §. 4. probant “=% ig £ certitudinis rei, defetu ad unitatem exi~

efi,
ftente Z‘E 5
menta junétim fumta probant rem feu 13 & ¢ fi cafus, quibus nil pro-
bant, {olisque proin argumentis mixtis locum probandi concedunt:
ten hac —7  rei L

p{obanf.au hac duo p?r.pr:eccd.lf. 5> i T &
contrarii, Quare probabilitas rei ex omnibus argumentis refulrans
oft SAE—fi L pefi VTR acggit-aderu—cfira 0 1~
. «dz adg gt = adgrs

el fic

{unt ergd velut adg — < fi cafus, quibus tria hec argu-

cfirn . ST . ~ .
PPt quze ab omnimoda certitudine ceu unitaze deficit pro-
duto paruis 5’;—; (qua ab eadem deficit probabilitas rei per §. 4., ex {c-
lis argumentis puis refultans) per ;—_—:_—“—r—; probabilitatem ab/clutam
contrarii per praeeed, § . § . ex argumentis mixais elicicam,

7. Qubd fi preter argumenta quz rei probanda conducunt,
alia fe offerunc argumenta pura, quibus contrarfum fuaderur , ueri-
ufque generis argumenta per preeced. reguias (corfim ponderanda
funt, ur inde conftare poffit ratio, qua inter probabilitatem rei &
probabilitatem contrarii intercedit,  Ubinotandum, {i argumenta,
que in utramque partem afferuntur {une fatis fortia, fieri pofle, urab-
foluta probubilitas utriusque partis femiflem certitudinis notabiliter
fuperet, h. e. ut utrnmque contrariorum reddatur probabile, etfi re-
Jative loquendo unum fiz minus probabule altero; fic fieri poteft, ut
quidpiam habear % certitudinis, cum ejus contrarium poflidet g ;
quo pa&o utrumque contratio-um erit probabil ,- & ramen prius
runus probabile ?uo contrario, idque in ratione  ad %’ fivegad 9.

Diffimulare hicnon poffum, qudd in [peciali applicatione ha-
Ee 3 um
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de ces regles Jje prévois beaucoup d'obstacles qui peuvent

étre cause qu'on se trompe souvent désagréablement si 1'on ne
procede pas avec précaution dans la distinction des arguments. Parfois
en effet peuvent sembler différents des arguments qui en réalité ne
constituent qu'un seul et méme argument ; ou inversement ceux qui
sont différents paraissent n'en &tre qu'un ; parfois on porte au
compte d'un argument des faits qui détruisent completement 1'argument
du contraire ; etc. Pour illustrer cette idée je donne seulement un
exemple ou deux. Je suppose que dans 1'exemple de Gracchus cité plus
haut, ces deux hommes dignes de foi, qui avaient vu la foule en
effervescence, avaient vu a 1'Auteur du meurtre par dessus le marché,
une chevelure rousse ; que Gracchus se signale par de tels cheveux
ainsi que deux autres, mais que ni 1'un ni 1'autre n'était vétu
d'une toge noire. Alors, si de ces indices, a savoir qu'outre Gracchus
ils étaient trois vétus de noir, et qu'outre le méme Gracchus deux
autres se faisaient remarquer par des cheveux roux, on voulait
comparer  la probabilité de 1la culpabilité a 1la probabilité de
1'innocence en 1la personne de Gracchus selon le §5, et qu'on trouve
qu'elles sont dans Tle rapport composite d'un sous-triple et d'un
sous-double, c'est-a-dire dans un rapport sous-sextuple, et si 1'on
concluait donc que Gracchus est beaucoup plus vraisemblablement
innocent que coupable du meurtre, on conclurait en tout «cas
stupidement. Dans ce cas particulier nous ne sommes pas en présence de
deux arguments, mais d'un seul et méme argument tiré de deux

particularités simultanées de couleur pour 1le vétement et 1la
chevelure ; comme ces deux particularités se rencontrent conjointement

en la seule personne de Gracchus, elles justifient avec certitude que
nul autre que Tui n'a pu é&tre 1'auteur du meurtre (38). Voici un autre
exemple : au sujet d'un Contrat écrit surgit un doute pour savoir si
le Jjour mentionné sur Tle document n'a pas été frauduleusement
antidaté. Un argument en faveur de la négative peut étre gelu17c1,
que le document a été signé de la main du Notaire, c'est-a-dire d'une
personne publique et assermentée, dont il n'est pas vraissemb]ab]e de
penser qu'elle ait commis quelque fraude, puisqu'elle n'auralt pu le
faire sans mettre en danger son honneur et sa fortune, car meme sur
50 on en trouverait a peine un pour oser commettre cette infamie. Mais
les arguments en faveur de 1' affirmative peuvent &tre que 1la
réputation de ce Notaire n'est pas bonne ; que de cette fraude
pouvait atcendre un grand profit ; et surtout qu'il atteste des faits
qui n'on aucune probabilité, par exemple s'il avait écrit que quelqu'un
avait placé auprés d'un autre a titre de prét 10 000 pieces d'or a un
moment ol de 1'avis de tous il pouvait pour tout bien en avoir a peine
cent (39) Si 1'on considérait alors séparément 1'argument tiré de 1la
profession de celui qui a apposé sa signature on pourrait penser
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v regularem maulta occur{ura preevides, que in caufa effe queunt,
ue wrpiter (:cpc quss hallucinecur, nill in difcernandis argumentis.
cauze procedar: quandoque enim diftindta videri poflunt argumenta,
qua reaple unum idemque argunientum conftituunt; aut vice verfa
unum videnwur, que dithn@a {une; nonnunquam ponuntur in ar-
gumesto taliz, que argumentum contrarii plane evertunt 3 8¢, In
cujus rei illuftracionern unum rantum alterumve exemplum adduco:
Pono in fupraailato exemplo Gracchi, homines hos hde dignos, qui
tumultuanees viderunt, in Au@orc czdis tufos infuper capillos ob-
fervafle, talique capillitio Gracchum cum duobus aliis notari, fed
quorum neuter nigra toga fic veftitus. Hic, {t quis ex iftis; indiciis ,
quod praeter Gracchum cres fint atro colore veftici, & preter eun-
dem duo ruhis capillis inlignes, colligere veller probabilicatem culpz
ad probabilitazem innocentize in perfona Gracchiper §, 5. fc Labere
in ratione compofita ex [ubtripla & fubdupla, h.c. in ratione fub«
fextupla, illumque adeo verifimilius mulco innocentem efle , quam
reum facinorss, is utique inepte coliigerer; cum hic proprit non ad-
fing duo arguinenta, fed unum tantim idemque A duabus imul ciz-
cumflantiis coloris veftium & capiilorum peotum, que duz cii=
cummltantiz cim in fola perfons Gracchi jun@im conveniant, argus
unt certd ren zlinm quim ipfum auctorem cadis cfle potuific. A
liud exemplum efto : De Contradtu quodem faipto dubium move-
wr, an dies inflruniento appofitus fraudulenter fir antcipatus? Ar-
gumgntum pro negativa hoc efic poteft, qudd initrumentum figna-
tum {it mana Notarit, i.e. perfona publice 8 juratae, quem non
verifimile eft quicqguam commififle fraudis, cum id fine (ummo ho-
noris ac forture fue periculo facere non potuilke, ac properea o-
tiam inter §o vix unus reperiatur, qui ifthuc nequitize procedere au-
deat.  Argumenia vero pro affirmativa poflunt efle, quod Norarii
hujus fama pcfﬁm‘c audiat, quod ex fraude maximuin expetarc po-
wit Jucrum, & preefcim quod talia atefterur, quae nihil probabi-
Jitaus habent, veluti fi {cripfifler, quendam alteri mutud locafle
I1£.c 0O aureos, €o tempore, quo ex omnium {timzticne vix centum
in univerfis bonis habese poterat, Hic {targumentum i charalterc

ejus qui fublfcripfic peticum feorfim confideres, cenfere poteris pro-
' b;!bi—
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que la probabilité d'authenticité du document vaut, pour ainsi dire, %%
de certitude. Si en revanche on pesait les arguments du contraire, on
serait contraint de reconnaitre qu'il peut & peine arriver qu'il n'y
ait pas un faux dans le document ; en conséquence il y a moralement
une quasi certitude que la fraude a été commise, c'est-a-dire qu'il

y a par exemple 300 de certitude. Mais on ne doit pas conclure

de 1la que la probabilité de 1'authenticité est a la probabilité de

la fraude, d'aprés 1le §7, dans le rapport de %g- a %%%5 ,
c'est-a-dire dans un rapport presque d'égalité : en effet, du moment
que ne suppose un Notaire dont 1a bonne foi est diffamée, Notaires
1ptegres.9u1 maudissent Tla fraude ; mais i1 est lui-méme 1le
cinquantieme qui ne se fait pas scrupule de se conduire malhon-
nétement dans 1'exercice de sa charge : ce qui supprime et
détruit complétement toute force de 1'argument qui en d'autres
circonstances pourrait prouvait 1'authenticité du document (40).

CHAPITRE TV
LA DOUBLE MANTERE DE RECHERCHER LES
NOMBRES DE CAS. CE QU'IL FAUT PENSER
DE CELUT QUT EST ETABLI PAR DES EXPERIENCES.
PROBLEME PARTICULIER PROPOSE A CE PROPOS. ETC.

On a montré dans le chapitre précédent comment, d'aprés les

nombres de cas dans lesquels peuvent exister ou ne pas exister les
arguments en faveur de n'importe quelle chose, dans lesquels ils
peuvent révéler ou ne pas révéler, ou méme révéler le contraire, les

forces de ce qui prouve de ces arguments et les probabilités des
choses qui Tleur sont proportionnelles peuvent é&tre déduites et

estimées par le calcul. On en est ainsi venu a ce point que pour
former selon les regles des conjectures sur n'importe quelle chose il
est seulement requis d'une part que Tles nombres de cas soient
soigneusement déterminés, et d'autre part que soit défini combien les
uns peuvent arriver plus facilement que les autres. Mais c'est ici
enfin que surgit une difficulté, nous semble-t-il : cela peut se voir
a peine dans quelques tres rares cas et ne se produit presque pas en
dehors des jeux de hasard que leurs premiers inventeurs ont pris soin
d'organiser en vue de se ménager 1'équité, de telle sorte que fussent
assurés et connus les nombres de cas qui doivent entrainer le gain

ou la perte, et de telle sorte que tous ces cas puissent arriver avec
une égale facilité. En effet Torsqu'il s'agit de tous les autres
résultats, dépendant pour la plupart soit de 1'oeuvre dehhature soit de
1'arbitre des hommes, cela n'a pas du tout lieu. Ainsi, par exemple,
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babilitatem auchentize inftrumenti velut 42 certitudinis valere., Sin
argumenta 1n contrarium expendas , agnofcere teneris fieri vix pol-
fe, quin inftrumento falfum nfit, adeoque fraudem in illo commifs
fam moralem plane certitudinem, h.e. velur ;222 certitudinis ha-
bere.  Inde verd concludinon debet, probabilitatem authentiz ad
probabilitatem fraudis per §, 7. efle in ratione 42 ad ;222 ,hoceft,
in ratione pene equalitatis: dum enim Notarium pono diffamatz fi-
dei, hoc ipfo pono, eum non comprchendi in cafu horum 49 pro-
borum Notariorum , qui fraudes deteftantur; fed effe ipfum illum
quinquagefimum, qui hbi religiont non ducit, perfide in officio fuo
verfari: id quod vim omnent illius argumenti, quod alias authen-
tiam inftzumenti probare poflet, prorfus collit ac deftiuit,

Caprpur 1V.

De duplici Modo inveffigands numeros cafn-
um. Quid fenticndun de illo, qui inflitui.
tur per experimenta.  Problema fingulare
eam in rem propofitum. €5c.

Oftenfum cft in Capite praeced. quomodo e numeris caftium,
quibus rerum quarumvis argumenta exiftere vel nou exiftere, indi-
care vel non indicare, autetiam contrarium indicare poflunt, ipfo-
rum vires probandi iisque proportionatz rerum probabilitates cal-
sulo {ubduci & ftimari queant. Eb itaque deventum eft, ur ad
conjecturss de re qu-libet rite formandas aliud nil requiratur, quam
ut tum numeri horum cafuum accurate determinentur, tum & defi-
piatur, quanto facilius alii aliis accidere poffint. At hic tandem
nobis aqua hercre videtur, clim vix in pauciffimis praftare hoc k-
ccat, nec alibi fere fuccedat. quam in alez Judis, quos primi inven-
tores ad axquitatemn ipfis concihandam data opera f{ic inftituerunt , ut
certi notiqueeflint numeri cafuum, ad quos fequi deber lucrum
aut damnum . & ut caflus hi omnes pari facilicate obtingere potlent.
In c®reris enim plerisque vel & nature opcratione vel ab hominum
asbitrio pendentibus cffedtis id neutiquam locum haber, Ira ex. gr.

nowu
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les nombres de cas sont connus lorsqu'il s'agit des dés, car pour
chacun des dés les cas sont manifestement aussi nombreux que les
bases, et ils sont tous également enclins a échoir ; car a cause de la
similitude des bases et du poids uniforme des dés il n'y a point de
raison pour qu'une des bases soit plus encline a échoir que 1'autre,
comme cela arriverait si les bases étaient de formes dissemblables, ou
si le dé était constitué d'un cO6té d'une matieére plus lourde que de
1'autre. Ainsi sont connus de méme les nombres de cas pour que sorte
de 1'urne wun bulletin (41) blanc ou noir, et on sait que tous sont
également possibles, puisque sont évidemment déterminés et connus les
nombres de bulletins de chaque espéce, et qu'on ne voit aucune raison
pour que celui-ci ou celui-la doive sortir plutdt que n'importe quel
autre. Mais qui donc parmi les mortels définira par exemple le nombre
de maladies , qui sont autant de cas , qui ont le pouvoir d'envahir
les innombrables parties du corps humain a 1'dge qu'on voudra, et
qui ont le pouvoir de nous apporter la mort ? Qui définira combien est
plus facile a celle-ci qu'a celle-la, la peste ou 1'hydropisie,
1'hydropisie ou Tla fievre, d'anéantir un homme, en sorte qu'a partir
de 1a puisse étre formée une conjecture sur un état futur de vie ou
de mort ? Qui encore recensera les cas innombrables des changements
auxguels 1'air est soumis chaque jour, en sorte qu'on puisse a partir
de 1la conjecturer ce que sera son état aprés un mois, sans parler
d'une année ? En outre qui aurait sur la nature de 1'esprit humain, ou
sur 1'admirable fabrique de notre corps une vue suffisante pour oser
déterminer dans les jeux, qui dépendent en totalité ou en partie de la
finesse de celui-l1a ou de 1'agilité de celui-ci, Tes cas qui peuvent
donner la victoire ou 1'échec a celui-ci ou a celui-la des concurrents?
Car ces faits dépendent de causes tout a fait cachées, et destinées
de plus par 1'indénombrable variété des assemblages a se Jjouer
éternellement de notre recherche : il serait donc absolument d'un
insensé de vouloir connaitre quelque chose de cette matiere (42)

Mais a la vérité ici s'offre a nous un autre chemin pour
obtenir ce que nous cherchons. Ce qu'il n'est pas donné d'obtenir a
priori T'est du moins a posteriorni (43), c'est-a-dire qu'il sera
possible de 1'extraire en observant 1'issue de nombreux exemples
semblables ; car on doit présumer que, par la suite, chaque fait peut
arriver et ne pas arriver dans le méme nombre de cas qu'il avait été
constaté auparavant, dans un état de choses semblables, qu'il arrivait
ou n'arrivait pas. En effet si, par exemple, aprés avoir fait autrefois
1'expérience sur trois cents hommes de 1'dge et la complexion qu'a
aujourd'hui Titius, on a observé que deux cents d'entre eux ont trouvé
la mort avant la fin de la décennie, tandis que le reste a poursuivi
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noti funt numeri cafuum in tefleris; in f{ingulis enim tot manifefty
funtquot hedre, iique omnes =qué proclives; citm propter [imili-
tudinem hedrarum & conforme teflerze pondus nulla fic ratio, cur
una hedrarum pronior effet ad cadendum quam altera,, quemadmo=
dum fieret, si hedr diffimilis forent figure, aut teflera unain paitz
ex ponderofiore materia conftaret quam in alteras  Sic itidem noti
funt numeri cafuum ad educendam ex urna fchedulam albam nis
gramve, & notum eft omres zqué poffibiles effe; quia nimirum
determinati notique funt numeri f{chedarum utriusque generis, nul.
laque perfpicitur ratio, cur hac vel illa potius exire debcat quam
quzliber alia. At quis cedo mortalium unquith definier nume-
rum ex. gr. morboium, veluti totidem cafuum, qui innumeras
corporis humani partes quavis @tate invadere, mottemque nobis in«
ferre valent 5 & quanto facilius hic quim ille, peftis quam hydrops,
hydrops quam febris, hominem perimat, ut inde de futuro vitz ne-
cisque ftatu conjeftura formari poffic?  Quis itemn recenfebit calus
innumeros mutationum, quibus aér quotidie obdoxius eft, utinde
conjicere poffit, quznam poft menfem, nédum poft annum, ejus
futura fit conftirutio? Rurfus, quis mentis humahz naturam, aut
admirabilem corpotis noftti fabricam fatis perfpeftam_habueric, ut
in ludis? quiab illius acumine aut hujus agilitaté in totum vel cx
parte dependent,* determinare audeat cafus, quibus hic vel ille lu-
dentium vi&toria poriri vel excidere poffit?. Hzcenim & talia cum
dependeant i caufis omnino latentibus, arque infuper innumerabili
complexionum varietate induftriam noftram zterfium lufuris, infz.
nienus plane foret, quicquam. hoc pacto cognofcere velle. . |

Verum cnimverd alia hic nobis via fuppetit, qui qua{itum ob-
tineamus ; & quod i priori elicere non datur, faltet 2 pafferr-ri , hoc
clt, ex eventu in fimilibus exemplis multoties obfervato eruere lice-
bit; quandoquidem przfumi debet, tot cafibus unimquodque poft-
hac contingere & non contingere poffe, quoties id antchac in fimili
reium ftacn coneigiffe & non contigiffe fuerit deprehenfum. Nam fi
cx. gr. fato olim experimento in tercentis hominibus ¢jusdem , cu~ .
jus nunc Titius cft, =tatis & complexionis, obfervaveris ducentos

eotum antc exactum decennium mortem oppetiifley reliquos uitravi-
' ' o © o ram



sa vie au-del3, on pourrait conclure avec assez de streté qu’il y a deux fois plus de
cas pour que Titius doive acquitter son tribut a la nature pendant la prochaine
décennie platot que pour qu’il puisse franchir cette borne. De méme si on a été
attentif depuis de nombreuses années passées aux conditions atmosphériques et si
on a noté combien de fois elles ont été bonnes ou pluvieuses ; ou si quelqu'un a
assisté tres souvent aux luttes de deux concurrents, s'il a vu combien de fois celui-
ci ou celui-1a est sorti vainqueur, par la méme il aura découvert le rapport qu’ont
probablement entre eux les nombres de cas qui permettent aux mémes
événements, dans des circonstances semblables aux précédentes, d’arriver ou de
ne pas arriver ultérieurement.

Cette maniére empirique de déterminer par expérience les nombres de cas n’est ni
neuve ni insolite. Ce n’en est point une autre que prescrit le célebre auteur de I’ Art
de penser, homme d’une grande finesse et d'un grand talent, dans les chapitres 12
et suivants de la derniére partie et ¢’est la méme que tous observent constamment
dans la pratique quotidienne @4). Enfin, il ne peut échapper a personne que, pour
juger par ce moyen de quelque événement, il ne suffirait pas d’avoir fait choix
d'une ou de deux expériences, mais qu’il serait requis une grande quantité
d’expériences : tout étre des plus stupides, par je ne sais quel instinct naturel, par
lui-méme et sans le guide d’aucun enseignement (chose absolument admirable)
tient pour évident que, plus on aura recueilli de nombreuses observations de ce
genre, moins grand sera le danger de s’ écarter du but @s). Or, bien que cela soit
naturellement connu de tous, la démonstration qui permet de le tirer des principes
de I'art n’est pas du tout répandue, et par suite il nous incombe d’en traiter en cet
endroit, endroit ou cependant j estimerais que je ferais trop peu si je m’en tenais a
démontrer seulement ce que personne n’ignore. Il reste alors a examiner par la
suite quelque chose que peut-étre personne n’a jusqu'a maintenant rencontré
méme en y pensant. Il reste assurément a chercher si, en augmentant ainsi le
nombre des observations, nous augmentons continuellement la probabilité
d’atteindre le rapport réel entre les nombres de cas qui font qu'un événement
peut arriver et le nombre de ceux qui font qu'il ne peut arriver, de sorte que cette
probabilite dépasse enfin un degré quelconque donné de certitude ; ou si le
probléeme, pour ainsi dire, a son Asymptote, c’est-a-dire s’il existe un degré de
certitude qu’il n'est jamais possible de dépasser, de quelque maniére qu’on
multiplie les observations, d’avoir découvert le vrai rapport des cas; que, par
exemyle, nous ne pouvons jamais obtenir de certitude au-dela de la moitié, ou de

2 3
3 ou de 7 we).

Un exemple rendra clair ce que je voudrais dire.
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tam protraxifle, fatis tuto colligere poteris , duplo plures cafuseffes.
quibus & Titio intra decennium proximum naturz debitum folven-
dum fit, quam quibus terminum hunc transgredi poffit. ltafiquisa
plurimis retrd annis ad cceli tempeftatem attenderit, notaveritque,
quoties ea ferena aut pluvia exriterit: aut si_quis duobus ludentibus
fepiffime adltiterit, videritque quotics hic aut ille ludi vi@or evafe.
rit, eo ipfo rationem detexerit, quam probabiliter habent inter fenu-
meri cafuum, quibus iidem eventus praviis {imilibus circumftantiis
& pofthac contingere ac non contingere poffunt,

Atque hic modus empiricus determinandi numeros cafuum per
experiment: neque hovus elt neque infolitus; nam & Celeb. Auctor
Artis cogitandi magni acuminis & ingenii Vir Cap. 12, & feqq. po-
ftremz Partis haud diffimilem prafcribit, 8& omnes in quotidiana
praxi eundem conftanter obfervant. Deinde necillud quenquam la-
tere poteft, qudd ad judicandum hoc modo de quopiam eventu non
fufficiat fumfifle unum alterumque experimentum, fed quod magna
experimentorum requiratur copia; quando & ftupidiffimus quifque
nefcio quo naturx inftin€u per fe & nulla praevia inftitutione (quod
fane mirabile elt) compertum habet, quo plures ejusmodi capte
fuerint obfcrvationes, cb minus a fcopo aberrandi periculum fore.
Quanquam autem hoc naturalicer omnigus notum fic, demonftratio,
qua id ex artis principiis evincitur, minime vulgariseft, & proin no-
bis hic loci tradenda incumbit: ubi tamen parum me praftiturum
exiftimarem, {1 in hoc uno, quod nemo ignorat, demonftrando
fubfifterem. Ulterius aliquid hic contemplandum fupereft, quod ne-
mini fortaffis vel cogitando adhucdum incidit, Inquirendum nimi-
rum reftat, an au&to fic obfervationum numero itacontinud augeatut
probabilitas aflt quenda genuinz rationis inter numeros cafuum, qui=
bus eventus aliquis contingere & quibus non contingere poteft, ut
probabilitas hac tandem datum quemvis certitudinis gradum (uperet:
an verd Problema, ut fic dicam, fuam habeat Afymptoton, h. e. an
detur quidam certitudinis gradus quem hunquam excedere liceat , ut-
cunque multiplicentur obfervationes, putd, ut nunquam ultra femif-
fem, aut 3, gut% certitudinis partes certi fieri_poffimus , _nos veram
cafuum rationem detexifle, Ut exemplo conftet quid velim, po-.

no
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Je  suppose que, dans une urne, a ton insu soient placées trois mille
pierres blanches et deux mille pierres noires ; je suppose que pour
connaitre leurs nombres par expérience tu tires une pierre apres
1'autre (en replagant cependant chaque fois la pierre que tu as tirée
avant de choisir la suivante, pour que le nombre des pierres ne
diminue pas dans 1'urne) ; tu observe combien de fois sort une pierre
blanche et combien de fois une noire. On demande si tu peux le faire
tant de fois qu'il devienne dix fois, cent fois, mille fois etc. plus
probable (c'est-a-dire qu'il devienne moralement certain) que le
nombre de fois ou tu choisis une pierre blanche et le nombre de fois
ou tu choisis une pierre noire soient dans ce méme rapport
sesquialt2re ou se complaisent (47)a étre entre eux les nombres de
pierres ou de cas, plutdt que dans tout autre rapport différent de
celui-ci. Car si cela ne se produisait pas, j'avoue que c'en serait
fait de notre effort pour rechercher expérimentalement le nombre de
cas. Mais si nous 1'obtenons et si nous acquérons enfin par ce moyen
la certitude morale (et je momtrerai dans le chapitre suivant que
cela aussi se produit réellement), nous aurons trouvé a posteriont
les nombres de cas presque (48) comme s'ils nous étaient connus a
priori ; assurément dans la pratique de 1la vie civile, ou le
moralement certain est tenu pour dsolument certain, en vertu de 1'Ax.
9 Ch. II. cela suffit largement pour régler nos conjectures dans
n'importe quel domaine non moins scientifiquement (49) que dans les
jeux de hasard : en effet, si a la place de 1'urne nous mettions
1'air, par exemple, ou le corps humain, qui contiennent en eux
1'aliment des variations atmosphériques et des maladies, comme 1'urne
contient les pierres, nous pourrions en tout cas par le méme
procédé déterminer grice a 1'observation combien plus facilement
peut arriver dans ces sujets tel ou tel événement.

Mais pour que cela ne soit pas compris autrement qu'il ne
convient, i1 faut bien noter ce qui suit ; je voudrais que le rapport
entre les nombres de cas, que nous entreprenons de déterminer
expérimentalement, ne flt pas pris de fagon nette et sans partage
(car ainsi c'est tout 1le contraire qui arriverait et il deviendrait
d'autant moins probable de découvrir le vrai rapport qu'on ferait de
plus nombreuses observations), mais je voudrais que le rapport fit
admis avec une certaine latitude, c'est-a-dire compris entre une paire

de Timites, pouvant &tre prises aussi approchées qu'on voudra (50).
Assurément, si dans 1'exemple des pierres proposé plus haut nous
prenons les deux rapports %%% et %%% , ou %%8% et %%%%, etc.
dont le sesquialtére est trés prés et du plus grand et du plus petit,

on montrera que 1'on peut arriver a ce que le rapport trouvé grdce a
des expériences recommencées de nombreuses fois tombe
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o in urbaguadam te infeio raconditos efie ter mille caicilos albes &
bie mulle nigros, teqiie corurn UM ¢XPerimentis C\pmrﬂrurum
educere cnlcu!um unum poit alterum (reponendo tamien fingulis vi-
aibus itlum quzm cduxifti, priusquam fequentem eligas, ne numc'us‘
calculorum in urna minuatur ) & oblervare, quoties lbus & quoties
ater exeat. Queeritur, ucrum toties hoc facere poilis , ut decuplo, cen-
tupio, millecuplo &c. probabiliu" fiat {h.c.ut moraliter tandem cer-
tum cvadat) numceros vicium, quibus album & quibus nigrum chigis,
eandem rationem ﬁumltcram qua xpf calculorum ceu cafuum nu-
i'ncx? gudenz, inter fe habituros, quam aliam qu.‘mnbct rationem

ab itz diverfam? Nisi eaim hoc flatr, fatcor a&um fore de noftro
contu cxplerandi numeros caluum per experimenta. At f1 id obu-
neat, acquiraturque tandem hoc patto moralis crtitudo (qucmad-
modum hoc etiam reaple fieri fequenti Capite oftendan ) eque pro-
panodum exploratos habcbimus poflcriori cafuurn numcros, acli
nobis & priori cogniti eflent s quod fane in ufu vice civiis, ubi mo-
aliter cwum pro 5 abfolute certo habetur, per Ax. 9, Cap. 11, abun-
de futficic ad conjedturas noftras in quavis matcria contingente non
minus {cientifice dirigendas, atque in ludis alee: ezenim h fozo ur-
na: fublticuamns atzem, ex, gr. five corpus hurmanum, qua fomi-
tem variarum mutationum atque miorborum intra fe, velur urna
calculos, continent, porerimus utigue eodem modo per obfervatio-
nes determinare , quanto facilius o iftis {ubjecis hic vel ille eventus

ccidere pofiic.

Ne autem heec fecus intelligantur quam eporter, probe notan-
dumeft, quod rationem inter numeros cafuunn, quam experimentis
determinare aggredin mur, non precise & in indivifibili acceptam ve-
bim (fic enim contrarium prorfus eveniret, coque minus probabile
ficrer; veram rationem inventam efle, quo plures caperentur obfer-
vationes )vnrum rationem in aliqua latitudine {fumtam,i.e. binis li-
raitibus conciufam, fed qui tam ar&i conftitut poflunt, quam quis vo-
Juerit. Nimirum, ff mc emplo calculorum medo allato duas ratio-
n'esfﬂ'umamus 2l &z ,Oo , vel :gg; £ 3522, &c. quarumuna pro-
xime major, altera proxime minor eft {esquialtera, oftendetur quod
data quavis probabilitate probabilius fieri poffit, rationem per expe.

rmenta
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entre ces limites du rapport sesquialtére plus probablement, de toute
probabilité donnée, qu'en dehors.

Voici donc ce fameux probleme dont j'ai proposé ici 1la
publication, aprés 1'avoir mis a jour il y a vingt ans déja (51), et
dont Tla nouveauté d'une part, la grande utilité d'autre part, jointes
a une égale difficulté, peut ajouter du poids et du prix a tous les
autres points de cette doctrine. Mais avant de livrer sa solution, je
vais en peu de mots dissiper les objections que certains savants ont
dressées contre ces préceptes (52).

I. Ils objectent d'abord, que le rapport des pierres est une
chose et que le rapport des maladies ou des changements atmosphériques
en est une autre : le nombre des premiéres est déterminé, le nombre
des deux derniers est indéterminé et vague. A cela je réponds que 1'un
et 1'autre cas, eu égard a notre connaissance, est également posé dans
1'incertitude et dans 1'indétermination ; mais que quelque chose soit
incertain et indéterminé en soi et par sa nature ne peut pas plus
étre congu par nous que peut étre congu que la méme chose soit a 1la
fois créée et non créée par 1'Auteur de la nature : car tout ce que
Dieu a fait, par 1a méme dés qu'il 1'a fait, il 1'a aussi déterminé (53).

2. Ils objectent deuxiéemement que le nombre des pierres est
fini, celui des maladies, etc. infini. Je néponds : extasie-toi sur
le fait qu'il est immense plutdt qu'infini ; mais accordons qu'il
est infini en acte : on sait que méme entre deux infinis déterminés
peut intervenir wun rapport et que ce rapport peut &tre exprimé par
des nombres finis soit rigoureusement soit avec une approximation
aussi grande que 1'on voudra (54). Ainsi de toute fagon le rapport de
la circonférence d'un cercle au diamétre est déterminé ; il se peut
qu'il ne soit exprimé avec rigueur que par les nombres cycliques de
Ludolphus  continués jusqu'a 1'infini, mais Archimede, Metius et
Ludolphus Tui-méme 1le définissent par des Tlimites suffisamment
resserrées pour la pratique : par suite rien n'empéche que le
moindre rapport entre deux infinis, mais exprimé par des nombres finis
avec la plus grande approximation possible, soit déterminé aussi par
des expériences finies.

3. I1s disent troisiemement que 1le nombre des maladies ne
reste pas constamment le méme, mais qu'il en pullule tous les jours
de nouvelles. Je xéponds qu'avec Tle cours du temps, les maladies
puissent se multiplier, nous ne pouvons le nier ; et il est certain
que celui qui voudrait, d'aprés les observations d'aujourd'hui, tirer
une conclusion pour les temps de nos Ancétres antédiluviens
s'écarterait excessivement de la vérité. Mais de cela il n'y a d'autre
conséquence que celle-ci : il faut parfois faire de nouvelles
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timenta crebrorepetita inventam intra hos limites rztionis fesquialte-
1z, quim exwa cafurameffe.,

Hoc igitureft iliud Problema, quod evulgandum hoc loco pro-
pefui, poftquam jam per vicennium prefli, & cujus tum novitas,
tum fumma utilitas cum pari conjunéta difficultate ommibus reiiguis
hujus dodtrinze capitibus pondus & pretium fuperaddere poteft, E-
jus autem folutionem priufquam tradam, paucis obje@iones dihuam,
quas Virt quidam docti contra haec placita moverunt,

1. Objiciunt primd, aliam cfic rationem calculorum , aliam
motborum aut mutationum aéris; lorum numerum determinatum
efle, horum indeterminatum & vagum. Ad quod refpondeo, u-
trumque refpeu cognitionis noftree aque poni incertum & indeter-
minatum 5 fed quicquam in fe & fua natura tzle eile, non magss a
nobis poflc concipi, quam concipi poteft, idem fin.ul ab Au€ore na-
tura creacuns efle & non creatum s quacunque enim Deus fecic, ¢o
ipfo duni fecit, ctiam determinavie,

2. Objiciunt fecundd, calculorum numerum finicum efle, me.c-
borum &c. infinicum. rep. flupende vaftum porivs eile, quam in-
finitum fed demus a&u infinicum efle: notum cft, quod criam in-
ter duc infinita determinata potlic intercedere ratio, eaque numeris
finitis vel accurate, vel filtem quam proxime quis voiucric, explica-
bilis. Sic utique circumferentie circuli ad diametrum deerroinars
cft ratio, quae licer accurate non exprimatur nift per nurm-:os cycli-
cos Ludolphi in infinitum continuatos , ab Archimede ramen, Metio
& ipfo Ludolpho limitibus ad ufum fufficientiffime conftriftis defi-
nitur : unde nil impedic, quo minus ratio inter duo infita, fed nu-
meris finitis quim proxime exprefla, finitis quoque experimentis de-
terminetir,

3. Ajunt tertid, numerum morborurn non manere confian-
ter eundem, fed quotidic novos puallulare. Ref. quin tradtu tempo-
ris mosbi multiplicari quesnt, inficizxi non poflumus § & certumeeit,
cum qui vellet ex obfervationibus hodicinis concludere ad tempora
Patrum antediluvianorum, a veritate enormiter aberraturum effe. In-
de verd nil aliud fequitur , quam quod interdum nove capiendz ﬁént

Ff: obfer-



observations, tout comme il aurait fallu en faire avec les pierres, si
Teur nombre dans 1'urne était supposé avoir changé (55).

CHAPITRE V

SOLUTION DU PROBLEME PRECEDENT

Pour expédier avec toute la brieveté et toute Ta clarté
possibles une affaire dont 1la démonstration est Tlongue, je vais
m'efforcer de tout réduire a la mathématique abstraite. Celle-ci va me
fournir Tles Tlemmes suivants. Une fois qu'ils auront été exposés, le
reste en sera une pure et simple application.

Lemme 1. Etant donné une série de nombres en aussi grande quantité
qu'on voudra 0, 1, 2, 3, 4, etc..., nombres qui se suivent dans un
ordre naturel a partir de rien, soit de zéro, et dont le plus grand et
dernier est désigné par x + 4, 1'un des intermédiaires étant x, et
ceux qui de par et d'autre entourent ce nombre au plus prés étant n + 1
et n -1 3 si la série est poussée plus loin, de sorte qu'a la fin
on obtienne 1le terme extréme, de toute fagon multiple du nombre n + 4
par exemple de sorte que se soit nx + ns, si 1'intermédiaire n est
augmenté dans la méme proportion,ainsi que les voisins n + 1 et n - 1
en sorte qu' a leur place apparaissent nr, na + n et na - n, et que
la série elle méme qu'on avait posée au début :

0, 1, 2, 3, 4,...n -1, rn n+1,... " + 4

0, ], 2, 3, 4,...VUZ.‘VI.,...WI.,... VUL*V'-,.--M"")%

alors seront a la véritémultipliésde ce fait les termes de la série,
aussi bien les nombres qui se placent entre le nombre central nr et
chacune des deux limites nrx + n ou nt - n, que ceux qui s'étendent
de proche en proche depuis les Timites jusqu'aux extrémes na + ns
ou 0. Cependant jamais (si grand que soit pris le nombre n) le nombre
des termes au-dela de la limite supérieure na + n ne 1'emportera de
plus de 4 - 1 fois, ni le nombre des termes au-dela de 1'inférieure
wt - n ne 1'emportera de plus de % - 1 fois sur le nombre de ceux
qui sont compris entre 1'intermédiaire nn et 1'une ou 1'autre des
limites wnwt +n ou nrt - n. Car, lorsqu'on fait la soustraction, il
apparait qu'a partir de la Tlimite supérieure jusqu'au terme
extéme wn + ns il y a un intervalle de ns - n termes et qu'a
partir de 1la limite inférieure jusqu'a 1'autre extrémité 0 il y a
un intervalle de nn - n termes ; enfin que du nombre intermédiaire
jusqu'a 1'une ou 1'autre des limites i1 y a un intervalle de n termes.
Or on a toujours m4 - non: = 5 -1 .1 ; etnt-nn: : -1 .1 (56)
C'est pourquoi i1 est évident etc.
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L pap g o : “nli e
cuiervationes s quemadmodum capiende forent cum calculis, fina.
s.ruseorumin urna mutari fupponeretur. '

Capur V.
Solusio Problemnatss precedentzs.

Ut prolixa rem demonfirationis qui licet brevitate & perfpi-
cuitate expediam, conabor omnia reducere ad abftractam Mathefin ,
depromendo ex illa fequentia Lemmara, quibus oftenfis caitera in
ruda applicatione confiftent.

Lomia 1. Pofita f'cric quotlibet numcrorum o, 1, 2, 3, 4, &¢.
3 nulla feu cifra nacurali fe confequentium ordine, quorum extremus
& maximus dicatur r 4, intermediorum quispiamr, & qui huic ex
uiraque parte proxime latus cingunt, 7 + 1 & r -1 : fi continuerur por-
rohzec feries donec extimus terminus uzcunque multiplex fiat numerd
r—s, puta donec fit 7 +ns, arque in eadem ratione augeantur inter=
medius 7, & cjus laterales 41 & 7 —1 3 fic ut eorum loco prodeant
nry, nr=4-n & nr—n, iplaque feries initio pofita )
01253545 o0 0o o T=1,7, 713 40 s 0o 7475,
mutetur in hanc
O3 15253343 eaes A7 =8 v u BT us s BP0 Luvuuos BT N5,
mulsiplicabuntur quidem hoc pa&to termini ferici , tam illi qui medio
s & altervtri limitum 27 =5 aut #r —» interjacent, quam illi qui
-inde a himitibus ad extimos ufque n ¥ 4 # s aut o porrd pretenduntur:
nunquam tmen (quantumvis magnus alflumatur numerus » ) nume~
sus cerminorum ulira limitem majorem 57 4 7 plusquam s— 15 nee
numerus terminorum ultra minorem nr—n plufquam 7 —1 vicibus
fuperabie numerum horum , qui intermedio nr & alterutro Iimi-
tum n7-4=nvel nr—» funt cenclufi. Nam fa&a fubtra&ione patet, a
_limite majore ad terminum extremum #7 4 ns cfle intervallum tes-
‘minorum #s—nj3 2 limitz minore ad alterum extremum o interval-
jum nr—n3 & ab intermedio numero ad alterutrum limitemn inter-
vallum # terminorum, Eft vero fcmpes ns—=non:is-1.13 & nr—n.

imiir—1.1, Quareconflat &c.
: ‘ Lemn,



du deuxiéme et

Lemme 2. Toute puissance entiére d'un bindme quelconque 1+
est exprimée par un nombre de termes supérieur d'une urité a celui
des wunités dans 1'indice de la puissance. Car il y a trois termes dans
le Carré, 4 dans le Cube, 5 dans le Bicarré, et ainsi de suite, comme
cela est bien connu.

Lemme 3 . Dans n'importe quelle puissance de ce bindme (au
moins celle dont 1'indice est égal au bindme 4 + 4 = £ ou a un
multiple de celui-ci, soit wt + wns = nt ) si quelques termes
précédent un terme quelconque M, si d'autres le suivent, et si le
nombre de tous ceux qui le précedent est par rapport au nombre de tous
ceux qui le suivent, comme 5 a x , soit ce qui revient au méme,
si dans ce terme Tles nombres des dimensions des lettres x et &
sont respectivement comme les quantités elles-mémes x et 4 , ce
terme sera le plus grand de tous, et ceux qui de part et d'autre sont
plus proches de 1lui seront plus grands que d'autres plus éloignés du
méme cOté : mais ce terme M sera dans un rapport plus petit avec
un terme proche que ce terme avec un terme plus éloigné (pour des
intervalles de termes égaux).

Dem . 1 . C'est une chose connue parmie les Géométres, que la

. - s s nt .
puissance nt du bindme x + 4 , c'est-a-dire (x + 5) est exprimée
par la série suivante :

)Ln/t . nt )Ln/t—l 4+ nt.nt-1 }LM—Z AZ . nt.nt-1.nt-1 )LVLt—3 /.>3 v ote. ..
] we -1 2y 1.2.3
jusqu'a + == 14 + 4~ 3 dans cette progression, le premier élément x

)
du bindme diminue graduellement dans ses dimensions, le deuxieme 4 _
augmente gY‘ad uellement dans ses dimensions, le deuxiéme s augmente graduellement, cependant que les coeffi

d .. . . -
pgnu1t1éme termes sont %t, du 3eme et de 1'antépénultieme EETEg—l,
du 4eme et du proantépénultieme nt}ng—;;ni—z et ainsi de suite.

Et parce que le nombre des termes hormis M est, d'aprés le Lemm. 2 ,
nt = nt + ns, mais que par hypothese 1le nombre de ceux qui 1le
précedent est au nombre de ceux qui le suivent comme 4 a n, le nombre
de ceux qui précedent Te terme M est ns, et le nombre de ceux qui le
suivent est nrn. De la, d'aprés 1la loi de la progression, le terme.M
sera

nt.nx-1.nxt-2..... nt-ns+1 [nn+1] nmtgu ou (57)
1.2.3.4........ n
nt.nt-l.nt-2..... nt-na+l [ns+1] m ns ,
s
1.2.3.4........ n

et de méme le terme voisin de celui-ci i
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CLemna. 2. Ominis poteftas integra alicujus binomii r~-s rer=
minis exprimitur uno pluribus, quin cft unitatum numerus in pote-
ftatis indice. Nam Quadratum confiat terminis tribus, Cubus 4.,
Biquadratum y, & ita porrd, ut notum. :

., Lemm. 3. In qualibet poteftate hujus binomii (faltem cujus
index zqualis binomior 4530 ¢, aut cjus multiplex, putd sr - ns
00 nt) fi terminum quempiam M nonnulli pracedant, alii fequantur,
& fit numerus omnium praecedentium ad numerum omnium fequen-
tium reciproct, uts ad r, feu quod codem redit, fi in illo termino
numeri dimenflionum litcrarum 7 & s direde fine, ut ipfee quantita-
tesz &vs, eritille erminus omnium in eadem poteftate maximus, il
li verd propior ab utravis parte major remotiori ab eadem L ~rte: fed
Idem terminus M ad propiorem minorem habcbit rationem, qQuam
(in pari zerminorum intervallo ) propior ad remotiorem.

. Dem. 1. Notarcseftinter Geometras, quod poreftas n¢ bin
mit7 +s, hoceft, y -5+ hic feric exprimitur: ‘

nE ne sy ne.ns-1 ng -2 ni.Ms—1.nm8—32 B3 3
’ +‘l—f s+ T3 114 I-T--r 237 o &e.
. 2o

nt

ulquead + — rs”

§ =1 ne, . . - . .o
: -5 5 in cujus progreflu parsuna binomit
r dimenfionibus {uis gradatim minuitur, pars aleera s augetur, exi-

. - R . . . . .
flentibus interea coethcientibus fecundi & penultimi termini -, 3¢

ns—1 nt.ni~l.rs-2

‘Q, ! s ht.
& antepenultimi ——— veram

“& fic deinceps.  Et quia numerus omnium preter M terminorum
per Lemin. z. eft nr 00 n7 +-ns, ex hypoth.autem numerus ipflum
praeccdentium ad numerum fequentium fe haber, ut s ad v, erit nu-
_merus corum, qui terminum M pracedunt, #s3 & qui ipfum fe-
quuntur,#7,  Unde ex lege progreffionis terminus M fiet '
.,,x‘m—x.nc——:....n:~r:;+x(nr+;)rnr:,,,,vd- .
) . le2 3 -c+0onyg )
ne.nt—1.nt—13....nt=nr41(us41) ‘nr ns

‘ T s

o2 o3 g e nr

& fimilicer teeminus huic proximus ad

Ff 3 L j:'m:ﬂrdm’

, 4% & proantepenultimi
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gauche droite

ntnt?rd# .. WHZMWwIAM+1 nt.nt-1.nt-2.... M+2n JMH
L2.3.40 . n8-1 1.2.3.4.... nr-l

de méme que le suivant vers la

gauche droite
anw-lrw-z WHS)mn+2 ns=-2 nt.nl-l.nt-7...n6+3 ni-2 ns+l
1.2.3.4....n8-2 1.2.3.4....n-12

d'ou Tles simplifications convenables ayant été faites partout, tant
des coefficients que des termes purs, par les diviseurs communs, il
sera évident, que le terme M sera avec le terme le plus proche sur sa
gauche comme (nx + 1) .5 a ns.n , celui-ci avec le suivant comme
(me+ 2).4 a (ns - 1).n etc ; de méme que le terme M sera avec le
terme le plus proche sur sa droite comme (ns + 1)n a nn.s et celui-ci
avec le suivant comme (ns + 2)2 a (nx - 1).4 etc . Qr on a

(ntl) .5 (opts) > ns.n(s) (58) et (na+2).8 (nns+2s) > (ns-1).x [ ms-4)  etc...

et (ns+1).% (ws+n) > ns(ns) et (ns+2).n (wws+2a) > (nri-1) .5 (nrs-4) ete...
comme il est évident. Donc le terme M est plus grand que son voisin de

part et d'autre ; ce dernier, de chaque coté, est plus grand que le

suivant, etc...C.Q.F.D.

nwo+ 7

O est plus petit que le rapport PYRT

ns
comme il est évident : donc de méme, apres avoir multiplié de part
(wrl).s  (ne2) .5

ns.n (ns-1).1n

2. Le rapport

et d'autre par % , on a le rapport Egalement Tle

M+7<nMZ

Py o7 0 comme il est clair : donc aprés avoir

rapport

multiplié de part et d'autre par % » on a de méme le rapport

(s + 1)1 o s+ 7)1
nwe. A (e - 1) .5

Mais le rapport (nn+l).s

est celui du terme M au terme qui en
ns Wi

est le plus proche vers Tla gauche ; et %%%—;—%%;% le rapport
de celui-ci au suivant : de méme le rapport.(né + 1)1 ost celui
. 8 (ns+2) . n

du terme M au terme que en est le plus proche vers la droite,et To=TT 3

le rapport de celui-ci au suivant, comme on 1'a montré plus haut, une
conclusion équivalente pouvant étre tirée pour tous les autres.
C'est pourquoi M Tle plus grand des termes est avec un terme proche de
part et d'autre dans un rapport plus petit que celui d'un terme proche
a un plus éloigné ( pour des intervalles de termes égaux). C.Q.F.D.
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fiuifeam: dextr am :
LT TR I S L ok rr+l M-8 weme=1.30-2.... nr-tz nr-lju-}-l.
Tei.d e o .. ma—1 ‘ t.2.504 000 .nr—1
necnon fequens verfus finiffram : dextram:

‘ -
Bl —— T, 4 mr2 nret'mimi-tinz-z....ns3 nr-2 Wz,
2 X.ut 1....nr+5r 2 2 iy s b

1.2304 .. . HHS™2L I 1.2:.3.4.00003r-2

& quibus, premilia ubique convenienti reduttione tamn coéfficientium
quam terminorum purorum per divifores communes , patebit, quod
terminus M ad proximum verfus finiftram £ haber, utar-r 1,
ad ns.v, hic ad fequentem, ut #r—- 2,5 ad ns- 1. 7 &c. Nec non
rerminus M ad proximum verfus dextram, ut 5—:_4—-—1 radar,s;
&chic ad fequentem, ut ns+2.radur—1.s. &c. Eftverd Br-t~1.s
(nrids) > ns.r (a73), &arpa.s(nrs+25) > mT-—; f
lr_::r) &c. ut & ~zs+ 1 4 ( rs4r) > #r.s (wmrs),
nsebo2.v (Brs-bar) > nr-1. :(nrr—-:) &c. ut apparet. Er-
gb terminus M major proximo ab urravis parze, hic majoc remotio-

1t ab cadem parte, &¢. Q.E.D.

) . ny . . . nr—y2
2. Ratio _;H minor eft ratione ”,;7_?__‘_, ut patet: ergd &
. . H ol Ar—-1.5 ”T_z_,‘ ol
addita commnmizatione -, ratio — 5~ < 7= .« Similiter
- r
ratio ”-—:'—:'_ e P2 , ut liquet: igitur 2ddica ratione communi 7,
ny +1 niFr ol e + .
Tatio quoque “= S XL et Sed ratio 271" eft jlia quam
”n 2.8 .
retminus M haber ad pzc‘mr.xmvenus finiftram; & Broid i,
J"'"[ r

guam habet hic 2d fequenter: item r*uoﬁi:—‘—~ ¢t ea, quam ter-

1 ; ~ w2,
sinus M haber ad proximum ver{us dextram j & ~ _'*Z__" quam
nr-t.s

sbet hic ad fequentem 5 uii modd oftenfum ef?, & ad czeteros oranes
ex zxauo concludi poteft. Quare maximus terminorum M ad pro-
piorsm ex vtravis parte minorem raticnem haber, quam (in pari ter-
minorum incervallc ) p'omor ad remotiorem ex cadem parte,

Q. E, D,

1
4l

Lemm
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Lemm. 4 . Dans 1'élévation a la puissance d'un bindme, dont
1"indice est nt , on peut concevoir un nombre n si grand que M le
plus grand des termes acquiére en comparaison de deux autresl etA,
distants de M d'un intervalle de 1n termes a gauche et a droite, un

rapport supérieur a la donnée que 1'on veut.

Dem. En effet, comme dans le Lemm. précéd. M a été trouvé tel que
nt.nt-lT.nt-2...... na+1 &Wl'M Ourmyw—zntz ...... ns+l  nn ns
1.2.3.4...... ns ’ 1.2.3.4...... nr
d'apres la 1loi de 1la progression ( n ayant été ajouté au dernier
facteur du coefficient au numérateur et retiré au dernier facteur au
dénominateur ; 1la dimension d'une des lettres 2 et 4 ayant été
augmentée de ce méme n, Tla dimension de 1'autre diminuée
pareillement) on aura le terme :
L a gauche A a drodte
nt.nt-1.nt-2...nn+n+l &wunbn&n rme—Lntﬂ.“.nMn+lnmvnén&w
1.2.3.4....n8-n 1.2.3.4....n1-n

d'ou, aprés avoir effectué la réduction convenable par les diviseurs
communs, il résulte :

M natnowun-T.wen-2. .. el 8" M ns+nongen-1.n8+n-2...ns+1. 4"

AN menFl.a-n+l.n-n+3. . st

L~ ns-n+l.ns-n+Z.ns-n+3..ns. A"
ou bien (les dimensions des quantités " et * ayant été
distribuées également dans les facteurs pris un a un en raison du
nombre égal de chacun des deux) :
M _ ns+ns.nrs+ns-8. nms+ns-25. . . nb+s
L ws-nwtn, ms-nm+ 2. ms-nt3h. . s
MWL WAL S L

A W-ns+s.WL-ns+18. s-ns+3s. . s

mais ces rapports sont infiniment grands, lorsque le nombre n est
supposé infini ; car alors les nombres 1, 2, 3, etc. sont négligeables
devant o, o om K noy 1.2.3.(59) et s B on RT3 etc,
eux-mémes sont equivalents a wi 8, et né%ﬁ;@@ét en effectuant
la divison par n il s'ensuit que :
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Lemm. 4. Inpotcflate binomii, cujus index nt, tantus porcfl
concipi numerus #, ut maximus terminorum M ad alios duos L & 4
intervallo n terminorum finittrorfum & dextrorfum 3 fe diftantes
rationem acquirat qualibet data majorem
Dem, Cbm enim in Lemm, praeced. terminus M fit inventus

NI.NE=1.Nf——2 ., ... nr I _nr ns

- 1.2 ¢34 ce..n3

BE.pg-~l.nt—2.,.,. .81 nr ns
s b

Vel o304 .0 oo0bir
erit ex Iege progreffionis (addito n ad ultimum fatorem cosficientis
in numeratore, & ablato ab ultimo in denominatore; nec non alte-
rius literarum r & s dimenfionibus codem n aultis, zlterius diminu-
ts) terminus

L ad finiftrans: A gd dextram.,
L BE~ LNt r=bn et Ar—tn ni-n n:.m-x.m-z.....m-}-n-}-tfnr-njn:-{—n.
T ! 1.2.3.4.c..8r—n b

I.2.3.4¢.00eB5—n
unde fafta convenienti reductione per divifores communes, refultat
Eiﬂ 0 nrt-n.nrfn—t.nrf-n—a...nr41 X-r"

L n:—n+l.n1—n+x.nJ—n+;... we X

‘M n‘l-}—u.’t!-i-n——l.n:+n-—z....n1+l',\’ra’
LA pr—ndtonr —ndgy.nr-nd3....nr X"
five (dimenfionibus quantitatum r» & s#in fingules faQores , cb -
qualem amborum numerum, zqualiter diftributis )
M nrs-ns.nrs=ns—g pric-ns—23 ... .nri-4-s
i ")on:—;’:-}-—;-:ﬁrJ-nr+;;.:;::_;+3:?ﬁr:
M Bredenronrsdenr—r. onrsdnr—=zr... .. nrefer

. T .
A OO,,u-—ux-]—-:.ﬁr:—.n:-}-xl.nr:-—n:-}-u I T O

fed hze ration:s funt infinité mignae, cim numerus » ponitur infini-
sus; tuncenim evanelcunt numeri 1, 2, 3, &<, pra n, iplzquenr K
n8 1,2,3,&c. & 8n S 1,2,3,8&c. tantundem valent, ac-
wr 8 n & w5 8 n, fic urdiviftone inftitura per s, prodeat
. - . ' M
1 X
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M _ 78+4. n4+4. N8+8. . ... ey M. NS+ B+ .. NS+N. . . .. ns
i : nE-b. M-, .. . nE-5. . ... ns

quantités qui sont composées, comme on le voit, d'autant de rapports
S +4 nS+A s .
o ou ZZ?Z'(sz)q“ il y a de facteurs : or le nombre de ces facteurs
est n , c'est-a-dire un nombre infini ; puisque , entre le premier
nt+n ou ns +n, et le dernier mv + 1 ou ns + 1 , la différence
est n - 1. Pour cette raison les rapports sont des multiples infinis
St h G AR
s - h ns - 5 7
sont-ils infinis : si tu doutais de cela, congois une succession
infinie de proportions selon les rapports 4 + 4 a n4 - &, OU A5 + N
a 48 - 4 3 le rapport du premier au troisieme sera double , du
premier au 4eme triple, au 5eéme quadruple, etc. jusqu'au dernier pour
. e ns + b ns + n
lequel le rapport est un multiple infini du rapport P Pyaaye
or il est évident que Tle rapport du premier au dernier est
infiniment grand, parce que le dernier = 0. (voin Le corollaire de
notre 6eme Proposition surn Les Séries Inginies)(63). C'est pourquoi ,
. . . . P ns + b s+ n
il est clair qu'un multiple infini du rapport 7 %Y T s
infini. On a donc montré par la, que dans une puissance infiniment
élevée du bindme, Tle plus grand terme M est envers L et./\.dans un
rapport supérieur a tout rapport assignable. C.Q.F.D.(64).

des rapports

aussi , conséquence simple,

est

Lemm . 5. Si 1'on admet ce qui précéde, on peut concevoir un
nombre n si grand que la somme de tous les termes pris a partir du
terme intermédiaire et maximum M jusq'aux deux termes L et /A inclus
soit envers la somme de tous les autre qui s'étendent de part et
d'autre au-dela des 1limites L et dans un rapport supérieur a tout

rapport donné.

Dem . Convenons d'appeler les termes entre le plus grand qui
est M et 1la limite gauche L,F le deuxieme a partir du plus grand ,
G le troisieme, H le quatrieme, etc. et au-dela de la limite L, P le

Y

deuxieme a partir du méme, Q le troisieme, R le quatrieme, etc. Donc
puisque % < % et % < % et

lemme 3, on aura ainsi la suite % < % <

ju nt K ep}
N
O

R etc. d'aprés la 2&me partie du
G

= etc. C'est pourquoi,

est infiniment grand, d'aprés
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X "!\L;-‘-—;,r,r-—*—).r:—}-:....._rf 'l_lﬁ»_ rebrorirasder s,

L Y rsm—r.rs—r.ri—r ... 15| A TSI 5 Fie— .74 e, .15

. . . r s
Gu: quantitates componuntur, Ut patet, exX tot rationibus " aut

r&s—r
rit-r
rs—3s

inter primum sz ==, aut ns +4-n, & ultimum nr 41 aut ns4-1 differen-
. - - . . . . . . . 5 S
tia fic - 1. Idcircd rationes ifte funt infinituplicata rationum :7:__*; &

, quot funt faores : at horum numerus cft n, h. c. infinitus ; cim

re4T

~2=", ac proinde fimpliciter infinite: qua de fequela si dubites,
P :

concipe infinitos continué proportionales in ratione rs—4-s ad rs—7,
vel rs4radrs—s 3 erit primi ad rertium ratio duplicata, primi

ad 4tem riplicata, ad gtu™ quadruplicata, &c. ad ultimum infi-
TS5

. . .. rechor : .
niteplicata rationis ~—- vel o= conltat autem, rationem pri-

mi ad ultimum infinite magnam efle, ob ultimum 20 o. (77, Co-
rolt, Pufit o vgflre 6 de Serscbus Irfininis, ) Quare etiam conftat, in-
rs 5 rs r . .

F 1 vel 77 nfiniam cfle.  Oftenfum

rs—r rs—s

finituplicatam rationts

itaque ¢ft, quod in poteltate infinite al:a binomii terminus maximus
M ad duos L & 4 rationem habeat omni aflignabili ratione majo-
rem. Q. E, D.

Lemn. 5. Pofitis, que in preeced. tantus intelligi potelt nu-
merus #, tt {umma omnium terminorum ab intermedio & maxi-
o M 4d ambos ufque L & # inclufive fumtorum, ad furamam o-
snniuin reliquorum extra hos limites L & 4 utringue prozenforum
rationem habeat omni data ratione majorem,

pem. Vocentur termini intra maximum M & limitem f{ini-
ftrum L, fecundus a maximo F, tertius G, quartus H, &c. 8 extra.

limitemn L, fccundus ab ipfo P, tertius Q, quartus R, &c. Quo-
. .. . N _L__F __P Q
niam igitur ratio = < 5 & & (a—, & g < &e. per

- . s M F G, H
pare. 2, Le, 3., eritquoque viciffim T <7< 6,< T &e.
Quare cim pofitio n numero infinito, ratio — fit infinité magna, per

v -Lﬂac.
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etc.

oM

le Lemm. 4. et a plus forte raison tous les autres rapports .8,

F+G+H+etc .2,

H
R
seront infinis ; et a cau de cela =—=—=— = sera a in
3 ause de PTQ+R¥etc uss

fini ,

—_

c'est-a-dire que tous Tles termes contenus entre le plus grand M et Ta
lTimite L seront wune infinité de fois plus grands que la somme des
termes pris en nombre égal a partir de L lui-méme et au-dela de L.
Et puisqe le nombre de tous les termes situés au-dela de 1la
limite L excéde 1le nombre de tous ceux qui sont entre L et Te plus
grand M seulement d'une quantité 4 - 1 (65) (c'est-a-dire d'une
quantité seulement finie), d'aprées le Lemm. I, et puisque les termes
eux-mémes, ci-dessus mentionnés, deviennent de plus en plus petits
qu'ils sort plus éloignés de la limite, en vertu de la 1° partie du
Lemm. 3, tous les termes entre M et L pris tous ensemble (méme si M
n‘est pas compris) 1'emporteront 1a encore un nombre infini de fois
sur tous les termes au-dela de L pris tous ensemble. Semblablement on
montrera de 1'autre cdté que tous les termes inclus entre M et /A
1'emportent un nombre infini de fois sur tous ceux qui s'étendent
au-dela de A (leur nombre excéde le nombre des premiers, en vertu du
Lemm. I, seulement de x - 1 fois). C'est pourquoi, enfin, tous les
termes compris entre 1'une et T1'autre des Tlimites L et/\le plus
grand M pouvant étre retiré) 1'emporteront de la méme maniére un
nombre infini de fois sur absolument tous les termes situés en dehors.
Donc bien d'avantage avec le plus grand. C.Q.F.D.

Scholie . I1 peut étre objecté aux 4eme et Seme Lemmes
par ceux qui ne sont pas habitués a faire des observations sur
1'infini, que méme si dans le cas du nombre n infini, les facteurs
des quantités qui expriment les rapports %1- et/—r'l , mAnv¥l.2.3. etc. et
ns¥n®1l.2.3. etc. valent autant que niédn et ns'¥n, alors que les
nombres 1,2,3 etc. des facteurs pris un a un s'évanouissent
normalement, i1 peut cependant arriver que pris tous ensemble ou bien
considérés en soi, ils croissent a 1'infini (a cause du nombre infini
de facteurs) et qu'ainsi ils diminuent infiniment 1le rapport
b +4 SR
s-n Y s-s
le rendent fini. Je ne puis mieux apaiser ce scrupule, que si je
montre maintenant un mode d'assignation, en fait un nombre n fini,
soit une puissance finie du binOme, dans Tlaquelle 1la somme des
termes entre les 1limites L et A soit a la somme de ceux qui sont en
dehors dans un rapport supérieur a un rapport donné, si grand soit-il,
rapport que je désigne par la lettre c ; il va de soi qu'aprés avoir
montré cela 1'objection s"écroule nécessairement d'elle-méme.

, Cc'est-a-dire qu'ils

infiniment multiple du rapport
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Lo, 4 fortius stiazm creterce rationes > 2.2 8¢, erunt inw
] ) 8 what o i P Q-" R ’ ° ER ‘-
finite s oorer & FHGA-HA-&e o o - - ~'
finitx ; caqae proprer & 5 oo T, infnita, h. e. omnes fimul

- ‘termini intra maximum M & limitem L contenti infinities majoica
erunt totidem f{imul terminis extra L porrecis ipsi L proximis, Et
_ guoniam numerus omnium terminorum extra limitem L numcrum

vmnium intra eendem & maximum M non nisi s—1 (h.c. non
nisi finitis ) vicibus fuperat, per 1. Lem. ipfiquein(uper terminico
minores evadunt, quo funt i limite remotiores, per 1. part. 3,
Le. idcirco termini fimul omnes intra M & L ( etiam non coma-
putato M) omnes fimul terminos extra L adhuc infinities fuperabune,
Similizer autem oftend:tur ab altera parte, qudd omnes intra M & A
conclusi termini omnes extrz A porrectos (quorum numerus prio=
yum numerum per Lem. 1. non aift r— 1 vicibus excedit ) infinities
fuperant,  Quare denique emnes termini inter utrumgue limitem
L & a comprehensi {demto licet maximo M) omnes omnind tere
minos extra pofitos itidem infinities fuperabunt, Ergo multo ma«
gisund cum maximo. Q. E. D,

Schal, Objici poflet contra 4. & §tum Lera, ab his qui fpecu
Iationibus infiniti non affueverunt, quéd etiamsi in cafu numeri 3
infiniti faCtorcs quantitatum, quz rationes % & % expritnunt ¢
r 1 8 152,3, &c. &nsBn 1, 2,3, &e. tantundem
valent ac nr 8 n & ns 8 n, evancicentibus ratione fingulorum
faCtorum numeris 1, 2, 3, &c. feri tamen poffit, ut omncs

colle@ti vel in fe du&i ( propter infinitum faftorum numes
rum ) in. infinitam excrefcant , adeoque rationem  infinie

. . . r T r . . . -
wplicatam rationis r:"_"_': aut r—:——j{—‘ infinite diminuante, h, e. finis

ram reddant,  Cui fcrupelo melius Gdsfacere non pofflum, quimy
fi nunc porro modum oftendam affignindi, reapfe finium nume-
rum #, five finitam poteftatem binomii, in qua fumma tetminorum
intra limites L & A ad {ummam terminorum extra, rationem habeac
dara ratione quantumvis magna, quam litera ¢ defigne, msjoremy
utpote quo oftenfo obje@ionem ultro corruere necclle ft,

S . - Gg Hune
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A cette fin, je prends un rapport d'inégalité aussi grand

qu'on veut, qui soit cependant plus petit que le rapport Zj f i (pour
les termes de la partie gauche) par exemple Tle rapport nAH; 5 ou

no+

];je le multiplie un nombre suffisant de fois (m fois) pour qu'il

soit égal ou supérieur au ragport de c. (s - 1) al, c'est-a-dire, pour
(n+ 1)
am
doit-il &tre fait, cela est rapidement résolu par Tles logarithmes ;
car ayant pris Tle logarithme de ces quantités mL (x + 1)- mL = ou >
) . o Ca Lic(s - 1))
L{c[s - 1]1) et effectué la division, on a aussitdt m > e+ TT-0x °
lorsque §'ai trouvé cela , je continue ainsi : dans cette série de

qu'il soit tel que = ou > c(4 - T). Or combien de fois cela

. LS +n ns+ns-4 wus+ns-24 s +4
fractions ou de facteurs o —TAtn iR i s ,
. . M
par le traitement desquels on tire par le Lemm. 4. le rapport —, on
peut observer, que Tles fractions prises une a une sont plus pEtites'

s+ A
ns -
de cette derniere d'autant plus prés que n est plus grand (66) : c'est

s s+ s o+

pourquoi 1'une d'entre elles finit par devenir égale a ryu

que , mais cependant de telle maniére qu'elles se rapprochent

lui-méme ; aussi i1 faut voir que 1'on doit prendre la valeur de n
de telle sorte que la fraction (dont le nombre selon 1'ordre est m )

N

soit égale a Tui-méme. Or (comme i1 est évident d'aprés 1la

s+ nh - mh + A

n

Toi de Ta progression) la fraction d'ordre m est T e AUt
c PN . asl _ ms - 4 _ mat-4%
égalée a la fraction ——, donne n = m + -———, et de la nt = mt+r ==

Je dis que c'est 1'indice de la puissance ; si le bindme x + %

est élevé a cette puissance, je dis que le terme le plus grand, M,
1'emporte sur 1la limite L un nombre de fois supérieur a c(4 - 1)
En effet, puisque par hypothése 1la fraction d'ordre m devient

A . . o+l
grdce au choix qu'on a fait du nombre n , —— , et que

n
d'autre part la fraction rt multipliée par elle-méme m fois,

m . ‘s s _
c'est-a—dire-tgg%—LL— est par construction égale ou superieur a cls - 1),
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 Hunc 1 fnem allumo rationem quamh’bcr majoric inzqualitas

rs s o« .
LS, qua tamen (t minor ratiene ___*:' (pro terminis ad partem f1-

3 eamque toties (m vici-

bus) mul*xphco, quoad zequct vel fupgret rationem ¢,5—1 2d I,

—————y

hoceft, ue fie —:t——— 20 vel  ¢.s5—1. Quoties autem id fieri de=

r
bear, compendiost inveftigatar per logarithrnos ; nam fumtis quan-

ti:etumlogarithn...s fzmLray —mLr 30 v vel > Lis—1 y & divi-

fione perafta ftatim habetur m %O Iir_;_:-; 5 quo invento fic pere
rs—-ns

gu: In !E:nc illa fra&ionum five fa&orum s .
nRryrs—n r-+-"
nr:—}—n'—: nrs e — g . nr;+_,

> &quorum dutu perLem,

R Ar =28 o prs—pr ey T 0"

. .M . . .
4. refultat ratio T » oblervare hcct, quod . fingulze fra@iones fint

. N re+-s . .
finores quam ~———, ita tamen. ut ad hanc continus propius acce-
dint, quo major fumitor » : itaque queelibet earum aliquando fiet

coredes T 1

ssamali . . .
sonais iph —— o0 5 Quare videndum , quantus {it accie

p..mdus valor #, ut fradtio (cujus numerus ordinis eft m) squetur
;r;f -v~—. * Eltverd (utex progreffionis lege pecfpicuum fic) fra-

A —mne— sy r—41

—_—

3y 1 o —— ——n . .
éuo ordmc 2 hze: nrs— i < my > que ad‘pqug‘g fraCiont ~ -~ 2
v 7’7: l mrs 73
datn 00 m - T &cinde it 0o mt 7 _*_"
eflc indicem potefiatis, ad quam si eleverur binomium r =5, futu-

Fum ut rerminus maximus M fuperer limitem L plus quim ¢.7 — 1
vx::SLs. Nam quia fraltic ordine m per hanc affumtionem numeri

. Dico, hune

-—1 r
nfie - 5 per hypoth. & verd —:t— fra&tio fecum ipfa m vicibus
.J.. 1 m
umphcsm h.... ~—"~,—’ per confte, :vequctvcl fuperctc =1,
. . . ro. .

fir ue
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i1 s'ensuit qu'on dépasse bien plus ¢ (4 - 1) que 1orsqq'9n
met cette fraction a 1la place de celles qui la préceédent ;
no+ 1 on
it
1'emportera donc encore plus sur c¢ (4 - 1) que lorsque avec les
précédentes on remplace toutes celles qui suivent par un, vu que
chacune exceéde au moins le rapport d'égalité. Mais le produit de
toutes ces fractions donne le rapport du terme M au terme L ; il est
donc tout a fait évident que le terme M 1'emporte sur la limite L de

plus de ¢ (4 - 1) fois. Or on a déja démontré que % < g < % < g etc.

vu que chacune des préccédentes est supérieure a

De 1a, Tle deuxieme terme a partir du plus grand M 1'emportera sur
le deuxieme terme a partir de la limite L de plus de ¢ (5 - 1) fois ,
et davantage encore le troisieme sur le troisieme,etc. C'est pourquoi
enfin, tous les termes entre le plus grand M et Tla Tlimite L
1'emportent sur un nombre égal de termes pris a partir des plus grands
au-dela de cette limite de c(4 - 1) fois ; et ainsi ils 1'emportent sur
un méme nombre de ceux-ci pris 4 - 1 fois de plus de ¢ fois. Donc, d'une
fagon beaucoup plus évidente, ils 1'emportent sur tous ceux qui sont
au-dela de la limite L, et qui sont seulement 4 - 1 fois plus nombreux,
de plus de ¢ fois.

Je procede de méme pour les termes de la par;ie droite : Je
5+ 1 _ns+n . oo (s + 1) T
prends le rapport T < i et Je fais ——m——> clrn - 1); e
Lic(n - 1))

trouve alors m > Enfin dans la série des fractions

Lis + 1) -Ls°
wus o+ nn s+ oL - 1 s o+ e - In nww o+ n

W - s+ 8 s - nd + 280 s - ns + 380 T s

qui correspond au rapport M |, je pose 1la fraction qui est d'ordre m,

. . ' ws + s - mu+ R s+ 1 Vs .
dont il est bien connu que T - TE T ma = " , d'ou je tire
mnt - rnt

5+ 1

mn - n
5+ 1

no=m+ , et de 1a nt= mt +

Ayant fait cela, on montrera, comme précédemment, que le bindme
n + 5 élevé a cette puissance, son terme le plus grand M 1'emportera sur
la 1imite A. plus de c(x - 1) fois et par conséquent la aussi, que
tous les termes compris entre le plus grand M et la limite A
1'emporteront sur tous ceux qui sont au-dela de cette limite et qui sont
seulement n - 1 fois plus nombreux, de plus de ¢ fois. C'est pourquoi
nous concluons finalement, que le binbme n + 5 ayant été élevé a la
puissance dont 1'indice est égal a la plus grande de ces deux quantités
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“3J

£: vt haet fraftio in omnes praecedentes frationes dufta multo ma-

. R

gz excedat c.5— 13 ctm fingule precedentivm majores fint quim
'—}’C‘.' Ergo magis adbuc fuperabit ¢.5—1, quando ducitur una
cum praecedentibus in omnes etiam confequentes , utpote quarum
fingulze faltem wqualitatis rationem excedunt. Sed produltum
omnium harum frattionum rationem exhibert termini M ad L; igitur
omnino conftat, terminum M fuperare limitem L plus quam Cs-2
&Q% &¢c. ut oftenfum. Hinc
multo magis fecundus 2 maximo M fecundum i limite L plus quam
€.5— 1 vicibus fuperabit, 8 magis adhuc tertius tertium, &c. Jra-
que tandem omnes termini intra maximum M & limitem L fupe
rang totidem ¢ maximis extra hunc limitem plus quam ¢. s—= 1 vicie
bus; adecque fuperanc totidem illorum s — 1 vicibus fumzos plus
quam ¢vicibus, Ergo multo evidentius {uperant omnes extra limi-
tc!r)n L, quorum non nisi s — 1 vicibus plures funt, plus quim ¢ vis
cibus.

Pro terminis dextimis pari modo procedo: Affumo rationem

—————

“ .. M ' F
vicibus,  Jam autem + <. 5 <.

o1 iy’ T iadie'e) — . . N Le r—t
an, = & facio ¢.r-1,venjoQym =Y “ ST T
; rs—gs v PR ? % ¥ oriebi-Lst
. . . ‘o nrs NY rre nr=—r
Deinde, in ferie frationum ———— fichan

L]
nri—ni—es ' wri—ribae
sre-t nr—2r nrs-$-r

wre—rnr— o7
prs—nsp-35° """

nem , quee erdine eit m, nempe

. M, . P
. — . 2
it qua: ratioacm N mnpute, peno frattio«
— - 1 1 .
nrs—y-nr—mr -}—r\ 1 , inde~
nrs——auns{-mr X g .

que clicio #30 m+$_*:—;r s ac proin nt2Qint-i- f—:—E—ET'—‘- . uo
fa&to firniliter oftendetur, ut antea, qudd binomio 7+ ad hanc pote-
flatern fublato , terminus ejus maximus M {uperabit limitem A plus
quim ¢, 7— 1 vicibus & per confequens ctiam, qudd omies MAximo
M & limite 4 conclufi fupcrabunt omnes extra hiunc limitem, quorum
non nifi 7= 1 vicibus plures fune , plus quam ¢ vicibus, Iaque fna-
licer tandem concludimus, quod elevato binomio -5 ad poteflae

tem, cujus index zzquetur majori harum duarum quanticazusm m e
wisp—3t

Gg 2 et



- 66 -

mt + @éEFi—$£ et mt + Tﬁf—i—%é
entre chacune des deux limites L et /., 1'emporteront d'un nombre de
fois bien plus grand que c sur tous les termes pris ensemble qui
s'étendent de chaque cO6té au-dela des limites. On a donc trouvé une

puissance finie, telle qu'elle ait la propriété désirée. C.Q.F.D.

tous les termes, pris ensemble, compris

Propos . Princip . 11 s'ensuit enfin la proposition
elle-méme, pour Tlaquelle tout cela a été formulé, mais dont la
démonstration se fait maintenant par la seule application des lemmes
préparatoires a 1'objet présent Pour éviter la fatigue d'une

circonlocution, j'appelerai  "4éconds" ou "iontiles" les cas dans
lesquels wun évenement peut se produire, et "stsnilos" ceux dans
lesquels le méme événement ne peut se produire : de méme,

J'appellerai expériences "{Zcondes" ou  "fentiles" celles pour
lesquelles on constate qu'un des cas fertiles peut survenir, et
"ingécondes"  ou "s2eniles" celles pour lesquelles on observe qu'un

des cas stériles se produit. Soit donc le nombre de cas fertiles au
nombre de cas stériles précisément ou approximativement dans Tle
rapport 2 et qu'i] soit en consequence, au nombre de tous dans le

rapport ° e 5 Ou I’ rapport qu'encadrent Tes limites AL 1 et X - !
I1 faut montrer que 1'on peut concevoir des’ exper1ences en un nombre tel
qu'il soit plus vraigsemblable d'autant de fois que 1'on veut (soit ¢ )
que le nombre des observations tombe a 1'intérieur de ces limites
plutdt qu'en dehors, c'est-a-dire que le nombre des observations
fertiles soit au nombre de toutes les observations dans un rapport ni

+ 1 3 . n -1
7> Ni plus petit que Fat

plus grand que “

Dem . Posons  nt comme le nombre d'observations que 1'on
doit faire, et cherchons la grandeur de 1'espérance ou la grandeur de
la probabilité, Tlorsque toutes sont fécondes sauf d'abord aucune,
ensuite wune, deux, trois, quatre, etc. qui sont stériles. Or, puisque
par  hypothese nous sommes en présence pour n'importe quelle
observation de X cas et que parmi ceux-ci £ sont féconds et
stériles et que Tles cas d'une observation pris un a un combinés avec
les cas d'une autre pris un a un, et combiné de nouveau avec les cas
d'une troisiéme pris un a un, d'une 4éme etc. peuvent &tre joints,
on voit facilement que la Regle rattachée a la fin des notes de la
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Wot——g3 5T 1YL o= 2 o
Cre-1 & e 2t

tem L & A comprehensi multo pluribus quim ¢ vicibus fuperabune

5 omucs fimul termini inter utrumque limis

‘omnzs fimul rerminos extra limites ab utraque parte protenfos. Re-
perta igitur cft finied poteftas, quar optatam habeat proprictatenio

QE.F.

Propof, Frincip, Sequitur tandem Propofitio ipfa , cujus gratia
12¢ omnia dicta funt, fed cujus nunc demonftrationem fola Lemma-
tum premiflorum applicatio ad prefins inflitutum abfolver. Ut
circumlocuticnis tedium vitem, vocabo cafus illos, quibus even-
tws quidam contingese poteft, fecundos fev fertilesy & fieriles illos o
guitus idem eventus potelt non contingere: nec nen experimenta
fwinds five ferulic slla, quibus aliquis cafuum fertilium evenire de-
prehenditursy & infmeunda five flerilia, quibus flerilium aliquis con-
tingere obfervatur,  Sic igitur numerus cafuum festilium ad nume-

- N Coy . . 7

qum fterilivm vel praccist vel proxime in ratione ;5 adeogque ad nu-
. . . r r . .

merum omnium in ratione s—— feu ;; quam rationem terminent

+
. - r—+t1 r—t ~ . .
fmites —— & ——. Oftendendum cft, tot pofle capi experimen-

=, ur datis quotlibee (puta o) vicibus verifimilius evadat, nume-
LS q8 .

summ fersilium obfervationumintra hos limites quim extra cafurum

efic, h;ec, numeium ferrilium ad numeium omnium obfervationum

.. .. . . r 4t . N
raticnem- hzbirorum nec majorem qmam ——, nec minorem quam

y—3
‘ L 4

Ders, Ponatar numerus capiendarum obfervationum ne, &
quosratur, guanta fic expedtatio, feu quanta probubilitas, ut omnes
exiftant fecundz, exceptis primo nalla, dein una, duabus, 3, 4 &c.
Sflerilibus, Quandoquidem autem in qualibet obfervatione praflo
funt ex hyp. s calus, eorumque 7 feecundi & s fesiles, & finguti
eafus waius cbfervationis cum fingulis alteriug combinari, combi-
natique rurius cum fingulis tertize, 4% &c. conjungi poilunt, fa-
ile pater, huic negotio quadrare Regulam Annotationibus Pro;;s

: ) X1,
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Prop. XIII (67) de la premiére Part. et son deuxieme Coro]]aife qui con-
tient la formule générale grace a laquelle on sait que 1'espérance de

n'avoir aucune observation stérile est nnt : z”‘ , d'en avoir une
- .. . - -2 nt .
%é nnz ’A : int, deus stériles Eé—%éf——L nnt A4 ¢ £, trois

nf.nf - ;- nt - 2ot - 33 ™ et ainsi de suite, s'appliquent
parfaitement a cette affaire ; et de 1a (aprés avoir éliminé ‘

le terme commun int ) on sait que les degrés de probabilité ou
les‘nqmbres de cas pour Tlesquels i1 peut arriver que toutes les
experiences soient fécondes, ou que toutes le sojent sauf une qui est
stérile, ou toutes sauf deux, 3, 4, etc. qui sont stériles s'expriment
respectivement par A , ?E ATy , ﬂé%ﬂ%:l n"t"zéé, nt.yi;lént—z A543
etc. c'est-a-dire par les termes eux-mémes de la puissance nt du

blnome n+ 5 5 et, d'aprés nos précédents lemmes, le reste est
désormais évident. I1 est clair en effet, d'aprés la nature de la
progression, que le nombre de cas, qui conduisent & nn expériences
fécondes et ns stériles, est justement le plus grand terme M, que,
bien slr, ns termes précédent et 1 termes suivent, a nouveau
d'apres 1le Lemm. 3, et que le nombre des cas pour lesquels il arrive a
o+ on ou nr - n expériences d'étre fécondes et a toutes les
autres d'étre stériles est exprimé par les termes L et A, dont on
sait qu'ils sont distants d'un intervalle de n termes de part et
d'autre du plus grand M ; et par conséquent aussi, que la somme des
cas pour Tlesquels il arrive que pas plus de nt + n et pas moins de
wo- n expériences soient fécondes est exprimée par la somme des
termes compris entre les limites L et /A ; la somme des cas restants,
pour Tlesquels il arrive a un plus grand ou un plus petit nombre
d'expériences d'étre fécondes, est exprimée par la somme de tous les
autres termes situés a 1'extérieur des limites L et /A . C'est
pourquoi, étant donné que 1'on peut prendre une puissance du bindme
si grande que la somme des termes compris entre chacune des limites L
et /. 1'emporte de plus de ¢ fois sur la somme de tous les autres situé
a 1'extérieur de ces limites, d'aprés les Lemm. 4 et 5., il s'ensuit
alors que 1'on peut prendre des observations en un nombre tel que la
somme des cas pour lesquels i1 arrive que le nombre d'observations
fertiles soit au nombre de toutes dans un rapport qui ne sort pas des

Timites L Z M oeM - N gt + 1T ot 2 -1
nt nt ’ T z
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XL prime Part, in fine fubnexam , & ejus Corollarinm fecundem
‘quod univerfalem fermulam condnet, cujus ope cognofciur, quod
~expcltatio ad nullim obfervationem flerilen fiv 7 7 s 27f, 2d unam
"T‘r"“':: ¢, ad duas flesiles 0y W 2p00p ™, ad e

‘A.nt—t.m—1
_€ommuni nomine ™) quod gradus probabilitatum feu numeri ca-
fuum, quibus contingere pbteﬁr, ut omnia experimenea fint feecun-
“da, vel omnia prater anum fterile, vel omnia preeter duo, 3, 4 &c

e . . , n: — s —1 —_— :
fierilia, ordine exprimantur pegr®f, Zymrg, P ESpm =1y,

r* =337, & fic deinceps 5 adeoque (rejefto

1.2

im.nl—l.n‘t_:.zrm__s
r.3.3 :

#t binomit 7 4~5, in Lemmatis modo noltris excufle: undejam cze-
tera omnia oppido manifefta funt,  Patetenim ex progreflionis na-
tura, quod numerus cafuum, qui cum us ferilibus experimentis #7
“fecunda adducunt, (it ipfe cerminus maximus poteftazis M, urpote
quem ns termint praecedunt, & nr fequuntur, per Lem., 3. itzmy,
quod pumeri illorum cafuum , quibus aut nr + 5 aut nr —n experi=
menas foccundis cxterisque fterilibus effe contingir, exhibeantur per
ternuinos poteltatis L & £, quippe intcrvallo # tenminorum a maxt-
mo M utrinque diftantes 5 & per confequens ctiam, (udd fumma
cafuum, quibus non pluribus expentmentis quim #r-f-n, nec paus
ciorbus quam nr —» fecundis efle contingic, exprimatur per fum-
mam terminorum poteftatis intra limites 1. & o comprehenforum g
{fumma reliquorum -cafuum, quibus aur ptura aut pauciora expe~
rinenta fecunda redduntur, per ceterorum terminorzm limites
hos L & 4 excedentium fummam expreffa  Quare cum tan-
ta fumi pofMit poteflas binomii, ur fumma terminorum utro-
‘que limite L & A incluforum pluribus quim ¢ vicibus fu-
“peret fammam ceterorum limites hos excedendum, per Leimn, 4.
& 5. fequitnr etiam , capi poffe tot obfervationes, ut fumma ca-

‘fuumn, quibus numero fertilium obfervationum ad numerum omni-

=m fationem habere contingit, non excedentem limitcs ——— &

53, &c. iphiffimos nempe terminos peteflatis

Rr——rn

Gg3 i Ve
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et 1'emporte sur la somme des cas restants d'un nombre de fois
supérieur a c¢ ; c'est-a-dire que le rapport du nombre d'observa.ions
fertiles au nombre total tombera a 1'intérieur de ces limites E%let 5%1
plutdt qu'a 1'extérieur avec une probabilité qui est rendue plus de C Fois
supérieure. Ce qu'il fallait démontrer.

Mais dans les applications numériques, il va de soi que plus

les nombres 4 , 4 , et £ prennent des valeurs élevées en
" - o+l -1 .
conservant Tles mémes vrapports, plus les limites 7 et 7 qui

R " . . . .
encadrent le rapport 7 peuvent étre étroitement resserrées. Ainsi,

. n . . ..
si le rapport 5 entre les nombres de cas, déterminarexpérimentalement,

était par exemple sesquialtere, pour #« et 4 je ne pose pas ? et 2,

mais 30 et 20, ou 300 et 200 etc. et il suffirait d'avoir posé
n=13, 5=120, et £=nr+4s=250, pour que les limites

A S R N 29 ot qu'on pose en outre c= 1000

£ 50 £ 50
on aura ainsi)d'aprés ce qui a été écrit dans 1@ Scholie pour terme a

deviennent

gauche : droite :
Lic(s - 1) _ 4.2787536 Lic(n - 1) _ 4.4623950
L v o ey i v oL Ll o v b e 777893 < 211
mst - AL _ mit - Rt
nt = me o+ MEZ 2L g4 nt = mt + MEZ AL 95550

De 1a on déduit, grdce a ce qui a été démontré ici, qu'ayant
fait 25550 expériences, il est vraisemblable de bien plus de mille
fois que 1le rapport du nombre des observations fertiles au nombre de

toutes sera compris entre les limites %% et %% plutdt qu'en dehors.

Et par le méme raisonnement, onsauraainsi, lorsqu’on
pose ¢ = 10000,0u, c = 100000, que ce sera plus probable de

plus de 10000 fois, si on fait 37258 expériences ; et de plus de 100000 fois
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2R CARTIS "{’,’0,,"%!}56"‘1"/.‘?2‘]1)!

«7;;—, Fcu ‘i & > pluiibus quam ¢ vicibus fuperct fuiham

¢afoum reliquorum h e. ut pluribus quim ¢ vicibus probabiliug
reddatur, rationen: numert ob(crv.:txcn*‘m fertiium ad numerum

omnium intra hos limitcs —:*;-— & ~;—-, quam extra cafuram efle,

Quod demonftrandum erat,

In fp“cmh auterm horum 1ppixcatxonc ad numeros fatis per fe pa p

e, QUOQ Quo ¢ ma O"C.r 1n cadem ratione "‘TUH'IUHIUI' numeri r, s & Lty

i r—1
€0 4rftius quoque contiringl poffunt limirtes —'*7— 8¢ "-—- rationis

b

‘. Ydcirco si zatio inter numcros cafuum - o» per experimen:a deter-

minanda, ficex. gr. fefquialtera, pro r & s non pono 3 & 2, fed

30 & 20, vel 300 & 2co &c. fufficiat pofunfler 00 30, 520 20, &
.. 1 1 T 2

10 r-+s 20 g0, ut limites fant ':*‘2_ :’6’ &= 20 :ES &

stuzeur infuper ¢ 00 1000 * sic fict ex Scholii prafcripto, pro tez«

minis ad
Sfruoflran:
Le.s—: 4.2787536

~ —r————— Y —_—
m L?*}'I-L' \lo 14.2405 \301

s ) s T 24728

dextrams
Le.r—z 462398
mv;_’_;:‘—coj. """" T— <211
s4-1-Ls ,.3159) _

5 00 ms - ~———”’"_;" 0 25550,
Unde per ibi demonﬂr.m m.crrur, q.xbd inflitutis 2§50 experi-
menus multo plus millies verifmilius fir, rationem quem nnmerus
‘Lr"'-e,m ob.::'.':z'cnum obtinebit ad numerum omnium, intra hos
jimiies £5 8¢ +2 caluram, quam extra.  Arque eodem pao, polita
€20 : OOUO,QU" ¢ 30 10ccoc &ec. coanofcetux idem plus decies mil-

Yies probabilius fore, fi hantexperiments 3128 5 & plus quam centics
‘ ‘ millies,
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si on prend 36966 etc. et ainsi de suite a 1'infini,
sans cesser n'est-ce pas d'ajouter 570§ expériences nouvelles a partir
de 25550 De la, enfin,semble découler cette chose extraordinaire que
si les observations de tous les événements se poursuivaient a travers
1'éternité entiére, (la probabilité débouchant a 1la fin sur 1la
certitude parfaite) nous saisirions que toute chose dans le monde
arrive par des raisons certaines (68) et par une loi constante du
retour des choses ; a tel point que méme dans les choses les plus
accidentelles et les plus fortuites nous sommes tenus de reconnaitre
une quasi nécessité et pour ainsi dire une fatalité ; je ne sais si
Platon Tui-méme n'a pas voulu suggérer cette fatalité, dans son

dogme du retour universel des choses, selon lequel il a prédit

que toute chose reviendrait a son état antérieur
aprés d'innombrables siécles

(69)
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PARS QUARTA, 239

millles, fi capiantur 36964, &c. & fic porro in infnitun, addi-
tis nempe continuo ad 25 5yo 2lils §708 experimentis, Unde tane
dem hoc fingulare foqui videtur, quad si eventuuni omnium obferva-
tiones per tetam eternitatera coneinuarentur, ( probabilitate ultimo
in perfe@am certitudinem abeunte) omnia in mundo certis rationi-
bus 8 conftanu viciffitudinis lege contingere deprehendgrentur; 2deo
at etiam in maxime cafualibus atque fortuitis quandam qualt necesdi-
tatem, &, ut fic dicam, faralicatem agnofcere teneamur; quam ne-
fcio annon ipfle jam Plato intendcre voluerit, fuo de univerfali re-
rum apocataftali dogmate, fecundurn quod omnia poft in-
numerabilium fcculorum decurfum in priflinum
reverfura flatum praedixic,




(1)

(3)
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NOTES

J'ai traduit "Doctrina" par "Doctrine" plutdt que par "Art", "Science", "Théorie"

ou "Méthode, malgré 1'ambiguité actuelle de cette expression, par allusion au
titre du 1livre d'Abraham de Moivre "Doctrine of Chances" paru en 1718. Par
ailleurs Saurin, dans son article du "Journal des Savants" de 1706, écrit : "La
troisiéme partie fait voir 1'usage de la doctrine des permutations,... c'est
dans la quatrieéme partie que 1'auteur ¢étend sa Méthode ...". Bernoulli, lui,
n'utilise que le mot "Doctrina" dans les titres des 28&me, 3éme et 42me chapitres.

J'ai beaucoup hésité entre "Civiles" et "Politiques" ; 1'expression méme utilisée
par Bernoulli "in Civilibus, Moralibus et Oeconomicis" rappelle la classification
des sciences d'Aristote que 1'on peut résumer en disant que celui-ci distingue 3
catégories :

* Les sciences théordtiques qui étudient les vérités de la nature (Mathématiques
et Physique) et de T'étre en soi (Métaphysique et Théologie).

* Les sciences pratiques qui étudient 1'action( Ethiquge, Economie et Politique)

* Lles sciences poétiques qui étudient la création (Peinture, Sculpture,
Littérature).

L'éthique, 1'économie, la politique étudient 1'art de vivre en tant
qu'individu, chef de famille et citoyen.

Vastel, dans sa traduction de la "Lettre au lecteur" de Nicolas Bernoulli, en
1801, traduit par " affaires civiles " ; Saurin dans 1'article du "Journal des
Savants" de 1706 écrit : "...ce quil'étend a 1la vie civile et aux affaires
particuliéres... aux choses qui regardent la vie civile et Tles affaires
domestiques" ; Fontenelle dans son Eloge a 1'Académie des Sciences de 1705 écrit :

"I1T la portait méme (cette matiére) jusqu'aux choses Morales et Politiques
..." Varignon, dans wune lettre & Jean Bernoulli du 8 Mai 1708, écrit : "... y
ayant fait entrer jusqu'aux matieres de Morale et de politique " ; Nicolas
Bernoulli, le 26 février 1711, dans une lettre a Montmort, écrit : "I1 serait a
souhaiter que quelqu'un vouldt entreprendre d'achever cette dernigre partie, et
de traitter (sic) a fonds Tles choses de politique et de morale ..."Arnauld et
Nicole écrivent dans "La Logique ou 1'Art de Penser™ (1662) (notée maintenant LPR
(Logique de Port-Royal) dans la pagination de 1'édition Flammarion de 1970) : "...
Cette fausseté d'esprit n'est pas seulement cause des erreurs que 1'on méle dans
les sciences, mais aussi de Tla plupart des fautes que 1'on commet dans la vie
civile , des querelles injustes, des procés mal fondés, des avis téméraires, des
entreprises mal concertées."zp37) - voir également p.323 et suivantes.

Bernoulli suit ici une distinction classique de la scolastique entre la vérité des
choses, "Veritas rei, veritas existentiae, veritas in essendo", la réalité et la
vérité de la connaissance, '"veritas intellectus, veritas 1in cognoscendo" -
"L'analyse critique de 1la connaissance commencée par Descartes, poursuivie par
Locke, Leibniz, Berkeley, Hume, Kant, a accentué cette distinction entre la vérité
de la connaissance et 1le fait de saisir 1'étre en soi, distinction qui trouve
son point culminant dans le criticisme kantien, et par suite, le mot vérité
s'est de plus en plus appliqué & la connaissance seule" A. Lalande, Vocabulaire de
la Philosophie, PUF, article "Vérité" p. 1198. Pour Bernoulli, la vérité est la
vérité des choses, et c'est la certitude qui se dédouble en certitude ontique et
certitude épistémique sans qu'il se prononce sur Tleurs rapports. Cette
distinction s'exprime de maniére plus complexe dans la Logique de Port Royal ol
la distinction est faite entre "vérité essentielle" et "vérité existentielle",
vérités du monde divin et vérités du monde humain, mais toutes deux "vérités des
choses", ol 1la croyance certaine en 1la vérité de la chose se résorbe dans sa
vérité : "la premieére réflexion est, qu'il faut mettre une extréme différence
entre deux sortes de vérités : les unes qui regardent seulement la nature des
choses et leur essence immuable indépendamment de leur existence ; et les autres
qui  regardent les choses existantes, et surtout les événements humains et
contingents, qui peuvent étre et n'étre pas quand il s'agit de 1'avenir, et qui
pouvaient n'avoir pas €été quand i1 s'agit du passé. J'entends tout ceci selon
leurs causes prochaines, en faisant abstraction de leur ordre immuable dans la
providence de Dieu, parce que d'une part il n'empéche point la contingence, et
que de Tl'autre ne nous étant pas connu, il ne contribue rien & nous faire croire
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hoses." (LPR, p 413-414.) )
lgs Eoﬁzaissagce qgi juge alors de ces vérités selon lfordre de la certitude
détermine 1la croyance et, pour ce qui est du futur, la, conduite de ]a.v1e. Mals il
y a deux voies de la connaissance : celle de la raison ou de la Science, "toute
connaissance d'un objet tirée de 1'objet méme“'qui est ce(ta1ne,'et celle de
1'autorité qui peut étre divine et certaine ou humaine et soumise a 1'erreur.

"car i1 y a deux voies générales qui nous font croire qu'une chose est vraie.
La premiere est la connaissance qué nous en avons par nous-mémes, pour en avolr
reconmu et recherché la vérité, soit par nos sens, soit par notre raison ; ce qui
se peut appeler généralement raison, parce que les sens mémes dépendent. du
jugement de la raison ; ou science, prenant ici ce nomlplus généralement qu'on ne
le prend dans les écoles, pour toute connaissance d'un objet tirée de 1'objet
méme. . .
L'autre voie est 1'autorité des personnes dignes de créange, qui nous
assurent qu'une telle chose est, quoique par nous-mémes nous n'en sachions rien;
ce qui s'appelle foi, ou créance, selon cetti parole de S. Augustin : Quod
i ioni ; i itati
scimus, debemus rationi ; quod credimus, auctori . ] )
Maig comme cette autorité peut-étre de deux sortes, de Dieu ou des hommes, il ¥y
a aussi deux sortes de foi, divine et humaine. . .
La foi divine ne peut étre sujette 3 erreur, parce que Dieu ne peut ni nous

, ni étre trompé.

trnge;oin;umaine estp de soi-méme sugette 34 erreur, parce que tout homme est
teur, selon 1'Ecriture" (LRP p. 409 ‘ .

Hf? créance des événements qui dépendent de la foi humaine (LPR, p.413? concerne
les événements humains et contingents ; ainsi 1'1ncer§1tude‘ Tiée & 1'erreur du
témoignage semble se confondre -ou se diluer- avec 1 incertitude qui découle du
fait que les événements sont contingents. En fait, les événements étant .
contingents, on ne peut détecter 1'erreur au non de la négess1té (LPR, p‘414)e
on ne peut éliminer la diversité des témoignages qul manifestent la contingence
(voir ici la note (12)).

(4) Sur ces problemes voir les Essais de Théodicée de Leibniz (1710) et le Court
Traité de Spinoza (1660-63).

(5) "témoignage de nos propres yeux" (voir note (3))

(6) "IN y a des jeux ol dix personnes mettant chacun un écu, il n'y en a qu'un qui gagne

le tout, et tous les autres perdent : ainsi chacun n'est au hasard que de perdre
un écu, et en peut gagner neuf. Si 1'on ne considérait que le gain et la perte en
soi, i1 semblerait que tous y ont de 1'avantage : mais il faut de plus considérer
que si chacun peut gagner neuf écus, et n'est au hasard que d'en perdre un, il est
aussi neuf fois plus probable a 1'égard de chacun qu'il perdra son écu, et ne
gagnera pas les meuf. Ainsi chacun a pour soi neuf écus a espérer, un écu a
perdre, neuf degrés de probabilité de perdre un écu, et un seul de gagner les neuf
écus : ce qui met la chose dans une parfaite égalité." (LPR, p.428)
J'ai traduit : "cinq probabilités ou parties dont trois militent ..." afin de
conserver le sens d'effort "militant" qui existe dans le mot "partibus" ; 1'idée
d'action, positive ou négative, favorable ou défavorable, est nettement soulignée
par Bernoulli.

(7) "... Et néanmoins, ainsi que nous avons déja marqué ci-dessus, il y a des choses
que nous ne connaissons que par une foi humaine, que nous devons tenir pour aussi
certaines et aussi indubitables, que si nous en avions des démonstrations
mathématiques : comme ce que 1'on sait par une relation constante de tant de
personnes, qu'il est moralement impossible qu'elles eussent pu conspirer ensemble
pour assurer la méme chose, si elle n'était vraie. ...

... I1 est vrai qu'il est souvent assez difficile de marquer précisément quand la
foi humaine est parvenue a cette certitude, et quand elle n'y est pas encore
parvenue. Et c'est ce qui fait tomber les hommes en deux égarements opposés ; dont
1'un est de ceux qui croient trop 1égérement sur Tles moindres bruits, et
1'autre, de ceux qui mettent ridiculement la force de 1'esprit a ne pas croire les
choses les mieux attestées, lorsqu'elles choquent les préventions de leur esprit.
Mais on peut néanmoins marquer de certaines bornes qu'il faut avoir passées pour
avoir cette certitude humaine, et d'autres au-deld desquelles on 1'a certainement,
en laissant un milieu entre ces deux sortes de bornes, qui approche plus de la
certitude ou de 1'incertitude, selon qu'il approche plus des unes ou des autres."
(LPR, p.410)

"Cela étant fait, si toutes ces circonstances sont telles, qu'il n'arrive
jamais ou fort rarement que de pareilles circonstances soient accompagnées de
fausseté, notre esprit se porte naturellement & croire que cela est vrai, et il a
raison de 1le faire, surtout dans la conduite de la vie, qui ne demande pas une
plus grande certitude que cette certitude morale, et qui se doit méme contenter
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en plusieurs rencontres de la plus grande probabilite.

Que si au contraire ces circonstances ne sont pas telles qu'elles ne se
trouvent fort souvent avec la fausseté, la raison veut ou que nous demeurions en
suspens, ou que nous tenions pour faux ce qu'on nous dit quand nous ne voyons
aucune apparence que cela soit vrai, encore que nous n'y voyons pas une entiére
impossibilité." (LPR, p.415).

(8) "1'arbitre", c'est-a-dire la volonté au sens le plus général,tel qu'il est utilisé
dans les expressions "libre arbitre" et "serf arbitre" ; en un sens plus précis,
Ta puissance de choisir.

(9) par opposition a la cause premidre, celle qui n'a pas elle-méme de cause

(10) "La contingence n'exclut pas toujours toute nécessité, ni méme les causes
secondes" et Bernoulli a alors montré que la contingence des phénomeénes naturels

n'est qu‘apparente et T1iée & notre ignorance (voir_ici la_note (36)). Pourauoi
Bernoulli écrit-il alors ‘“surtout" pour laisser la place a la possibilité de

plénoménes contingents ? On peut supposer qu'il cherche a la fois a affirmer sa
croyance en un déterminisme ontologique - ou théologique - et a préserver les
théses orthodoxes du libre arbitre..." que d'autres en disputent"... et ils

sont nombreux !... Spinoza écrit dans les Pensées Métaphysiques :

"LA POSSIBILITE ET LA CONTINGENCE NE SONT RIEN QUE DES DEFAUTS DE NOTRE
ENTENDEMENT. Si on voulait le nier, il ne serait pas difficile de réfuter cette
erreur. Si 1'on considére 1la nature, en effet, comme elle dépend de Dieu, on ne
trouvera dans 1les choses rien de contingent, c'est-a-dire qui, du coté de
1'étre réel, puisse exister ou ne pas exister, ou, comme on dit, soit
contingent réellement}" (Spinoza, La Pléiade, Gallimard, p.256)...

"TA C8NCI[IKITGN DE' LA LIBERTE DE NOTRE LIBRE ARBITRE AVEC LA PREDESTINATION DE
DIEU DEPASSE LA COMPREHENSION DE L'HOMME". (id p 257).

Leibniz, dans les Essais de Théodicée

"Tout est donc certain et déterminé par avance dans 1'homme, comme partout
ailleurs, et 1'dme humaine est une espéce d' automate spirituel , quoique les
actions contingentes en général, et les actions Tibres en particulier, ne soient
point nécessaires pour cela d'une nécessité absolue, laquelle serait véritablement
incompatible avec la contingence. Ainsi ni la futurition en elle-méme, toute
certaine qu'elle est, ni la prévision infaillible de Dieu, ni la prédétermination
des causes, ni celle des décrets de Dieu, ne détruisent point cette contingence et
cette liberté" (p 132). (Bernoulli écrit : ...veritatem existentiae aut
futuritionis i1lius rei" (p.210) : futurition ou existence future).

(11) Voir 1'article 84 des "Meditationes" (Bernoulli T III p.70) écrit en frangais :
"On n'appelle pas bonheur tout le bien qui nous arrive, ni malheur tout le mal ;
mais seulement Tlorsqu'il y a plus ou autant de probabilité pour le contraire ;
g§ le bonheur est d'autant plus grand, qu'il y a moins de probabilités pour le

ien."

(12) J'ai traduit par "Argument" plutdt que par "Preuve" pour insister sur le rdle

de ce qui est montré, ce qui est apporté afin d'appuyer ou réfuter une "chose".
"Preuve" convient plutdét pour "Probatio", la preuve absolue convaincante.
Dictionnaire Universel de Furetidre (1688-9) :
"Argument :Terme de philosophie. C'est un raisonnement qu‘on fait en posant certains
principes dont on tire des conséquences. Les logiciens divisent leurs Arguments
en Syllogismes, Enthymémes, Inductions, etc. Argument démonstratif ou
convaincant. Argument sophistique ou captieux. Un Argument en forme est un
syllogisme fait selon les régles de la logique. Aristote dit que 1'enthymeme est
1' Arqument de la Rhétorique, comme le syllogisme est celui de la Logique.

En une plus étroite signification, on le dit des indices, des conjectures, des
présomptions. On a tiré de sa fuite un argument qu'il était coupable™

(13) Axiome est pris ici au sens utilisé au XVII eme sigcle de principe qu'on juge
vrai ou bon.

(14) czoxo(;o/oo(",: viser ; avoir comme but ; atteindre/rechercher/conjecturer,

Tr ooy :-javeline
g-co.y?o\sszé;: qui sait viser, ou conjecturer.

La ~"Stochastique", notion parfaitement appropriée au projet de Bernoulli,
désigne donc T1'art d'accorder 1la visée et le but - comme peut le pratiquer le
lanceur de javelot -3 "I1 est bien dommage qu'on n'ait pas conservé dans son
acception premiére le mot introduit par Bernoulli : la Stochastique , c'est a
dire le savoir conjecturer, qui évoque par son origine grecque, non point d'abord



(15)

(16)

(17)

(18)
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le hasard, mais la décision. I1 s'agit avant tout de fonder des méthodes de
conduite rationnelle ; et le calcul proprement dit des probabilités n'y est
qu'auxiliaire de la motivation. C'est cela qui a été oublié lorsque, il y a
environ cent ans, le calcul des probabilités a cru conquérir son autonomie en se
détachant de 1'étude des décisions humaines, pour n: plus s'occuper que de
"philosophie naturelle", c'est-a-dire de physiquef (G. Th. Guilbaud. "Les Théories
de 1'intérét général et 1le probléme 1logique de 1'agrégation". Economie
appliquée, Tome V, n°4, 1952).

Cet art de mesurer qui a un but : "la sagesse du philosophe, la sagacité du
politique", ne se réduit pas & une technique d'évaluation des probabilités mais
s'ouvre sur un art du choix des arguments (régles 1 a 4) et un art de
1'utilisation des probabilités -le parti le plus sir- (régles 5 a 9) ¢ mais en
fait Bernoulli n'a pas développé cet aspect de sa recherche, le plus proche de 1la
tradition des Topiques et de la Rhétorique d'Aristote.

"I1 faut joindre 1les circonstances, et non les séparer ; parce qu'il arrive
souvent qu'un fait qui est peu probable selon une seule circonstance, qui est
ordinairement une marque de fausseté, doit étre estimé certain selon d'autres
circonstances ; et qu'au contraire un fait qui nous paraftrait vrai selon une
certaine circonstance qui est d'ordinaire jointe avec la vérité, doit étre jugé
faux selon d'autres qui affaiblissent celle-1a, comme on expliquera dans le
chapitre suivant." (LPR, p.422)

..."Mais ou notre esprit demeure en suspens, si les circonstances particuliéres
ne font qu'affaiblir le poids des circonstances communes, ou il se porte a croire
que le fait est faux si elles sont telles qu'elles soient ordinairement des
marques de fausseté." (LPR, p.424)

"Pour juger de la vérité d'un événement, et me déterminer 3 le croire ou & ne le
pas croire, il ne le faut pas considérer nuement et en lui-méme ; comme on
ferait une proposition de Géométrie ; mais i1 faut prendre garde 3 toutes les
circonstances qui 1'accompagnent, tant intérieures qu'extérieures. J'appelle
circonstances intérieures celles qui appartiennent au fait méme, et extérieures
celles qui regardent les personnes par le témoignage desquelles nous sommes portés
a le croire." ?LPR, p.414-415).

"... Ainsi avant que nous pouvoir frayer le chemin & la recherche des preuves et
arguments i1 faut savoir 1le lieu oU il sont comme cachés. ... Or parce que les
arguments ont tous leurs Tlieux propres, dont ils sont extraits, la division des
lieux et des arguments est une mesme, savoir que les uns sont artificiels et
dépendent des préceptes de 1'art : les autres hors de T'art.

Scipion Dupleix "La logique ou art de discourir et raisonner" 1603. Liv:VII

chap. II.

"Le Philosophe dit que 1'Euthyméme est un syllogisme imparfait composé de choses
vray-semblables, et de signes ou marques.... Mais d'ailleurs il faut remarquer que
tout ce qui est vray-semblable, possible, probable ou croyable différe du signe,
indice, argument, note, ou marque : parce que nous appréhendons les choses
vraisemblables par 1le jugement : et 1les marques par quelqu'un des cinq sens
extérieurs, a savoir 1la veue, 1'ouie, 1'odorast, le gout, 1'attouchement. Or des
marques les unes sont nécessaires, les autres contingentes ou advenantes.... Les
marques non naturelles sont celles qui surviennent par quelque perturbation,
passion, ou affection, et de celles-1a 1'argument ne se peut tirer ni certain, ni
nécessaire : comme dire Socrates est pdle, ou cette fille 12 a de pasles
couleurs, par conséquent celle-ci est amoureuse, celui-1a a peur. Car il n'y a
rien d'asseuré en telle conséquence, la paleur pouvant venir d'ailleurs, comme de
quelque indisposition ou relais de maladie. Toutefois quand on peut entasser
plusieurs tels signes, marques ou indices ensemble tendans & une méme preuve,
ils servent beaucoup & persuader : comme pour convaincre un homme d'homicide,
vérifier qu'il avait menacé le meurtri de le tuer, qu'il a été trouvé prés du
corps 1'espée au poing nue et sanglante, qu'il s'en est fui, qu'estant appréhendé
et interrogé sur ce fait, i1 a chancelé et changé de couleur, etc..." Scipion
Dupleix op. cit., Livre V chap. 18.

L'exemple considéré ici par Bernoulli semble @tre "classique" : on le retrouve
chez Ciceron dans le "De Inventione" et la "Rhetorica ad Herennium" ainsi que chez
Quintilien dans 1'"Institutio Oratoria". A ce sujet, consulter 1'article de D.
Garber et S. Zabell "On the emergence of probability" dans Archive for the History
of exact sciences, Vol 21, 1979, p.33 a 53.

"I1T faut donc poser pour une maxime certaine et indubitable dans cette rencontre,
que la seule possibilité d'un événement n'est pas une raison suffisante pour me le
faire croire ; et que je puis aussi avoir raison de le croire, quoique je ne juge
pas impossible que le contraire soit arrivé : de sorte que de geux événements Je
pourrai avoir raison de croire 1'un et de ne pas croire 1'autre, quoique je les
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croie tous deux possibles.

Mais par ol me déterminerai-je donc & croire 1'un plutét que 1'autre, si je
les juge tous deux possibles ? Ce sera par cette maxime." (LPR p. 414).... Cette
maxime : voir la note (13).

"Que si au contraire ces circonstances communes qui nous auraient porté & croire
une chose, se trouvent jointes & d'autres circonstances particuliéres qui ruinent
dans notre esprit, comme nous venons de dire, les motifs de créance qu'il tiroit
de ces circonstances communes ; ou qui méme soient telles qu'il soit fort rare
que de semblables circonstances ne soient pas accompagnées de fausseté, nous
n'‘avons plus alors la méme raison de croire cet événement....

...Voici un exemple qui peut éclaircir cette remarque.

C'est wune circonstance commune & beaucoup d'actes, d'étre signés par deux
Notaires, c'est-a-dire, par deux personnes publiques, qui ont d'ordinaire grand
intérét de ne point commettre de fausseté ; parce qu'il y va non seulement de
leur conscience et de leur honneur, mais aussi de leur bien et de leur vie. Cette
seule considération suffit, si nous ne savons point d'autres particularités d'un
contrat, pour croire qu'il n'est point antidaté ; non qu'il n'y en puisse avoir
d'antidatés, mais parce qu'il est certain que de mille contrats il y en a neuf
cent  quatre-vingt-dix-neuf qui ne le sont point : de sorte qu'il est
incomparablement plus probable, que ce contrat que je vois est 1'un des
neuf-cent-quatre-vingt-dix-neuf que non pas qu'il soit cet unique qui entre mille
se peut trouver antidaté. Que si la probité des Notaires qui 1'ont signé m'est
parfaitement connue, je tiendrai alors pour trés-certain qu'ils n'y auront point
commis de fausseté.

Mais si a cette circonstance commune d'étre signé par deux Notaires, qui
m'est une raison suffisante, quand elle n'est point combattue par d'autres,
d'ajouter foi & 1la date d'un contrat, on y joint d'autres circonstances
particuliéres, comme que ces Notaires soient diffamés pour étre sans honneur et
sans conscience, et qu'ils aient pu avoir un grand intérét a cette
falsification, cela ne me fera pas encore conclure que ce contrat est antidaté,
mais diminuera 1le poids qu'auroit eu sans cela dans mon esprit la signature de
deux Notaires pour me faire croire qu'il ne le seroit pas. Que si, de plus, je
puis découvrir d'autres preuves positives de cette antidate, ou par témoins, ou
par des arguments trés-forts, comme seroit 1'impuissance ol un homme auroit été de
préter vingt mille écus en un temps ol 1'on montreroit qu'il n'auroit pas eu
cent écus vaillant, je me déterminerai alors & croire qu'il y a de la fausseté
dans ce contrat ; et ce seroit une prétention trés-déraisonnable de vouloir
m'obliger ou & ne pas croire ce contrat antidaté, ou a reconnoitre que j'avois
tort de supposer que les autres oUu Jje ne voyois pas les mémes marques de
fausset? ne 1'étoient pas, puisqu'ils le pouvoient étre comme celui-l1a." (LPR p.
423-425).

Nous avons ici a 1la fois 1'attention au probléme du "conditionnement" -les
circonstances doivent é&tre "homogénes"-, et Tles conditions d'utilisation des
données ‘“statistiques" dans 1la détermination des probabilités (voir le probléme
traité dans 1'article 77 des "Meditationes"). C'est également une partie que ne
développe pas Bernoulli, mais pour laquelle i1 a cherché des matériaux jusqu'a sa
mort (voir la correspondance avec Leibniz entre 1703 et 1705). ‘

“IT y a encore une autre remarque trés-importante 3 faire sur la créance des
événements. C'est qu'entre les circonstances qu'on doit considérer pour juger si
on Tles doit croire, ou si on ne les doit pas croire, il y en a qu'cn peut appeler
des circonstances communes,parce qu'elles se rencontrent en beaucoup de faits, et
qu'elles se trouvent imcomparablement plus souvent jointes & la vérité qu'a la
fausseté : et alors si elles ne sont point contrebalancées par d'autres
circonstances particuliéres qui affoiblissent ou qui ruinent dans notre esprit les
motifs de créance qu'il tiroit de ces circonstances communes, nous avons raison de
croire ces événements, sinon certainement, au moins trés-probablement : ce qui
nous suffit quand nous sommes obligés d'en juger ; car comme nous nous devons
contenter d'une certitude morale dans les choses qui ne sont pas susceptibles
d'une certitude métaphysique, lors aussi que nous ne pouvons pas avoir une entiédre
certitude morale, le mieux que nous puissions faire quand nous sommes engagés a
prendre parti, est d'embrasser le plus probable, puisque ce seroit un renversement
de la raison d'embrasser le moins probable."(LPR p. 423).

La Logique de Port Royal consacre tout un chapitre (4&me partie, chapitre
XVI : TDu jugement qu'on doit faire des accidents futurs") & la com?osition des
grandeurs qui définit justement 1la sGreté. Bernoulli oublie comp ét?ment cet
axiome fondamantal qu'il utilise par ailleurs implicitement au point 7. (C'est le
point fondamental des chapitres de la Logique de Port Royal que cite Bernoulli
p. 225 - voir note (39) - et la conséquence immédiate des travaux de Pascal et
Huygens ; aussi Jjugera-t-on de 1la précipitation -ou de 1Tla fatigue ?- de
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Bernoulli vorsqu'il rédigea ce chapitre, comme il 1'indique d'ailleurs lui-méme a
la fin, p.217).

"Mais a 1'égard des accidents ol 1'on a quelque part, et que 1'on peut ou
procurer, ou empécher en quelque sorte par ses soins, en s'y exposant, ou en les
évitant, i1 arrive & plusieurs personnes de tomber dans une illusion qui est
d'autant plus trompeuse, qu'elle leur paroft plus raisonnable. C'est qu'ils ne
regardent que la grandeur et la conséquence de 1'avantage qu'ils souhaitent, ou de
1'inconvénient qu'ils craignent, sans considérer en aucune sorte 1'apparence et la
probabilité qu'il y a que cet avantage ou cet inconvénient arrive ou n'arrive
pas." (LPR, p. 425).

. "C'est ce qui attire tant de gens aux loteries. Gagner, disent-ils, vingt mille
écus pour un é€cu, n'est-ce pas une chose bien avantageuse ? Chacun croit étre
cet heureux & qui le grand lot arrivera ; et personne ne fait réflexion que s'il est
par exemple, de cingt mille é€cus, il sera peut-&tre trente mille fois plus
probable pour chaque particulier qu'il ne 1'obtiendra pas, que non pas qu'il
1'obtiendra.

Le défaut de ce raisonnement est, que pour juger de ce que 1'on doit faire
pour obtenir un bien, ou pour éviter un mal, il ne faut pas seulement considérer
le bien et le mal en soi, mais aussi la probabilité qu'il arrive ou n'arrive pas ;
et regarder géométriquement la proportion que toutes ces choses ont ensemble : ce
qui peut étre éclairci par cet exemple." (LPR, p. 428).

"Si ¢a ne fait pas de bien, au moins ¢a ne fait pas de mal".

“Tous les jeux qui sont de cette sorte sont équitables, autant que les jeux le
peuvent étre, et ceux qui sont hors de cette proposition sont manifestement
injustes. Et c'est par 1a qu'on peut faire voir qu'il y a une injustice évidente
dans ces espéces de jeu, qu'on appelle Loteries, parce que le maftre de Loterie
prenant d'ordinaire sur le tout une dixiéme partie pour son préciput, tout le
corps des Jjoueurs est dupé en la méme maniére que si un homme jouoit a un jeu
égal, c'est-a-dire, ol i1 y a autant d'apparence de gain que de perte, dix
pistoles contre neuf. Or si cela est désavantageux a tout le corps, cela 1'est
aussi & chacun de ceux qui le composent, puisqu'il arrive de 13 que la probabilité
de 1la perte surpasse plus la probabilité du gain, que 1'avantage qu'on espére ne
surpasse le désavantage auquel on s'expose, qui est de perdre ce qu'on y met.

IT y a quelquefois si peu d'apparence dans le succés d'une chose, que quelque
avantageuse qu'elle soit, et quelque petite que soit celle que 1'on hasarde pour
1'obtenir, i1 est utile de ne 1la pas hasarder. Ainsi ce seroit une sottise de
jouer vingt sols contre dix millions de livres, ou contre un Royaume, & condition
que 1'on ne pourroit le gagner, qu'au cas qu'un enfant arrangeant au hasard les
lettres d'une Imprimerie, composdt tout d'un coup les vingt premiers vers de
1'Enefde de Virgile. Aussi, sans qu'on y pense, il n'y a point de moment dans 1la
vie ol 1'on ne la hasarde plus, qu'un Prince ne hasardera son Royaume en le jouant
3 cette condition." (LPR, p. 428-429).

John Owen (Ovenus ou Audoenus) (cl560-1622) poéte gallois, dont la maftrise de la
langue latine 1lui valut le surnom de "Martial Britannique". Dans ses Epigrammes
qui comportent 12 livres dont les 4 premiers furent publiés en 1606, 11 attaque
avec virulence 1'Eglise Romaine.

"I1 faut en chaque chose conserver la valeur selon ce qui vient d'elle du pour ou
au contre”.

Contrairement & certains usages "modernes" de la "probabilité", Bernoulli, lui,
attire 1'attention sur la différence entre "certitude morale", "certitude absolue"
et décision prise en vertu d'un critére (voir 1la note (7)). L'autorité du
magistrat, c'est celle du statisticien qui décide du "niveau" d'un test.

Les arguments qui “"existent nécessairement" et "révélent nécessairement" ne sont
plus des arguments mais des preuves certaines, et d'aprés 1'axiome 1 du chapitre
II, il n'y a pas lieu dans ce cas d'estimer leur probabilité. Je remarque que
Bernoulli ne dit pas : "cette probabilité est égale a 1"; est-ce 1'impossibilité
pour la “"certitude épistémique" & rejoindre la "certitude ontique" ?
“Contingentement" n'existe pas en frangais, tout au moins en ce sens ! ; mais le
contingent est trés précisément comme le définit Bernoulli dans le chap. I, le
non-nécessaire, c'est-a-dire ce qui peut ne pas étre.

Ce premier exemple de "divers arguments sur lesquels prennent naissance 1'opinion
ou la conjecture" est particuliérement délicat 3 interpréter, en méme temps que
fort révélateur de la généralité de la notion de probabilité dont Bernoulli tente
ici d'élaborer la logique. Trés clairement nous avons appris jusqu'ici que :
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a) "Conjecturer quelque chose, c'est mesurer sa probabilité" (chap. II, p. 213).

b) "La probabilité est un degré de la certitude" (chap. I, p. 211?.

c) "Si la certitude intégrale et absolue (...) est contituée de cing probabilités

ou_ parties (...), les autres s'y opposant : nous dirons que cet événement a (...)
5 de certitude" (chap. I, p. 211).

d)° "Les probabilités sont estimées d'aprés Tle nombre et aussi le poids des

arguments" (chap. I1I, p. 214).

e) "Par le poids j'entends la force de ce qui prouve" (chap. II, p. 214).

Ainsi 1la probabilité d'une chose ou d'un événement ne peut-elle étre mesurée
qu'en fonction des arguments "qui de quelque maniére prouvent ou révélent que
quelque chose est, sera, ou a été" (chap. II, p. 214) ; aussi parlera-t-on du :

f) "Degré de certitude, ou probabilité qu'engendre cet argument".

La probabilité, c'est bien la probabilité d'une chose ou d'un événement, mais
c'est la probabilité de cette chose engendrée par un argument ou des arguments ;
et la probabilité de 1la chose (e) par rapport & un argument (a) c'est aussi 1la
“force probatoire" ou la "probation" de cet argument re?ativement a cette chose.
Je noterai cette probabil%t@ T p (e,a) et cette probation : p‘(a,e) ; Bien sur,
lorsqu'un seul argument est "disponible" relativement & une chose e : p (e,a) =
p'(a,e), 1la probabilité est égale & la probation. Si un seul argument “"concerne"
une chose e, 1'argument a est équivalent & 1'ensemble de tous les arguments A :
p'(a,e) = p'(A,e) = p(e,A) ; la probabilité de e par rapport 3 a devient donc dans
ce cas la probabilité de e et p'(a,e) = p(e) ; 1'impossibilité de "résorber" la
probation dans 1la probabilité est manifeste et si 1'on peut "oublier" que la
probabilité de e n'a pas de signification que dans le rapport de e & a (et c'est le
cas des problémes les plus simples de dés, de jeux de hasard !) ceci est impossible
pour 1la probation. Et Bernoulli pour mesurer des probabilités, élabore un calcul
des probations.

On comprend alors comment il peut en toute cohérence calculer la probabilité
d'un événement certain comme le fait que "mon frére ne m'a pas envoyé de lettre
depuis Tlongtemps". Par contre, il semblerait "naturel" de penser que le concours
des arguments 1iés & un tel événement 1lui confére une probabilité égale 3 la
certitude : mais Bernoulli n'en dit rien..., et s'il n'y a qu'un seul argument 1ié
& cet événement certain, que cet argument existe nécessairement et révele
nécessairement (voir la note (27)).

I1 s'agit du "De Ratiociniis in Ludo Aleae" de Huygens, commenté par Bernoulli.

Voici 1'énoncé de la troisiéme proposition de Huygens :

"Si le nombre des cas dans lesquels j'obtiens a est p ; si par ailleurs le
nombre des cas dans lesquels j'obtiens b est q, et que nous supposons que tous les
cas ont la méme facilité (omnes casus aeque in proclivi esse), alors mon
espérance vaudra :

(pa + gb) / (p + q) (Ars Conjectandi p. 7)

Au XVIIéme siécle, les deux principaux symboles de 1'égalité sont le signe =,qui
apparait chez Recorde en 1557, mais ne se répand qu'd partir de 1631, et le signex
utilisé par Descartes dans sa GEométrie de 1637. (cf. F. Cajori. A History of
mathematical notations, The open court publishing Company. La Salle - Illinois ,
1928-1974, Vol. I, p. 297 a 309).

Cette notion fondamentale (voir note 29) n'est pas explicite dans la Logique de
Port Royal ;3 la "quantification" n'y porte que sur "les jeux de dEsﬁ et Tes
"ettres au hasard", c'est-a-dire des cas ol, comme 1'écrit Bernoulli, on s'est
"ménagé 1'équité" (p. 223).

"Ce 3 quoi est attribué une part de certitude, si peu mfme que ce soit, cela est

ossible " (p.211).

331 je ne considérais que le nombre des navires, je conclurais que le malheur a pu
arriver égqalement & chacun d'eux" (p.215).

T... de telle sorte que tous ces cas puissent arriver avec une éqale facilité "

pour chacun des dés, les cas (...) sont tous également enclins & échoir

"... les (cas) pour que sorte de 1'urne un bulletin blanc ou noir (...) sont
également possibles , (...) puisqu'on ne voit aucune raison pour que celui-ci ou
ceTui-Ta doive sortir plut ot que n'importe quel autre” (p.224).
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fvec les notations de Bernoulli : a =b +cet &= B + %, mais en fait ( = b,
b, car Tles cas qui révélent ou non ne peuvent qu'étre pris parmi les cas qui
existent ; des cas qui "n'existeraient pas" et "révélermraient"ne peuvent exister.
Si 1'on considére 1'argument contraire, que je note a, on a toujours a =b + c,3
Mais Tes cas qui révelent ou non doivent étre pris parmi les c cas pour lesquels
a existe (principe du tiers-exclu) et on pose§ = ¢ +¢( € cas qui révelent e et ¥ 7
cas qui ne révélent rien ou qui révélent le contraire €) avec & = ¢ ;

Avec les notations introduites dans la note (28), je peux considérer :
p'(ase) 5 p'(a,e) ; p'(a,e) ; p'(3se)

J'obtiens alors le tableau suivant

Existence L' Argument L'Argument

Révelation Existe Mécessairement N'existe pas nécessairement

plae) = 5 prae) -0
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avec la présentation suivante
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b=xA=713+& c=8=E+
=B+c
. Dans 1le tab]eau@:x= 0 ; dansale tableau: c=o0

. Les formules entourées d'un tir%ne sont valables que pour les exemples que

donne Bernoulli, sauf dans le cas ol le contraire d'un argument qui existe
nécessairement est un argument qui n'ext$te jamaic et ne peut donc rien prouver.

Par ailleurs 1'analyse de 1'argument contraire de "Mon frére est affairé" ou "Mon
frére n'a pas de temps libre" qui est “Mon frére a du temps libre" montre que cet
argument ne prouve jamais e (donc € =o0) mais qu'il peut prouver & ou ne rien
prouver : Y doit donc étre décomposé 1ui-méme en deux : P :~1¢0; dans le cas
général un argument peut donc prouver une chose, ou son contraire, ou rien. C'est

une ?bjgftion que Lambert fera & Bernoulli & propos des formules du § 6 (voir 1a
note (35)).

Mais ce dernier, par contre, a bien mis en évidence 1'importance décisive qu'il
y a a considérer les cas ol 1'argument n'existe pas . S'il ne dit pas - dans son
exemple du Jjeu de dés - que Torsque ['argument des 7 points n'ex1s§e pas cela
révéle la défaite, c'est parce que 1'argument, le signe, ne révéle et donc
n'existe pas par lui-méme mais dans sa liaison avec la chose a révéler.
S'exprime ici, je pense, cette caractéristique de 1'"épistémé de 1'dge classique
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gque Michel Foucault décrit ainsi : "Qu'est_ce qu'un signe & 1'dge classique ?
Car ce qui a changé dans la premiére moitié du XVII éme siécle, et pour longtemps
- peut-étre jusqu'a nous -, c'est le régime entier des signes, les conditions
sous Tlesquelles 1ils exercent leur é€trange fonction ; c'est ce qui, parmi tant
d¢'autres choses qu'on sait ou qu'on voit, les dresse soudain comme signes ;
c'est Tleur étre méme. Au seuil de 1'dge classique, le signe cesse d'étre

une figure du monde ; et il cesse d'étre 1ié a ce qu'il marque par les liens
solides et secrets de la ressemblance ou de 1'affinité.....

Le signe, puisqu'il est toujours ou certain ou probable, doit trouver son
espace & 1'intérieur de la connaissance.... A partir du XVII éme siécle, tout le
domaine du signe se distribue entre le certain et le probable..... Le signe
n'‘attend pas silencieusement la venue de celui qui peut le reconnaitre : il ne
se constitue jamais que par un acte de connaissance ." (M. Foucault "Les Mots et

Tes Choses™ p. 72-73. Gallimard 1966).

C'est le calcul que permet la méthode de Pascal-Huygens qui fait entrer le pari
dans la sphere de la connaissance, c'est-3a-dire celle du certain et du probable,
en 1'arrachant au simple fortuit ou & 1'accidentel.

Bien entendu, cette ‘"partie de 1'unité" n'a strictement rien & voir avec la

probabilité de la chose "contraire" !.

"assez clair" | peut-étre ? Mais, si avec un seul argument mixte on ne peut
prouver que la chose ou son contraire et pas les deux a8 la fois, avec deux
arguments mixtes i1 y a des cas olU les deux arguments pris ensemble prouvent la
chose et son contraire. On doit donc supposer que pour Bernoulli il est évident
que ces cas ne peuvent exister.

Si a =b+cetd=e+f;ad=>be +bf+ce+ cf, mis si les deux arguments
sont mixtes, & eux deux ils ne comprennent pas ad cas, car les (bf + ce) cas qui
débouchent sur une contradiction ne peuvent exister (principe de

non-contradiction). I1 faut donc également distin$uer les cas qui n'existent pas
des cas qui existent mais dans lesquels 1'argument n'existe pas.

La démarche de Bernoulli n'est pas acceptable ; en effet, si nous prenons, pour
simplifier, 1 argument pur et 1 argument mixte aveca =b +cetp=q+r, le
raisonnement du § 4 n'est plus va]ableg.pour la méme raison que précédemment.

bx1l+c
On ne peut pas écrire : p _ bptecqg _ 1 - cr
a ap ap

comme si les ap cas existaient ; en effet, d'aprés la ramarque de la note (30), i1
y a ici br cas qui ne peuvent exister ; par contre Bernoulli aurait pu écrire :
Considérons 1'argument mixte ; dans q cas il prouve quel que soit le cas considéré

de 1'argument pur, donc il prouve 1, et dans r cas, il prouve le contraire pour <

cas de ces r cas, ou il ne peut exister pour — cas de ces r cas puisqu'il est
alors contradicto re avec 1'argument pur ; i1 prouve donc 1 dans q cas et rien (de
cette chose) dans 3 cas i1 prouve donc :

qx1 - 4 de la chose.
q+ %ﬁ ga +cr

Ce qui est conforme au fait que si : a =b +cetp=q+rona:
ap = bq + br + cq + cr et que br cas n'existent pas.

Pour les deux arguments i1 n'y a donc que : bg + cq + cr = ag + cr cas.

Parmi ceux-ci aq = bg + cq prouvent la chose et cr prouvent la chose contraire.
la probabilité de 1a chose résultant des deux arguments est donc :
C
-39 et celle de la chose contraire "
agtcr agtcr

J.H Lambert a relevé cette "erreur" de Jacques Bernoulli en 1764 dans son "Neues
Organon" - voir & ce sujet 1'article de Shafer cité en bibliographie-.

On peut "généraliser", comme le fait Lambert, les considérations de Bernoulli en
posant que tout argument prouve une chose dans b cas, prouve la chose contraire
dans c cas, et ne prouve rien ni de 1la chose ni de son contraire dans de cas ;

a = b+ c +d.



.
Considérons 2 arguments ta - bl o +d avec p'(a e) - gl . pll ot pl(al’é) B
1
= + +
T T
blc2 + b2c1 sont les cas qui n'existent pas
b +bd_+db i
b1 2 b1 ) d1 ’ sont les cas qui prouvent la chose
+ + i i
clc2 cld2 dlc2 sont les cas qui prouvent la chose contraire
dld2 sont les cas qui ne prouvent rien.
b + d + ‘' 'p!' 4+ p! -n' =n! + p' -n' -A!
, byb, *bd, *d)by PPty t ety [1-ptmat e e, [1optymaty]
p'aja,ne) = ——— =
2 - (b,c tc b -[{p',q', +p'.q'
12 - (bycyre,by) - [pryat, *ppe]
II+I+I_II_|I_II_
p 1P ’ PyTP,p"P Pp P9, PPy -p

1-pha, - ey

b b + b + d b ] + 1 - ) 1 - 1 1 - ] 1
, bR TG Y, T R L T A B A
p (alaz,e) = X =
- + 1 - ' ' - ' '
213, 7 (bye, * ¢y0p) P9, 7 P,
de méme :
+ +d '+ q' - ' [ - ' ] _ ' '
, _ % 499 9% G 79,799, P9, P9y
p (alaz)e) = (b N b ) = 1 I I ' )
8% 7 ™% P9, " P %y
et
d
' ) -y - 1d2
p'(a,a_,e) +p'(a,a .e) = 1-
12 12 a.a_ - (bc_ +c.b)
12 12 12
Sid =0 ou/etd =0, c'est-a-dire si 1'un au moins des arguments est mixte

1 2
p (alaz,e) +p (alaz,e) =1
Si les 2 arguments sont purs :

[} s + ' "'
p (ala e) +p (ala2 e) <1

2
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Si Boudot -article cité dans la bibliographie (1967)- peut écrire : "Nul doute
ne doit donc subsister : les solutions aque orooose Bernoulli sont incorrectes, la
conceptualisation qu'il utilise incertaine...(p.286)". "I1 n'est nul besoin d'étre
savant probabiliste (sic!) pour remarquer que toutes les formules proposées sont
fausses.  (resic!)... L'incohérence des textes apparait pleinement lorsque
Bernoulli  est contraint d'attribuer & deux propositions contradictoires des
probabilités qui ne sont pas complémentaires..... On doit remarquer que cette
conséquence était inévitable des 1'instant ol on distinguait les arguments purs des
arguments mixtes. Sur Tle plan formel, les cas dans lesquels un argument ne prouve
pas sont ceux-13 mémes dans lesquels il prouve le contraire, et il n'y a donc que
des arguments mixtes. (!) (p.282-283)". La pertinence de la tentative d'élaboration
par Bernoulli d'une théorie générale du probable dans laquelle les "probabilités
additives" ne sont qu'un cas particulier a été mise en évidence par lan Hacking
((1975), Tivre cité en bibliographie) , Glenn Shafer ("A mathematical theory of
evidence" Princeton University Press, 1976 et son article de 1978 cité en
bibliographie) et Henri Prade qui écrit :

“Récemment, 1le professeur Zadeh a jeté les bases d'une théorie des possiblilités
ol un ensemble flou est vu comme 1'ensemble des valeurs plus ou moins possibles que
peut prendre une variable. Les possibilités se différencient completement des
probabilités car elles ne satisfont plus 1'axiome d'additivité. Le concept dual de
nécessité peut étre introduit.

Les probabilités quantifient la fréquence des événements, les possibilités leur
“faisabililité". L'incertitude n'est pas forcément due au hasard.

Vue 1'apparente simplicité de 1'idée de base, une question vient naturellement
a l'esprit ; pourquoi a-t-il fallu attendre 1965 pour que naissent les ensembles
flous ? En fait, 1'idée existait sous diverses formes depuis longtemps, mais elle
ne s'était pas suffisamment différenciée d'autres théories alors en cours
d'élaboration pour paraftre autonome. Ainsi, les ensembles flous ne sont pas sans
rapport avec les logiques multivalentes apparues au début de ce siagcle. En
remontant plus loin, ce n'est qu'a la fin du dix-septiéme sidcle que les concepts
d'aléatoire et de probabilité se sont superposés : auparavant, était probable ce
qui était plausible, ce qui ne surprenait pas, ce dont on pouvait avoir une
certitude subjective. D'ailleurs, dans son Ars Conjectandi, Jacques Bernoulli
réservait encore une place aux "probabilités non additives" 3 coté de ce qui
allait étre 1la théorie des probabilités au sens ol on 1'entend encore en général
aujourd'hui. Ces ‘“probabilités non additives", dont les possibilités sont un cas
particulier, allajent attendre longtemps avant de réapparaitre - c'était 13 sans
doute une idée trop baroque pour une époque classique."

Voir également : Didier Dubois, Henri Prade "Fuzzy sets and Systems. Theory and
applications” Academic Press 1980 - (chap. 5. Fuzzy measures.
Probabilities/Possibilities).

Les résultats de Bernoulli sont des cas particuliers de ces formules générales :

a) a4 et a, sont deux arguments purs

oz oqt = ' s =p' “+p' -p'p' =p' (1-p' +p'.
a', =q', =0 p'(ajae) =p' +p' -plp', =p [(1-pt) +pt,
- n! _n! +p' -1+1
p',(1-p',) +p',
= (1-p',) (p'y-1)41 = 1 - (1-p 1)(l-p 2)
‘(a,a_,e) =0
p (a1 ) )
' , +l ’*<1
p (ala2 e) +p (ala2 €)
Expressions qui donnent avec n arguments : n
p (al,az,...an,e) =1 - rT (1-p i)
i=1
p'(a,,a_s....a ,e) =0
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b) ajet a, sont deux arguments mixtes
Q' Ty s oa, T e
. Pt Rp, o 1(1-p'5) - po(1-p ! PP,
P (alaz,e) ) (1-p' ) T (1op') T
- P 1 -P 2 - p 2 -p 1 p 1P 2 Q—lq 2
qI qI
p'(alaz,é) = 1 2
1 1 + 1 )
PP 27919
] + [ ” =
p (alaz,e) p (algz e) =1
Expressions qui se généralisent pour n arguments
, =1 Py
p (ala2 ..... a ,e) = = m
I_I pli+ [—] q‘1
i=1 n i=1
[T o,
(aa SYL S
p'(aja,..... a_,e) =— n
[T e+ 19y
i=1 i=1
(@, 0000 ) +p'(a.a_..... ,e) =
p (ala2 a ,e) +p (ala2 a e) =1
c) a4 argument pur et a2 argument mixte (ce cas n'est pas traité
correctement par Bernoulli) :
9’ =05 9,7 1P,
't opt - ' ' - ' _n' 1
. Pyt R, e, - (1 )) ) P,
p (alazae) = -
- 1 - 1 - ] + 1 '
1-p'(-p) 1-p' +p' P,
a5 - (1-p" )(1-p"))
1%2° ' (1-p'
1-p') (1-p 2)
' s +p' ’— -
p (ala2 e) +p (ala2 e) =1

(36) Au sens juridique du terme.
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(37) SuEposons un argument pur a; en faveur de e et un argument pur ap en faveur
de e ; alors :

1 =l 1 "= "I=§
p (al,e) I (al,e) 0 avec ici p', 3
[ - ' 2Y) = n! l=_3.
p (az,e) 0 p (az,e) P, et p', = 4
Si j'utilise les formules générales de la note (31) je peux calculer
2 1
il_l —_ _—
p'(a.a_,e) = P 1( i 2) -3 "4 - 1
12’ _nopt 1
L-pip, 155
et
pl(l_pl) éx_l_
L=y 2 17 473 1
p(alaz,e)— 1 [ —-1 I =E
TPPy T2
avec b+ p 2 p'
p'(a.a_,e) +p'(a.a_se) = 1 2 1 2 -2 <1
172 172 1-p'p' 6
1" 2
Ainsi pour Bernoulli p'(a;, e) = p (e, a;) = p(e)
c'est & dire p'(a;, e) = p'(a; ap, e) ! Pour Tui la probation

p'(ap, e) étant nulle, cette probation ne modifie pas la probabilité !

Un argument pur en faveur de 1la chose contraire, qui a bien une "force
probatoire" nulle pour la chose si 1'on ne tient compte que de Tui, n'a plus une
"force probatoire" nulle si 1'on considére sa "conjonction" avec 1'autre argument
pur en faveur de la chose. On comprend facilement comment sa fagon de raisonner sur
les arguments purs qui 1'a déja égarée dans le § 6 -voir la note (35)- lui permet
€galement ici de dire : 1'argument a; prouve la chose dans b cas et dans c cas
il ne prouve rien et Tlaisse efficace 1'autre argument qui ne prouve rien de la
chose ; ainsi la force probatoire n'est pas modifiée ! ; "Peser un par un les
arguments de chacune des deux espéces" permet de calculer des probations et non
comme 1'affirme Bernoulli des probabilités absolues.

2 ey 3
3 et p'(ap, e 1
les probabilités sont : p(e, aj ap) = p'(aj ap, e) =

Si ici par exemple : p'(aj, e) =

et : p(€, a; ap) = p'(ay ap, ©)
et leur rapport n'est pasde 8 3 9 mais de 6 & 9.

Pour pouvoir étre "réunis" en vue de prouver, des arguments doivent étre
compatibles , sinon cette "réunion" n'existe dans aucun cas et alors la probabilité
qui en résulte est nulle. C'est le cas pour deux arguments contraires : p'(a;
a1, e) =0. Les formules générales de la note (35) ne s'appliquent que pour des
cas qui existent !.

IT est alors possible d'envisager que les arguments purs pour un événement
soient incompatibles avec les arguments purs pour le contraire : dans ce cas la
situation que propose Bernoulli peut se produire. Sinon i1 faut "réunir" ces
arguments pour obtenir 1'"absolue probabilité", car un argument pur en faveur du
contraire modifie 1la probabilité, ce que Bernoulli ne pouvait envisager avec sa
méthode.

(38) Les 2 arguments qui existent nécessairement et ne prouvent pas nécessairement,
reliés entre eux, forment un argument qui existe nécessairement et prouve
nécessairement. D'aprés le principe n°l, c'est alors un cas ou "il n'y a pas place
pour la conjecture" -p.214- ; une analyse préalable des différents arguments et de
leurs relations est donc nécessaire, mais il ne fait rien moins que cela !



(39)
(40)

(41)

(42)

(43)

C'est le principe n°4 -p.215- (voir la note 19).

Bernoulli veut dire ici que si 1'on sait que le notaire n'est pas honnéte, il ne
faut pas faire comme si on ne le savait pas !

Le modéle de 1'urne joue pour Bernoulli un réle fondamental. I1 ne 1'utilise pas
dans les "Meditationes", mais dans 1la "lLettre & un amy" publiée avec 1'Ars
Conjectandi (voir ci-aprés), ce qui n'était pas le cas dans la premidre version de
celle-ci (Article 77a des "Méditationes"). L'urne représente le dé généralisé 2
autant de faces (de cas) que 1'on veut ; elle doit étre toujours identique 2
elle-méme -comme 1le dé- et c'est pourquoi (p. 226) : "tu tires une pierre aprés
1'autre en replacant cependant chaque fois 1la pierre que tu as tirée avant de
choisir 1la suivante, pour que le nombre de pierres ne diminue pas dans 1'urne" et
cette urne devient alors le modéle des étres aléatoires les plus complexes comme
1'air ou le corps humain (p. 226). Comme on le voit (p. 226) ce modele est
rayonnant de clarté aux yeux de Bernoulli pour représenter un rapport de cas
quelconque dignoré mais dont 1'existence physique du substrat est tenue pour
certaine. Bernoulli pédagogue est aussi physicien expérimentaliste. Dans 1la
premidre débauche de son grand théoréme (article 133a et 15la des "Meditationes"),
son moddle était un jeu de hasard ol 1'égalité des joueurs était supposée. Si 1'on
prend, par contre, un jeu d'intelligence ou d'adresse dans lequel les forces sont
différentes, c'est le substrat clair qui imanque-ce quii motive la recherche des cas
"a posteriori" (Ars Conjectandi p.224, "Meditationes"” Article 77, "Lettre a un amy"
p. 2) -. Ainsi le mod2le de 1'urne est-il & la fois un dé généralisé qui garantit
1'égalité ~des cas et un nombre de cas aussi grand que 1'on veut -ce qui est
indispensable pour la démonstration du théoréme- et le modéle de toutes les
situations imaginables. L'urne est donc a la fois un mod2le de jeu de hazard
extrément simple (le dé) et un modele de 1la réalité la plus complexe(l'air,
le corps : "Le corps humain qui (contient en lui) Tes maladies comme 1'urne con-
tientles pierres" p.226).

On rapprochera ces considérations sur les causes cachées et é&ternellement
inconnaissables de celles du chapitre I p.212-213. Le déterminisme de Bernoulli
s'accompagne de la reconnaissance de 1'imprédicibilité, et on prendra l1a mesure de
son "modernisme® 4 la lecture stimulante du livre de Ivar Ekeland '"le calcul,
1'Imprévu", Seuil, 1984, et de 1'article de David Ruelle "DSterminisme et
prédicibilité" dans "Pour la science" Aot 1984 (p.58-67). ?ropos u
Tdéterminisme" de Bernoulli, on notera avec humour que Popper semble lui répondre
mot pour mot dans son livre “L'univers Irrésolu" Hermann 1984, au paragraphe
intitulé "Les horloges et les nuages" (p.16).

LPR IVeéme Partie "De la Méthode" chap. I p. 367 : "... soit en prouvant les effets
par les causes, ce qui s'appelle démontrer a priori , soit en démontrant au
contraire 1les causes par les effets, ce qui s'appelle prouver a posteriori . (voir
ici “Meditationes" Article 77). "Des observations a posteriori" on peut remonter aux
"cas a priori", ce qu'explique Bernoulli au début de la "Lettre & un amy", mettant
encore une fois en évidence 1'importance du modéle de 1'urne pour étayer la
validité de cette pratique.

Bernoulli fait ici directement allusion & la "Logique de Port Royal" et & Antoine
Arnauld, mais cette "prescription" n'est pas du tout évidente, et si 1'on peut
remarquer -notes (6), (7), (15), (16), (17), (21), (23)- les convergences entre les
deux textes, LPR ne fait allusion & cette maniére "expérimentale" de déterminer les
nombres de cas que de maniére implicite -entre autres le passage sur les notaires
p. 424- "et c'est la méme que tous observent constamment dans la pratique
quotidienne". Ce qui est original chez Bernoulli, c'est 1'explicitation de cette
"méthode naturelle". Par ailleurs, je pense que la référence a la LPR lui sert de
caution dans un domaine qui porte & controverses: c'est, déja ici, un élément de
1'argumentation qui vise a répondre aux objections de Leibniz (voir note (52)).
Néanmoins, on peut se demander dans quelle mesure la logique du probable que
Bernoulli a tenté d'élaborer dans le chapitre III n'est pas en partie une réponse
aux sollicitations de ces chapitres de la LPR et en particulier du chap. XV.

Antoine Arnauld et Pierre Nicole, "La Logique ou 1'Art de penser", premiére
édition de 1662, complétée au fil des éditions de 1662 a 1683. Les chapitres
auxquels Bernoulli fait allusion ici sont les suivants : Quatriéme Partie, De la
Méthode :

Ch. 12 : De ce que nous connaissons par la foi soit humaine soit divine.

Ch. 13 : Quelques régles pour bien conduire sa raison dans 1la créance des
événements qui dépendent de la foi humaine. )

Ch . 14 : Application de la régle précédente & la créance des miracles.
Ch . 15 : Autre remarque sur le méme sujet de la créance des événements.

Ch . 16 : Du jugement qu'on doit faire des accidents futurs.



(45)

(50)
(51)

(52)

Voir la note en marge de 1'article 77, p. 104, celle de 1'article 77a sur le jeu de
paume : "I1 est préférable d'avoir observé plus que moins, parce que le danger est
moindre de s'éloigner de 1la véritable proportion", p. 106 ; cette note devient
1'intitulé des articles 133a (ébauche du théoreéme) : "Je peux d'autant moins
m'éloigner de Ta vraie proportion que j'observe plus souvent plutdét que plus
rarement" et 15la (démonstration du théor2me) ol elle prend alors la forme de
1'énoncé du théoréme : "I1 est possible de faire tant d'observations qu'il soit
plus probable de toute probabilité donnée que Tles nombres de jeux gagnants de
chacun des deux (joueursg tombent entre des limites données,aussi rapprochées
soient-elles, plutdt qu'en dehors."

C'est sur ce point que porte le théoréme de Bernoulli. Sur les interprétations de
Fontenelle et Saurin, voir ici : "Sur la publication de 1'Ars Conjectandi".

J'ai traduit ainsi, car Jje pense que Bernoulli veut souligner la réalité physique
de ce rapport de cas. (voir la note ?41)).

C'est 1'objet du chapitre V et du théoréme que de définir ce "presque".

J'ai "osé" traduire ici "scientifice" par scientifiquement car "scientifique" et
"scientifiquement" sont utilisés & partir de la 2° moitié du XVIIeéme sidcle dans le
sens moderne de "conforme a la méthode et & la précision de la science, de la
raison" -en particulier par Leibniz-. C'est ici tout le traité de Bernoulli et
en fin de cnapte son théoréme qui assurent cette conformité.

Un "intervalle de confiance", dirions-nous !

Je pense que Bernoulli a travaillé 3 la rédaction de ces derniers chapitres -toute
la IVeéme partie- tout & fait & la fin de sa vie, entre 1703 et 1705, ce qui ressort
de 1la lecture de sa correspondance avec Leibniz. Si 1'on prend pour date extréme
1705, Bernoulli fait donc remonter la mise & jour du probléme & 1685. Si 1'on sait
par la datation des "Meditationes" que la démonstration du théoréme (article 15la)
date probablement de 1689, cette date de 1685 est, elle, tout & fait en accord avec
celle des premiers travaux sur la question ; voir ici "Quelques détails a propos de
1'article 77 du Journal Scientifique"."20 ans"était une fagon de parler en "chiffre
rond"; ce qu'écrit Bernoulli dans son livre est en accord avec les informations gue
nous livre son "Journal". On peut également penser qu'il désire faire remarquer
1'antériorité de ses découvertes dans un domaine dont nous savons qu'il préoccupait
considérablement Leibniz ; méfiance justifiée, quand on sait qu'apréds avoir
critiqué Bernoulli -voir 1la note 46-, Leibniz n'hésitera pas, plusieurs années
aprés, a se vanter d'avoir inspiré ses travaux ! -voir "Sur la publication de 1'Ars
Conjectandi"-.

En avril 1703, dans une lettre & Jacques Bernoulli, Leibniz signale qu'il a entendu
dire que celui-ci travaillait & "la théorie de 1'estimation des probabilités".
Bernoulli répond 1le 3 octobre 1703 en expliquant succinctement comment i1 démontre
qu'on peut déterminer a posteriori les nombres de cas lorsque cela n'est pas
possible a priori. Le 3 décembre 1703, dans sa réponse, Leibniz fait part de ses
remarques et objections :

a) Si en matiére de droit et de "politique" 1'estimation des probabilités est des
plus utiles, nous n'avons cependant pas besoin, la plupart du temps de calculs
aussi précis et 1'énumération exacte de toutes les circonstances suffit.

b) Ce qui est contingent ou dépend d'une infinité de circonstances ne peut étre
déterminé par un nombre fini d'expériences.

c) La nature a ses habitudes qui naissent du retour des causes mais seulement “le
plus souvent" ; les choses peuvent changer et par exemple de nouvelles maladies
peuvent apparafitre.

d) Si nous connaissons un certain nombre de positions observées d'une cométe nous
pouvons supposer que ces points appartiennent 3 une conique ou a une autre courbe
plus simple. Mais par ces points il peut passer une infinité de courbes. Et on peut
assimiler ces points aux cas observés et les courbes aux estimations qui s'en
déduisent. Cependant bien qu'on ne puisse obtenir empiriquement une estimation
parfaite, Tes estimations empiriques n'en sont pas moins utiles et suffisantes dans
la pratique.
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~
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A cela, Bernoulli oppose dans sa lettre du 20 Avril 1704 :

a) En matiére Jjuridique i1 ne faut pas simplement cornaftre toutes les
circonstances mais i1 faut raisonner et calculer comme dans les jeux de hasard,
comme Te 1lui ont appris différentes questions d'assurances, de rentes viagéres, de
contrats de dot, de prises anticipées et autres.

b) IT a montré sa démonstration & son frére il y a plus de 12 ans et celui-ci 1'a
approuvée. (Cette information se trouvait déja dans sa lettre du 3 octobre 17033...;
démonstration antérieure a 1691. (voir la note (51))). Pour plus de clarté il
prend le modéle de 1'urne (voir la note (41)). On peut d'ailleurs se demander si ce
ne sont pas les objections de Leibniz qui ont poussé Bernoulli & utiliser ce modele
particuliérement "clair".

c) Méme si le nombre des maladies est infini -ce qui n'est pas vrai en fait-, le
rapport de deux infinis peut-étre exprimé précisément ou autant qu'il suffit en
pratique par des nombres finis.

d) Si le nombre des maladies augmente i1 faut faire de nouvelles observations et il
est certain qu'on ne peut déduire des observations sur la durée de vie des
Londoniens et des Parisiens contemporains que des conclusions absurdes pour des
ancétres antédiluviens.

e) L'exemple de 1la trajectoire des comdtes parait mal venu. Si on a observé que 5
points étaient disposés sur une parabole on est plus porté & supposer que la
trajectoire future sera une parabole que si 1'on n'avait eu que 4 points. En effet
une infinité de courbes qui passaient par les 4 premiers points sans passer par le
5éme sont exclues par 1la 5eme observation. Cependant toute conjecture de ce type
est en effet peu slre et périlleuse ; seule la supposition que la courbe est du
genre le plus simple 1lui semble trés vraisemblable, pour la raison que 1'on peut
constater que la nature suit toujours la voie la plus simple.

Reprise des theémes du déterminisme physique au nom du déterminisme théologique et
des causes cachées (voir les notes (4), (41), (42)).

Voir la note (52).

Bernoulli reprend presque mot pour mot les termes de sa lettre a Leibniz du 20
Avril 1704, sauf 1'argument de la trajectoire de la cométe qui ne lui paraissait
pas pertinent.

Cette notation : ns-n.n :: r-1.1 pour ns-n est & n commer - 1 est a1, est
introduite par Oughtred en 1631. (cf. F. Cajori, livre cité a la note 30, p.285).

Ld ol nous mettons des parentheses () Bernoulli utilise une barre qui surmonte les
termes qui forment un tout. Lorsqu'il a besoin de montrer qu'une expression est
équivalente a wune autre i1 ne Tla réécrit pas sous cette nouvelle forme, mais
1'écrit a 1'intérieur de la premi2re entre parentheses ; ainsi veut-il signifier
ici que nt-ns+l est mis & la place de nr+l.

Méme procédé que précédemment pour exprimer que (nr+l)s peut étre remplacé par
nrs+s.

Le symbole R signifie + quand le symbole B signifie & ; i1 faut donc lire
1'expression écrite par Bernoulli nrg n ¥ 1, 2, 3 etc... de la fagon suivante :

nr+n-1, nr+n-2, nr+n-3 etc... ou nr-n+l, nr-n+2, nr-n+3 etc...
et nsyy ng1,2,3 etc... de la fagon suivante :

ns-n+l, ns-n+2, ns-n+3 etc... ou ns+n-1, ns+n-2, ns+n-3 etc...
(voir a ce sujet F. Cajori, livre cité & la note (26), p.246).

Les termes sont bien de la forme nr+n-i au numérateur et nr-n+i au dénominateur,
mais i varie de 0 & n-1 au numérateur et de 1 & n au dénominateur ; aussi
1'équivalence proposée par Bernoulli quand "n est infini" n'est pas acceptable.

. . is
Siles premiers termes sont de la forme rs+s - 7 » €quivalent a rs+s, si i est

L . n - i . R .

fini, les derniers sont de la forme rs + —m savec 1 qui peut étre aussi grand
que n, donc e€quivalents a rs. Le probléme reste de savoir quand on passe d'une
équivalence a 1'autre !

Justement ce Sn'est pas du tout ce que 1'on voit ! Gar si les premiers termes sont
de la forme Forr , les derniers sont de la forme et



(63) "Tractatus de Seriebus infinitis" publié en 1713 avec 1'Ars Conjectandi

(64)

(65)

(66)
(67)

(68)

(69)

p.244. "Dans une progression géométrique décroissante infinie le terme ultime est
0".

On a bien rs+s>rs-r, donc un rapport plus grand que 1 et la progression
géométrique du premier au dernier est bien décroissante si le rapport rSts
rs-r
est le rapport d'un terme au suivant dans la suite.

... Mais ce qui n'est pas clair (voir la note (57)), c'est que nous ayons ici un
multiple infini du rapport Eg—% ! (voir également pour les scrupules de Bernoullj

le bas de la page 233).

Attention ! dans le lemme 1 nous avions la disposition suivante :

eI TN TN /(s

0 nr-n nr nr+n nt = nr+ns
] n{n-1)....(nt-ns+1) nr ns
alors que depuis le lemme 3, le terme M 1.2 " rs

se trouve & la place de "ns", c'est-a-dire la disposition suivante :

ST TN MDA ()N

0 ns-n ns ns+n nt = nr+ns

Voir les notes (61) et (62).

1

I1 s'agit en fait de Tla proposition XII et de son deuxiéme corollaire, p.45 de
1'Ars Conjectandi.

I1 a fait sa démonstration ici en supposant des causes certaines (les boules noires
et blanches en nombre fini dans 1'urne) et montre alors par le calcul que si 1'on
poursuivait indéfiniment les expériences on atteindrait une certitude parfaite. Il
en déduit alors que tout arrive "par des raisons certaines" ! -preuve
supplémentaire en faveur du déterminisme !- Mais derriére ce paralogisme se cache
peut-étre cette idée que si 1'on faisait des observations assez souvent on
observerait des régularités qui pourraient étre interprétées comme révélatrices
de causes cachées. C'est le probleme de "1'inversion" du théoréme de Bernoulli, le
probléme fondamental de la statistique probabiliste.

Les cas, les causes, les raisons seraient en nombre fini -"trés grand plutét
qu'infini"- comme dans le modéle de 1'urne. Le monde est une urne : ne se pose plus
qua la question de savoir si les mémes combinaisons reviennent toujours dans le
méme ordre ou non. On ne peut en tout cas qu'étre frappé par cette conclusion
“fataliste" et stofcienne aprés les déclarations d'intention du chapitre I : Dieu
semble bien ici se faire beaucoup plus discret! (Sur les problémes que souléve la
notion de contingence, voir le livre de Jules Vuillemin : "Nécessité ou Contingence:
L'aporie de Diodore et les systémes philosophiques", Editions de Minuit, 1984?.
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AFF (1) $ B

: fur
les Parties du Jen de Paume.

x]|Ous me marquez, Monfieur, que vous
| avez vl une de mes Thefes, i javance quelques
Propofitions nouvelles, touchant les Parties du
Jeude Paume ; & vous me demandez, si ces Pro-
pofitions renferment quelque realite qui puifle éere
44| demontree, ou fi elles ne font fondées que fur de
pures conjetures faites en.l3ir, & qui n'ont rien
de [olide; ne pouvant pas concevoir, a ce que vous dites, quel’on
puifle mefurer les forces des joucurs par nombres, 8 encore moins
en tirer toutes les conclufions, quej'en ay tirées. Ce qui m'oblige
de mettre par écrit tout ce que j'ay medité fur cette matiere, & d'en
faire le fujet de ceree Lettre, que je vous écris.gn Frangois, pour ne
vous pas rebutcr dans fa lecture par la gradu&ion. des termes qui fone
en ulage parmy les joudurs, & qui deviendrojene peu intelligibles, fi
on les mettoit en une autre Langue. . Je ne m'arrete pas 2 vousy ex-
pliquer les Regles du Jeu, nile principe de I'Art de conjeurer, qui
doit fervir ds fondement A néure recherche, aghantque 'un & lautre

B T vous
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S (2 ) 8

vous fonc parfaitementconnus, Mais au relte j'entre dans le détail
de toutes les paricularités de mon fujer, fans craindre le reproche,
que l'on me pourroit faire de vous entretenir trop fur une bagaelle ;
car vous favez, que ce noble Jeu a toujours fait le divertiffement des
perfonnes de la premiere qualité, & bientdt vous verrez, que sl eft
utile pour I'exercice du corps, il eft tres-capable & res- digne aufly
de fixer les medications de L'efpric,

Je vous feray remarquer avant toutes chofes, que la raifon 5
pour laquelle dans les jeux de hazard on peut fupputer exa&ement
les avantages & les defavantages des Jouéurs, c'eft parce que le plus
fouvane I'on connoit au julte le nombre des cas, qui leur |font favo-
rables ou coneraires : & je dois vous dire, qu'il n'encft pas de mé~
me des jeax, qui dépendenc uniquement, ou en partie, du genie, de
Findultrie ou de l'adrefle des jouéurs, tels que font les jeux de la
paume, deséchecs, & la pluspart des jeux de cartes; érant bien vifia
ble, que Fon ne fauroit déterminer par les caufes, ou & priors , com~
me l'on parle, de combien un homme eft plus favane, plus adroir
ou plus habile qu'un autre , fans avoir une parfaite connoiffance dela
nature de 'ame, & de La difpofition des organes du corps humain,

* laquelle mille caufes occultes, qui y concourent, rendent abfolu~
ment impoffible.  Muais cela n'empéche pas, qu'on ne puifle le {ga«
voir prelque aufli certainement , 4 pofleriori, par l'oblervation de I'¢é~
vénement plufieurs fois reiterde, en faifant ce qui fe peut pratiquer
dans les jeux méme de pur hazard, lors qu'on ne fgait pas le nom-
bre des cas, qui peuvent arriver. Pofons, quil'y ait dans un fac
quantite de billets en partie blancs & e partie noirs, & que je ne
fache pas [e nombre des uns ni des autres; que ferois-je pour le
decouvrir? je les tirerois I'un aprés l'autre, (en remettane chaque
fois dans le fac le biller, que jen aurois tiré, avantque de prendre
ke fuivant, afin que le nombre des billets du fac ne diminiiit point)
& fij" oblervois cent fois que jen tirifle un noir, & deux cent fois',
que jen tirdfle un blanc, je ne héfiterois pas a conclure, que Ie
nombre des blancs ne fit envirorr le double de celuy desnoiss; ear
il eft wes-fur, queplus je ferois de ces obfervations en tiranz, plus
je pourrois efpérer d'approcher de la veritable raifon, qui fe trouve

entre
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entre les nombres des ces deux fortes de billets; étant méme un:
chofe démontrée, quion en peut tant faire, qu'il fera 3 la fin pro-
bable de toute probabiliré donnée, & par conféquent qu'il fera mo-
ralement certain, que la raifon d'entre ces nombres, que l'on aura
ainfi trouvée par expérience, difére de la veritable daufli peu que
Ton voudra: quiclt rout ce qu'on peut fouhaiter, Cleftaufli de
cetce maniere, que d ns les jeux dart & d'adrefle on peut con-
noitre de combien un jouéur eft plus fort que Fautre joutur. Je
vois par exemple deux hommes, qui jouént i 1a paume: je les ob-
ferve long temps, & jeremarque, que l'und'eux gagne 200 ou
300 coups, pendant que lautre n’en gagne que cent: je juge par
13, avecallez de certitude, que le premier eft deux ou trois fois meil-
leur jouéur que l'autre, ayant pour ainfi dire deux ou trois parties
d'adrefle, comme autant de cas ou de caules qui luy font gagner la
bale, li ot l'autre n'en a qu'une.,

I. Cecy ¢tantcompris, mettons, pour entrer en matiere, deux
joudurs égaux A & B (ceft i dire, A qui nous ayons vi gagner &
perdre un pareil nombre de coups) qui foient premi¢rement A deux,
ou trentains, ou quinzains, ou & but. Il eft évident, qu'ils ont
tous deux unc égale efperance de faire les coups qui leur manquent,
& de gagner aiall lejeu; c'eft pourquoy le fore de chacun eft eftimé
ZJoul Jeu. Meteons enfuite, qu'A ait 30 & B 45, ou (cequi
revient 2 un ) que celuy-cy aic l'avantage: vous voyez, qu'il eft bien
autant probable, qu'A gagnera ou perdra le coup fuivant; maiss'il
le gagne, ils redeviendront a deux & chacun aura, comme jay dir,
2]; &s'il le perd, il perdra aufli le jeus ceft ce quiluy vaur, parla

l'1:1_‘*_‘_0
e
s

Doérine que vous fgavez, 0 3J. Metrons encore,

que A ait 15 3 455 il eft clair aufli, qu'il luy eft égalemenc pofTible,
de gagner 30 2 4§ , & d'avoir ainsi l¢ fort précedent } J, ou de per-
dre le jeu (felon qu'il gagne ou perd le prémier coup) c'eft-ce qui

. r ( l.':4+l.° 1 . . .
rend maintenant fon fort ————— 00 }J. Quesi Aavoit 172 30,
uncas le rendroir trentain 8 .un autre 1§ A 45, ( dont celuy-liluy

. . 1.1 R
amenc 3 J, 8 celuy-cy § 1) ¢z qui luy vaudroit alors -———':'—'—-

a2 0 &



Table 1.
Points de l Sort de
A B , A
45 | 45 || 2]
30 | 4f 1.
15 45 1.
o | 45 || &)
3o | 30 || 2]
BEY 30 T?Z]'
. O 50 7).
iy | o1y 3]
9] lf ] ;_1:.]’
o) o ).
Table 11.
7tux de Sort de
B A
3 3 —';-[l,’-
2 3 i
1 3 gP.
o 3 0 TP
2 2 ipn
1 2 T%P. ]
|
1 +P.
O ‘;—';:Po
o ' e} —;_—p.
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20 {:]. Lontrouvera toutde méme les
forts d’A pour les aucres hipotéfes, com-
me ils font marques dans cette Table,
Pour ceux de B, ils fonr aisés a fuppléer,
etant todjours lcs reftes de ceux d’A a l'u-
nite.,

IT. Deméme files deux jouéurs font
a deux dejeu, il eft manifefte , que cha-
cun d'cux peut ¢galement efpérer de ga-
gner la Partie, en faifant deux jeux de
fuite 5 & que par conféquent le forc de
chacun eft £P ou £ Partie. Mais fi (la
Partie fe faifant par exemple a quatre
jeux ) A en avoit gagnez, & B 3, ou
(cequielt le méme) si B avoit l'avantage
dujeu, il yauroit autant d'apparence, que
le prémier jeu les rendic a deux de jeu, ou
qu'il fic perdre la Partie 3 A ( felon que cc-
luy-cy gagneroit ou pcrdrox: ce jeu) ce

qui luy feroit avoir - +' SD P.

L’on conclud de méme; que {1 A avoit un
jeu, & B trais, le fort d’A feroir } P. Et
ainsi du reﬂc, comme vous voyez dans
cerce autre Table, quicomprend les forts
d’A par rapport 2 toutc la Partie.  Vous
jugez, qu ‘elle doit ¢rre la méme que la
prémiére; car ce que les 4 coups d'un jeu
fonta I'égard dece jeu , les 4 jeux le font
a ['dgard de toute la Partie,

III. Confidérons encore les deux jou-
gurs , comme ¢rant a deux de jeu, & don-
nons en outre ‘a A308& aB45: vous
Voycz que le premler coup dOlt €s metere
a dcux, & ainsi egaler leur fort, si Aga-

gne le



#

(1)
V]

(5)
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Table nr.

Feuxd 4 1, L 0, L o,
ou .
Feux de B 1L, m. | \ 1L L 0.
Pontsde 4, B, o Sorts ;{c—;: . o ,
4545 1: 2| 1t 1: 8| 1: 16/ §: 16| 3: 16/ 1: 2 12
3645 3: 8] 1: I 16f 1: 32 7: 32/ 1: 813: 32 27: 64
Iy <45 fi16] 1 1: 32| 1: 64[11: 64| 3: 32.23: 64 49:128
O.4§% 9:32| 1: 1: 64| 1:128{19:128) §: 64i142:128 93:2¢6
45 .30 52 8 3@ 3: 16f 3: 32{13: 32| 1: 4[19: 32 37: 64
350.30 o2 I ;0 8l 1: 16 §: 16] 3: 16| 1: 2 ) QLTS
If.30 || 13:32| g §: 64 5sr12831:128] 9: 64f55 1128 113:256
0.30 11:32 3 3: 64| 3:128(25:128] 7: 64[49:128 i103:256
45.1¥¢ 11:16| 7 7: 32| 7: 64/29: 64| 9: 32[41: 64 79:128
30.1% 19:32f 11:32/11: 64{11:128/49:128[15: 64}73 :128 143:2¢6
1f.1¥ I: 2| 1: 11 8] 1: 16] §: 16| 3: 16] 1: 2 ‘1 2
o.1§ 27: 11: I1:128(11:296/65:256[19:128[113:256 231:512
45. o Il 23: I5:32415: 64{15:128(61:128{19: 64|85 :128 163:256
30. 0 21 I3 13: 64{13:128|55:12817: 64{79:128 1§3:256
If.. 0 37: 21:64)21:128(21:216:95:256{29:128 14;:256, 281512
o. o It I: 1: 8 1: 16l 5t 1pl 3: 16) 1: 2 ;2




- 102 -

RS (6) £#
gne le coup; & s'il le perd, que B doit avoir I'avantage du jeu, au-
quel cas nous avons trouvé le fore d'A ! P: c'eft pourquoy I'efpéran-

1:2 14
. . . 1. '
ce qu'il a de gagner la Partie eft maintenant ———;t———— 0 —;— P.

Suppofons enfuite, que A ait deux jeux (ouun jeu) & B trois, &
quils foient 2 deux, ou trentains , ou quinzains; il eft vifible, que
chacun pouvant également gagner le jeu, c'eft tout comme s'ilsn'a-
voient rien au de 13 de leurs jeux, de forte que le forc d’A eft encore,
comme il 2 eté trouve dans l'article précédent, P (oui{P). Mais
si Aavoit 2 jeux 2 3,& 301 47, il pourroit également acquerir 45,
ou perdre la Partie avecle jeu ( fuivant qu'il gagneroit ou perdroit le

! N . . . l: 4 . ° .
prémier coup ) ce qui luy vaudroit '———1+—'—- 0 5 P.  Ersioutre

les 2 jeux a3il n'avoitque 1§ a 45, le premier coup luy pourroit e-
galement donner 30 a 45, ou luy faire perdre le jeu & la Partie; ce

18 o >
qui alors rendroit fon fort '___"*' 1.~ 0 {5 P.&c, Cleft de cette

maniére , que jay calculé la troifiéme Table, qui comprend les forts
d’A pour tous les ¢tars poffibles des deux jouéurs, lors qu'outre les
jeux entiers ils ont encore gagné quelques points, Elle eft donc ge-
nerale, & elle renferme aufli dans les demiers chifres de fes rangs
perpendiculaires toute la deuxiéme Table,  Sivous prenez la peine
de l'examiner, vous y pourrez faire pluficurs reflexions dignes de re-
marque. Vous verrez par ex. que 1§ a 30, lesjouéurs étant a deux
dc jeu, valenctour jufte autant, que 30 rien avec deux jeux atrois,
OU 4f 2 30 avec un jeu A deux, ouenfin 30 a 4§ avec un jeu d un:
qu'un jeu a deux avec 4§ 2 1§ vaut tant {oit peu micux pour A, que
s'ils éroient encore au comencement de la Partie, & que A n'etitrien
& B 17, n'yayantque ;5 de diférence entre les forts de ces deux
hipotéfes, &c.

IV. Tachons préfentement de découvrir les forts de joucurs,
quand ils font d'inégale force: Pour abreger le calcul, foit pris gé-
néralement » pour le nombre des coups, qu'on ait vl gagner au plus
forr A, contre lesquels le plus foible B n'en aic gagaé qu'un; de for-

tc que
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(1 &1 (2l 1]

(7)) 8% '
teque n 3 1 marque la raifon des forces des deux jouéars; aprés
quoy mecttons, qu'ils foient A deux, & quil faille trouver lcur fort.
Si un feul coup fufifvit a chacun d'eux pour gagner le jeu, la que-
ftion (eroic déja decidée; puisque laraifon des a 1, qui eft celle de
leurs forces, feroit auffi celle de leuss efpérances pour ce jeu- la; mais
parce que les loix du jeu en ont ordonné autrement, & qu'elles de-
mandent qu'on gagne deux coups de fuite pour gagner le jeu, la rai-
fon qu'on cherche eft différente de celle- 12, & il faut un peu d'ana-
lyfe pour la trouver.,  Sachant donc, qu'aprés le prémier coup l'un
doit avoir I'avantage, & qu'apres le fecond coup le jeu fe peut remet-
tre 3 deux, & qu'¢tanta deux il retourne le méme fort inconnu,
que nous voulons chercher, apellons le fort d'A en cet érar x, &
confidérons ce qui arriveroit, fi I'un ou l'autre gagnoit Favantage,
Or i A le gagne, qui eft n fois plus habile jonéur que l'autre, il y
aurapour luy n aparences de gagner le jeu, & une aparence de fe
remettre 2 deux (fuivane qu'il gagnera auffi ou perdra ['autre coup )

1 x
ikl L "+l’: & si c'elt B qui gagne I'avan-

cequi luyvaur " gt WA
tage, il y aura pour A n vraylemblances de fe remetere 3 deux, &

x (<]
une vrayfemblance de petdre le jeu; ce qui luy faic "—.—:"}—_'—:— 0

X, D'olil senfuit, que les jougurs éeant encore 2 deux, auquel
N1
cas il y a pour A par la méme raifon 5 fois plus de vrayfemblances de

gagner l'avantage, que de le perdre, fon fort doit étre

'n+x:n+l+l.nx:n+l nnt1mx .
2 v mmaae? & parce que le mé-
_me eft apellé x, il y aura ¥ 20 ”1":—_'*_"'%:’?7; ce qui nous donne ¥
20 ;:_”.FT > & refte pour le fortde fa Partie ;—:T' » tellement que
leurs forts fone entre eux en raifon de nn 3 1, doublée de celle de
leurs forcesn 3 1, Cecy étant établi, I'on pourra continiier par or-
dre nétre recherche pour toutes les autres hipotéfes, comme ona
fait dans les articles precédens, pourvd qu'on fe fouviennc icy, qu'a
chaque coup il eft n fois plus probable, que A gagne ce coup, qu'il
n'eft probable, qu'il Je perde: Pos¢ donc par exemple, qu'A u;‘s g
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Table 1V.

Pomu de
A Bl

Sorts de A,

45|
n
4fl

45

nn

nn—1

w3 (8 ) 3%
n3
nld-nnn-n-t

\

u++1n3+1nn+zn+!
ns
R R LI E L

———

n’—{—nn—}-n
-3+nn+n+l

nx .
nu—i—l
- nS43n+t.4-n3
nS<4y1nt +4ndtsnn3net1
C nS4ynS4ny .
net4nS 704 8n3 4 7nnd-4n-f1

8

rt4-2n34-2nn42n
nét-2n3d-2an41n-41
mS4ynt4-4n343nn
nS43ntad-4n3gnnt3no1o
nS43nt4-4n3
nS—-3ntdqandd-q4nnd 3n1
n74sné41uns4-sny
n74snbtuinS41gntttsndttnnd-snig1

_'_;‘-f+;n4+ anid-anne1n
n5~+—r54+4n3+4nn+3~+t
n‘+4nf+7n4+8n?+6nn
,|6+4n$+7n4+8n3+7nn+4n+1
n74-5n6F11ns 4-1¢nd4ton3 '
n7 4 snbd1tnf =1 5n4+x5n3+nnn+7"+!
n7+5n6+|ln$-§ 15A% : ’
RS- linS - tsntdtsnl tnntsn—t1t
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& B 4% il'y 2 ncas qui mettent le jeu d deux, & un cis quilc fait

. X .nn:nn—{-l K nl
perdre 3 A 5 ce qui luy vaue - g mal O FmngFrFi®

Posé qu'A aic 1734, ily a » cas, qui luy font gagner 30 45 & en-
core un cas qui luy fait perdre le jeu; ce qui luy fait naitre le fort
n3:n34tnn4n4 )
= +” Mt IF %0 ML ——, On trou-
-+ 1 ntt2al34t1nn4-1n-1 -
ve de la méme maniére le fort d’A, quand il n'arien & B 45. Lors
qu'ils font trentains, ils ont lc méme fort qu'étant i deux,, parce qu'il
leur faut auffi gagner deux coups de fuite, pour faire lc jeu, Cn
trouvera de méme leur fort, A ayant 1f ouo, & B30, Sembla-
blement on cherche les forts, A ayant 45, & B 30, 1§ ouo; com-
me aufli A ayant 30, & B 1§ ou 0. Ainsi l'on ne peut ignorer les
forts, quand ils font quinzains , ou A ayant.o & By, ou au con-
traire A 1§ & B ¢, ou enfin quand ils font encore a but, Clelt cc
qui produit la quatriéme Table, ol eft conteniic la valeur des efpé-
rances de A ( par raport a chaque jeu ) genéralement pour toute for-
te de raifons, qu'on puifle imaginer entre les forces des joucurs:

V. Vousjugezbien, que si vousy prenez s pour 1, il en doic
refulter Ja prémiére Table, faite pour des jouéurs d'égalc force: &
fi vous faites valoir fucceffivement cette lettre pour 2,3, 4. &c. la
Table fervira pour des jouéurs, dont l'uneft deux, trois, ou quatre
fois plus fort que l'autre. Si par exemple A eft deux fois plus forcque
B, vous trouverez fon fort, éranta deux, § J; & ayant 30 A 45 vous
le trouverez <& J; de forte qu'il reftera pour celuy de B, 1 J & 7% J;
& par conféquent lcs forts desdeux jougurs en ces cas feront entre eux
enraifonde 4 3 1, & de 83 7, & ainsi detout le refte, comme il eft
repréfenté dans la cinquiéme Table,

Yous vous fouviendrez pourtant de ce que jay dit, que ces Ta-
bles ne fervent que pour chaque jeu féparément; caril en faudroic
encore donner une femblable, qui comprit les forts des jouéurs par
rapore a toute la Partic, lors qu'ils jouént a plufieurs jeux, dontils
ont déja gagné quelques uns, avec quelques points encore, fi vous
voulez; comme jay fait la troifi¢gme Table pour des jouéurs égaux:
mais parce que la continuation :czc cere recherche par lettres feroit

: ' tes-
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Table V.
Points de|| Raifonsde lenrs forts, A étant plus fort que B,
AIBIl 2/ | 3 fou | 4 fuis,
4545 4. 1 9. 1 6. 1
30{45f 8. 7| 27 . 13 64 ., 21
I7|45) 16 . 29t 81 . 79 296 . 169
cl4s5|l 32 .xo;l| 243 + 397 1024 . 1101

491500 14 . 1 39 . I 84 « I
50130 4+ . 1 9. I 16 . I
17]30) 83 « 47| §13 . 127 1856 . 269
039|208 .197| 891 . 389| 8448 . 2177(
4514500 44 o 1) 159 . I} 424 .

30(1f|l124 « 11| 621 . 19| 2096 « 2

1

If{i§ht12z o 23] 297 . 23| 2048 77
o\15i176 - 67| 891 . 133/49408 . 3717

451 oll134 . 1| 639 . 1l 2124 . 1
30| of{392 . 13]1269 . II|IO§92 . 33
17l o224 . 190 999 « 2f)52608 . 517
o 0l208 . ;gl 243 « 13151968 « 1157

trescpenible, & demanderoit un calcul immentfe, je me contenteray
dc faire voir dans un exemple particulier, comment il sy faudroie
prendre, pour trouver en abregé ce qu’on cherche. Supofons, que
la Partie fe face 3 4 jeux: que Aait unjeu & outre cela 15, B deux
jeux avec 45, & que A foit deux fois plus fort que B; on veut [ga-
voir la valeur des efpérances qu’ils ont de gagner la Partic . Remar-
quons avant toute chofe nue les facilités, qu'ont ces jouéurs a ga-
gner chaque jeu étant encore 2 bue, font entre elles par la cinquiéme
Table en raifon de 208 3 7y, ou bicn de 338 2 15 & que parcon-
féquent celuy qui cft deux fois plus fort qu'un autre, aura 122 fois
(ceft pres de fix fois ) plus de facilité pour gagner ce jeu: enfuite de
quoy confidérons, que le jeux, dont ils ont déja fait une Parrie,

¢tant
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uant achevé, ils auront ou deux jeux i deux, ou un jeu 1 trois ( fui-
vant que l'un ou l'autre 'aura g2gné ) en quelle fituation il leur man-
quera encore ou deux jeux a chacun, ou trois jeux i A & un jeu 2B,
Or il eft bien clair, que ceft alors tout comme il leur manquoit
feulemenc aucanc de coups, qu'il leur manque de jeux (c’eftd dire
comme s'ils eftoient trentains, ou 1§ 45) fupose que la facilitel
que le plus fore a de gagner un jeu entier, flc celle, qu' il a de gagner
un fimple coup, & que nous avons nommée u, Mais cette facilite,
comme je viens du dire , eft exprimee par ",—”;f’ 3 si vous fubftituez

donc cette fraction numerique 3 la place dc # dans les quantites
nn n4

nn-t & nt=4-1n3 4 2nn41n—+41? qui marquent, par la 4m¢
Table, le forc de A quand il eft teentain ou 1§ i 45, vous aurez les
forts, qui luy combent quand il a deux jeux i deux, ou unjeu i
trois, qui feront ainsi 3254 P & 1873711524 P. Erparcequelon
fupose, que cc joudur 3 11 2 4§ du jeu qu'on joué prélentement, au-
quel écat il a 14 cas de gagner ce jeu, & 29 cas de le perdre, par la
cinquiéme Table ; il senfuit, qu'il ya 16 cas qui luy acqui¢rent deux
jeux i deux, & 29 cas, qui luy fontavoirun jeu 2 trois, cequircnd
la valeur de fon e(}:c’rancc7? agner la Partie,
§ 18717 9

16-;£‘%§§ ~+ 2;2 ig"i‘ls {0981 0 “i%?%%%%%?"{g P ; &il rcﬂcpour
celle de B, ;4511964217 Py de foree que ces efpérances fone entre
clles en raifon de 19031314432 2 4611964217, qui et un peu
plus que quadruple, Mais paflons plus outre.

VL. Si le raport des forces de deux jouéurs eft connu, I'on
peut favoir, combien I'un doit donner d'avantage a |'autre pourren-
drele jeu égal. On n’a qu'djetter lesjenx fur la cinquiéme Table,
pour voir ol les nombres, qui marquent le raport de leurs efpéran-
ces, s'aprochent le plus,  Cleft ainsi que nous obfervons, que lors-
que A eft deux fois plus fort que B, leurs forts différent le moins,
A n'ayant nen & B 30; de forte que A peut donner iB 30, &
méme avec quelque petic avantage pour foy , fon efpérancea gagner
le jeu éranc tant foit peu plus grande que celle de B, Si A eft trois
fois plus fort que B, & qu'il luy donne 4¢, neus voyons, qu ily
aun avantage notable pour B, mijis qu'il y a beausoup plus d'avanta-

~ ba ge pout
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ge pout luy méme, s'il ne Juy donne que 30. Pour rendre done
La Partie égale autant qu'il fe peut, il faudroit qu'il donnit 2 B 47,
prenant pourluy 1§. SiA elt quatre fois plus fort, il peut donner
a B 45, pourtant avec quelque petit avantage pour B; mais s’ il
croit cing fois plus forc que B, il pourroit luy donner 45, & au-
roit encore un avantage alsés confidérable pour foy - méme, puilque
leurs forts fe trouveroient ére comme 312§ & 2491 &C.

VII. Si AdonneaB 1y, ou 30, ou 4, fcavoir au contrai- .
re, de combien A eft plus fort que B2 Pour refoudre cette queftion:
il faut confidérer, que lors que pour égaler la Partie A donne a Bun
avantage de quelques points, le fore de chacun doit étre £ 3 c'eft pour-
Puoil' on prindra dans la Table IV les quantités, qui marquent le

orc de A, lors qu'il n"arien, & B 45, ou 30, ou 1y, & on les
ferachacune 20 £ ce qui nous fournit trois égalités :
ns
ni43nt4gnd4-gnn43n41 22
nédgns4-n+ 0
n ‘+4_n3+7n4+8n3+7nu+4n+x
n74gné 4 11nS4gn4
. 00 L.
n74gnf411nS4ryut 4 Il 1inn4-gn4 1 0

lesquelles ¢rant reduites feront

4

" —3 Btemgnde—ynn—3n——1 20 (o}
né—}—‘;.nf— fRt—8nl—7nn—4gn— 10 o,
n74 gt rinte—gnt—1ym—iinn—¢gn—1 00,
Ec patce que les racines de ces équations, qui-marquent Ja valeur de
I'inconnué n, font fourdes, il s enfuit que les forces des jouéurs,
dont I'un donne 2 l'aucre un avantage de quelques coups, font in-
commenfucables entre elles.  La racine de la prémiére eft 3 peu pres
4.216 (ouenviron 41 ), de la feconde 1.946 (ou 172), de la
troifime 1. 513 (ou'1 5 ); ce qui fait voir, que celuy qui peut
donner 2 l'autre quarante -cinq, doit étre 4! fois plus fort: que ce-
luy qui peut donner trente, doit étre 173 fois; & qui peut donner
quinze, 175 fois plus fore que lautre; ¢’eft 2 dite, que le prémicr
. doit
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doit gagner 42, le fecond 19, & le troifiéme 13 coups, lorsque lenrs
Parties en gagnent 10. .

Or'si A donne a B'l'avantage, qui eft necefMairs pour rendre le
jeu égal, ce fera toute la méme chofe;, de jouér i un jeu, ou i deux
jeux, ou a trois, oua tant qu'il vous plaira: car s'il eft également
probable, que A gagne unjeu, ouqu'il le perde; il eft auffi égale-
ment poffible, quiil face deux jeux de fuite, ou qu'il les perde; quand
la partie [ faita deux jeux; oubien qu’il gagne ou perde trois jeux,
quand clle fe fait a trois jeux &c. :

VIIL.  Si Adonne 2 Bdemi- 1§, oudemi-30, oudemi- 45,
fGavoir de combien A eft plus forrque B2 Merons, qu’ A donnc i
B demi- 45, que la Partic fe joué i deux jeux; que B prenne au
premier jeu 3o, & a l'autre 453 puis derechef 30, si la Partie {e re-
met a deux de jeu, puis 45, & ainsi alternativement; & que tou-
tes les fois qu'il prend 3o, fon cfpérance de gagner le jeu foit 3 cellc
de A cnraifon de b2 4, & toutes les fois qu'il prend 45, en raifon
de dac, Celaposé, faifons le fort d'A au commencement de la Par-
tie 20 z, & conflidérons ce qui arriveroit, si B gagnoit le premicr
jeu: Alors B prendroit 45, & par I'hipotéfe A auroit ¢ vraifeme
blances de gagner le jeu fuivane, & d vraifemblances de le perdre.
Orsi Ale gagne, la Partic fe remer 3 deux de jeu, & il faur que Bre-
prenne 3o, tout de méme quau comencementde la Partic: maissi A

le perd, il perd enfemble la Partie: d' ol il fuit, que le fort de A feroit
¢ X4d.°

A S i i : .
encecas ———— 0 Que fi au contraire A avoit gagné le pré

mier jeu, B prendroicaufli 45 & A auroit apres cela ¢ aparences de
gagner enfemble le jeu & la Partic; & 4 aparences de remetrre la
Partie i deux de jeu, en perdantle jeu: ainsi fon fort feroit alors

r 2
o' —3=d. cP -+ dz , .
— 47— O — 7 Enfin confidérans les jouturs comme au com-

mencement de la Partie, ol B prend 30, nous voyons qu'il ya pour
A, 4 probabilités de gagner I'avantage du jeu, ¢’cft a dire de parve-
nir au fore precédent ‘i‘i—;:'*, &b prob_gBi_lités de perdre cetavanta-
ge & d’acquerir ainsi le fort “?}7 3. ce qui: luy vaut

N b b 3
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cP+J(3c+d+b e e~-d
a. . ccP4adg~tbex .

PRy b et a Mais nous
fupolions le méme fore, qu'obtient A au commancement de la Partis
20 t; c'eft pourquoi il y a égalicé encre 2 & la dite quanticé
5—‘-71‘7:_‘;}:—:—‘3, laquelle érant reduice on trouvera z 20 ;‘—-‘5 /P
Er parce que la Partic 2 demi- 47 eft fuposée égale, dans laquelle
avant le commencement du jeu le fort de chacun foit £ P, il doit y-
avoir encore egalité entre £ P, & la valeur trouvee de z, d'ob il re-
fulce cclle-cy ac 20 64, qui nous donne ' analogie 4.6::4d.¢.

Cela fait voir, que la Partic fera égale, quand ces quatre quan-
tités 4, b, 4, ¢, fone proportionnelles ; c'eft A dire, quand I'efpérance du
plus fort a gagner le jeu eft a I'efpérance du plus foible (ayant 30)
comme reciproquement l'efperance du plus foible (ayant 4¢) efta
eclle du plusfort: ou bien, quandilya 2, 3 ou4 fois plus d’ apa-
rence, que le foible perdele jeu, ayanc 30, & qu'ily ait au contrai-
re autant d’aparence, qu'ille gagne, ayant 41, on luy peurdonner
demi-4§.

Etil eft d remarquer, qu'il n’importe, foit que B prenne au
prémicr jeu 30 & a l'autre 4. ; ouqu'au contraire 1l prenne d'abord
4§, & puis 30: car ayant faitndtre calcul, pour cette demicre hi-
La?-{»—&{:a-}-b_'_d_ ag:a—4b

potéle , nous trouverons z 20 7 _ 0
acPA-bex4adx . _ac
— T Hd celt ddireencore 2 00 ———- P, comme aupara-

vant. Par confequent ceux - 14 fe trompent, quis'imaginent, qu’il
yadel avantage 2 prendre au premier jeu le moins, & 3 I'autre le
plus.

Or parce que le méme raifonnement fubfifte toujours, quel-
que raifon que puiffent marquer les lettres 4,5 & d, ¢; il s"enfuit,
quil en fera de méme de la Partic, qui fe joué a demi- 30, ou ide-
mi- 15 {gavoir, quelleferaégale toutes les fois, que I'efpérance de
A par raport 3 chaque jeu furpaflc celle de B & en eft furpaflee al-
cernativernent en méme raifen,

Pour faire I aplication de ce que nous venons d’ éeablir, il faut
deceta
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dégcrmi{ler pour chaque hipotéfe la valeur des lettres «, 4, ¢, 45 cz
qui e fait fans peine. On n'a qu'3 prendre dans la 4.¢ Table les fores
de A, quand B eft fuposé avoir 45, ou 30, ou 1y, 0u0, i rien;
lesquels ¢ ial

quels ctant par ordre ASFintFaniFeang i’

NS4y nS4-n4’

né+4 4nf+7ntF 8n3 4 7nn—4 4n412

. n7+sn6+|lgf.—}-5n4
n7+5n6+un$+15u4+u—n3+unn+;n+l b/

n7gné-11a541 504

17§88 L1 gni 1 g1 1 grb1 ceux de B, comme
les reftes 3 I'unité, ferone 3" H 473+ 4nn+ 3041
nitgnttgnidgnn43n41
6nt+8nitynn—4n+

nS 4 gnSfgntgndfynnt 4nt-1
1ont—41¢nld-110n4=gn—-1

n7 4 gnS4riniagntdmign it nnt gager

1gnid-11nntgnd-1

7l 1inSt agntadignt i nnt-gnt1’
& par conféquent les elpérances d' A auronc 3 celles de B les raifons
ns ”6+4"§ +n4

gntgntd-gnnd-3n+3’ Gnttgndtgunt-g4n41
e gattnni bt w7 gnitiiniagat

1on*4 1y rrnn—dgn4-12 1gndf11nnd-gng-g ’

D'ot il eft clair, que quand la Partic f¢ joué & demi- 45, I'on doit

. né—4-4nid-nt ¢
falcmw 6"’+8n3+7”n++”+12 & p 0
n' :

+ quand elle fc jou¢ i demi- 30,

jnt—-4n3 +4n:__1+;n-{-“i
30
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- '"7+f”6+11n‘+yn4 ¢
‘wlo"""*‘l)"ﬂ—}-llnn-{-yﬂ-{-—l’ &3
nétgni4-nt

: &enfin quand on la joué a demi-

6n* 4+3ud +7nan+4-4n41"
2 "’+f”6+ll"‘+lf” ¢
1§ & ¢
> 5% x)ni—}—unn—]—;n—}-[ a X
P gntetinidgns
10n* 4 1gni11nn—gu—-1
leurs, nous aurons ala place de 4¢ 00 bd, dansla premiére hxpotefc,
nofani+nt in n' X en*+gndd-gnnt4n+1 in
3n* ++n3+4 nn—+3n-4+1: dansla f'éconde,n7+gn°+x Ing—-gn*
mnl—44n'—4n* 20 10nt+I1§mM411nn+g§gn-41 in
6n*+8n3+7nn+yn4 1 : & dans la troiliéme,
n7+gn°+11nﬂ+lfgﬁ in n7+fn6+”,,s+ §n* 00
1)~>+11nn+yn+x in 1on*+1;,,3+“,,,;+5-,,+l,
c'elta dire, que la multiplicarion faite , nous aurons les trois égalités:
n'' 4 4n'° 4n?9 w18n3+48n7+77n6+9on‘+77n‘
+49nit23nn47n41,
nBdgn 4 3ant 4 gunO 4 31n94 7088 20 6ont 4
17007 425604263854 193n* 410283438491 471,
n“+1on”+4.7n“'+I’on“+211n‘°+zzon9+7f ns
20 150874335 #4380n5 4281 n*4140n'4-47nn+4 1on—+1;
Lesquelles enfuite fe reduifent 2 celles-cy:
't 4-gn'e +n’—-18’13-—48’1’—77726—90}:‘—77»*—
49 —23nn—7n—1200,
nB 4 gntt o gant G- gan’® 4 3109 — 50— (7007
—1y6n6—26;ﬂ‘-—19371"-—102713—-;811”—971—I:Do’
n't410nB 4470 4+ 130nM +;21n'°+non9+7;n8
—150n7=335n=380n =281 n*— 1403 —47m—10n—1200;

Subftituans donc ces va-

ott I inconnué n nous marque la raifon d’entre les forces des deux
joucurs. Celuy qui aura le loifir, pourra chercher les racines de ces
¢qua-
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dquations; je conjefture, qu'clles fone environ 2%, 175, 815,
teliement que celuy qui peut donner demi- 47, doit gagner 27: qui
peut donner demi- 30, doit gagner 16 : & enfin qui peut donner de-
mi- 1§, doitgagner 11 coups contre dix coups de {a Partic.

Avant que de finir cet article, je dois encore remarquer, que si
I'avantage qu'on donne alternativement au joucur B, eft tel, comme
jel'ai dit, ceft i dire que les deux jougurs faffent parla & chaque jeu
un échange continuel de leurs efperances, la Partie fera toujours ¢gale,
non feulement quand on la joué i un ou pluficurs couples de jeux,
comme ['on pourroit s'imaginer, mais aufii 2 quel nombre de jeux,
qu'on voudra la jouér, Car pos¢ qu'on joué 33, 4 ou § jeux, que
A dopne i B un avantage alternativement plus petit & plus grand:
favoir le plus petit, quand la fomme des jeux qui leur reftenc eftun
nombre pair, & le plus grand quand cette fothe eft un nombre impair;
& qu’ au prémier cas il y ait deux fois plus d” apatence que A gagnele
jeu, & qu'alautreil y aitau contraire deux fois plus d’aparence que B
lc gagne: on trouvera le forr de chacun A chaque jeu par ordre, coine
l'on voitici. (Tab.vi.) Les petits ronds vous marquent Jes jeux qui.
leur reftent i faire; & il paroit, que quand le nombre de ces jeux cft
égal de parr & d'autre, le fort de chaque jouéur cft toujours £ P.

IX. A donneia B demi-30, & 3 C 4¢3 combien B peut-il
donner 3 C? Refp. Parce que laforce deBeftacelled'A, comme 10
316, par l'article précédent; & celle d’A A celle de C, comme 42 3
10, parlare. 7. ondoit conclure ex equo pereurbute, que laforcede
Beft cellede C, comme 42 & 16, ou a peu prés comme 26 i 10;
de forte que B pourra donner a Cdemi- 45, par 'aic, préced,

X. A donnciB demi-30, & B A C demi-45; que peut
donc A donner3 C? Refp. laforced’A etant i celle de B, comme 16
3 10: &cellede Ba cellede C, comme 271 50, par I'aricle 8 5 il
s'enfuic par la compofition des raifons, que la force d' A eft 3 celle de
C, comme 4323 100, ceftadireque celui-la peur donner i celui-
cy quarante - cinq, par l'are. 7., '

XI. Acftdeux fois plus fore que B, & cinq fois plus fore que
C. Donc B cft § fois plus fore que C, 8 Jui ‘peut donner par con
fequent prefque demi- 45, par larg. 8.

c X,
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‘Table VI.
Jeux quireflent Somme de Sort de A
A B ces feux
(o] o . X
o o Pair z
[o) . 1 12 2 o i 4
o o Impast- ;’f ~ 0 s
folle) ! 6+|.° 1
o p o
o 3 %0 9
0 o I:9 o
o o 1 1 —+2. _1
o 3 27
o 0 2,193 4.0 3
o - r
S INe] o P 3 0 &
fo) o N 1:2
l 1. ‘+2- 3
o 3 % 3
t 2:3
o oo P e al 2
o 3 0 44
oo N l+2'8 9 15
o =2
00 I T 0 3
) 2t 2T 79
o o P 8
oo ) 1:1. 19 !
o _ 1 1 ~+1. .i.
o 3 54
122
oo o P 2 WSy, 7w.‘_ﬂ:
00 o 3 8!
OOO' No! i (4804, 2l 00—1-
oo P 3 7

Fenx
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- Jexx qui reflent | Somme de Sort de 4.

A B ces jexx

fo) . oo "3.‘9_'_;.!:1' .

A I e et

o o0 P 2_15:’7,!,. ].'7"2- £7

[¢] (e 2o} — 31

: 67:81

o 009 I L7 A 7y

o oo 3 8T
oo oo P 2. 17337 4., 13154

) o 3 X =z
oo oo I Tl L THLAh P 117

(el e] [¢) 3 48
ooo o0 P l’l’7:4s‘+l.l:‘7 w 1ee
o Q [e] 3 79
o0 o0 I ‘.67:31_‘_1.“1 %0 148

o oo 3 -

1: 8 148: )

©o ©opo I PR STl L 71
o oo 3 715
oo oo P 2 1a3i2a3 4y 170436

oo 00 3 ‘ 0 £
o o oo 1 MR TE SRRSO HL EF 4% L149
0% oo 3 — 0 4374

272 | 00 T

oo 000 1 1,574 79+x. 0 11231
00 00 3 2187
00 00 P 2. ‘;0}.‘11‘7+l'l349:4’74

o) . o) .

00 00 3
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XI. Acftl fois plus fort que B, & B 1 fois plus fort que'C.
Donc A eft /7 fois plus fortque C, & ainsi lui poutra donner plus de
demi- 45, & moins de 45. S

XII. ConnoilTant les raifons d'entre les forces de trois Jougurs
‘A, B, C, joiians un a un en tous fens, on connoitra aufli le raport
de leurs forces, quand deux de ces jouéurs joiient de compagnie
contre le troifiéme.  Supofons, que lcs forces abfolués des trois jou-
‘éurs foient marquées par les leteres /,m, n; que A joué contre les
deux autres,, & qu'il joué indifféremment tantdta B, tantdéta C:
S'iljoué 3 B,-il a I degres de facilité de gagner le coup. & m degrés

p :
i4m
degrés d’aparence de gagner le coup, & n degrés de le perdre ;5 ce

: & s'il jouta C, il a encore !

de le perdre; ce qui luy vaue

qui fait l-_:_-"- . Doncs'il eft également poffible, qu’il envoie la
balle 3 Bou a C, cori'me nous fupofons, il y a un cas, quiluy faic
avoir —— > & un autre, quiluy faic acquerir IT:-_,.5 ce qut luy

l=4m .
. . l.l:l+m+ll:l+n !
donne par rapport a ce coup-la, n W iqzm
! 1ld-im-in

+ i 20 T i’ tellement qu’il refte pour Ie
fore des autres B & C, za+1:,-ti:_':-,:"_’:m” . Ain‘m' leurs for-
ces érane par exemple enraifonde 3,2, 1, le fort d'A eft ;g , & celuy
des B& C 13, ceft adire que A peur ga‘gner 27 coups, lorsque
les autres n'en peuvent gagner que 13 ; de forte qu'il leur peutdon-
ner trentc avec quelque avantage pour foi, comme il paroit par la

. iy . U=t {
einquiéme Table, Que fi vous faites '1//_;‘:_’_"::;:2” 0
Ima-in-2mn

ST aTmo1in Tmay VOUSaurez 4 20mn; cequi vous marque,

que quand la force abfolué de celui, qui joué contre les deux autres,
¢ft moienne proportionnelle entre les forces de ceux-cy, la Partie fe
peut jouér a bue,

Quand nous avangons, comme ¢également probable, que le
jouéur A envoie la balled Boua C, ce neft qu'une fupofition, &

la verité eft, que plus le jouéur eft habile, plus fouvent il envoiera
la balle
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1a .ba”e. au plus foible. Pour avoir égard i cela, fupofez que toutes les
fois qu’il joué p balles awplus fort B, il cn joué un plus grand nombre

qauplusfoible C: doncil yap cas, quiluy font avoir 1—_—;.—”’ y & qcas

. . . : s
qui Juy font obtenir ;= 3 cc%:lu)'vauml'['*""-i-?'l .l 0

pt + ~ _q¢ — p”-}-?ﬂ-}-yl»f-;i;l?n .
prgdtm T P9l U qltpim—tgim—tpin-gin—t-pmnt-gmn *
oli si vous interpretez les lecues [, m, n, par 3, 2, 1, comme aupara-
vant, & outre cela p par 1,& g par 3, vous trouverez le forr d’A
3 I'égard de chaque coup 20 #7 , plus grand que 27 le fore qu'il a,
lors qu'il envoie les balles indiféeremment a chacun des autres; en
forte qu'il leur peut maintenant donner presque demi- 45 . Si vous

. pl + gl - gim 4= pin
fa'tcspa+,u+ym+9z..+fm+gln+;mn+7mn 20 £, vous aurez
pim—pin4pmn—pl 20 qlm—qin — qmn4-qll; ce qui mar-
que, que la Partic 3 but fera égale, quand p eftd ¢, comme lis —n
—mn 4 K3 lm—In4-mn—4; & il faut pour cet effer, que mn
foit toujours plus grande que 4.

Mais I'en doit encore ici confidérer une chofe, qui contreba-
lance en quelque maniére 'avantage, que tire le jouéur A de ce qu'il
joué le plus fouvant ap plus foible, C'eftqu’écant feul contre deux,
il fe fatigue auffi plus que chacun des autres, & que cette farigue
femble diminuér confidérablement fa force & fon fort: car trois per-
fonnes d'une cgale force joiians enfemble, un contre deux, on veit
‘bien, que felon ce calcul, la Partic devroit étre égale, au lieu qu'il
eft plus probable, que les deux la gagneront contre le troiliéme, vi
qu'ils ne fe laffent pas tant, & qu’ils ne défendent chacun que la
moitié du Jeude Paume. Pour avoir donc egard A certe diférence,
il faudroit juger des forces abfolués de nos jouéurs par le nombre des
coups, qu'iﬁ gagnent ou qu'’ils perdent, non quand ils joiienc cha-
cun feul contre A, mais quand ils joiient conjointement contre luy :
car ayant obferve par exemple, que de tous les coups, qui fe joiient
entre A & B, lc nombre de ceux que A gagne eft au nombre de ceux
que gagne B, comme { 3 r; & que ¢e tous les coups qui fe joiient -

<3 entre
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entre A & C, le nombre de ceux que A gagne eft au nombre de
ceux que gagne C, comme / a s5; il eft clair, que les forces abfoliies
des trois jolieurs A, B, C feront alors en raifon de/, r,s 5 d'ou
leurs fores fe déduilent enfuite comme deffus, en forte qu on n'aqu'a
fubftitucr fimplement les lettres & s ala placedem & n. .

XIV. Connoiffant les raifons des forces de quatre jouéurs A,
B, C, D, joiians un a un en tous fens, on connoitra le raport de leurs
forces, quand ils jolient deux 1 deux, A & B contre C & D. Su-
pofons que leurs forces abfolués foient exprimées par k,y £, m,n; il
fe peut faire, que A (de méme queB ) joué 3 Coua D. Si A joué
iC,ila 1\7_%5 & s'il joug aD, il a ',&_l;_n vraifemblances de ga-
gner le coup; c'eft-cequile fait parvenir au fore

|‘k:1§+"+l.l\:/\+"w 2Lk~ 4km—+kn

2 TKp2kmfiknfamne Par la méme
raifon sic'elt B quijoué, fon fort eft "1:l+m;-*-"1:‘+n 0
,u_}.:/j,-:_,:_";::: Tone  Oril eft également pomblé, que Aou B
joiic: doncilya un cas, quileur aporte lﬁ%ﬁ%ﬁ—éﬁ R
& un autre, qni leur donne ;a+:‘zlj-;-’:t-l—:-zmn5 cc qui leur
vaut 1Akt Am + kn 2l imtin . Ainsiles for-

41/(‘&'{" 4km—4-4hkn4-4mn 4Ul4-4im—t-4int-4mn °

ces abfolués des quatre jouéurs A, B, C, D, étant comme 1, §,
2, 3, le fort d'A & B par raport i chaque coup fera 1), & ces
luyde C & D 1225 fi bien que ceux - cy peuvent donnera ceux-la
presque demi-quinze, Sidans les dénominateurs de ces frations li-

cerales vous mettez 4 k! au lieu de 4.3, vous aurez
1kh—Hhm = 4n + 1l - lm - In 0 1k+m—4n

+T‘\+4k:'_:-+§;+4/« 4{1_-:41:_-%414-4/« skt amfantal
2 fdle i 2 14 2m—-2n . .
+ i O ksl amq s 203 e qui montre,

que si les forces des joiieurs d'un cbté & d'autre fe trouvent reciproa
quement proportionnelles, la Partie qu'ils joient 2 bug fera egale.
Toues fois 1l faut ici repeter I'avertiffement du précédent article,

- fqavoir
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fcavoir que les habiles ioiieurs tichene toujours d'envoier les balles
au plus foible, a quoi il faut avoir égard, sil'on y veucaller bien
julte, e

XV. Sidedeuxjouéurs A & B I'un peut donner 2 I'autre un
avantage de quelques coups, & qu'il aime mieux luy donner cet a-
vantage en jeux entiers qu'en points; on veuc fgavoir, combien de
jeux il luy doit donner? Parexemple, si A peut donner a B 45, &
qu'il veiiille joiier 3 but avec luy on demande, decombien de jeux
il les luy peut donner tous a la referve d’un feul? Pour réfoudre cet-
te queftion, il faut confidérer, que 1. A pouvant donner aB.4¢,
lavaleur de fa force, marquée par la lettre 1, fera 545 parl’are, 7me,
2. Quand il eft & but avec B, I'cfpérangc qu'il ade gagner le jeu elt

n74-snb 4=unf—1cn4t

Pu la 4"‘°Tablc, n74sné4unS41ynt-ti5n3 4 tinn—4§n-41 )
par conféquent celle de B eft

tsnld-ttnn4-sn41 . .
SR Uy Py Py Ty & la raifonde leurs

' n7—4-snb4-uns 4 15ny4 . .
efpérances TP oty B Pour expliquer cette raifon

par nombres, en y fubftituant 3215 3 la place de n, on peut fe fer-
vir des Logaritmes, par le moien desquels on {a déterminc fans
peine 3 J1L1I22 . Nommons cette raifon m, & cherchons fucce(Ti-
vement, quel eft le fort de A par raporr A la Partic, quand il luy
mangque 1, 2, 3, 4 &c. jeux, pendantqu’a Bil n’en manque tou-
jours qu'un; jufqu'a ce que nous voions par la progreffion, quel
doit étre ce fort, lors qu'il luy manque x jeux. Or sl luy manque
un jeu, de méme qu'i B, c'clt 2 diresiles deux joiieurs font 3 deux
de jeux, il.cft aisé de juger par ce que j'ay demontré dans larm. 4 ,
que lc forcde A eft m—::_-";-"T . §'il luy manque deux jeux, il eft clair

qu'il y am cas, qui le pourront mettre 3 deux de jeu avec B en luy
faifant gagner le jeu, & un cas qui luy faic perdre le jeu & la Partic;
3

mm:mm==1 o m
cc qui luy vaut ” e tL X0 mmt1.m41+ Sl luy

manque trois jeuX, il n’eft pas moins «lair, que m cas luy en feront
refter deux en luy faifant gagner le jeu, & qu'un cas luy fera encore
' ‘ perdre
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m?:mm+»l.m+!+l.o

perdre la Partic; ce quiluy produic = o 0
w4
mmtr.mop, s+ Etsil luy en manque quatre, ily am cas qui luy
en feront refler trois, & un cas qui luy fera perdre la Partie; cequi
m4:mn+l.m+}z o mS$
m . -+ 1. ——
luy aporte pay 0w En un

mot, quel nombre de jeux qu'il luy manque,, fon fort fe trouve tou-
jours exprimé par une frattion, dans laquelle 'expofant de s cft plus
grand, & celuy de m =+ 1 plus petit d'une unité, que le nombre de
ces jeux. D’oil'on infére, que s'il manque x jeux 2 A & un jeu
2 B, c’cft adire s'ils joiient 2 x jeux, dont A donne x — 1 d’avance

mXt1
. & parce qu'en cet €tac la

mmat mge X0

m A=t
mm—rm 1 X!
dircz .m* +100 mm=1.m41*—"; &en prenant les logaritmes,
Litx+1Lm30 tmm+t14x—1 Lm+1 ou par la tranfpofi-
tionxLm41=xLm0Lma-1+Lm+L2—-Lmm-1; &enfin

. Lmai—4Lm—4L2-Lmm-f1

par la divifion x 30 "— Tnai— I « Pour achever

maintenant la folution onn’a quay meutre 2114£22 au lieu de m,
& for logaritme au lieu de Lm &c. moiennant quoi I'on trouve
que = clt rant foic peu plus grand que 38; de forte que celuy quipeut
donner i I'autre 45 pourra luy donner jufques 2 37 jeux entiers de
383 §'ils veulent joiier 2 but cnfemble. Dol il paroit, qu'il ya
bien de la diférence entre donner de 4 coups trois, & donner de 4
jeux trois; vii que nous venons de voir, que celuy qui peut donner
3 l'auere 45, ceftdire trois coups de quatre, peut bien luy don-
ner d'avantage que trois jeux de quatre,  En voict Je caleul:

1B, lc fort de A fera

Partic cft fuposée égale, il y aura 20 £, c'eft

7114:29 7548646
m 0 134167 m—-130 114167

L7114529 00 6.8721462, L 7248696 0 6. 8602599,
L 134167 00 §.12764§75 o o o o o o §a 12764575
' Lm0
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Lm0 L7:,::;; 30 1.724500§3Lm+4120 L7;::f;;w.1-7326141)
2,
Lmmd0 2Lm , . 00 3.439 0I0 Lum=41 00 3.4491f77.

Lm=+1 . . . . . 001.7326142
Lm . . . « « ., 201.7245005| 81137) 3089892 (3820 *.

L . . « . . . .%0.3010360 243411
In4-14Lm+La . 758144 €778z

Lmm—+1 o o o o« X 3.449Y5¢5
L,m-tl,m-}-u- Linm 41 30 O. 3089892
Lm~41=Lm . ., . 20 c.0081137

6686

XVL  Le Joiieur A pouvant donner 3 B 4¢ , I'on demande de
combien de jeux illesluy prut donner tous 1 la referve d'un feul, si
outre les jeux entiers qu'il luy donne, il luy veur encore donner 1§
ou 3o achaque jeu? Pour Grisfaiied la queftion, vousn’avez qu'a

n7T—4sné4iinS+45nt . ne44nst a4
mettre tcntdtyn3uansn—=1 &pUIS 6 nt—+4on3 +7nn-§:4n+ 1
( raifons des efpérances, qu'on leur trouve par la 4me Table, lorsque

. . \ ’, 6 n ”n .
Ba 1§ ou 30 arien) alaplacede -:?;é%&_:_;ti: (raxfon des.

cfperances qu'ils obtiennent quand ils joiient 2 but ), en y interpre-
+218, " fe \ 6128599

tant encore ¥ par §513: cc qui vous fera trouver m X0 iForTie) &

puis m 20 {21284 5 d'olle relte (e déduit comme deflus, & il pro-

viendra 2 peu pres £ 20 12, & enfuite x 20 43 de foite ‘que A peut

donner aB 1t jeuxde 12, & encore 1§ points en chaque jeu; ou

bien ; jeux de 4 & encore 30 points en chacun,

XVII. Si A peutdonneri B30, & quon demande combien
de jeux entiers il luy peuc donner ; il faue feulemenc changer la valeur
de n, qui marque fa force, ea L24% par I'are. y'ne, & fairo enfuite
comme deflus, pour trouver celle de x. Lecalcul nous apiend, qu'il
peut luy donner environ de cing jeux quatre, & joiier a but ; ou deux
jeux de trois, & encore 1§ points en ¢haque jeu. Si A ne peur don-

nera B que 1y, la valcur de » fera cepfee 153} par 'are. 7. & 1'on

d trouvera
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trouvera qu'il ne fauroit luy donner qu'un jeu de deux, s'il prétend
de joiier 2 bur avec luy.

XVIIL,  On peut former plufieurs queftions fur les Bifques,
qui font des coups d'avance donnés par I'unc des parties 3 I'autre,
qui en profice quand bon Juy femble; & demander par exemple: si
dans un cas donné il eft plus avantageux de prendre fa bifque, ou
de ne la pas prendre? si deux bifques en quatre jeux valent mieux
que demi - quinze: ou quinze & deux bifques mieux que demi-tren-
te? & autres femblables, Mais comme ces queftions nous mene-
roient trop loin, jene veux pas les toutes entreprendre: je me con-
tenterai feulement de m’arréter un peu fur la prémiére, Supofons,
que les joueiirs ne jouént qu'a un jeu: que la force de A foit A celle
de B en railon d'égalité ou d'inégalité quelconque, n 3 1: & que B
donne 3 A bifque (car bien que cela ne (e pratique pas, quand on
fGaic que les joiieurs font égaux: il arrive fouvant, que B ne connoit
pas les forces d'A, celuy-cy ayanc dilimulé zuparavant fon jeu;
ou que A la demande par opiniitreté, ou parce qu'il a perdu lejeu
précedent qu'il jouoit 2 but, quoy qu’on fache dailleurs qu'ils font
¢gaux ) puis fupofons, qu'ils foient 3 deux & que A n’ait pas en-
core pris fabifque; I'on demande, quelle eft fon efpérance de ga-
gner le jeu? & s'il fait mieux de prendre [a bifque, ou de la garder
plus long temps?  Sur quoi je fais ce raifonnement: S’il prend fa
bifque, 1l gagne l'avantage, mais il naura plus de bifque: par con-
{équent fon fort fera par la Table IV'_”E-%-%-"T-T;:-‘ 3 s'il ne prend pas

fa bilque, il fe p-ut fairequ'il gagne ou perde le coup prochain: sl
le gagne, il a gagnéle jeu; car ayant I'avantage il ne manquera pas
de prendre aprés fa bifque: mais s'il perd le coup, il aura bien en-
core (a bifque,, mais B aura I'avantage; & puisque le forcd’ A en
cette rencontre  caufede la bifque m'elt encore inconnu, jel apel-
ley. Yayantdonc parI'hipotéfe n cas qui luy font gagner le coup,
& un cas qui le luy fait perdre le fort qu'il obtient quand il ne prend
1 n
pas la bifque fera -"-”_:_:—] 20 Z% Or, par le privilége des

bifques, A eft également en pouveir de prendre fa bifque ou de ne
la pas
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la pas prendre; ¢'eft i dire, il peut également acquerir ;f_{_%":’_’—"'%?‘
ou :_-E ¢’eft pourquoi si le fore, quiluy convient ffendant cette

indifférence, eft apellé x, ] y aura x 20 v ;_';_3;4;: ::; :+ ;+ :—:.'; .

Pour chercher le forey, il faut faire un femblable raifonnemenc: Si
A prend fa bifque, il remer le jeu 3 deux, & n'aura plus de bifque ;

c’eft-cequi luy donne par la Table IV ;:—_’;_-; . S'il ne prend pas la

bifque, & qu'il gagnele coup, il gagne le fore x ( parce qu'il fera X
deux, & aura encore (2 bifque) ; mais s'il le perd il perd enfemble Ie
X [+

jeu; c’eltce qui luy vaur alors ?—;—l— 20 ,,;—f, « Or Acftegalement

+
en droit de prendie f2 bifque ou de ne la pas prendre, ¢’ eft 3 dired’ac-

hn nx » . . : -
; ou,, =5 ceft pourquoi fon fort pendant cetee indi-

querr P

' nn nx
férence, que nous apellons y, fera — 5+ g - Mewune donc

. v . nid-nnd-n n+y
cette valeur de y dans I'équation x 90 s Fanngang T iat s
antt-gnit-rnn+t4n_
4nt 4703 4Snnt+7n44
n+l.4n3—+—_}_n_':+4”

it e & puis fubftituane reciproquement celle-
| nn.4nn -+- sn+t 4

n nx
Cy nous aurons y (1”:_*_‘ + “,_*_x) X FiamEaEe”
Ainsi le jeu érant 3 deux, il fe préfentent trois quantitez,
Njnn—n (n_?:*—nn-{—n) n—4y &n+l.4n3'—+-;nn+4n

nlgnna4n—1 \nnt.n41/)n+41 nnt-t.qnnt7n44°
qui marquent le fort de A dans trois differentes hipotéfes: I'unc,
quand il prend fa bifque: l'autre, quand il ne la prend pas: ‘& la
troifiéme (qui doit étre moienne entre les deux autres), quand il
eft encore dans I’ indiférence de la prendie ou de ne la prendre pas.
Ec parce que la prémiére aprés la reduction 2 un méme denominateur
f trouve plus grande que la troifiéme ! ils'enfuit qu'a plus forte r;i-

¢ on

nous trouverons £ 00 0
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fon elle fera plus grande que la feconde, & que par conféquent A
fait micux dcl prendre fa bifque, que de la garder pour une autre fois,
il\ . . . nn ..’-l.{—
Sil'on €xamine ces trois autres quanurcz n_”+_"l') n-1 ) &
_nn.4nni+5n+4 ’ A !
FaFi.aan+jng g quenousavons trouvées par la méme opera-

tion, 8 qui marquent le forr de A dans les dites hipotéfes, quand
B a I'avantage, ou (ce qui eft autant) quand il a 45 3 30, l'on
peut remarquer, que la prémicre eft aulli plus grande que les deux
aucres 3 de forte qu’en cet érat A fait encore micux de prendre fa -
bifque. :

Vous trouverez enfin avec ces raifonnemens les forts du jouéur
A, pour toutes les autres conftitutions du jeu, lorsque B 3454 17, 0u
45arien, ou 303 1y &c. & méme avec moins de peine, {1 vousy
allez par ordre; car vous ne rencontrerez plus dans vétre opération
que des fores déja trouves & connus. Je me contente de vous les
donner pour des joiieurs égaux dans les trois colonnes marquees
I. 1, III. dela Table feptiéme : la prémicie confidé e le jou-
cur A, comme prenant fa bifque; la troifiéme, comme ne la pre-
nant pas; & celle du milieu, comme ne s’¢étant pas encore dérer=
miné s'il la prendra ou non: & I'on remarque par tout, que les
frattions de la prémicre colonne font un peu plus grandes quecelles
des autres; d'ot I on peur généralement conclure, qu'il eft roujours
plut avantageux pour A de prendre d'abord fabifque, que de la gar-
der plus long temps.

XIX. Lecalcul du précedent article fupofe le jolieur A dans
une parfaite indiférence auregard de fa bifque, qui luy donne tou-
jours un panchant égal de la prendre oude ne la prendre pas: cepen-
pendant il faut remarquer, que quoi qu'il foit égilement en pou-
voir de 12 prendre 4 chaque coup, il n’eft pas toujours également
probable qu'il Ia prenne; y ayanc des endroits, ol il peutla faire
mieux valoirqu'en d'autres 3 i ce n'eft peut-c¢tre quand on joiie fins
faire des chafles, auquel cas je ne vois aucune raifon, pourquoi il -
faudroir diférer la bifque d’un feul coup: mais faifant des chaffes, il
y a des rencontres , cu on la peut emploier si utilement, qu’elle fere

' prefque
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- Table VIIL )
NB. A & B font des joiienrs éganux: A a une bifque 2 prendre,
: ¢ol, ¢ol,
Poimsde | Sortsde A de | Pointsde Sorts de 4 des
A B | L) I HL|daf]j A B | L [IL |1 |chof
e o | ey | e | e
45 | 4§ ,% %}; #3 i2 1l 30| 15 71338 45| 4
30 145 |z | 43 [ T | sy |3k |2 B
g {45 | 2| 2 (208 ofag | £ [Liz]) i8] &
o 10 IS S B A KL N AN )
45 | 5 | 355 | &5 | 17 30| o 1f]2sg| 442 158
TP T 16 | 965 | 430 | i
30 1301 g | ag | §5 )15 || 15| o 42 222 | 382 | 121
15 | 30 | 2 |-f2] 22| d 16 | 580 | 480 | 11y
s R A P S 31 [1207 ] fo2 | 101
o 30 lig! 3314 4 ° 1 isya 76wl ie8

prefque de trente; car y ayant une chafle dificile 3 gagner pour A,
clle eft autant que perdué pour luy; prenant donc fa bifque, il em-
péche non fulement fa Partie de gagner 1§, mais il les gagne luy-
méme, cc qui luy vaur 30. Comme donc la détermination dufort
des joiicurs, qui demande la confidération des bifques, dépend dela
confticution particuliére du jeu, de la diverfité des chafles, & méme
du caprice des joiieurs, qui n’obfervent point de regles, il eft difici-
le d’en former des conje&tures bien fQres. Voici pourtant la ma-
niére, dont je voudrois m'y prendre, s'il falloit encore avoir égard
aux chafles: Posé que les joiieurs foient trentains ou i deux, & qu'il
Zait une chafle plus dificile 2 gagner 3 I'un qu'a I'autre ( le nom-

re des fois, qu'onenavi gagner une femblable au joiieur A, étant
au nombre des fois, qu'on en a vl gagner i B, enraifond’ incgali-
tc quelconque de m 4 1) bien que les deux joiicurs foient d ailleurs
égaux; je confidéie, quesi le joiieur A gagne la chafle fans prendre
fa bifque, il gagne le jeu, car il ne manquera pas de la prendre apres:
& s'il perd lachafle, B aura l'avantage, mais A retiendra fa bifque,
qui luy vaue, par la II'¢ colonne de la VIIme Table, 1} . Parce
donc que par | hipotéfe ce jodeur a m dc!grcz de facilité de gagner la

challe contre un degré de la perdre, le foit, qu'il pofféde quand il
: d 3 ne p.end
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m T 1330 30 m o413 .o
pas T om " Mais st
au contraire il prend cetce bifque, la chafle eft morte, & fon fore fe
trouve, par la L colonne de la dice Table, &. Je n’ay doncqu'}

p
chercher, laquelle desdeux fradtions, ou de :—-'O,':i?o

pafle I'autre; en faifant fur elles les mémes opérations, ques'ily a-
voit égalite entre elles, julqu'a ce que m demeure feule d'un coté:
molennant quoi je trouve, que le joiieur A fait mieux tantde de gar-
der, tantéede prendre (a bifque, fuivant que m eft plus grande ou
plus petite que $2 5 & qu'il luy doit étre indiférent de %a prendre
ou de lagaider, si weft aujulte . 12, Pose denouveau, que A
ait 503 45, ouque Bait I'avantage, ‘& qu'il y ait la méme chafle;
il eft clair, que si A la gagne fans prendre fa bifque, il fera 3 deux,
par conséquent par Ja Il col. de la VIIme Table il aura L% : mais
que s'il perd la chafle, il perdra lejeu.  Ayant donc m cas de laga-
gner & un cas de la perdre, il aura (quand il ne prend pas fa bifque )

Heus 4o
m. | g8 um . . .
%0 Tmgse  SiA veur au contraite prendre la bif-

ne prend pas {a bifque, fera

ol de }, fur-

m—=1

que, lejeu fe meta deux, & la chafle érant morte le fort de chacun
x i i _um I

{ira£. Faifantdonc comparaifon entre Tymig &% mous trou-

vons, qu'il vaut mieux pour A de garder ou de prendre la bifque,
felon que m elt plus grande ou plus petite que ¥ . & que I'un vaut
aut)nt que l'autre, sim 00 . De ce que je viers de faire voir, nous
pouvons ¢ncore conclure, que la facilité, qu'a le joiieur A de ga-
gner une chafle, éranc exprimée par un nombre compris entre £2 &
15, il fera mieux de garder fabifque, si le jeu eft 2 deux; mais que
st B a l'avantage . il feroit micux de la prendre. Enfin ¢eft de cet-
te maniére, que ) ay determiné tcus les autres nombres de la colon-
ne des chafles de la VIIme Table, quinous peuvent marquer, quand
le joiieur A doit prendre ou garder {a bifque: car s'il a plus de faci-
lite de gagner quelque chafle, qu'il n’eft porté par ces nombres, il
fait mieux de g:rder la b:fque; s'il en a moins, il fait mieux de la
prendre; & sil ena tout jufte autant, il peut faire fans préjudice ce
qu’il veut,

XX,
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XX. Il merefte encore d parler des fervices, & del'avantage qu’
il y adc les donner. Vous fgavez, que le prémier coup de chaque
bale, qu’on donne fur lc toit, s'apelle fervice.  Celuy quile donne
femble avoir quelque avantage par deflus celuy qui le regoit, pout
deux raifons: I'une, parce que le coup de fervice eft un coup feur,
qui fc donne la bale 2 la main; au licu que les coups qui fe joiient
enfuite la bale en I'air font fujecs d'éere manqués: I'autre, parce que
quand celuy qui fert manque quelque bale, c'eft une ¢haffe, au licu
que quand l'autre la manque, il perd toujours quinze (du moins si
la bale entre dans le jeu; car pour les chaffes de vers le fjeu, je n’en
veux pas parler, de peur de me trop étendre, & il me fufic de vous
marquer en gros la route, quiil faue tenifdans cette recherche. ) Po-
fons qu’il y ait deux joiieurs A & B, qiie A donne le fervice, que
contre un coup qu'il a manqué, on ait, oblervé qu'il ait faic p bons
coups; & que contre un coup qu'a manqué B, on Juy en ait vd
faire ¢ de bons: pofons encorc que dans le temps que ¢’ eftd Ade
jotier, fon efpérance de gagner la bale foit y, mais que cette efpéran-
ce devienne z, quand l'autre B doit joiier; & confidérons prémicre-
ment ce qui fcroit de ces efpérances, il on joiioit fans faire des chaf-
fes, c’cft 2 dire fi ]a bale qu’on manque ¢toit toujours perdué pour
celuy qui la devroit joiier. Or par ce que nous venons d’ établir 1l eft
ais¢ de voir, que fi A doit joiier, il y aun cas,qui luy fera perdre la
bale, & p casqui luy faifanc reiiffir fzn coup mertront B dans la ne-
ceffité de joiier, & chingeront ainsi le fore y du joiicur A en celuy
de z. SiC'eft au contraire B qui joiic fon tour,, il y a un'cas qui fera
gagner labale 3 A (enlafaifant perdrea B ) & 4 cas qui remettront
le joiicur A dans la neceffité de joiier, & luy rameneront le forty.,

22

I3 .o .K K 3 .
Donc nous aurons d'un cdté y 20 '_T$§—' 0 14,2 delautrez

' J
20 '-'—l:t-;; 0 ‘%:_—192 , C'eftd dire, mettant A la place de y fava-
leur trouvee l_i*_'f; y 200 :—i—}_f—_fg; 0 ﬁ;ﬁ;}; d'oul'on
tre 2z 0 "+l—;t_f_‘7 . Or parce que Ie jolieur A ne fauroit manquer

' fon
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fon coup de fervice, ils"enfuic qu'il ne faut pas conter ce coup, &
simaginer quand il le joud, comme si ¢’ écoit 3 B de jouér: donc I'é¢fpe-
rance qu’il ade gagner la bale fera censée alors l_—;_-}__f; par confe-
quent cellede B l—-:z:l:? » & la raifon de ces efpérances 1 4 pa g

Dot il paroit, que fi les deux jouéurs font égaux, & que chacun puifle
fraper par ex. dix bons coups contre un qui ne vaut rien, les leteres p
& q valant chacune 10, I'avantage de celuy qui donne le fervice fur
celuy qui le reqoit eft comme de 11 fur 105 mais que cet avantage
augmente 2 mefure que les joiieurs font plus foibles, & qu'il diminué
julques a s'anéantir entidrement, 3 mefure qu'ils fe trouvent plus ha-
biles.

XXI. Joignons y maintenant la confidération des chaffes,
mais fans nous embarafler de leur inégalité, en nous imaginant, com-
me.si elles écoienc toutes deffous lacorde; c'eft a dire, come si tou-
tes les bales qui paffent la corde, pouvoient les gagner.  Vous fga-
vez que quand ilya chafle, les joiieurs font un échange de leurs pla-
ces, & paflant chacun de I'autre cdté du jeu, celuy qui a donné les
fervices, eft obligé de les prendre aprés.  Que ces quatre lettres v,
x, 7, 2, marquent donc I'efpérance d'A en quatre diférens érats;
{gavoir, les deux premiéres v & x, avantqu'il y aic chafle; les autres
y & = aprés la challe, quand les joiieurs ont pafsé: la prémiére v &
troifiéme y, quand ¢'ut 2 A dejoiier; & lafeconde x 8¢ 4™€ z,quand
l'autre B doit joiler. Cela posé, & le raifonnement du précedent
arricle compris, vous comprendrez auffi {ans peine la raifon des qua-
te égalitez fuivantes, fans qu'il foit befoin d alonger d’avantage ce

l.J+P.:‘ mx’ wl_.—t‘__{,_q.vwliﬂ‘v

difcours: v 20 L4p 0 T+p % Fg Ci+g’
I.04p.% j 24 L'+9.7 14497 chai
L o oz — 120 o0 —-2£. Chalsez
1+p I+p I+9 i o

de I'égalite x la Jetere v, & del'¢galice y la lettre 2, vous aurez x 20
1+p+q9y+pq9x . 1+p+9q7.
7. 149 > ceft adire x 20 I4p+q Y&y 0
Py
"Fpo i1
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p+p NP , ,
ip-_f-—p.._lq-%-_q’ c'efta dire y20 P +’ il Chaflés encore y de 1a
, g , 1420494 pp 4 299
; 11 1 — =0
mouvelle égalite x, vous trouverés enfinx 20 TFre
& fon refle 3 I'unicé 1 —x 20 2t D'ot il faut conclur-
: 147 +q

Te, que l'efpérance d' A, dans le temps que B doit recevoir de luy
le coup de fervice, elt 2 celle de B en raifon de 1+ 2p+q+pp
—+2pq 2 g+ g3 ol vous pouvés remarquer, que p & ¢ éramt
<€gales plus on augmente leur valeur, plus cette raifon approche
de la criple, de forte que de deux jouéurs, qui jouént également &
parfaitement bien, celuy qui firc a environ trois fois plus d’c(péran-
¢ de gagner la bale, que lautre: mais fouvenés vous, que celt dans
la fuppolfition; qu'on ne falle point de diltinction entre les chafles, &
qu'on n'admette pas celles,, qu'on apelle de vers le jeu s car autrement
<¢ double regard dimindroit fon avantage de beaucoup,

XXII, Je ne dois pas finic ma Lctere, Monfieur, fans avoir pré-
venu cerrains faux raifonnemens, qui pourroient tomber dans I'efprit
fur cette matiére, de peur qu'ils n'cblouiffent par leur éclat trom-
peur, & ne faflent douter de la folidit¢ des principes cy - deflus éra-
blis, Dans I' article feptiéme on a dcmandé, eombien de fois le
joudur A devoit étre plus fort que B, pour luy pouvoir donnct
45! Quelqu'un auroit pd raifonner la-dellusainfi: Si B joiioit con-
tre un troificme jouéur C de pareille force que luy, & qu'ils fuffent
4f 30, leurs forts feroicnt parla 1 Table enraifonde 1§ 3 1, celt
a dire que B pourroit gagner le jeu 1§ fois, lotsque C ne le feroit
qu'une fois, Or A donnant 4§ 2 B la Parue cft fuppofée égale,
c’elt adire telle, que quand B gagne 15 fois le jeu A le peut aufi
17 fois . Donc A & C joiians enfemble a but, A le peut gagner
17 fois, la ot C ne le peut gagner qu'une fois; & par conséquent
A doit étre 17 fois plus fort que C, ou (ce qui cft autant) queB,
qui cft d’une méme force: au lieu que par nétre analyfe nous
avons trouve, qu'il ne devroir cere que 4.+ fois plus fort que luy.
A quoi je répond, que quand ce raifonnement feroit auffi CVidcprj

qu
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qu'il ne l'eft pas, il tire mal de la conclufion ce confe@aire qui eft
faux: Par conféquent A doit ctre &c. A, qui peut donner 45 3B,
peut gagner 1§ jeux contreun, s'il joué 2 but avec luy, je I'accor-

N . 7114529 \ .
de, car il en peut bien gagner eg © eltadire plus de go, parle

1§™¢arr, mais ilne s'en fuit pas de la, qu'il foit 1§ fois plus fort,
fe pouvant faire qu'il gagne 1§ jeux, ou méme §o jeux, st vous
voulés, contre un, fans qu'il ait gagné plus que 4 ou 5 fois plus de
coups; 2 caufle que tous les coups, que gagne B durant chaque jeu
quil perd, ne'font contés pour rien, lesquels pourtant affemblés fe-
rotent peut - erre la quatriéme Partie des coups d”A.  Remarquéz
donc, qu'il vaut mieux , mefurer les forces des joucurs pat le nom-
bre des coups que chacun gagne , que par celuy des jeux ou des Par-
ties quils fonr, quand ils jouénc a bur,

Dans 'article treizieme I'on & recherche, de combien A de-
voit etre censeé plus fore, s'il joioit contre deux autres B & C, po-
sé que leurs forces ablolués fullent en railon de 3. 2. 12 Il y auroit
bien des gens, qui pour répondre i cette queftion fe ferviroient de
Vanalogie tirée du melange des chofes: S'il yavoit par ex. trois for-
tes de vin, dont le prix fuflent en raifon de 3.2.1 , il eft certain,
qu’ayant melé les deux plus petits enfemble en égale quantité, le
prix du mélé fera de 14, & par conséquent e prix du meilleur
celuy del'aucre, comme 3 3 14, ou comme 2 3 1. Tout de méme,
dis-je, pourroientils penfer, que les deux ‘jouéurs B & € qui jou=
ene de compagnie conere le troifiéme A, ne paffant que pour un jous
cur, leur jeu fe mélane quasi, & qu'ainsi la force de A doit aufli
¢uc double de celle des deux autres prix enfemble. D’ autres rai-
fonneroient peut-étre comme cela:  Puis que parl hiporéfe A ga-
gne trois coups, Ja oli B n’en gagne que deux, & qu’il v gagne
encore trois, 13 ol C n'cn fait qu'unj 1t s’enluit, qu'il doit gagner
fix coups, lorsque les deux autres enfemble n'en font que 3 + 1
20 3; & que par conséquent fa force doit encore {urpafler au dou-
ble celle des autres, comme nous avons conclu par le prémier dif=
cours : Or cela eft contraire au calcul du 13m¢ arricle, qui nous a

fait trouver le forrde A plus que le double de celuy des autres. Je
. ' puis
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puis répondre en peu de mots i ce deux raifonnemens :  Pour ¢
prémier, vous [avés, que les analogies ne prouvent rien ; & pour
l'aucre, fon paralogifme paroit, en ce qu’on dott raifonnablement
fuppofer, que A joué autant de fois ou plus fouvent au plus foible
C qu'a B. & que fuivane ceraifonnem:ne il s’en fair rout le contrai-
re; parce que A jouérait 3 B cinq coups, dont il gagneroit trois; &
i Cil ne jouroit que quatre coups, dont il gagneroit encere trois:
au lien que ndtre calcul remplic parfaitement cette condition; “car
mettez que A joué 20 coups 3 B, il en doit gagner 12 : 5'il en joué
donc autant a C, il en doit gagner t¢ ; cequi faic en tout 27, & B
& C gagnent les autres 13: mais s”il joué trois fois autant, c’eft
dire §o coups, a C, il erdoit gagner 45, lefquels joints au 12, qu'il
gagne {ur B, fonc ;7 , & il refte pour B & C les autres 23 5 ce qui eft
- tout a fait conforme a ce que porte le caleul du 13™¢ article,

Je finis, Monlfieur, par cette reflexion: c’elt qu'il eft extreme-
“memne facile de fc mcprendre dans toutes fes connoiffances, si 1 on
n'y fait pas toujours une ferieufe attention: car les raifonnemens,
quon fait communément dans le monde, ne font pas meilleurs,
que ceux que je viens de rapporter, mais fouvant beaucoup pires:
Jon voir tous le jours, que le plus (Gavans raifonnenc fur de pures a~
nalogies 5 ol s'ils s'imaginent de voir clair dans les cholcs, ils pren-
nent pour trés - évidenc ce qui nie L'elt pas, & dont i n’y a que ccux,
a qui I'ulage des Mathematiques a éclairé I'efpric, qui foient capa-
bles d'en decouvrir I impofture, Je fuis &c,
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Quelques détails a propos de 1'article 77 du Journal Scientifique.

(Meditationes)

Le 9 septembre 1685 Jean Bernoulli soutient devant la faculté
des arts de Bale, en vue de 1'obtention de la maitrise esarts, un
ensemble de 44 théses de son frére Jacques, publiées sous le titre :
"Parallelismus ratiocinii 1igici et algebraici, quem una cum thesibus
miscellaneis" et comprenant 17 théeses de Logique et 27 "autres" théses
- La 19éme these de ce groupe de 27 attire 1'attention sur la capacité
des mathématiques a parler des choses "fes plus gontuites et Les phus
accidentellfes” et les deux suivantes se proposent d'illustrer cela par
des exemples ; la thése 20 énonce un probléme portant sur 1'équité du
partage d'une mise dans un jeu a trois dés joué par deux joueurs - il
s'agit en fait du Probléeme 5 proposé par Huygens a la fin de son
traité de 1657 "De ratiociniis in ludo aleae"- et la these 21 est trés
exactement 1le probléeme posé au début de 1'article 77 de son journal
scientifique :

"21. Titiws prend poun épouse Cafa, Le pere de chacun des deux époux
est encone vivant et niche. Titius prépare ainsi £e contrat de mariage
que A4 nait des enfants du couple et que La femme cesse de vivre
avant Le mand, £Le mardl necodve deux-tiens des biens communs, aussi
bien ceux apportés de part et d'autre par Le mariage que ceux acquis
par hérnitage sachant que chacun des deux parents est alorns vivant ou
bien mont ; ou bien qu'if emporte La moiiié 44 Le pére de Caja a
achevé sa destinte, £L'autrne &tant encore vivant ; ou engin qu' L
negodve thois-quants des parts, Les enfants Le neste s4 son pere est
mont et qu'en revanche Le pore de Caja est vivant. Mais comme ce
dernien anticle sembLe plus infjuste au pere de Caja, Le futur gendre
propose que sans distinction tows Les cad  sodlent Anclus dans un
aticle d'un seul Zenant, tel que Le veuf regodive deux-tiens quolqu' L
en s0it du sont des parents des deux époux. Le pere de Cajfa approuve.
On se demande 4s4L ce deanier mode de conthat de marniage est plus
favorable aux enfants de Caja ?
Dans cette thése, Jacques Bernoulli ne fait que donner la réponse -
dont le détail se trouve par contre dans la premiére partie de
1'article 77 p. 101 - 102 - sans autre commentaire :
"Je néponds non. En effet, s4 Les parnts du futun héritage de Titius et
de Cajfa sont estimées 2trhe a peu prds égales et qu'on appelle "a"
chacune d'entrne elles, et "b" La somme des biens apportés de part et
d'autne dans Le mariage, L'espérance de Titius sera selon £a premidre
proposition 47a + 47b et selon Le contrat effectif 48a + 48b ce
72 72
qui est supérieun de a + b ; et Les deux espérances ne powriont

otre bgales, sauf s4 £'on admet que La part d'hérnitage de Titius est
plus du double de ta part de Caja".
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Le 12 février 1686 c'est Louis Christian Miegio qui dans les
mémes conditions soutient wun ensemble de 46 theses de Jacques
Bernoulli, publiées sous Te titre "Theses logicae de conversione et
oppositione enunciationum cum adnexis miscellaneis" et comprenant 14
theses de Logique et 32 "autres" theses. Dans la 3leme these de ce
groupe de 32, Jacques Bernoulli reprend le probleme de la these 21
dont nous venons de parler, et écrit :

"La solution du problome concernant Les contrhats de dot, insénée en
annexe de mon hrécent "ParallélLisme", supposalit qu' AL pouvalt aviven
aussi  facilement que Les vielllands Ssurvivent a Caja, que Cafa aux
vielllarnds. Mais parnce qu'il est plus probable que Caja, vu sa
feunesse, survivia aux viedllards, AL A'en sult que sa mont est de
gagon centaine diminube et que £'espérance de Titius selon Le premidr
arnticle propost est dépassée par son espérance selon L'article conrigé;
Cependant, cette dewnidne sunpasse ztoujourns La premidre quelque
grande que 504t supposée La probabilité d'une vie plus Longue de Caja,
ce qu'il seralt facile de monther par une comparaison d caractenre
génénal. Je fais seulement observer que 4'iL est deux fois plus
probable que Caja survivra d un v§2422and qu un viellland % Caj%obﬂa
premidre espérance de Titius sena 59b s La dernddone *

et Leurn différence 90b H B %0

1L nésulte clairement de cela que powr obtenin Les vrales espérances
de Titiws, on a besoin de déterminen avec précaution de combien (L est
plus probable que Cafa survivia & £'un ou £'autre vieillard. Cependant
quoiqu' on  pudisse  penser  qu' Al est complétement Ampossible de
déteminen cela, contre toute attente {L est possible de Le faire a
partin  d' observations faites sun Les Tables de mortalité des Parisiens
et des Londondiens qui sont habituellement dressées mensuellement ou
hebdomadairnement. On a observe a patin de La réunion d'un grand
nombre de ces tables (comme Le rapporte Le Jowwnal des Savants de
L' année 1666, numérno XXXI) que de cent enfants nés a £a méme
bpoque, passl six ans, iL en heste 64 qui survivent ; passé 16 ans, 40
; 26 ans, 25 ; 36 ans, 16 ; 46 ans, 10 ; 56 ans, 6 ; 66 ans, 3 ; 76
ans, 1 ;86 ans, 0. Cecd posé, et Le caleul effectué, Je découvre que
contre 59 cas od une feune femme agée de 16 ans névolus meurt avant
un  vieilland de 56 ans, 4L y a seulement 101 cas oi Le contraire
avuve ;  de XLa, fe conﬂub qu' <& est presque deux fois plus probable
que La  feune femme Swwive au vielllard plutdt que Lul a elle ;
c'est pounquoi L' espérance de Titius selon Le contrhat ALgné surpasse
celle qu' L auralt eue 5eff” Le premidn arnticle proposé d'une quantité
au total supérieur de a_*

L'énoncé de cette thése correspond a la deuxieme partie de 1'article 77
(jusqu'au début de 1la p 103 , le calcul étant ici justifié par les
données de 1la table de Graunt, publiées en 1666 dans le Journal des
savants, dont il n'est fait mention dans 1'article 77 que par un ajout
en marge p 104).
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Cet article 77 a donc certainement été écrit avant le 12 février 1686. A
t-i1 été composé en deux fois , la premiére correspondant a la these 21
avant le 9 septemore 1685, la deuxieme entre le 9 septembre 1685 et le
12 février 1686, ou bien tout 1'article 77 a-t-i1 été écrit avant le 9
septembre 1685 et Bernoulli n'a-t-il1 pensé pouvoir proposer ce qui était
développé dans la deuxiéme partie qu'aprés avoir eu connaissance de la
table de mortalité de Graunt, ce qui serait advenu entre ces deux dates,
expliquant 1le rajout en marge, a la hauteur du passage ou il parait se
desespérer de ne jamais pouvoir estimer les probabilités de vie et de
mort " a praornd , ou pan La cauwse ?" Au fond, cela n'a guéere
d'importance: par contre, il parait fort intéressant de pouvoir situer
au sein méme de cet article 77 - et par le fait méme de 1'automne
1685 ou de 1'hiver 1685-86 - la mise en évidence par Jacques Bernoulli
de la nécessité de pouvoir déterminer des probabilités " a posteriond,

ou parn L' événement observé gréquemment dans des exemples semblables
jusqu'au "Nota Bene" de la page 104, 11 traite le probleme le plus
généralement possible, en le ramenant a une sorte de jeu de ha ard dans
lequel 1les maladies mortelles sont assimilées a des cas équiprobables,
mais aucune sofution générale du probflime ne peut etre donnée avec

des ZLettres " (p 104) ; cependant, dans le deuxiéme "Nota Bene",
aprés avoir amerement constaté qu'on ne peut pas résoudre le probléme
directement, c'est-a-dire en dénombrant les maladies mortelles de chacun
et qui plus est en estimant leurs "probabilités d'agin" respectives, il
en vient a affirmer que 1'on peut déduire ces données de 1'observation
trés souvent répétée de cas semblables et'"que £es probabifités sont
awtant de  cas pour chaque qu'il y a d'observation qui en sont gaites".
Puis i1 présente plus ou moins succinctement huit autres exemples d'une
telle méthode et c'est cette partie de sa recherche qu'il s'efforcera
vainement de développer jusqu'a la fin de sa vie en 1705, ceci étant
probablement la cause majeure de 1la non-publication de 1'"Ars
Conjectandi" de son vivant.

En bas de la page 104, en marge, Bernoulli a rajouté a propos de
1'exemple portant sur les maladies mortelles : "En effet, je peuax me
trompern  dans  une moinare proportion A4 ' observe plus souvent que moLnb
souvent. Je démontre cecd NB", Ceci est une allusion au théoreme qu'il
démontre dans le chapitre V de la quatrieme partie de 1'"Ars
Conjectandi", mais on en trouve 1'ébauche dans 1'article "133 a" (p.
171) et la démonstration complete dans 1'article "151 a" (p. 185 a 191),
articles qui ont été écrits entre 1686 et 1689 ; cet ajout doit donc
dater de 1'époque oUu ont été écrits les deux articles - il reprend les
termes mémes par lesquels débute 1'article "133 a"- On peut constater
que le suivant (p. 105) est postérieur & octobre 1696, et date
probablement des années 1703-1705 ou Bernoulli a cherché a rassembler
tous ses travaux en vue de la publication de 1'"Ars Conjectandi". Si
1'on se souvient que 1'ajout portant sur "£e jowwal des savants de
L'année 1666" doit &tre de 1'hiver 1685-86, on constate que les notes
marginales de 1'article 77 ne sont pas contemporaines et que Bernoulli a
du revenir sur cet article au moins a trois reprises : en vue de la
soutenance de théese de février 1686, au moment de la démonstration du
théoreme entre 1686 et 1689, et au moment de la préparation de la
publication de 1'Ars Conjectandi pendant Tles deux ou trois derniéres
années avant sa mort. La derniére des théses du 12 février 1686 porte
sur le jeu de Paume, de méme que 1'article 77 a (p. 106 a 116) ; c'est
la premiere version de la "Lettre a un amy".
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XXXL 359

LE TOVRNAL
DES SCAVANS.
Du Lundyz. Aoult M. DC. LXVL

 Parle S". G. P

NATVRAL AND POLITICAL OB SER VA-
tions made wpon the Bills of Mortality , by lobn
Graunt. London. In 4.

‘et vne chole particuliere aux Anglois de

faire des Billets demortalité, c’eft adire des
liltes qui contiennent. combien il naift de pers
lonnes chaque femaine, combien il en meurr, &
quelle eftla caufe deleur mort. Les maladies con.
tagieufes qui ont fait de grands ravagesen An.
gleterre ont donne licua ces Billets. Car la curio-
{ité quona eué de [gauoir {1 la pefte diminuoit ou
augmentoir, a fait qu'on a d'abord tenu regiftre de
tous ceux qui mouroient de cette maladie : En
luitte apres que la contagion aceflé, on a conti-
nuéa marquer le nombre de ceux qui mouroient,,
& a {pecifier leurs maladies : Enfin pour voir la
quantité de ceux qui naiflent, aufli bien que de
ceux qui meurent, en y a adioufté le nombre des
Baptefmes. On s’eft feruy de pluficurs moyens

pour faire ces Billets : mais celuy qu'on a trouuéle
LZzz



- 139 -

THESES LOGICAE

CONVERSIONE

ET OPPOSITIONE

ENUNCIATIONUM,
Cum
ADNEXIS MISCELLANEIS,
Quas
Divind adjuvante graté
Ex

Permiffu Sapient. Ordinis
«Ad diem X11. Februarij «Ann, M. DC, LXXXV I

Tertii Speciminis publ, loco

Cl. Competitoribus vencilandas fiftic

JACOBUS BERNOULLI,

L. A, M

RESPONDENTE

Preftantiffimo ¢ Pereximio Domino

LYDOVICO CHRISTIANO MIEGIO,
J.E.F, Hcidc[bcrgé - Palatino, Ph.& Th, Stud.

BASILEZ, Typis BERTSCHIANIS.



- 140 -



101.

- 141 -

MEDITATIONES
Article 77. p.101- 106

Titius prend pour épouse Caja : le pére de chacun des deux
époux est encore vivant et riche : Titius prépare ainsi "die Ehabred"
(une convention de dot) que s'il nait des enfants du couple, les biens
de chaque époux, apportés lors du mariage ou acquis par héritage,étant
mis en commun, si la femme cesse de vivre avant le mari, alors il
est bien «clair que Te mari regoit 2 tiers des biens communs que leurs
parents soient encore vivants ou qu'ils soient morts ; si le pére de
Caja a terminé sa vie, 1'autre étant vivant i1 enléve la moitié ;
enfin si son péere est mort, le pére de Caja étant vivant, il regoit
les trois-quarts des parts, les enfants se partageant le reste. Le
pere de Caja, qui trouve cette derniéere proposition plus injuste,
souhaite remplacer 3/4 par la moitié. Titius cependant montre au futur
beau pere que cela est absurde et contraire a la raison : s'il obtient
moins, maintenant qu'il a hérité des biens de son pére, que les 2/3
qu'il obtient Tlorsque son pere est encore en vie selon le premier
article. Le beau pére est d'accord avec lui et Titius propose que tous
les cas sans distinction soient compris dans le méme article : qu'il
est clair qu'il regoit 2/3 quoiqu'il en soit des parents ; et le pére
de Caja approuve. On se demande si ce dernier mode de "Ehabred"
envisagé est plus favorable aux enfants de Caja que le premier que
Titius a d'abord proposé et que le pére de Caja a refusé.

(Tes lignes qui suivent sont incompletes)

12  est buvddent d'abornd que plus pan Le sonk
commun... <f€e veuf>... sans distinction de cas empornte Les
2/3 des biens ; parn alllewrs, pan L'équité naturelle (a
savoin  R'equité qud dans Les contrats de ce genre peut
existen et... ces conthats, c'est-a-dirne ces disposditions
municipales  dans Lesquelles Les cas et Les éGvénements
particuliers ne powtront pas trhe prévus a cause... du
hasand) qu'il so0it plus convenable qu' L emporte... qu'il
4'agisse de biens provenant de son pere ou bien du pore de
Caja.

Soient a les biens apportés dans le mariage par les deux
parties, b les biens du peére de Titius (ou du meins la part de
1'héritage futur de Titius ou de Caja), c ceux du pere de Caja, et on
désigne Caja par A, Tle pere de Titius par B, le pere de Caja par C,
parce que de la méme fagon qu'il peut arriver que meure 1'une ou
1'autre de ces trois personnes, ces trois Tlettres peuvent &tre
ordonnées différemment comme les suites ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.
I1 y a ainsi deux cas dans lesquels Caja meurt en premier, deux ou
elle meurt en second, deux en troisiéme lieu. Et si Caja meurt en
premier, les biens partagés seront a, si c'est en troisieme lieu,
atb+c 3 si c'est en second ou atb ou a+c ; alors selon la premiére



102.

- 142 -

"Ehabred" propos€e on doit a Titius dans le premier cas 2/3 a, dans le
troisieme 2/3 (atb+c), dans le deuxieme 3/4 (a+b) ou 1/2 (a+c).
Cenandant, selon 1"Ehabred" corrigée, c'est dans le premier cas 2/3 a,
dans le troisieme 2/3 (a+b+c), dans le deuxieéme 2/3 (a+b) ou 2/3
(atc) 3 alors si ces 6 cas peuvent arriver aussi facilement, si 1'on
peut dire, si aucune conjecture ne laisse penser que Caja survivra aux
vieillards plutdt que 1'un et 1'autre, ou bien 1'un ou 1'autre des
vieillards a Caja (ce qui est le cas si Caja quoique moins agée est
cependant maladive) ; i1 y aura 2 cas qui apportent a Titius 2/3 a,
deux qui Tui donnent 2/3 (atb+c), un qui lui donne 3/4 (a+b), un enfin
qui lui apporte 1/2 (a+c) ce qui vaut selon la reégle générale :

3 1
2. 5a+ 2. &ashre) v 1o (atd) v Loz (are) gy ooy g

3 3
6 72

qui sera 1'espérance (expectatic) (1) de Titius selon la premiere
"Ehabred" proposée ; par contre, selon 1'"Ehabred" corrigée, comme
en fait il y a a nouveau deux cas qui donnent a Titius 2/3 a, deux qui
Tui donnent 2/3 (a+b+c) mais un qui Tui donne 2/3 (a+b) et un qui lui
donne 2/3 (a+c), son espérance sera :

2 2
3 (atb) + 1. 3 (a+c) _2a+b+c

6 3

2. 2 a + 2.

3 (a+b+c) + 1.

wlro

qui est plus grande que la premiére si 1'on estime a peu prés égales

les fortunes de chaque vieillard, c'est-a-dire si b = ¢ ; en effet la

premiere espérance sera 47a_+ 47b , la seconde 2a + 2b ou 48a + 48b
72 3 72
. _ N .o 1 1
qui est supérieure a la premiére de 77 a* 73 b ouc.-

Et les deux espérances ne pourront pas étre égales, a moins que 1'on
admette que le peére de Titius est plus que deux fois plus riche que le
pere de Caja ; en effet les espérances étant ramenées au méme

dénominateur nous aurons: 47a + 25b + 22c  48a + 24b + 24c
72 = 72 ou b = a+2c
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Mais Caja est encore une Jjeune femme, d'une santé robuste,
aussi suppose-t-on sa survie aux vieillards et les six ordres de mort
ne peuvent pas arriver aussi facilement ; cependant nous allons
chercher combien 1'un et plus prédisposé que 1'autre : posons qu'il y
a deux cas, supposons deux maladies, deux symptOmes ou accidents,
qui peuvent causer la mort de 1'un ou 1'autre des vieillards,
cependant qu'une maladie seulement menace Caja de mort, de telle sorte
qu'il 'y a 5 cas de maladie qui peuvent aussi facilement 1'un que
1'autre attaquer en premier leur sujet ; ainsi puisque Caja n'est
exposée qu'une fois i1 y aura 1 cas dans lequel elle meurt avant 1'un
ou 1l'autre des vieillards et 4 autres dans lesquels elle n'est pas
morte ce qui vaut 1/5 de 1la certitude de mourir en premier ou une
probabilité (unam probabilitatem), dont 5 font toute la certitude (2).
Par ailleurs si 1'un des deux vieillards est déja disparu, il y a un
cas dans lequel Caja meurt avant 1'autre et deux dans lesquels elle
survit au vieillards, ce qui vaut 1/3 de la certitude de mourir en
second et 2/3 ¢ de mourir en troisieme ; mais puisqu'elle vit encore,
(i1 'y aura 4) cas, dans lesquels 1'un des deux vieillards disparait en
premier lieu, et Caja acquiert 1/3 de la certitude de mourir en second
ou 2/3 de la c¢ de mourir en troisieme, et un cas, dans lequel elle
acquiert..., a savoir lorsqu'elle meurt en premier, ce qui vaut :

1

4 . =c + 1.0
3 : _ 4
5 15
de la certitude de mourir en 2nd, et
2
4.’§C+1.0 _ 8

= C
15

de 1la certitude de mourir eé 3°, et donc on a 2 probabilités
(probabilitates ) (dont 15 font la certitude) par lesquelles elle meurt
aprés B et avant C, et tout autant par lesquelles elle disparait apres
C et avant B. C'est pourquoi, puisqu'il y a une probabilité (dont 5,
ou ce qui est identique : puisqu'il y a) trois probabilités (dont 15
font la certitude) par lesquelles A meurt avant B et C (c'est-a-dire
par lesquelles Titius obtient 2/3 a) ; 2par lesquelles elle meurt aprés
B et avant C (par lesquelles Titius obtient selon la premigre "Ehabred"
(3/4) (a+b) et selon la derniere (2/3) (a+b)); 2 autres par lesquelles
elle meurt avant B mais aprés C. (et Titius obtient selon la premiére
(1/2) (a+c), selon la dernieére (2/3) (a+c) ; 8 enfin par lesquelles A
meurt aprés B et C (et Titius obtient dans les deux cas(2/3) (atb+c)) :
L'espérance de Titius sera selon la premiére :

2 3 1 2
3.§a+2.Z(a+b)+2.-2-(6+C)+8-'§(a+b+c)_ 59a + 41b + 38c

15 90

(on considere qu'il doit faire valoir celle-la parmi tant d'autres),
selon la derniére

2 2 2 2
3.35a*2.5(atb) v 25 (ake) + 8. 3 (atb¥e) 6o, 4 gop 4 g0c

15 90
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qui est supérieure a la premiere si b = ¢, car en effet la premiére
. 59a + 79b N 60a + 80b . .
espérance sera g la derniére —gp— Qqui est supéri.:e

a la premiere de (1/90)a + (1/90)b.

51 les deux espérancas devaient étre effectivement égales, on devrait
avoir b = a + Zc comme avant. Soit a présent, dans les faits, Tle
nombre de cas ou de maladies qui peuvent apporter la mort a 1'un ou
1'autre des vieillards, (appelons-le) m aussi grand soit-il, (le
nombre des «cas) qui causent la mort de la jeune Caja, (appelons-le) n
aussi petit soit-il ; Caja aura n/(n+2m) de la certitude de mourir en
premier : mn/(Zmm + 3mn + nn) de la certitude de mourir en 2nd apres B
et avant C et de méme mn/(2mm + 3mn + nn) de la certitude de mourir

en 2nd apres C et avant B et Zmm/(2mm + 3mn + nn) de la certitude de
mourir en 3eme. C'est pourquoi puisqu'il y a n probabilités, dont n+Zm
font toute la certitude, (ou bien mn + nn probabilités) dont Zmm + 3mn

+ nn font la certitude) par lesquelies Caja meurt en premier
(c'est-a-dire par lesquelles Titius obtient (2/3)a) etc. : le sort
(40nt) (3) de Titius sera selon la premiére "Ehabred" :

(mn + nn). % a+ mn . %-(a + b) + mn . % (a + ¢) + 2mm . % (a + b + ¢)

Zmm + 3mn + nn

_ (16 mm + 23 mn + § nn)a + (16mm + 9mn)b + (16 mm + 6 mn)c

24 mm + 36 mn + 12 nn

selon la derniere :

(mn + nn). % a+ mn . % (a + b) + mn .% (a +c) +2mm. % (a + b + g)

2 mm+ 3 mn + nn

16 mm + 24 mn + Snn)a + (16 mm + & mn)b + (16 mm + § mn)c

24 mm + 36 mn + 12 nn
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qui‘est supérieure a la premiére, si b=c, cae en effet la premiére
espérance.'sera alors :

(16mm + 23 mn + 8nn)a + (32mm + 15 mn)b
24 mm + 36 mn + 12 nn

la derniere

(16mm + 24 mn + 8nn)a + (32mm + 16mn)b
24 mm + 36 mn + 12 nn

.

qui est supérieure a la premiere de

mna + mnb
24mm + 36mn + 12nn

quantité qui ne peut devenir nulle si ce n'est en posant un rapport
infiniment grand entre m et n, c'est-a-dire si ce n'est lorsqu'on
prend n = 0, ce qui signifie donc que Caja jouit d'une santé si solide
qu'elle ne puisse pas ne pas survivre aux vieillards ; ce qui est
évident, puisque dans ce cas, que ce soit selon la premigre "Ehabred"
ou la derniere i1 attend 2/3 (a+b+c).

Or nous estimons ainsi les probabilités de la mort de Caja et
des vieillards, en posant que pour une maladie mortelle qui attend
Caja il y en a deux qui menacent 1'un ou 1'autre vieillard. Mais nous
pouvons nous engager sur une autre voie d'estimation, en posant par
contre que Tle nombre de maladies auxquelles ils sont exposés est le
méme pour tous ; mais en raison de son dge et de sa santé plus
robuste deux maladies sont exigées pour apporter la mort a Caja, quand
une seule suffit pour Tes veillards. Parce qu'on suppose que Caja et
1'un ou 1'autre des vieillards peuvent étre aussi facilement malades,
il 'y aura un cas (si on sait que Caja est malade en premier)
ou elle acquiert 1/3 de la certitude de mourir(dans ce cas en effet
il manque une maladie qui doit étre mortelle, comme pour les
vieillards) et deux autres ou elle perd 1'espérance de mourir
en premier (si on sait que 1'un ou 1'autre vieillard est
malade, car on a supposé que cette maladie du vieillard est mortelle),
ce qui vaut :

ou 2
18

|
O|—
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cert(itude) de mourir en premier. Par ailleurs si 1'un ou
T'autre vieillard est déja mort de sa maladie et que Caja n'est pas
encore malade, il y aura un cas ou Caja (si on voit qu'elle est
malade avant 1'autre vieillard) acquiert 1/2 cert(itude) de mourir en
2nd (de méme en troisieme) et un cas (si en effet 1'autre vieillard
est malade le premier et meurt) oUu elle perd 1'espoir (4pem)de mourir
en 2nd (4) et acquiert toute la certitude de mourir en troisieme : ce
qui vaut

N
o+

1. 1. 0 1.

1
2 = ¢ de mourir en 2nd et

)
Bl

¢ de mourir en

e

+
2
troisieme.

Alors lorsque le premier vieillard vit encore, il y aura deux
cas (si 1'un ou 1'autre vieillard meurt) ol Caja acquiert 1/4 c de
mourir en 2nd (ou 3/4c de mourir en troisieme) et un cas (si on sait
qu'elle méme sera malade en premier) ou elle acquiert 1/3 c de
mourir en 2nd (de méme en troisieme), ce qui vaut
1, 1 2 . 34 1. 1
‘ 4 b 3 -2 ¢ de mourir en 2nd et 4 3 . 1

104. 18
3 3

—

1

c

(e e]

de mourir en troisieme.

Puisqu'il y a 2 probabilités (dont 18 font la certitude), par
lesquelles A meurt avant B et C (et par Tlesquelles Titius regoit
2/3 a),5 par lesquelles elle meurt au milieu, ou 2 1/2 par lesquelles
elle meurt aprés B et avant C (par lesquelles Titius obtient selon la
premigre "Ehabred" (3/4) (atb) et selon la derniere (2/3) (atb)) et 2
1/2 autres, par lesquelles elle meurt avant B mais aprés C (on doit a
Titius selon la premiere (1/2) (a+c), selon la deniere (2/3) (a+c)) et
enfin 11 par lesquelles elle meurt aprées B et C (et Titius obtient
selon les deux (2/3) (atb+c)), le sort (s0ns) de Titius sera selon la
premiére: ‘ ‘

] 2
7 (atb) + 255 (avc) + 11 . 5 (avb¥e)  poay 4 2p1p + 206c

18 432

N —
N —

2 1
2.-3-a+22.
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selon la derniére

2 1 2
2.§a+2§.§(a+b)+2
18

wlro

2 (a+b+c)

+ £
(a+c) + 11 . 3

1
2 _ 288a + 216b + 216¢
432

ce qui est supérieur

) au premier, si b=c, car en effet la premit
esperance sera alors , P o

283a + 427b s 288a + 432b . - s
Y T R la derniere — 735 , qui est supérieure a la
premiére de EQZ§§§§,

Si les 2 espérances devaient @&tre effectivement égales, on
devrait avoir b = a+2c comme précédemment. Qu'en fait ces deux
nouvelles espérances ne soient pas les mémes qu'avant, la raison en
est qu'il n'est pas identique de dire qu'il y a une maladie mortelle
pour Caja et deux pour les vieillards aou de dire que pour provoquer
la mort de Caja i1 faut deux maladies quand une seule suffit pour
un vieillard et qu'ainsi Caja est plus proche de la mort dans ce
cas-la, plus éloigné dans celui-ci. (NB. Si Titius avait des freres
dont i1 puissent attendre un bon héritage).

NB. Si ABCD désignent 4 maladies, C et D représentant les maladies de
Caja ; parce que toutes peuvent étre mises dans un ordes différent
en 24 alternatives, i1 s'ensuit qu'il y a 4 cas qui donnent la mort a
Caja en premier, 8 en 2nd, 12 en troisieme (NB. raison de 1a
diversité) et 1'espérance de Titius sera (47a + 63b)/72 et (48a +

64b)/72 laquelle esp plus grande que la premiére de (a + b)/72 comme
il a été dit auparavant.

NB. Aucune solution générale du probleme ne peut étre donnée avec
des lettres.

Du reste, i1 faut observer qu'il y a autant.de suppositioqs
telles que deux maladies soient mortelles pour les vieillards quand.1]
n'en faut qu'une pour Caja etc... : de telle sorte que 1§ sort de Titius
n'a pas été déterminé avec soin. En effet, lorsq'il s agit de
prédictions et de jeux , que seul gouverne le nazard, 1'espérance
précise et scientifique peut étre déterminée, et cela parce que nous
saisissons exactement et clairement 1le nombre de cas d'ou decou!eqt
infailliblement le gain ou la perte et que ces cas sont ici
indifférents et peuvent arriver avec une égale facilite, ou bien du
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moins si 1'un est plus probable que 1'autre parce que nous pouvont
définir scientifiquement de combien i1 est plus probable. Mais je prie
le ciel que quelqu'un dénombre completement Tles cas mortels,
a savoir des maladies ou d'autres accidents quxquels sont exposés
tant els vieux que les jeunes, qu'il sache ceux qui infailliblement
entrainent al mort et qu'il détermine également combien il est plus
probable que 1'un agisse plutét que 1'autre étant donné que tous
dépendent de causes totalement cachées et éloignées de notre
connaissance.

!g%gg Pour ce qui est de 1'appréciation des affaires civiles et
irnal morales ou la plupart du temps nous savons certes qu'une chose est
* 1666 plus probable (probabilfius), plus répandue ou plus prudente qu'une
(X autre, nous ne déterminons pas exactement, mais seulement probablement,
par combien de degrés de probabilité (gradibus probabilitatis) ou de
bonne qualité (bonitatis) elle 1'emporte sur une autre (5). Pour _ces
choses la voie la plus siire pour estimer les probabilités(probabilitates
aestimandi)n'est pas a priori, ou par la cause, mais a posteriori, ou
par 1'événement observé fréquemment dans des exemples sembalbles.
:n effet, Ainsi dans notre exemple * , si on a observé au cours de treés
smper dans NOMbreuses années que sont morts deux fois plus de vieillards que de
» moindre Jjeunes filles du méme 4&ge et de 1la méme complexion que nos
)P@tion Jjeunes et nos vieillards nous conclurons qu'il y a un cas qui menace
et de mort la jeune femme pour deux cas qui menacent les vieillards. Ou
' moins bien si on a observé de nombreux "couples" de vieux et jeune et que le
gﬁgﬁétk Jjeune a survécu deux fois plus souvent a son vieillard, que le
i N.B. vieillard au Jjeune, nous conclurons que pour un cas qui prive de vie
le jeure avant le vieillard, il y en a deux qui ont 1'effet contraire;
ou encore si j'avais déterminé de nombreux "triplés", que j'ai appelé
105. A le jeune, B 1'un ou 1'autre des vieillards, C 1'autre, que je les ai
observés a 1'improviste au cours du temps, et qu'il est arrivé que A a
survécu a la fois a B et C deux fois plus souvent que de fois ol il est
mort apres B et avant C, et trois fois plus souvent que de fois ou il
ne survit a aucun des deux, Je conclurais que les probabilités sont
autant de cas pour chaque qu'il y a d'observations qui en sont faites ;
et qu'ainsi d'aprés le fait habituel on établisse un calcul.
1 . Autres exemples : On demande combien d'hommes dans une certaine:
.ce plus Ville naitrons cette année le plus probablement (probabilissime),
id a Lon- ou bien mourront ? Réponse : Rassemble en une somme tous ceux qui sont
?Sqfeoir nés ici ou qui y sont morts pendant de nombreuses qnnées et divise la
/. Rép. somme par le nombre d'années ; cela te fera connaitre pour chaque
Lettres, année qui va suivre combien naitront ou mourront le plus probablement,
Hggg*O' abstraction faite des conjectures ou d'autres principes bien assis des
149 Astrologues.
- Extrait 2 On demande quelle est 1la hauteur moyenne dans une baroméetre ?
ondersoeck
Cometen

Bekker
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Rassemble toutes Tles hauteurs que tu as observées, qu'elles soient
différentes ou identiques, en une somme que tu divises par le nombre
d'observations, ou, ce qui est plus avantageux, si Tles mémes
hauteurs ont été observées plusieurs fois, les différentes hauteurs
sont multipliées par 1le nombre d'observations qui ont été faites de
chacune d'entre elles, la somme de tous ces produits divisée par le
nombre de toutes les observations donne 1la hauteur "moyenne"
(mediam) (6) que les Allemands appellent "eine in die andere gerechnet",
les Frangais "1'une portant 1'autre" ; si le mercure a été surpris

deux fois a la hauteur de 28 pouces, trois fois a la hauteur de 29

et quatre fois a la hauteur de 30, la hauteur moyenne sera :

.....

2.28+3.29+4.30 - 5
9

wolirn
.

Aussi est-i1  évident qu'ils se trompent ceux qui pour
rechercher 1la quantité moyenne de mercure font la moyenne arithmétique
entre les extrémes, et qui avec ce procédé obtiennent une hauteur
moyenne de 29 et non de 29 2/9 pouces.

3 . Quand conjecturer qu'une épidémie va revenir ? Réponse : Divise le
nombre d'années qui se sont écoulées entre deux épidémies dont 1'une a
eu lieu plusieurs siecles auparavant et 1'autre beaucoup plus
récemment, par le nombre des épidémies moins une ; cela révelera ce
qui est cherché, c'est-a-dire le nombre des années depuis 1'épidémie
la plus récente jusqu'a la suivante, abstraction faite des conjectures
d'ordre Théologique, Physique et Astrologique.

4 . Quelle est 1la probabilité (probabilitas) que la peste survienne
quelque part au cours de n'importe laquelle des années a venir ?
Réponse : Divise le nombre des années ou la peste est survenue depuis
quelques siecles par le nombre de toutes les années ; cela révele le
degré de certitude avec lequel la peste va arriver en chacune des
années a venir, abstraction faite de 1'intervalle qui s'est écoulé
depuis la peste la plus récente.

5 . Estimer le degré d'honnéteté de quelqu'un : Divise le nombre de
fois oUu on a pergu des propos sincéres par la somme de ceux-ci et du
nombre de fois ou on les a observés mensongers. Ou si plusieurs hommes
dont 1'honnéteté est prouvée fournissent des témoignages de sa
sincérité, d'autres dont 1'honnéteté n'est pas moindre 1'accusant d
perfidie, divise le nombre de ceux-la par la somme des deux. :

NB. Si a propos de problemes pratiques ou théorjqueslg'offreqt des
témoignages, la chose se présente de différentg maniére s.11 S §g1t de
faits ou de récits ; du moins les poids des raisons devraient @&tre
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2 etc.(7)
106.

exami
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nés ; or moi, si Jje ne suis pas capable de comprendie les

raisons, i1 me faut croire celui qui est maitre dans son art ; ainsi
si Jjamais wun astronome dit que la terre se meut, il mérite plus de

confi

ance que cent théologiens ignorants qui prétendraient le

contraire, si Jje sais que pendant toute sa vie il s'est employé a
mesurer les astres et a observer leurs phénoménes. Si 1'on juge de
récits un témoin oculaire est plus crédible.

6 . Faut-il craindre la foudre ?

7 . Faut-il fuir un tremblement de Terre prolongé ? Réponse : Surtout.

8 .V

(2)

(3) "
(4) "
(5)

(6) n
(7)

on dem SchieBet zu Safran auf der Schiitzenmatten (8) .

"Expectatio" ; Bernouilli utilise la regle générale élaborée par Huygens
pour calculer 1'espérance, ou la valeur de 1la chance de gagner d'un
joueur dans un jeu de hasard.

"id quod valet 1/5 certitudinis mortis primae seu unam probabilitatem
quarum 5 faciunt omnimodam certitudinem".

Sors".

perdit spem mortis 2dae"

"Quod et in genere de civilibus et moralibus intelligendum, ubi plerunque
unum altero probabilius, satius aut consultius quidem esse novimus, at

quot gradibus probabilitatis aut bonitatis antecellet, probabiliter
tantum, non accurate determinamus."

altitudinem mercurii "mediam"

I1 s'agit de 1la "Logique ou 1'Art de Penser" d'Antoine Arnaud et Pierre
Nicole publiée a Paris en 1662 et a laquelle Bernoulli fait également
allusion dans 1'Ars Conjectandi, IVeme partie, chapitre IV. P. 225 :
"Cette manidre empinique de détemnminen parn expérience £e nombre des cas
n'est ni neuve ni insolite. Ce n'en est point une autre que prescut Le
Célebre Autewr de £'Ant de Pensen, Homme d'une grande finesse et d'un
grand talent, dans Les chapitres 17 et Sulvants de La dendidre
partie ..."

(8) Un probleme de tir sur une cible.
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