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Matrices...
stochastiques...

Des deux notions, la premiére est bien connue des enseignants du second degré qui ont
souvent pratiqué durant leurs années d’étude 1’algebre linéaire et ses nombreuses
applications...

La deuxieme [’est beaucoup moins, voire pas du tout. Le mot stochastique lui-méme fait
savant' et impressionne : on croit tout savoir du stochastique si on le rattache au hasard, mais
I’on se demande bien ce que les matrices viennent faire dans ce domaine.

Et pourtant les matrices stochastiques font partie des nouveaux programmes de terminale Es,
spécialité mathématiques...

Nous pensons qu’on n’enseigne bien que ce que l’on connait bien. Il nous paraitrait
aventureux de faire un cours sur les graphes probabilistes a des éléves de lycée sans aller
regarder d’un peu plus pres de quoi il retourne.

C’est I’objet, modeste, de notre brochure, qui s’est constituée peu a peu, en réponse aux
diverses questions que ce nouvel enseignement a suscitées chez nous.

Nous vous la livrons aujourd’hui, en espérant qu’elle réponde a vos interrogations.

Nous n’avons pas voulu faire un cours théorique : il n’est ni facile ni profitable pour un
professeur de digérer les pavés universitaires indigestes que ’on rencontre a foison sur le
sujet.

Nous avons fait le choix de partir d’exemples précis, suscitant des interrogations... C’est
quand les questions sont posées et les comportements précisés que nous démontrons les
résultats.

Les rappels théoriques nécessaires sont faits au fur et a mesure : ils sont volontairement
minimum pour faciliter la lecture. Dans le méme esprit, les calculs ont souvent été allégés,
notamment quand ils pouvaient étre confiés a une TI-92. Nous pensons qu’en la matiere les
TICE ont leur role a jouer, et, en se déchargeant de calculs pénibles et inintéressants, on suit
mieux la structure des raisonnements et la marche des idées : n’est-ce pas finalement le plus
important de 1’activité mathématique” ? Mais au dela des calculs, la TI-92 est aussi un outil
puissant d’exploration mathématique et de conjecture.

Qu’il soit clairement dit que ce n’est pas un cours destiné a des éleves de lycée : notre
brochure a été écrite pour des professeurs, éventuellement pour des étudiants qui voudraient
approfondir ce sujet. Notre seul but est qu’elle vous soit utile comme a nous et qu’elle vous
donne le (petit) recul mathématique dont on a besoin pour bien enseigner.

"11 vient du grec stokhastés, qui veut dire devin, lié au hasard.
2 Ce qui n’empéche pas que les éléves doivent apprendre & calculer bien siir !
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ETUDE DE QUELQUES SITUATIONS

I. Premier exemple : les deux urnes (exercice extrait du manuel de Tes édité chez Bréal)

On dispose d’une urne rouge contenant une boule rouge et quatre boules noires, ainsi
que d'une urne noire contenant trois boules rouges et une boule noire. On effectue une
suite de tirage d’une boule selon les régles suivantes : i

(R1) le premier tirage a lieu dans I'une des deux urnes chozszes au hasard

(R2) aprés chaque tirage dans une urne, la boule est remise dans la méme urne ;

(R3) aprés chaque tirage, on tire dans |'urne qui a la couleur de la boule tirée.

Urne rouge Urne noire
Comment peut-on modéliser cette situation ?

e La premiére idée, la plus naturelle chez un él¢ve de terminale, est de réaliser un arbre de

robabilité : o .
pro Choix de ['urne 1" tirage 2° tirage

s _br UR < .
UR
% br
4/5 ~bn UN
12 1/4 = bn
/5 __ b
12 g o br UR < X
n
/ 4/5
UN
3/4 br
Appelons pourn 2> 1, 1/5 br
pn la probabilité que le »° tirage se fasse dans br
’urne rouge et g, la probabilité qu’il se fasse Pr 4/5 bn
dans I’urne noire (avec bien sir p, +¢,=1...)
Visualisons sur I’arbre suivant le (n+1)° tirage 3/4 by
en fonction du »°. dn bn <
D’apreés la formule des probabilités totales, on 1/4 bn

peut écrire, pour n > 1 :

__l +3 et —_4. +l
pn+l - 5 p,, 4qn qn+l 5 pn 4qn




Ajoutons que cette formule demeure vraie, d’apres le premier arbre, en posant pg = qo = 1/2,
puisque I’urne est choisie au départ au hasard.
Quelle est la nature de ces deux suites ?
En remplagant g, par 1 — p,, dans la premiére égalité, on obtient :
-3

Prot= =0 T g
On reconnait la une suite arithmético-géométrique, dont les moyens classiques d’étude sont au
programme de spécialité en terminale Es.
Si cette suite converge, par passage a la limite dans 1’égalité précédente, c’est nécessairement
vers le nombre réel / qui vérifie

l=——1—1-l+% qui équivaut a 20/ =-11/+15, soit l=%.

20
Soustrayons membre & membre les deux égalités :
o3
pn+] 20 pn 4
[= —l—l—l + 3
20 4
I1 vient :
11
—l=——(p, -1
pn+l 20 (p" )

. . e : 15
ce qui prouve que la suite (u,) définie pour » entier naturel par u, = p, =/ =p, BT est une
suite géométrique de raison —% . Elle converge donc vers 0 ; par conséquence, la suite (p,)
. 15
converge bien vers EYh

Comme p, +q, =1, la suite (g,), elle, converge vers 13%

e Mais on peut aussi modéliser une telle situation avec un graphe, dit probabiliste. Tout
revient a étudier un systéme en évolution, pouvant prendre aléatoirement deux états,
correspondant aux deux issues du tirage : la boule est rouge ou bien la boule est noire. Un
sommet du graphe correspond a un état du systéme (R quand la boule tirée est rouge, N quand

elle est noire) :
4/5

R
1/5 1/4

3/4
Un tel graphe est orienté, et pondéré. Ainsi, par exemple, le coefficient 3/4 pondérant 1’aréte
du bas est la probabilité de tirer une boule rouge sachant qu’on vient de tirer une boule noire
au tirage précédent (c’est donc la probabilité de tirer une boule rouge dans 1’urne noire).
Remarquons aussi que ces probabilités conditionnelles n’évoluent pas au cours des tirages
successifs, puisque la boule tirée est toujours remise dans I’urne dont elle provient.

Par définition, la matrice de transition de ce graphe est :

1/5 4/5
M= .
3/4 1/4



Cette matrice dépend bien évidemment de I’ordre choisi pour écrire les sommets (ici on a
choisi I’ordre R, N).

Comment cette matrice est-elle définie ? Il peut étre intéressant de poser la question a des
€léves, et de faire le lien avec la matrice d’adjacence d’un graphe : les 1 correspondant aux
arétes sont remplacés ici par les poids de ces mémes arétes.

Une telle matrice est par ailleurs dite stochastique, car la somme des nombres d’une méme
ligne est égale a 1.

Les deux €galités définissant par récurrence les suites (p,) et (¢,) précédentes :

1.3
pn+l Spn 4qn

4,1
qn+| 5 pn 4 qn
se traduisent par 1’égalité matricielle :

1/5 4/5
= = M
(pn+l qn+1) (pn qn)(3/4 1/4J (pn qn)

De proche en proche, ou par récurrence, il est immédiat de déduire que :

(2. a.)=(py q)M".

Le point de vue est différent, et plus synthétique : I’évolution du systéme a I’étape n, ou a
I’infini, est maintenant conditionné par le calcul de la puissance »n° de la matrice M, ou par la
détermination de la limite de M" a I’infini.

De plus, on peut accéder au calcul de n’importe quelle valeur de ( D, q,,), avec une
calculatrice gérant le calcul matriciel®. Par exemple, la probabilité que le 10° tirage donne une
boule rouge est environ 0,48391 (celle que le tirage donne une boule noire est environ
0,51609).

[C 01 aebralcatc other ProntolcLemn U] |

[1/5 4/5]
ap
34 1s4
s[1/2 1,2]-m10

[.4839118218 .5160881782]
[1/2 1/21¥m 104

DEG AUTD FUNC 2/30

On peut aussi estimer la valeur limite 15/31 de pp.

H 1 gebra Ca 1 [ IUt,her‘TPrgm I OTCIean Upﬂ

[1/5 4,3
374 1/4

"

af12 1,2]1-n100
[.483870967742 .516129032258]

=[15-31 16/31]
[.483870967742 .516129032258]

[[15/31.16,3111

ARIT DEG AUTD FUNC 3730

La formule est suffisamment souple pour qu’ on puisse examiner ce qui se passerait si le
premier tirage se faisait systématiquement dans 1’urne rouge (po = 1 ; go = 0), ou dans I’urne
noire (po =0 ; go = 1), ou dans I’urne rouge avec une probabilité de 0 8 (0 =0,8;90=0,2).

3 Comme la TI-92, que nous avons utilisée ici pour nos exemples, mais aussi de nombreuses autres calculatrices (T1-82 ou
Graph35 notamment)



v > Y Fav [ F6v
|v1E lﬂ 1 gréb_raTC?I cTDtherR;n I DTC lean Upﬁ
[.483870967742 .516129032258]

a[1 0]'ml00
[.483870967742 .516129032258]

a0 1]-n100

[.483870967742 .516129032258]
#[.8 .2]-nl00

[.483870967742 .516129032258]
[[0.8.0.2]1]1*¥m"100

ARIT DEG AUTD FUNC 5/30

Que constate-t-on a I’examen de ces différents résultats ?

De fagon étonnante, il semble que le vecteur limite obtenu ne dépende pas des conditions
initiales choisies ; il ne dépend donc que de la matrice M.

Rappelons que ces résultats, suggérés par la calculatrice, demandent bien évidemment a étre
démontrés rigoureusement .

Terminons enfin par un moyen simple d’obtenir le vecteur limite. Si le vecteur (p, g¢,) a
une limite L, ce que nous justifierons plus tard’, par passage a la limite dans I’égalité
(Pon 9n1)=(P, 4,)M , ce vecteur limite L vérifie nécessairement

L=LM
Ses coordonnées sont donc simplement solution d’un systéme d’ordre 2.

(001 sebralcatelother Pram10lc1ean Up| |

[1/5 4/5
LR

374 174
#[15-31 16-311'm [15/31 16-31]
[15/31.16/31]1%m

ARIT DEG AUTO FUNC 2730

II. Deuxiéme exemple : Kévin et ses retards®

Kévin n’arrive pas toujours a l'heure au lycée. Si son comportement peut paraitre
capricieux, il satisfait en fait le protocole suivant : ‘
(P1) il n’est jamais en retard ou en avance deux jours consécutifs ;

(P2) s'il était en retard la veille, il sera en avance une fois sur deux ; _
(P3) quand un jour il est en avance le lendemam Kévin sera en retard une fois sur
quatre ; I
(P4) Kévin a la méme probabzlzte d’étre en retard, ponctuel ou en avance, quand la
veille il était a [’heure. :

Kévin était en avance le jour de la rentrée, que peut-on prévoir pour le troisiéme
jour ?

e La modélisation par un arbre de probabilité, si elle demeure possible, devient plus
laborieuse, a cause du plus grand nombre d’issues possibles.

P : « Kevin est ponctuel » ;

A : « Kevin est en avance » ;

R : « Kevin est en retard »
Appelons p, la probabilité que Kevin soit ponctuel au jour #, g, celle qu’il soit en avance au
jour n, r, celle qu’il soit en retard le jour ».

* Ce que nous ferons dans la suite de la brochure.

* Ou ce que nous avons déja justifié en étudiant la suite arithmético-géométrique associée 4 la situation.

® Cet exemple a été présenté par Gérard Grancher lors d’une conférence académique sur les graphes. Nous le remercions de
nous autoriser a |’ utiliser.



L’arbre est le suivant :

P
13
, 13 y
1/3 R
Dn
3/4 P
y 0 A
an
1/4
R
rﬂ
12 P
12
R A
0 R

D’apres la formule des probabilités totales, les suites (py), (gn) et (r,) vérifient les relations de
récurrence suivantes :

1 3 1
pn+l :—pn +_qn +—rn

3 4 2
—l +0x +—1—r —l +—1-r
qn+1 3pn qn 2 n 3pn 2 n

1 1 1 1
rn+l =§pn +an +Oxrn =-3-pn +an

Par ailleurs, on a bien évidemment p, + ¢, + r, = 1.
L’étude séparée de chacune de ces suites n’est pas aussi simple que dans [’exemple
précédent’ : ceci marque la limite de cette méthode.

o Reste le recours du calcul matriciel. Deux traductions équivalentes des égalités
précédentes sont possibles :

Pua | (/3 3/4 1/2)(p, 1/3 1/3 1/3
Qoo [=|U/3 0 12| g, |[ou(p G nha)=(p, 9. 1,)]3/4 0 1/4
r 1/3 1/4 0 |r 1/2 1/2 0

n+l n

Nous privilégierons la seconde écriture, qui fait intervenir comme dans le premier exemple
une matrice stochastique, dont la somme des lignes fait 18,

Comme précédemment, on peut écrire, pour tout entier naturel » :

7 Se ramenant & I’étude de deux suites arithmético-géométriques, comme on I’a vu.
8 Et non pas la somme des colonnes.



/73 1/3 1/3Y
(7. 9. n)=(p 9 %) 3/4 0 1/4
1/2 1/2 0
ou po, qo et ry décrivent le comportement initial de Kevin.
1/3 1/3 1/3Y
On retrouve I’'importance de la matrice | 3/4 0 1/4
1/2 1/2 0

Revenons au probléme posé.
Si Kévin est en avance le jour de la rentrée, ona pg =0, go =1 et ry = 0.
Au bout de trois jours, on en déduit que :

1/3 1/3 1/3)
(py g5 r)=(0 1 0)]3/4 0 1/4

1/2 1/2 0
y . : : [Al1+[B]"
et n’importe quelle calculatrice, gérant les matrices (ci-contre  [[ . §3{25 .25 .2.
la TI-82), donne la réponse exacte p3 = 17/32; g3 = 1/4; AnsrFrac
r3=17/32. [[17-32 174 7r3.

On peut aussi examiner avec une TI-92 ce qui se passe pour
les grandes valeurs de » :

(k1 abralcarclotherPrantolc1ean Us] |

.3 pl0
3008246 279045938737 .232561053017]
. b0
°2093023 .279069767442 .232558139535]
.. p100
472093023 . 279069767442 . 232558139535]
axbh"1 00
ARIT RAD AUTO FUNC 3/30

Il semble qu’au bout d’au bout d’un temps assez court Kévin soit en retard avec une
probabilité de 0,23 environ. \

Et si les conditions initiales de Kévin changent ?

Par exemple, s’il est en retard le jour de la rentrée, on aura po = 0, qo = 0 et ro = 1. Les
résultats obtenus sont sensiblement différents au bout de 3 jours. En revanche, ils se
stabilisent implacablement vers les mémes valeurs limites que précédemment pour 50 jours et
100 jours.

|v1a |H 1 ;égraTCFa}{cTOtfp\;qPrrgsm 1 OTC 1 era‘r: UPT_]

5[0 0 1]»c [0 0 1]
.. p50

472093023 279069767442 . 232558139535
.c. 100

472093023 . 279069767442 . 232558139535]
c*b™10

ARIT RAD AUTO FUNC 4/30

On laisse au lecteur le soin de commenter ce qui se passe quand Kévin choisit sagement d’étre
a ’heure des le jour de la rentrée...

10



(R A1dabralcatc other PramIolc1emn Us| |

a1 0 0]+d [t 0 o]
3 s9 53
"db [13’27 216 2'16]

ng-pI0

472093023 .279069767442 .232558139535]
.d.b100

472093023 . 279069767442 . 232558139535]
d*b”~100
ARIT RAD AUTD FUNC 4/30

Quel que soit son comportement le jour de la rentrée, c’est-a-dire quelles que soient les
conditions initiales du systéme étudié, Kévin est entrainé dans la méme spirale... Un seul
consei19 pour régler son probleme : qu’il change de protocole, en étant tous les jours a
I’heure” !

e Le graphe probabiliste décrit les informations de ce protocole.

1/3
P 1/3

1/3 A

R

Il résume les informations régissant 1I’évolution d’un systéme a trois états (P, A et R).
En mettant les sommets dans I’ordre P, A, R, la matrice de transition de ce graphe est

/3 1/3 1/3
3/4 0 1/4| :c’estjustement celle que nous avons utilisée pour les calculs précédents.

1/2 1/2 0

A P’intersection de la i ligne et de la /¢ colonne est écrite la probabilité conditionnelle'® qui
1§ure sur les arétes du graphe reliant dans cet ordre le sommet numéro i au sommet numéro
I

J

IIL. Troisi¢éme exemple : envoyer des photos depuis Saturne'

Une sonde en orbite autour de la planéte Saturne est équipée de trois appareils photos
haute résolution identiques fonctionnant indépendamment les uns des autres et ayant
chacun la probabilité p de tomber en panne au cours d'une journée. Quand un
appareil est en panne, il ne peut pas étre répare’”. ,

Un jour donné, les trois appareils photos fonctionnent correctement. Quelle est la
probabilité que la sonde continue d’envoyer des photos 100 jours aprés, en supposant
d’abord que p = 0,05 puis que p = 0,001 ? : ;

° Il est vrai que Kevin a un comportement qui I’apparente plus 4 une machine. Notamment, il ne tire aucune legon de son
expérience passée puisque les probabilités qui régissent sa conduite restent invariables avec le temps. Nous savons que ce
n’est pas le cas avec de vrais éléves !

' Sachant que le systéme est dans 1’état 7, quelle est la probabilité qu’il passe dans I’état j ?

' On retrouve ces mémes probabilités conditionnelles sur I’arbre de probabilité (voir plus haut).

12 Exemple totalement imaginaire, malgré I’actualité.

' La sonde étant située & des millions de kilométres de notre bonne vieille Terre...

1"



e L’arbre probabiliste décrivant 1’évolution d’un tel systéme commence a devenir touffu et

difficile a appréhender.

En revanche, la situation se décrit simplement avec notre nouvel outil.

Il suffit de considérer un systéme a quatre états, notés 0, 1, 2 ou 3 selon qu'il y a zéro, un,
deux ou trois appareil photo en panne un jour donné.

L’évolution d’un tel systeme est aléatoire et peut étre résumée par le graphe probabiliste ci-
contre.

(1-p)°

(1-py’

2p(1-p)

(I-p)

En prenant I’ordre naturel des sommets, la matrice de transition est la matrice stochastique :
(1-p)’ 3p(-p)* 3p'1-p) p’

vl O i-p 2p1-p) p’
0 0 1-p p
0 0 0 1
Notons :

ay, la probabilité qu’il n’y ait aucun appareil photo en panne au bout de » jours ;
bn la probabilité qu’il n’y ait qu’un seul appareil photo en panne au bout de » jours ;
¢y la probabilité qu’il y ait exactement deux appareils photos en panne au bout de »
jours ;
dyla probabilité que les trois appareils photos soient en panne au bout de » jours.
Au début de I’expérience, on a ap = 1, by = ¢o = d = 0, ce que I’on traduit en disant que 1’état
probabiliste initial du systeme est défini par le vecteur (1 0 0 0).

La probabilité qu’a la sonde d’envoyer des photos au bout de # jours est 1 — d,, : intéressons-
nous donc a la suite (d,), d’abord dans le cas ou p = 0,05, en effectuant les calculs matriciels
habituels avec une TI-92.

H 1 gebra |Ca lc lOther‘ﬁ’r‘gm I OIC 1 ean UPT—]

= n(p)
p-1% 3p(p-1)2 3p2(p-1) p°
0 (p - 1)2 2p(p-1) p2
0 0 1-p P
0 0 0 1
"(1 0. 0 0]a (1 00 @
[1.0.0.01>a

ARIT RAD AUTO FUNC 2730
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nm B !rzv Fav I B I {3 .
F!lger:ma Calc|Other|PrgmI0 lZ:Ir:nar'nv Up .
CJ J U = J ) CJ

®a-(m¢.05))10
41475397 .289211575093 .064608185568]

® a-(n¢.05))°0

4922738 . 196678415432 .786471106856]
*a-(m(.05))100

434535408 . 017551894255 . 982343362808]
axm<0.05>~100

ARIT RAD AUTO FUNC 5/30

Quelles conclusion peut-on en tirer ?

Au bout de 10 jours, djp = 0,065 donc dans 6,5% des cas, les trois appareils photos seront en
panne et nous ne recevrons plus aucune image de Saturne.

Au bout de 50 jours, les trois appareils photos seront en panne dans 78,6% des cas et au bout
de 100 jours dans 98% des cas.

On peut présager d’ailleurs que la limite de la suite (d,) est 1 (au bout d’un temps
suffisamment long, les trois appareils photos seront tous en panne !).

Dans le cas ou p = 0,001, on obtient des résultats plus encourageants :

= 3-(m(.001))
477983204 .281852577066 .060986676026]

® a-(m(¢.001)) 1000
2594198 .441023903922 . 2528011078811

3%<m<.001)>~2000_

ARIT RAD AUTD FUNC 1/12

Les performances sont bien meilleures. Moralité : il vaut mieux avoir du bon matériel, mais
on s’en doutait un peu !

IV. Quatri¢me exemple : jet d’une piéce'®

On lance une piéce de monnaie 100 fois de suite. On appellera séquence de longueur
p une suite de p coups consécutifs égaux (soit p « pile » ou p « face » de suite).
Quelle est la probabilité d’obtenir une séquence de longueur 6 au moins ?

e La modélisation d’une telle situation, contrairement aux exemples précédents, est
extrémement délicate. L’utilisation d’un graphe probabiliste ne va pas de soi: dans cette
expérience, quel systéme peut bien évoluer et dans quels états peut-il se trouver ?

On peut considérer que le systéme est tout simplement la liste des résultats successifs, qui
évolue aléatoirement a chaque nouveau lancer de la piéce. Par exemple :

-

P

P,F

P,F,F

P,F,F,F
P,F,F,F,P
P,F,F,F,P,P
P,F,F,F,P,P,P
P,F,F,F,P,P,P, P
P,F,F,F,P,P,P,P,P

etc.
P,F,F,F,P,P,P,P, P, .., F, P, P (avec 100 lettres P ou F)

14 Exemple emprunté a notre collégue Nicole Vogel, dont on peut trouver le détail dans le numéro 451 du bulletin vert de
I’ APMEP (pages 168 & 172), ou sur son site http:/perso.wanadoo.fr/nvogel/Dossiers/CentPF.htm.
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Au cours de I’expérience, deux questions se posent :
apres n lancers, a-t-on obtenu une séquence de longueur 6 au moins ?
Sinon, le (n + 1)° lancer permettra-t-il d’obtenir une suite de 6 coups consécutifs en
n + 1 lancers ?
ou peut-étre en n + 2 lancers ? ou n + 3 lancers ? etc.

Ceci amene a considérer ce que 1’on peut appeler les éfats suivants du systéme :

(6) La suite de » lancers contient au moins une séquence de longueur 6.

(5) La suite de » lancers ne contient pas de séquence de longueur 6 et finit par une
séquence de longueur 5.

(4) La suite de » lancers ne contient pas de séquence de longueur 6 et finit par une
séquence de longueur 4.

(3) La suite de n lancers ne contient pas de séquence de longueur 6 et finit par une
séquence de longueur 3.

(2) La suite de » lancers ne contient pas de séquence de longueur 6 et finit par une
séquence de longueur 2.

(1) La suite de » lancers ne contient pas de séquence de longueur 6 et finit par une
séquence de longueur 1.

En reprenant la liste des lancers donnés précédemment, les états successifs obtenus sont :

M M:5@);G);(1);(2);(3);(4);(5) sete.
Le systéme évolue bien aléatoirement d’un état & un autre , avec des probabilités qui peuvent
étre calculées simplement. Toutes ces informations sont résumées par le graphe probabiliste

suivant :
1/2

1/2

1

1/2

1/2

@ 1/2

La matrice de transition, en mettant les sommets dans 1’ordre des numéros, est :

1/2 1/2 0 0 0 0
172 0 1/2 0 0 0
/72 0 0 1/2 0 0
1720 0 0 1/2 0
1/2 0 0 0 0 1/2
0 0 0 0 0 1

14



En appelant a, (resp. by, ¢, d,, e, et f,) la probabilité que le systéme se trouve dans I’état (1)
(resp. (2), (3), (4), (5) et (6)) apres » lancers, le probléme posé revient & déterminer £ o.
L’état initial est caractérisé para; =1,b1=c;=d;=e;=f1 =0

Comme précédemment, on a :
99

172 1/2 0 0 0 0
172 0 1/2 0 0 0
1/2 0 0 1/2 0 0
a b c d e =(1 0 0 0 0 O
(100 100 €100 100 €100 f;oo) ( )1/2 0 0 0 1/2 0
1/72 0 0 0 0 1/2
0 0 0 0 1

Une calculatrice gérant le calcul matriciel donne alors :

Fi 1 gebr‘a ICa lc IOLheqPrgn 1 UTC 1 ean Upl ]I | vr{E Al gr;?:ma ]C?lvc, lOth:ver*TPr‘rgsn I UTC 1 eraﬁnv Upﬁ

'a

.5 5 0 a e o

.58 .50 08 0

.50 0 .50 0

99
. 50 0 8 .50 "an
[.098262735347 .049982361446 .025424(p

386 6 6 08 .5 ®[.098262735347237 .04998236144554 .0

O 6 0 68 8 1 4332205983 . 00657810096 . 806820548717]
RARIT RAD AUTD FUNC 2730 RARIT RAD AUTO FUNC 2/30

La probabilité d’obtenir au moins une séquence de longueur 6 au cours des 100 lancers est
donc de 0,8068, soit un peu plus de 80 %... Valeur étonnante, mais il suffit de réaliser
quelques expériences'’ pour s’en convaincre. Le hasard a des comportements qu’un esprit
humain n’oserait pas imaginer !

V. Conclusion

La notion de systéme, qui, en évoluant aléatoirement de fagon discréte'®, peut prendre
différents érats, est, comme on 1’a vu, un outil efficace pour modéliser des situations
probabilistes de natures trés variées.

Nous avons rencontré trois fagons de dire la méme chose, mais avec une efficacité
mathématique variable.

La fagon la plus naturelle est ’arbre de probabilité, car il permet de décortiquer les situations
étape apres €tape, y compris I’étape initiale. Méthode naturelle certes, mais inadaptée, on I’a
vu, a I’étude de situations complexes.

L’approche par les graphes probabilistes permet de s’intéresser globalement a la fagon dont le
systéme évolue, d’un état & un autre : le graphe lui-méme est en quelque sorte un résumé de
tous les états et de toutes les évolutions possibles.

Sur I’aréte orientée reliant ’état i & 1’état j, on fait figurer la probabilité conditionnelle que le
systéme passe dans I’état j sachant qu’il est dans I’état i, probabilité qui n’a aucune raison
d’étre égale a celle que le systéme passe dans I’état i sachant qu’il est dans 1’état ;.

Plus généralement, un graphe probabiliste est un graphe orienté a k sommets, pondéré par des
nombres positifs tels que la somme des poids des arétes sortant de chaque sommet vaut 1,
poids qu’il est toujours loisible d’interpréter comme des probabilités conditionnelles.

' On peut s’en convaincre avec une simulation sur un tableur par exemple.
16 C’est-a-dire que les changements d’état ne peuvent qu’intervenir a des instants donnés, non aléatoires et au plus en une

infinité dénombrable.
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Les probabilités qui pondérent les arétes d’un graphe probabiliste ne doivent pas changer au
cours de I’évolution du systéme : elles restent strictement les mémes au cours des différentes
étapes. On peut dire que 1’évolution se fait sans mémoire.

Ceci caractérise ce qu’en mathématiques on appelle une chaine de Markov : on la rencontre
quand on a affaire & un systéme qui peut prendre un nombre fini d’états et qui évolue par
étapes successives d’un état a un autre. La probabilité qu’a une étape donnée le systéme soit
dans un état ne dépend que de 1’état précédent et ne varie pas au cours des étapes
successives'’.

Avec les graphes probabilistes, on « hérite » des matrices de transition'® : ¢’est la troisiéme
approche que nous avons eue, et de loin la plus performante, car elle permet la mise en oeuvre
de la puissance du calcul matriciel.

Comme nous I’avons vu, une telle matrice de transition est une matrice stochastique : tous ses
coefficients sont positifs ou nuls, et leur somme sur chaque ligne donne 1.

Il est alors possible connaitre les probabilités de chacun des états du systéme a n’importe
quelle étape de son évolution, et de s’interroger sur I’évolution a I’infini de ce systéme. Sur
des exemples, nous avons mis en évidence avec une calculatrice des propriétés qui semblent
vraies : 1l reste bien sir a les prouver dans le cas général.

Tout est conditionné par 1’étude de la puissance n° d’une matrice stochastique, ou de sa limite
quand » tend vers I’infini. Le probléme probabiliste devient alors un probléme algébrique.

C’est sur ce dernier aspect que nous travaillerons dans cette brochure, en faisant une étude
systématique des matrices stochastiques. Nous verrons d’abord que les matrices d’ordre 2
peuvent étre traitées avec les moyens du bord dont dispose un lycéen ; ensuite les difficultés
seront pointées sur quelques exemples a ’ordre 3 ; enfin, nous traiterons le cas général en
nous appuyant sur les résultats mathématiques plus fins du calcul matriciel.

'7 On peut bien siir donner une définition formelle plus rigoureuse d’une chaine de Markov, en tant que suite de variables
aléatoires (.Xp), chacune prenant pour valeurs les différents états possibles. Ce n’est pas notre but ici.

'8 Tout graphe posséde une matrice de transition...
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ETUDE EXHAUSTIVE DES MATRICES
STOCHASTIQUES D’ORDRE 2

I. La matrice stochastique d’ordre 2 en général

e Une matrice stochastique d’ordre 2 est une matrice dont les coefficients sont positifs ou
nuls et pour laquelle la somme des nombres figurant sur chaque ligne vaut 1. De ce fait,
chaque coefficient appartient a I’intervalle [0 ; 1]

Ainsi les matrices suivantes sont stochastiques :

3/5 2/5 0 1 1 0 . .
, , 1= 0 1 (c’est la matrice identité)

1/7 6/7) (0,95 0,05
tandis que celle-ci ne 1’est pas :

-2 3

4 —3)‘

a l-a

,0lu a et b sont des réels de
b 1-b

En général, M peut s’écrire sous la forme M = (

I’intervalle [0 ; 1].
e Une matrice stochastique d’ordre 2 peut toujours s’interpréter comme la matrice de
transition d’un graphe probabiliste a deux états, E) et E;:
l-a
El 2

b

Les coefficients de cette matrice sont les probabilités conditionnelles de passage d’un état
dans un autre, éventuellement identique.
Plus précisément :

angl(El) l—asz,(Ez)
b= pg,(E) 1-b = pg, (£;)
On comprend pourquoi les nombres qui interviennent dans une matrice stochastique
d’une part, sont des nombres de ’intervalle [0 ; 1] : ils doivent pouvoir €tre interprétés
comme des probabilités (conditionnelles) ;

d’autre part ont une somme égale a 1 sur chaque ligne : quand le systeme est dans
I’état E), il ne peut évoluer que vers I’état £ ou bien vers I’état £5.

e [’état probabiliste initial est donnée par le vecteur ligne ( Do qo) : le systeme est donc

initialement dans 1’état E| avec une probabilité py ou dans I’état E; avec une probabilité

qo = 1- Po.
De la méme fagon, p, désigne la probabilité que le systéme se trouve dans I’état £}, et g, celle

qu’il se trouve dans [’état E», a la n° étape de son évolution.
On a bien sir p, + g, = 1, pour tout entier naturel .

La formule des probabilités totales permet d’écrire pour tout entier naturel n > 1 :
{pn = apn—-l +bgn—1
qn = (1 - a)pn—l + (1 - b)qn—l

Matriciellement, ces égalités peuvent étre traduites par :
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( D q,,) = ( Dot 9n )x M pour tout entier n > 1,

que I’on étend par une récurrence immédiate a :
(P, 4,)=(p, go)xM" pour tout entier naturel n.

Ces remarques mettent en évidence les deux stratégies d’étude d’un tel systéme :
I’étude directe de la suite (p,)" ;
le calcul de M", et de son éventuelle limite quand » tend vers I’infini, en s’appuyant
sur des résultats d’algébre matricielle.

II. Etude directe de la suite (p,)

Dans le cas de matrices stochastiques d’ordre 2, cette étude ne pose aucun probléme
particulier et fait intervenir la notion de suite arithmético-géométrique, déja rencontrée dans
I’exemple de I’introduction.

1) Nature de cette suite

¢ On sait que pour tout entier naturel 7 supérieur ou égala 1,on a:
{pn =ap,., +bq,.,
q,=(1-a)p, , +(1-b)q,,
En se rappelant que g, = 1 — p,, il vient immédiatement p, = (a — b)p,-; + b.
On reconnait la une suite arithmético-géométrique, qui peut étre étudiée comme telle.

o Sielle converge, c’est nécessairement vers p tel que :
p =(a—b)p + b soit c’est-a-dire p(1 —a + b) = b.

2)Casoul—-a+b=20
On a alors b = - (1 — a), c’est-a-dire, puisque b et 1 — a sont deux nombres réels positifs,
b=0=1-adoul’ontirea=1etb=0. Les égalités précédentes deviennent :
{pn =lxp,,+0xq,,=p,,
4, =(1-Dp,,+(1-0)q,, =9,
Les suites (p,) et (g,) sont constantes, égales chacune a leur valeur initiale : le systéme

n’évolue paszo. Ces deux suites sont donc aussi convergentes.
0

El 2

3)Casoul—-a+b=0

o b

La limite éventuelle de estp = ——.
(p”) p 1 —a + b

Classiquement on se ramene d’abord a une suite géométrique en faisant la différence des deux

égalités suivantes :

'% Et donc de (g,) car pour tout n, p,, + g, = 1.
ol . o . . . sy
%0 La matrice de transition du graphe est la matrice identité.
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pn = (a_b)pn—l +b
p=(a-b)p+b
On obtient immédiatement: p, — p =(a—b)(p,, - p), ce qui prouve que la suite (v,) définie

pour tout entier naturel » par v, = p, — p est une suite géométrique de raison a — b et de
premier terme pg — p.

On a don, pour tout entier naturel n, v, =v,(a—b)" =(p, - p)(a—>)" d’ott ’on tire
p,=(py=p)a=b)"+p
4, =1=p—(p,— p)a-b)

ce qui permet le calcul immédiat de n’importe quelle valeur de p, ou g, pour » entier naturel.

Pour I’étude a I’infini de ces suites, la raison de la suite géométrique (v,) doit étre précisée...

Remarquons au préalable que, a et b étant deux réels de I’intervalle [0 ; 1], on a :
-1<a-b<1.

Le cas a—b =1 peut €tre écarté car | —a + b # 0. Reste deux autres possibilités.

e a-b=-1,cest-a-dire a =- (1 -b).

On a alors v, = (—1)"vy : la suite (v,) change alternativement de signe.

Mais revenons plut6t a I’étude directe des suites (p,) et (¢,) ? Comme a= — (1 —b),aet1 -5

étant deux nombres positifs,ona a=1-5b=0,d’oul’ontirea=0et b= 1.

La situation est résumée par le graphe probabiliste suivant :
1

El 2

On a donc, pour tout # :

{pn =0xp,, +1xq,, =4,

(9, =1-0)p,, +(1-Dg,, =p,,

De la méme fagon, pour tout » :

{pn-l =qn-2

4yt = P2

d’oul’ontire:p,=p, , et q,=q,_,.
Finalement, pour tout entier naturel & :

Pu=PpoCtpr+1=p1=4qo;

G2k = qo €t g2k+1 = g1 = Po.
Les deux sous-suites d’ordre pair et impair de (p,) sont convergentes mais la suite elle méme

ne I’est que, si a I’état initial, on a py = g =% . Dans ce cas elle est constante et converge vers

%. La encore le systéme n’évolue pas.

Si au contraire py # :,1):, I’état probabiliste est alternativement égal a (p, ¢,)eta (¢, p,).

e —1<a-b<1
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C’est le cas le plus fréquent. Ayant une raison strictement comprise entre —1 et 1, la suite

géométrique (v,) converge vers 0, d’ou I’on tire que la suite (p,) converge vers p = 1—%.
La suite (g, ) converge quantaelle vers 1 —p=¢g = l—i—;—f_—b.

On a vu que, pour tout n, p, = (a — b)"(po — p) + po : ce nombre dépend de la probabilité de
I’état initial py ; en revanche la limite p de la suite est indépendante de 1’état initial®'.

III.  Etude des puissances successives de M

On repart de I’interprétation matricielle de I’évolution du systéme : on a écrit que pour tout
entier naturel non nul #, (p,, q, ) = (p,,_l 7 )x M d’ou I’on a déduit par récurrence que

(. a.)=(py gqo)xM".

L’enjeu du probléme est de calculer cette fois M", en utilisant la réduction des matrices : nous
allons chercher a diagonaliser M.

1
Nous noterons dans ce paragraphe / la matrice identité (0 IJ'

1) Détermination du polynéme caractéristique de M

On sait que le polynome caractéristique?‘2 est:

a-X l1-a B l—po b1
iy y|m@ 0 —b-1 (1 ~a)

=X -(1-b+a)X+a-b=X-1)X+b-a)

det(M - XT) =

2) Valeurs propres et vecteurs propres

Les racines du polyndmes caractéristiques sont les valeurs propres de la matrice M : ici 1 et
a — b (cette deuxiéme valeur propre étant comprise entre — 1 et 1). Ces valeurs propres sont

distinctes lorsque a — b # 1. Envisageons deux cas.

e a-b=1,c’est-a-dire (a, b) = (1, 0).

La matrice de transition M est la matrice identité et le systéme n’évolue pas. Le cas a déja été
étudié plus haut. '

e Nous supposerons désormais que a — b est différent de 1 c’est-a-dire (a, b) # (1, 0).
Onadonc—1<a-b<1.Déterminons les vecteurs propres associ€s a chacune des valeurs
propres.

x
Le vecteur V' = (y] est vecteur propre associ€ a la valeur propre 1 si et seulement si MV =V

c’est-a-dire :
ax+(l-ay=x ., . .
bx+(1-by=y équivaut, comme g # 1,ax =y.

1
Le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est donc la droite engendrée par v = [1] .

?! Elle ne dépend que de la matrice de transition, c’est-a-dire des différentes probabilités conditionnelles de passage d’un état
sachant qu’on est dans un autre.

2 . . . . . . .

2 Voir en annexe les rappels sur la diagonalisation des matrices, et sur leur triangulation.
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x
Le vecteur V = (yj est vecteur propre associé a la valeur propre @ — b si et seulement si

MV = (a-b)V c’est-a-dire :

ax+(l-ay=(a-bx ., . .
{bx+(l —b)y=(a—b;y qui équivaut & bx + (1 —a)y = 0.

Le sous espace propre associé¢ a la valeur propre a — b est donc la droite engendrée par
a-1
w= .
b

3) Diagonalisation de la matrice M

Les résultats précédents montrent que la matrice M est diagonalisable® et est semblable 2 la

D 1 0
matrice diagonale D = .
0 a-b

1 a-1
1
Déterminons P~ avec une TI-92%*,

[F1 T 34 A NG 5 FGv T ]
- p AlgebralCalc Ot,herTPrgnIUTCIean Up

En posant P=[ J onaD=P'MP,d oul’on tire M= PDP".

= NewProb Done
. 1 a—l]
1 b
-b a-1
.pl a-b-1 a-b-1
1 -1
a-b-1 a-b-1
pr-1
ARIT RAD AUTO FONC 3730

Rappelons que a - b # 1, ce qui garantit que 1 + b5 —a # 0. On a donc :

b l-a
Pl = l1+b—a 1+b-a - 1 b 1-a
-1 1 l+b-al-1 1
l+b-a 1+b-a
4) Calcul de M"
Ona: M"=(PDP™')(PDP™)..(PDP™')=PD"P™".
n fois
N ‘ 0 : L
La matrice D" quand a elle vaut ( (a-bY J , expression facile a calculer car D est une
a_.

matrice diagonale...

On peut donc calculer rapidement n’importe quelle puissance de la matrice M. Attention, la
TI-92 ne permet pas le calcul de D" : elle ne connait pas la nature de n, qu’elle suppose
variable réelle. Comme on n’a pas besoin de la calculatrice pour ce calcul, ce n’est pas un

gros probléme...

B Car les deux sous-espaces propres sont de dimension 1, comme ’ordre de multiplicité de chacune des valeurs propres. Plus
simplement, (v, w) constitue une base de R? dans laquelle I’expression de I’endomorphisme u associé a M est
particulierement simple !

* Les puristes préféreront peut-étre résoudre le systéme a la main... Libre 4 eux !
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I ERROR N
Data type
0 _[1 0 »dn [1 0
" lo_a-b 0 (a-b)" 9 (a-b)"|
d~<n>
ARIT n RAD AUTD FONC 1730 ARIT RAD AUTD FONC 1730
| lHlgebr‘all:achOtherTPrgnIOTCIean Upr v{-—ngebraICalclOtherTPrngOTClean UI
o a-pyn]7" le (a-p)"] o a-pyn]7" lo (a-u)"]
ip-dn-p -1 "p-dn-p -1 )
(a-1)(a-0)" b a-1 _(a b a-1_ _(a-1)(a-p)"
a-b-1 a-b-1 a-b-1 » p a-b-1 a-b-1 a-b-1
(a-0)"b b a-1 _(a b a-1_ (a-p)"b
a-b-1 a-b-1 a-b-1 a a-b-1 a-b-1 a-b-1
%dn¥p”~1
ARIT RAD AUTO FUNC 2730 ARIT RAD AUTO FUNC 2/30
n n
. 1 b-(a-1)(a-b) 1-a+(a-1)(a-b
La calculatrice nous donne M" = ——— ( ) ( ., ) ( )( i )
I+b-al b-b(a-b) l-a+b(a-b)

Etudions maintenant le comportement de M” 4 I’infini.

e Supposons dans un premier temps que a — b est différent de — 1, ¢’est-a-dire que ’on
a:-1<a-b<1.

. . : 0
En conséquence, la matrice D" a pour limite lorsque » tend vers + oo la matrice J = (O j

0
b l-a
Par suite, lim M" = lim PD" P! =P(lim Dn)P—l —pJp = 1+12—a ljb_a
n-—r+w0 n—>+ n—+w0 ~a

l1+b-a 1+b-a
Comme (p, ¢,)=(p, ¢,)xM", on en déduit en faisant tendre n vers +co I'état

probabiliste limite :

b l-a
1+b- 1+b6- b 1-a
,,l_l_,rgj(pn qn) (pO qO) +b a -;_aa =(1+b_a 1+b—a)=(p q)

l+b-a 1+b-a
Remarquons que p et g peuvent aussi étre considérés comme des probabilités, en ce sens que
ces deux nombres appartiennent a ’intervalle [0 ; 1] et que p + g = 1.
On retrouve bien sir le méme état limite que dans le paragraphe précédent : un état limite qui
ne dépend que de la matrice de transition et aucunement de 1’état probabiliste initial du
systéme25
Indiquons un moyen de trouver plus rapidement cet état limite : il est aussi stable en ce sens
qu'il vérifie (p ¢q) xM=(p q).
La recherche de 1’état stable, qui équivaut a la résolution d’un systéme, donnera donc en
méme temps 1’état limite.
Par ailleurs, cet état limite correspond 4 la premiére ligne de la matrice P~

 Comme nous I’avions déja remarqué dans le chapitre d’introduction.
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Est-ce un hasard ? Pas vraiment car, comme (p ¢) x M= (p q), on a, en transposant,

“(-6)

Autrement dit, (pj est un vecteur propre de ‘M associé a la valeur propre 1 de ‘M *. De

q
Iégalité M= PDP™~", on déduit par transposition 'M=(P™") x D x 'P.

(P! est la matrice de passage et son premier vecteur colonne est un vecteur propre associé a
la valeur propre 1 de ‘M : donc le premier vecteur ligne de P~ est donc bien ( p q).

o Il nous reste, pour étre exhaustif, a examiner le cas o a — b =—-1, c’est-a-dire a = 0 et
b=1.

. o 1
La matrice de transition est alors M = [1 Oj . Sans reprendre 1’étude précédente, il est alors

1 0
La suite (M" ) n’est pas convergente ; le systéme passe alternativement de 1’état probabiliste
initial(p, g,)a I’état probabiliste inversé (¢, p,).

1 0 0 1
immédiat de constater que M*" = [ 0 1Jet M= ( ) :

IV.  Calcul de M" par la formule du binéme

Explicitons pour terminer une démarche, mentionnée dans le document d’accompagnement
du programme de terminale Es, qui propose un calcul direct de M" par la formule du binéme.
On se place dans ’espace vectoriel R? et I’on note B sa base canonique.

On conserve les notations du paragraphe précédent, et on se place dans le cas ou
l-a

n’est ni la matrice
b 1-b

-1 <a-b <1 c’est-a-dire le cas ou la matrice de transition M = (
el . (01 . . .
identité ni la matrice ol La matrice M est diagonalisable et a deux valeurs propres

e . . 1
réelles distinctes 1 et @ — b associées respectivement aux vecteurs propres v = (J et

a-1
w= .
b
L’espace IR? est somme directe des deux sous-espaces propres associ€s a chacune des valeurs
propres : R*=Rv ® Rw?".
On adopte les notations suivantes :

fest ’endomorphisme de IR? ayant M pour matrice dans la base B ;

g est le projecteur de R? sur Rv parallélement a Rw, dont la matrice dans la base B est
notée G ;

h est le projecteur de R? sur Rw parall¢lement a Rv, dont la matrice dans la base B est
notée H.

L’idée est d’exprimer M en fonction de G et H puis de calculer M" par la formule du bindme.
Procédons par étapes.

26 On rappelle qu’une matrice et sa transposée ont les mémes valeurs propres.
27 C’est précisément la raison pour laquelle la matrice M est diagonalisable...
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1) Premiére propriété
itadoss) i s e e R e e
Démonstration

Soit X un vecteur de R? : il s’écrit dans la base (v, w) sous la forme xv + yw.
Or g(X) = xv et h(X) = yw, par définition des deux projecteurs g et A.

Par ailleurs :
JX) = fxv + yw) = xfv) + yfiw) =xv + y(a - b)w
=gX) + (a-bX) = (g + (a-b)A)(X)
ce qui prouve le résultat annoncé. On a bien f= g + (a — b)h.
Il s’ensuit immédiatement que M = G + (a — b)H.
Que sont donc ces matrices G et H et que peut-on dire d’elles ?

2) Deuxiéme propriété

Pour tout entier naturel n>1:

G'=G;

oo | |

Deplus GXH HXG y e
Démonstratzon

Ces résultats proviennent du fait que g et 4 sont des projecteurs. Avec les mémes notations
que dans la propriété précédente :

g0g(X) = gog(xv + yw) = g(xv) = xv = g(X) ; par récurrence g" = g ;

il en est de méme pour A.
Par ailleurs

goh(X) = goh(xv + yw) = g(yw) = 0 et de méme pour hog.

Les propriétés des matrices en découlent.

3) Troisiéme propriété

5 B iRt g l—a‘ —(I'.—dl)' /
G= l+b —a l+b-a ,H= 1S0Eb (I=a+th el 0
e I—a b bl b
\l+b-a l+b-a Sasl—a+h l”a"'b ., e i
Démonstration

1 0
Soit i = [Oj et j= ( lj les vecteurs de la base canonique de R

Onsaitque v=i+jetw = (a— 1)i + bj. Par suite :
g(v) = v se traduit par g(i) + g() =i+ ;
g(w) = 0 se traduit par (a — 1)g(i) + bg(y) = 0.
En résolvant le systéme (qui a pour déterminant b — a + 1 # 0 par hypothese), on en déduit que

8) = To—(i +)) et g0) = T 2o(i +)).
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b l-a
l+b—-a 1+b-a

b l-a |
l+b—a 1+b-a

Si bien que G =

De la méme fagon :
h(v) = 0 se traduit par A(i) + h(j) = 0
h(w) = w se traduit par (a — 1)A(i) + bh(j) (a-1)i+bf

b .
Douh(z)— zb . et h(j) = -Cll—b +1—-Z+bj'
l-a —(1-a)
Donc H = l-a+b 1-a+b .
—b b

l-a+b 1-a+b

4) Conclusion : calcul de M"

Sachant que M = G + (a — b)H, on peut mener le calcul de M" par la formule du binéme,
applicable car GH = HG. Les termes diagonaux s’annulent et [’on arrive a :

M"=(G+(a-b)H) =G"+(a-b)"H"=G+(a—b)"H.

On retrouve donc le calcul de M" et il vient sans I’ombre d’une difficulté que lim M" =G .

n—>+0

Ceci termine 1’étude des matrices stochastiques d’ordre 2 : remarquons que I’ensemble des
résultats pressentis dans I’introduction a été prouvé.
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QUELQUES EXEMPLES DE MATRICES STOCHASTIQUES
D’ORDRE 3

Poursuivons notre investigation avec le cas des matrices stochastiques d’ordre 3, qu’il est
possible d’aborder mais dans des situations simples selon les termes du programme de
terminale Es.

L’étude générale est par contre beaucoup plus délicate, contrairement a ce qui se passe pour
Pordre 2.

Proposons-nous sur quelques exemples de percevoir les difficultés que 1’on rencontre et de
conjecturer quelques résultats.

I. Deux cas ou la matrice de transition est diagonalisable
1) Une premiére matrice stochastique, cas classique

Proposons-nous d’étudier le systéme probabiliste défini par la matrice de transition :
0,8 0,1 0,1
M=10,2 0,7 0,1
0,3 0,1 0,6
M est bien une matrice stochastique d’ordre 3, dont les termes sont tous strictement positifs.

e Comment interpréter la matrice M ?
Peu importe 1’habillage concret d’un tel exemple : nous savons que nous avons affaire a un
processus aléatoire susceptible de se trouver dans 1’un des trois états que nous noterons A, B,
ou C. La matrice de transition résume les informations suivantes, avec des probabilités qui ne
dépendent pas de n :
si le processus est dans 1’état A a I’étape n alors il seraa ’étape n+ 1 :
dans I’état A avec une probabilité égale 4 0,8 ;
dans I’état B avec une probabilité égale a 0,1 ;
dans I’état C avec une probabilité égale a 0,1.
s’1l est dans I’état B a I’étape n alors il sera a I’étape n + 1
dans I’état A avec une probabilité égale 4 0,2 ;
dans I’état B avec une probabilité égale a 0,7 ;
dans I’état C avec une probabilité égale a 0,1.
s’il est dans I’état C a 1’étape » alors il sera a 1’étape n + 1
dans I’état A avec une probabilité égale 4 0,3 ;
dans I’état B avec une probabilité égale a 0,1 ;
dans I’état C avec une probabilité égale a 0,6.
On peut aussi traduire ces informations a 1’aide d’un graphe orienté et pondéré.
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e Approche par les suites
Si on note a,, b, ¢, les probabilités que le systéme se trouve respectivement dans les états A,
B, ou C a I’étape n, on a évidemment les relations :

a,+b,+c, =1
a,=0,8a,,+0,2b, ,+0,3c,,
b,=0,1a, ,+0,7b,_, +0,1c,_,
¢, =0,1a, ,+0,15, , +0,6c,_,
Tentons d’étudier directement les suites (ay,), (b,) et (c,) en faisant apparaitre des relations de
récurrence.
La troisieme équation donne :
0,lc, ,=b,-0,1a, ,-0,7b,_, (1)
que I’on peut reporter dans la deuxiéme équation pour obtenir :
a,=0,8a, ,+0,2b,_,+3b,-0,3a,_,-2,15, ,
=0,5a, ,-1,95,_, +3b,
D’ou I’on tire finalement a, —3b, =0,5a, , —1,95,_,. )
En remplagant (1) dans la quatriéeme équation, on arrive a :
c,=0,1a, ,+0,16,_, +6b,-0,6a, ,—4,2b, ,
=-0,5a, ,—-4,1b,_, +6b,
Tenant compte de la premicre équation, on arrive enfin a :
a,+7b,=0,5a,_ +4,1b,_ +1 (3)
Il reste enfin a rapprocher (2) et (3), pour obtenir finalement :
a,=0,5a,,-0,15,,+0,3
b, =0,6b,_,+0,1
Et pour mémoire, on sait que
c,=1-a,-b,.

n

Coup de chance®® : 1a suite (b,) est une suite arithmético-géométrique.

Si elle converge, c’est nécessairement vers le réel b vérifiant b = 0,656 + 0,1 et donc égal a
0,25. _

De la méme fagon, si la suite (a,) converge, c’est nécessairement vers le réel a vérifiant
a=0,5a-0,1 x0,25 + 0,3 et donc égal a 0,55.

Enfin si la suite (c,) converge, c’est nécessairement vers le réel ¢ vérifiantc =1-a - b et
donc égal 4 0,2.

Réciproquement, montrons la convergence de ces trois suites.

Commengons par la suite (b,), en utilisant la technique habituelle :

b,-b=0,6(b,,-b)
La suite (b, — b) est donc une suite géométrique de raison 0,6 : elle converge vers 0, d’ou I’on
tire que lim 5, =0,25.

n—>+o

Remarquons aussi que b, —b =0,6"(b, —b), ce qui permet le calcul de b, trés facilement.

Considérons maintenant la suite (a, — @). Nous avons remarqué que a vérifie 1’égalité
a=0,5a-0,15 +0,3. Par soustraction avec 1’égalité définissant a,, on obtient :
a,—a=0,5a,-1—a)-0,1(b,-, - b)

8 Dont il est clair qu’il n’a aucune raison de se produire en général !
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Tentons d’exprimer a, en fonction de » en écrivant les égalités du type de la précédente pour
toutes les valeurs depuis # jusqu’a 1 :

a,-a=0,5(a, —a)-0,1(b,_, - b)

a,,—a=0,5a, ,—-a)-0,1(b,_, - b)

a,,—a=0,5a,;—a)-0,1(b,_, - b)

a,—a=0,5(a,-a)-0,1(b, - b)
Il vient alors:
a,~a=0,5"(a,~a)=0,1(b, ~5)(0,6"" +0,5x0,6"% +0,5" x 0,6" +...+0,5"" )

w05 (a--0a6s 00 ({2 (3]

=0, (a, - a)=0,1(b, ~b)x0,6™ —- L
1-2
6

=0,5"(a,-a)- (b, "b)xo’6n[l_(%)n]

On en déduit une expression de a, en fonction de n d’une part et d’autre part que
lim (a, —a) =0, ce qui prouve bien que lim a, =a=0,55.
Reste la suite (c,) pour laquelle la conclusion est maintenant immédiate car ¢, = 1 — a, — by,
On adonc:

lim ¢, = lim (1-a,-5,)=1-0,55-0,25=0,2=c.

n—>+w n—>+w0

et le calcul de n’importe quel ¢, est possible puisqu’on peut calculer a, et b,,.

Mission accomplie pour I’étude de ces trois suites, en ayant a I’esprit le caractére miraculeux
du calcul : si I’une des suites n’est pas arithmético-géométrique, on est dans I’impasse !

e Approche matricielle

L’approche matricielle est plus prometteuse, car au lieu de gérer les suites une par une, on
globalise avec une matrice.

Les formules de récurrence définissant ces trois suites se traduisent par 1’égalité matricielle

0,8 0,1 0,1

(a, b, ¢)=(a,, b ¢.)02 07 0,1

0,3 0,1 0,6
0,8 0,1 0,1Y
dont on déduit (a, b, c¢,)=(a, b, ¢)[ 0,2 0,7 0,1
0,3 0,1 0,6

Pour retrouver les limites des suites (ay), (b,) €t (cn), la difficulté est de calculer M" et sa
limite.

Examinons ce qui se passe avec une calculatrice en faisant quelques calculs de puissances de
M avec un exposant suffisamment grand.
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R,

15w v 4 Fs Fé

Iv£—IF!1gr;br‘alcglclOtfpw;rlPrngOICIear: Upl l
10

"

. 9517069669 .2484883456 .1998046875]

. 5456603493 ,2545349632 1998046875

. 5507304044 .2484883456 .20078125

.55 .25 .2]
n 100 .55 .25 .2
.55 .25 .2
n1 00
MAIN RAD AUTD FUNC 3/30
a b ¢

Il semble® que la matrice M" ait pour limite la matrice |a b ¢ |oua, b, c sont les limites
a b c

obtenues précédemment.

Tout le probléme est d’expliciter M". Comme précédemment, on doit passer par une réduction
de la matrice M. Son polyndme caractéristique est P(x)=—-x"+2,1x* =1,4x+0,3, comme le
montre les écrans suivants :

[CE0la1gebralcatclother Pramolclen U] | £0|n1gebralCalc|0therPramIolCLens um
= NewProb Done [3.10 1-10 3.5 ]
45 1710 1-10 B det(m - x-identity(3))
. [1/5 710 1/10] {10 x3-21-x2+14-x-3)
3710 1710 35 10
® det(m - x-identity(3MN {10-x3-21-x2+ 14-x - 3)
(10-x3 - 21-%2 + 14-x - 3) " solue 10 =0,x
10 x=1or x=3/5 or x=1/2
det(m—x¥identitw{(3>)| solve{ans<{12=0,x>
ARIT RAD AUTD FUNC 3/30 ARIT RAD AUTD FUNC 4/30

Poursuivons avec la TI-92°°. La matrice M possede trois valeurs propres réelles distinctes :
1

1 associée au vecteur propre | 1 |,
1

0,5 associée au vecteur propre | 1 |,

0,6 associée au vecteur propre | -3
1

Signalons qu’une calculatrice TI-92 plus peut donner directement les valeurs propres
(instruction eig¥7), mais aussi la matrice des vecteurs propres unitaires associés (EigVc)’"

—e
1 g 33 g WY Fav T3v Y Fuv TS G
v MATH ther|PrgmI0|Clean Up |v I—IRIgebra|Calc|0ther‘|PrgnIO|Clean Upl |
>

AN
D!
T3
W
s

L
v w

1'
2:det(
- » irre q
gistatistics of Bininulee - siovein s e
H » sldenti
BiTesto o 10y gggggn?nt'i' .57735026919 235702260396 301511
Ritafcilie ) mepml) Ko— .57735026919 235702260395  -. 904534
E“E"e"b“” MRS .57735026919 -, 942809041582 .301511:
i CLaR QUC(m)
MAIN RAD AUTO FUNC 0730 Mﬁ RAD AUTO FUNC 2/30

% A ce stade, ce n’est bien sir qu’une conjecture...
3% La résolution a la main est facilitée si I’on remarque que | est racine du polyndme caractéristique.
*! On peut reconstituer au coup d’oeil des vecteurs propres non unitaires 4 coordonnées entiéres simples, comme ici.
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La calculatrice ne donne pas les valeurs exactes des coordonnées des vecteurs propres...
Si I’on est courageux, on doit faire le calcul a la main !

La matrice M est encore ici diagonalisable et on peut écrire M=P x D x P~ ' ou Dest la

matrice diagonale constituée des valeurs propres, P la matrice constituée des vecteurs propres
associés et P! son inverse®? :

m 1 1
1 0 0 11 1 20 4 5
D=10 05 0 [;P=]1 1 -3 ,P“=.;_ o L
0 0 0,6 1 -4 1 1o
4 4
n 11
11 1 1 0 0 20 4 5
AinsiM'=PxD'xP '=1 1 =3|x|0 05 0 x% 0 —'5—1
1 -4 1 0 0 0,6 1
4 4
mn 11 nmn 11
111 1 0 0 20 4 5 20 4 5
PuislimM”=11—3><000x%0%:%%%
1 -4 1 00 0 [ 0o
4 4 20 4 5
m i1
20 4 5
11 1 1 11 1 1
Doulm(a b c¢c)=(a b c¢)x|l— = =|=|-— = =
im e, 8 c)=(o & o)x|3 5 =2 14
mn 11
20 4 5

On retrouve, plus naturellement, évidemment sous forme rationnelle, les valeurs
précédemment obtenues... Cette fois-ci, la méthode a bien fonctionné car on a pu diagonaliser
la matrice M.

2) Une deuxiéme matrice stochastique, ou un passage par l’ensemble des nombres complexes

Etudions maintenant le systéme probabiliste défini par la matrice de transition :
0 0,5 0,5
N=10,75 0 0,25
0,125 0,875 0

N est bien une matrice stochastique d’ordre 3, mais dont les termes ne sont pas tous
strictement positifs.

32 Que I’on obtient aussi avec la TI-92 si I’on veut s’épargner les calculs... mais ce n’est pas obligatoire.
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e Nous n’insisterons pas sur I’interprétation probabiliste de cette matrice, qui est la matrice
de transition du graphe suivant :

A 1/2
3/4
1/2 1/8 B
7/8
/4

e Approche par les suites
De la méme fagon que dans I’exemple précédent, I’évolution du systéme se traduit par

(a,+b,+c, =1
n = %bn—l +%cn—l
<
bn = l.an—l + ch—l
2 8
1 7
¢, =—a,_ +—=b
L n 8 n-| 8 n-1
Ici encore, il est facile de voir que si les suites (ay), (bn), (c») convergent, ce ne peut étre que
vers les limites %, % et {15- (1a résolution d’un systéme le montre simplement...).

Par contre, la vérification de la convergence ne peut plus se faire aussi simplement que dans
I’exemple précédent, ou on a eu la chance de voir apparaitre une suite arithmético-
géométrique. En reprenant les calculs, que nous ne détaillons pas ici, vous pourrez constater
que ce n’est plus le cas ici... Nous abandonnons donc cette méthode pour cet exemple.

e Suites et ... matrices
La collaboration des deux est trés fructueuse. Nous avons comme d’habitude :

(a, b, c,)=(ay B, c,)N"
et plutdt que d’étudier individuellement chacune des suites (a,), (b,) et (c,), nous allons

essayer de voir comment évoluent les différents coefficients de M"...
Un tableur est particuliérement bien adapté®.

Que remarque-t-on ? C’est particuliérement instructif ! Il est manifeste que M" semble se
1/3 2/5 4/15

rapprocher de la matrice [1/3 2/5 4/15|, dont les trois lignes sont identiques“.
1/3 2/5 4/15

Observons plus précisément ce qui se passe: c’est un peu comme si chaque colonne
« s’amenuisait », le maximum de la colonne décroissant, le minimum de la colonne croissant,

3 Mais il n’y a pas de fonction puissance dans Excel. On procede par multiplications successives, ce qui permet de récupérer
N2, puis N*, etc. La fonction est PRODUITMAT. Attention a bien sélectionner I’ensemble des cellules recevant le résultat, et 2
faire CONT MAJ ENTREE. .

3 Voir P* qui donne un résultat trés parlant. Le 4/15 est obtenu en remarquant que 0,2666666 ~ 1/5+2/30.
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et la différence des deux se rapprochant de 0. On comprend pourquoi la limite de A" présente
trois lignes identiques.

Maximum en rouge

Minimum en gras italique

0 0,5
P 0,75 0
0,875 0
0,125
PA2 0,03125 0,59375 0,375
0,65625 0,0625
0,458984375
P*4 0,278320313 0,33203125
‘ 0,473632813 0,341796875| 0,18457031
' 0,27215958
PA8 0,345616341 0,393057823 | 0,261325836
0,31853199 0,413656235
0,333228566 0,400100543
P76 0,399943391 | 0,266765097
0,333527026 0,26651374
0,399999984
0,333333359 0,26666665
0,333333285 0,400000028| 0,266666687

PG4

Nous n’avons ici rien démontré, tout au plus constaté, conjecturé. Mais ces remarques
\ . .. . . 5
suggérent une méthode que nous mettrons en oeuvre dans le cas général au chapitre suivant™.

Revenons au probleéme de la détermination de 1’état limite... On peut affirmer que :
lim(a, b, c,)=lim(a, b ¢)N"=(a, b, ¢,)lim N
1/3 2/5 4/15
=(a, by, c,)|1/3 2/5 4/15|=(1/3 2/5 4/15)
1/3 2/5 4/15

¢ Les matrices toutes seules... et ’algébre linéaire
Revenons a une vision strictement matricielle, en faisant intervenir cette fois des résultats

d’algebre linéaire.

35 Nous donnerons la démonstration parce que le résultat est troublant et éclaire la compréhension de I’évolution des
puissances d’une matrice stochastique. Ceci étant, nous privilégierons dans cette brochure 1’utilisation d’outils puissants, le
calcul matriciel et la réduction des matrices.
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On repart de la relation (a, b, c¢,)=(a, b, ¢,)N" : toutle probléme est de calculer N"

et son éventuelle limite en I’infini.
Que dit la calculatrice ? On retrouve bien sir les résultats que le tableur a mis en évidence.

1 F2w F3 FYy FS [3
[+ £2a1 gapralchic|otherPrantofc1ean up|
5

[0] . -]
n .75 0 .23

125 .875 ©
v 100
«33IIIIIIIIZI4 .4 266666666667
[ «3333IIIIIII4 .4 266666666667
« 333IIIIIIIZI4 .4 266666666667
1 00

MAIN RAD_AUTD FUNC 4/30

1/3 2/5 4/15
La matrice N” semble avoir pour limite| 1/3 2/5 4/15
1/3 2/5 4/15
Justifions-le, d’abord par la détermination des valeurs propres et des vecteurs propres.

1 1
0 — —
2 2
3 1 . L. L. 21 11
N=|= 0 - |apour polyndme caractéristique XX+
4 4 32 32
1 7
- =0
8 8
[0 a1debralcatclother Prantolclemy Us] | (A1 aebralcaiclotherPrantolcleny U] |
0 172 172 ® det(m - x- identity(3)) » pCx) Done
" 34 0 1r4 {(32:x3-21-x - 11)
i8 78 0 up(x) 35
® det(m - x- identity(3)) + p(x) Done ® soluelp(x) =0, x) x=1
® p(x) '[32'><3-21'><- 11] ® cSolve(p(x) =0, x)

52 =-12+88 5 =-12-38 5 »
® solvelp(x) =0, x) x=1 x= 8 or x= g '+ orx:
solue{pOd=0,.x>
ARIT RAD AUTOD FUNC 4/30 ARIT RAD AUTO FUNC 5/30

Mais cette fois, ce dernier polyndme ne posseéde qu’une seule racine réelle 1... Qu’a cela ne

. . . . . 1 V6.
tienne : résolvons dans € pour obtenir deux racines complexes conjuguées z'= —5——{;1 et
1 V6,
2" =t —i.
8

Contrepartie : pour déterminer les vecteurs propres associés a chacune de ces valeurs propres,
nous sommes amenés a travailler C°, considéré comme C-espace vectoriel, et non plus dans
R’...

La recherche des vecteurs propres est fastidieuse, mais on y arrive avec patience : nous nous
contenterons ici de donner les résultats®®.

1
Le sous espace propre associ€ a 1 est toujours la droite engendrée par le vecteur v= | 1
1

3 Idi, la TI-92 fait défaut : les fonction eigll et eigV'c ne renvoient rien quand le résultat n’est pas réel...
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Le sous espace propre (considéré comme C-espace vectoriel) associé a la valeur propre
~4+6i/6

complexe 1 ——\/——g—i est la droite engendrée par le vecteur v’ = | —16— 5i\6 |.
29

Enfin le sous espace propre (considéré comme C-espace vectoriel) associ€ a la valeur propre

—4-6i\6

complexe L —£6—i est la droite engendrée par le vecteur v’’’ =| —-16+ 5iv/6 |.
29

Nous sommes de nouveau dans le cas ou la matrice est diagonalisable, mais il faut travailler

dans €. On adonc :
N=PxDx P~ !avec

1 O\/_ 0 1 —-4+6iJ6 —4-6i6
D=0 f%——égi 0 ,P=|1 -16-5iv6 —16+5i/6 | et P~ qui est
1 29 29
0 0 —l+£i
2 8

donnée par la calculatrice.

-
1 F2w F3w FYy F% F&v
(2 £2n1 gapralcalc|otherPramiofclean Up|
[1 29 29 ]
lp3-1
173 2/5 4,15
S SRR [-SS WIS § 52 [N § S
Tra 116 * "Ta5*t 71740 * B0 T
S NN (-SSP WS £ 52 - § S
174 * 116 145 ~ 1740 870
C(p3>~—1
MAIN RAD AUTO FUNC 2/30

Comme précédemment, ona N" =P x D" x P!,
Le calcul de D" ne pose aucun probléme avec une matrice diagonale :

1 0 0
D"=|0 —l—ﬁi 0
2 8
0 0 —l+£i
2 8

Remarquons que N” est nécessairement une matrice a coefficient réels, malgré le passage par
C : comment pourrait-il en étre autrement quand c’est déja le cas de N ?

Etudions maintenant la limite a 1’infini de N".
Comme les deux valeurs propres complexes autres que 1 de N ont un module strictement
1 00

inférieur a 1, la matrice D" admet encore ici pour limite la matrice [0 0 0 |=L.
0 0 0
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[ft T Fzv T_Trzv Fav TS i [F‘—T FZv F3v | Fav 5 3
va AlgebralCalc Ut,her‘TPr‘ngDTCIeraﬁn Up' l vﬁ{-'g ngebrakalcTOtherTPrgnIOTCIean Upr
[1 29 29 ]
1 -4+6-[6-i -d4-6-(6-i 1 0 0
"p 1 -16-5-[6-i -16+5-[6-i "] [0 0 0
1 29 29 g 0 0Ol
1 00 13 2/5 4-15]
"l 00 0 wp-1.p71 1/3 2/5 415
g 8 0 1,3 2/5 4,15
ARIT RAD AUTO FUNC 2730 ARIT RAD AUTO FUNC 3730
Onadonc:

1/3 2/5 4/15
lim N"=PLP™" =|1/3 2/5 4/15
1/3 2/5 4/15

Cette matrice limite est en fait la matrice dont les trois lignes sont identiques, et curieusement,
encore une fois comme dans le cas des matrices stochastiques d’ordre 2, identiques au premier

vecteur ligne de P\
On peut expliquer par un simple calcul matriciel le phénomeéne observé. Regardons ce qui se
passe d’un peu plus prés dans le produit matriciel PLP™.
1 00
Tout d’abord, quel est I’effet du produitde L=|{0 0 0 | par la matrice P'?
0 00
Il est facile de voir que 1’on obtient comme résultat une matrice dont la premiere ligne
est identique a la premiére ligne (a b c) de P! et dont les autres lignes sont nulles.
Quel est I’effet du produit d’une matrice dont la premiere colonne est constitué de 1
a b c

(comme P ) par une matricedutype |0 0 0] ?
0 00

On obtient la matrice dont les trois lignes sont identiques 4 la ligne (a 5 c¢)

Le résultat n’est donc pas surprenant.

Si I’état initial du systéme correspond a (p, ¢, #,),avec bien sir po + go +ro=1,le
systeme évoluera a I’infini vers 1’état limite / défini par :

1/3 2/5 4/15

(po 9 n)|1/3 2/5 4/15|=(1/3 2/5 4/15)=1,

1/3 2/5 4/15
état qui ne dépend pas des conditions initiales du systeme, mais juste de la matrice de
transition.
Montrons que cet état limite vérifie, comme a ’ordre 2, /N = N, ce qui donnera un moyen
simple®’ de le déterminer. On peut le constater directement car on connait / ; montrons

pourquoi cela fonctionne de fagon générale.
Les colonnes de la matrice P sont les vecteurs propres v, v’, v’’ associés aux valeurs propres
1,z etz’’. Par conséquent :

le vecteur colonne v constitué de 1 vérifie Nv =v,

le vecteur colonne v’ vérifie \v’' =z"v’,

37 Une résolution de systéme...
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le vecteur colonne v’ vérifie Nv''=z""v"’,
La matrice P~' est constituée de trois lignes, la premiére est précisément / , les autres /" et [’
qui vérifient®® :
=1;v'=0;v"=0;1v=0;Iv'=1;Iv"=0;"v=0;0"v'=0;"v’=1
Par conséquent, on a :
INv=Ilv=1=a+b+c;
INv'=[lzv'=zl=0= (ze ©)
INv’'=lz"v’'=z"lv’=0=l".
Bilan : IN et [ coincident sur les vecteurs propres donc IN=/
La premiére ligne de P~' est donc un vecteur ligne stochastique qui correspond ici & un état
stable du systéme.

3) Conclusion provisoire

Ces deux exemples montrent la pertinence et la puissance du calcul matriciel, permettant un
traitement global de la situation.
Nous avons dégagé deux stratégies, toutes les deux basées sur le calcul de M".
La premiere stratégie consiste a étudier la limite de M" en faisant intervenir les suites.
La seconde s’appuie sur la réduction des endomorphismes.
Lorsque la matrice de transition est diagonalisable, on peut poursuivre les calculs sans
probleme particulier, quitte a se placer dans ’ensemble € des nombres complexes. L’état
limite est par ailleurs un vecteur ligne stochastique stable c’est-a-dire solution du systéme
IM=1
Quelques questions demeurent posées :

1 est-il toujours valeur propre d’une matrice stochastique ?

Les valeurs propres autres que 1 ont-elles toujours un module strictement inférieur a

1 ? (c’est ce qui a permis la convergence dans le deuxiéeme exemple)

Que se passe-t-il dans le cas ou la matrice n’est pas diagonalisable ?

Y-a-t-il plusieurs vecteurs stochastiques stables ?

II. Une tentative d’explication d’un exemple de ’introduction : Kévin et ses retards

Les remarques et réflexions précédentes nous donnent suffisamment d’éléments pour résoudre
rigoureusement le probleme de Kévin et de ses retards.
Rappelons le graphe probabiliste résumant la situation de Kévin, vue dans I’introduction.

1/3
P 173
3/4
1/3 A
/4

R

1/3 1/3 1/3

La matrice de transition du graphe est M= |{3/4 0 1/4

1/2 1/2 0

38 Car PP = I, matrice identité a ordre 3.
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o C(Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Les valeurs propres3 ®sont1,z'=— % + 31%1' etz = —% 31%1 ce qui nous oblige encore de

passer par €. Une fois de plus, on remarque que 1 est valeur propre et que les deux autres,
complexes, ont un module strictement inférieur a 1.

0
"0
z

o N o

1
M est diagonalisable : elle est semblable a la matrice diagonale D = | 0
0

Comme d’habitude,ona M"=P x D" x P~ 1,

Donc la suite des puissances de M converge et on peut écrire :

1 0 0 a b ¢
imM"=P|0 0 O0|P'=|a b c
0 0 O a b c

ou les réels a, b, et ¢ forment un vecteur ligne / stochastique, c}ul correspond a I’état limite du
systeme. C’est, on 1’a vu, la premicere ligne de matrice P~ ', mais nous utiliserons 1’autre
caractérisation que nous avons rencontré pour le déterminer, a savoir qu’il vérifie /M = /.
Nous devons donc résoudre le systéme :.

a+b+c=1 (a+b+c=1
—1—b+lc=a —a+lb+—1—c=0
3 2 3 2

< équivalant a <
—3—a+lb+lc=b a éa—zb+lc=0
4 3 2 4 3 2

4 3 L 3

La résolution par la calculatrice des trois premieres équations donne :
(01 ebralcaiclotherPramIolc e U] | (TR 10ebralcatclotherProntolclean U |

1 1 1 1 1 1 ag ]
-[-1 173 1/2]»? [-1 13 1/2]
374 -2/3 172 374 -2/3 172 12743
1 wil.g [ 1/43]
"g {0] 10/43
o] 81/4-12/43 +1/3-21/43 - 1043

.12/43>+<{1/3>%(21 /43D~ (10/43)

ARIT RAD AUTO FUNC 2730 M!IT RAD AUTO FUNC 4730

La derniére équation est elle aussi vérifiée avec ces valeurs.

La solution est a = 2. ;b= 21, ;0= 10 :il n’y a donc qu’un seul vecteur stochastique stable,

53T 13T
(12/43 21/43 10/43) qui correspond & Iétat limite du systéme.

Ce que nous confirme la calculatrice, en calculant M" pour une grande valeur de 7 :

% Obtenues par la TI-92.
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1 F2v [Z3d FYy FS Fev
[+ E2]a1 gapralcalc ot rerPramiolciean Up| |
« 5100

{ 279069767442 . 488372093023 . 232558:

. 279069767442 ., 488372093023 .232558)
. 279069767442 488372093023 .232558:

= 12,43 . 279069767442
= 21/43 . 488372093023
= 10,43 . 232558139535
10,43

MAIN RAD AUTO FUNC 20730

II1. Et si la matrice de transition n’est pas diagonalisable ?

e (C’est un cas que nous n’avons pas abordé mais on peut penser, qu’a ’ordre 3, il est loin

d’étre rare.
Considérons par exemple le graphe probabiliste suivant dont la matrice de transition est :

1 0 O
m=|L 3 0

4 4

113

8 8 4

1 A
1/4
1/8 B
3/4
1/8

C
3/4

Le polyndéme caractéristique de la matrice est (1 — X)(% — X)%. La matrice M posséde comme

valeurs propres, 1 d’ordre 1 et 3/4*° d’ordre 2.
1

Le sous-espace propre associé a 1 est la droite engendrée par le vecteur colonne v = | 1
1

0

a3 : .
Le sous-espace propre associé a 7 est la droite engendrée par le vecteur colonne w = | 0
1

La matrice M n’est donc pas diagonalisable, car la valeur propre 3/4, d’ordre 2, n’est pas
associée a un sous-espace propre de dimension 2 : on ne peut donc pas construire de base de
IR? uniquement avec des vecteurs propres.

“ Dont la valeur absolue est une fois de plus strictement inférieure a 1.
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e A défaut d’étre diagonalisable, nous savons que la matrice M peut toujours s’écrire sous
forme triangulaire supérieure : plus précisément, nous allons déterminer sa réduite de
Jordan... C’est & partir de cette forme que nous tenterons de calculer M".

Comment procede-t-on ?

Plagons nous dans ’espace vectoriel IR?, dont la base canonique est notée B, et considérons
I’endomorphisme u dont la matrice est M dans la base B.

M n’est pas diagonalisable car la somme (directe) des sous-espaces propres associés aux deux
valeurs propres ne fait pas R? tout entier :

ker(u-1)® ker(u -—% 1) < R® (inclusion stricte)
11 faut donc « agrandir » ces sous-espaces propres : on conserve E = ker (u—/ ) et on travaille

2
avec £’ = ker(u —%1 ] (car 3/4 est une valeur propre d’ordre 2).
2
Remarquons d’ores et déja que ker( u —%] ) c ker( u —%1 ) : la vérification est immédiate*'.

. . , . . . 3
conformément a ce que ’on a dit, on a bien « agrandi » ker(u "2 I ] .

11 se trouve que cette fois la somme directe de E et de E’ redonne bien IR tout entier.

2
ker(u-l)@ker(u—%lj =R’

Plus précisément, appelons F un supplémentaire de ker(u —%1 j dans E".

On peut alors écrire :

2
ker(u—il]@szer(u—ilj
4 4
2
Finalement, on peut écrire : R = ker (u—1)® ker(u—%lj =ker(u—1)®ker(u—%])@F.

C’est cette décomposition qui va nous fournir la base cherchée.

Déterminons analytiquement chacun des trois sous-espaces vectoriels de cette somme directe.

Les deux premiers sont connus car ce sont les sous-espaces propres, le premier engendré par
1 0

le vecteur v=| 1 |, le second engendré par le vecteur w=| 0 |.

1 1

Précision F' supplémentaire dans £’ de ker(u _ZI ) en raisonnant matriciellement :

! conformément & ce que ’on a dit, on a bien « agrandi » ker(u —%1) .

40



loo iOO

4 16
v-21-1L o 0 ,donc(M—iljz L oo

4" |4 4 16
L1y RN

8 8 16

De cette écriture, on déduit que £’ est le sous espace vectoriel d’équation x = 0*2,

Prenons comme supplémentaire F de ker(u —%l J dans E’ est la droite engendrée par le

vecteur = | 1 |. Remarquons que (u —%I)(t) = 0 |= lw.

0 1/8
Choisissons alors comme base de R? la famille (v, w, ). Quelle est la matrice de u dans cette
nouvelle base ?

Déterminons donc les images par v de chacun des vecteurs de cette base :
u(v) = v car v est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 ;

u(w) = %w car w est un vecteur propre associé a la valeur propre %

3.3 3 3 1 3
ul)=lu—=I+=1|(t)=|u—=1|(t)+—t=-w+—L
()(44)()(4]()48 4

Si bien que la matrice de u dans cette base (v, w, f) est la matrice triangulaire :

1 0 O
7=lo 32 1
4 8
00 2
4

On peut améliorer encore un peu cette écriture pour parvenir a ce que 1’on appelle la réduite
de Jordan de M : I’idée est de remplacer le 1/8 par 1.

Il suffit de choisir comme base (v, —;— w, tj. Il est alors immédiat que :

u(v)=v; u(lezz(-l—w); u(t)=%w+%t

8 4\8
1 0 O
si bien que la matrice de u dans cette nouvelle base est J =| 0 % 1
00 2
4

Les formules de changement de base donnent :

. 3 . s
“2 On retrouve que E’ contient ker[u - Zl ) , ¢’est-a-dire le sous-espace propre associ€ a la valeur propre 3/4.
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1 0 0 1 O
M=PJP " avecP={1 0 1|etP'=|-8 0 8.
L .
8

oW\ Fev 3w Y Fuv 3 T&v

|v {—lFllgebraTCalcTOtherTPr*ngOTCIean Upﬁ

= NewProb Done
1 0 [0}

"p [1 [c] 1]
1 18 0
1 0 0

np”1 [-a 0 8]
l-1 1 @

ARIT RAD AUTD FUNC 3730

On peut en déduire : M" = PJ'P™'. Mais une difficulté apparait : comment calculer J* avec une
matrice qui n’est plus diagonale mais triangulaire supérieure ?

1 0 0

Il suffit de remarquer que J=D + K ou D est la matrice diagonale | 0 % 0 |et K est la
00 2
4

0 0 O
matrice |0 0 1].
0 0O

(21 debralcatclotherPran0lc 1oy Us| | [C0A1gebralcatc other Prontolciean Up| |
® NewProb Done lo 8 0]
10 o 000 ]
g [9 34 0 ] “dok [e 0 34
0 0 34 000 |
@ 00 800 )
"k [0 0 1] "ked [e 0 34
0. 0 0 o 0 8 |

ARIT RAD AUTO FUNC 3/30 RRIT RAD AUTO FUNC 5/30

Comme DK = KD, on on peut utiliser la formule du bindme. On a donc :
JS'=D+K)'=D"+nD"" ' xK

Seuls deux termes sont non nuls, car K> = 0 et donc toutes les puissances de K sont nulles sauf

K elle méme. Finalement :

1 0 0
n n-1
7o (3 -(3)
4 4
o o (3]
4

Les conclusions précédentes vont demeurer.
Le calcul de M" est possible par M" = PJ"P™".

42



1
Par ailleurs, la matrice J" posséde pour limite la matrice L = | 0
0

S O O
o O O

n—>+wx

1
Onadonc lim M" =PLP ' =|1
1

oS O O
S O O

Les trois lignes de la matrice limite sont identiques 4 la premiére ligne de P~' et correspondent
encore a I’état stable du systéme.

L’état limite du systeéme est donc donné par la distribution (1, 0, 0). Au bout d’un trés grand
nombres d’étapes le systeme sera presque sirement dans 1’état A, quel que soit son état initial.
A I’écran de la calculatrice, les puissances 50 et 100 de la matrice de transition.

Lii-ﬂméé&#c?f:? ffﬁ%»|Pr~'gsmn:|lcl%fasnv Up)|
l.9999994336?8 . 000000566322 0. »
.999994714331 000004719347 .0OOOOS
., 100
1. 0. 0.
[1. 3.20720218538e-13 0. )
.999999999994 . DOAEORORAAS 3.2
MAIN RAD ALTO FUNC 30730

Nouvelle conclusion provisoire
Méme si la matrice de transition M n’est pas diagonalisable, les calculs peuvent se poursuivre
en utilisant la réduite de Jordan de M : cette derniere méthode est toujours utilisable, quitte a
travailler dans C.
Méme dans ce cas, la suite des puissances de M peut converger.
D’autre part, on retrouve des conjectures précédentes :
1 est valeur propre de M,
les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur a
il y a convergence vers une matrice ayant ces trois lignes identiques au vecteur ligne
stochastique / qui vérifie /M = M.

4
1%,

“ On peut trouver en fait des valeurs propres, autres que 1, et de module égal & 1 : on en rencontrera des exemples plus tard.
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ETUDE GENERALE DES MATRICES STOCHASTIQUES

I. Qu’est-ce qu’une matrice stochastique ?
1) Définition générale d 'une matrice stochastique

e La définition formelle est la suivante.
Matrice stochastique o
On appelle matrice stochastique d’ordre g toute matrice carrée M = (m,.,. )izl,,‘,_(, telle
i=1....9
que :
pour tous i et j, m;; appartient a [0 ; 1] ;
pour tout i, Y m, =1. :
&

La somme de tous les nombres situés sur une méme ligne doit faire 1.

Vecteur stochastique -
On appelle vecteur stochastique un vecteur dont toutes les coordonnées sont positives
ou nulles et dont la somme fait 1. ‘

e Une matrice stochastique M peut étre considérée comme la matrice de transition d’un
graphe probabiliste a g sommets, ces ¢ sommets étant les g états dans lesquels un systéme est
susceptible de se trouver a une quelconque étape de son é€volution. Le coefficient m;
représente alors la probabilité que le systeéme évolue vers I’état j, sachant qu’il est dans ’état i.

On note py la probabilité que le systéme se trouve dans I’état E; a 1’étape n. Le vecteur
( Dm Puy Ppy o p,,q) est alors un vecteur stochastique.
Comme on I’a déja vu précédemment, on a :
(pnl P2 Pny - pnq) = (pm Poy  Po3 - qu)an
ou ( Do P2 DPos - Do q) est le vecteur stochastique correspondant a I’étape initiale.

Pour calculer la probabilité que le systéme se trouve dans un état donné a I’étape n, on doit
pouvoir estimer M", et sa limite pour voir comment évolue le systéme a I’infini.

e Vecteur stochastique stable
Si a partir d’une certaine étape n,ona:

(Pu Pz P o Puy) *M= (P Pur Pus -~ Puy)

alors le systéme reste dans le méme état probabiliste a n’importe quelle étape ultérieure. Le
systéme a atteint une sorte d’équilibre et n’évolue plus.

Définition ,
[ Un vecteur stochastique P est dit stable s’il vérifie P x M = P.

Si on transpose 1’égalité précédente, on obtient ‘M x 'P = 'P. Autrement dit, dire qu’un vecteur
(ligne) est stable pour M équivaut a dire que le vecteur (colonne) transposé est vecteur propre
associé a la valeur propre 1 de la transposée de M.

2) Quelques propriétés des matrices stochastiques

Etablissons d’abord une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit
stochastique.
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Propriété
Soit A une matrice colonne non nulle dont tous les éléments sont 1dent1ques et M une
matrice dont les coefficients sont positifs ou nuls. : i
Alors la matrice carrée M est stochastique si et seulement si elle vérifie MA Ak
Démonstration

A
Posons A =] ...| avec A #0.

A
Si la matrice M = (m) est stochastique, alors il est immédiat que MA = A, car la somme des
¢léments situés sur chaque ligne de M est égale a 1.

Inversement si on a MA = A, alors on peut écrire quel que soit 7 :
mA+myA+..+mA=4.

1
§
4
i

En simplifiant par A non nul par hypothése, on obtient m, +m,, +...+ m, =1, ce qui prouve
que la somme des nombres de la i° ligne fait 1.

On peut alors démontrer le théoréme qui suit, établissant quelques propriétés fondamentales
des matrices stochastiques.

‘Ee prbdtxit de deux matrices stochastiques est stochastique.
Toute puissance d’une matrice stochastique est stochasthue. ,
Si une matrice stochastique est inversible, son inverse est aussi stochasthue si et‘
seulement si tous ses éléments sont positifs. ‘ :
Enfin toute limite d’une suite de matrices stochastiques est stochasthue

Démonstration

Appelons A une matrice colonne a g éléments, non nulle, et dont tous les éléments sont
identiques.

e Soit 4 et B deux matrices stochastiques d’ordre g. Il est clair que la matrice 4B a tous ses
termes positifs ou nuls. Par ailleurs :

ABA=A(BA)=AA = A
et ceci prouve que le produit AB est lui aussi stochastique44

e On en déduit aisément par récurrence que toute puissance d’une matrice stochastique I’est
aussi.

e Soit M une matnce stochastique inversible. Alors MA = A, d’ou I’on tire que A = M~ ‘A
Ceci prouve que M est stochastique si et seulement si ses coefficients sont tous positifs ?

e Soit (M,) une suite de matrices stochastiques pour toute valeur de » et convergeant vers
une matrice M. Remarquons que les coefficients de M sont nécessairement positifs, comme
ceux de M,.

Alors pour tout entier n, on a M,A = A. Par passage a la limite dans 1’égalité précédente, il
vient MA = A, ce qui prouve bien que M est aussi stochastique.

Revenons sur le problémes des matrices stochastiques inversibles : elles ne le sont pas toutes
comme le prouve I’exemple suivant.

* Signalons que la démonstration directe par le produit matriciel est immédiate.
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1 0 0
Considérons la matrice stochastique M =| 0 1/2 1/2 |. Elle n’est pas inversible, comme le
1 0 0

montre 1’écran suivant® :

[T [A1 dabralcatclotherPronTolcLemn Us| |

1 0 0
apy 0 172 1,2
1 0 0
= det(m) o]
sp! Error: Singular matrix
A -
m*~1
ARIT RAD AUTD FUNC 3730

De méme, I’inverse d’une matrice stochastique inversible n’est pas forcément stochastique car
elle a éventuellement de coefficients strictement négatifs*.

[fx T 34 F3v . Fuv F5 F&
v ZE RlgebralCalc D'c,hr:-r‘TPrw;;MIl'.lTCleaxﬁv Upﬁ

3710 1/5 172 3710 1/5 1.2
-[0 1,2 1/2}-”1 [0 12 1/2}
1 o o 1 o o
® det(m) - 3,20

0 0 1
a1 [-10/3 10-3 1]

103 -4s3 -1
ARIT RAD AUTO FUNC 3/30

II. Etude directe de la matrice M"

La lecture de ce paragraphe n’est pas indispensable a ce qui suit et peut étre omise en
premiére lecture. La difficulté apparente de lecture tient plus aux notations forcément lourdes
qu’au contenu mathématique sous-jacent.

Nous démontrons dans ce paragraphe les conjectures que nous avons faites sur les coefficients
de M" lors du deuxiéme exemple du chapitre précédent. Les démonstrations*’ qui suivent sont
basées sur la définition d’une matrice stochastique, a savoir que la somme sur chaque ligne
fait 1.

Nous utiliserons les notations suivantes :

my, om, ..om,
My My . My, . . ,

M = est donc une matrice stochastique d’ordre g ;
m, m, .. m,

m est le plus petit des éléments de M ;
(m (m)

m“ m12 mlq
(n) (n) (n)
m m. m .
| ™ 2 | est sa puissance n°;
m (n) (n) m (m)

ql mqZ

pour une colonne j, on pose :

() _ ) (n) _ (n)
a'”=Infm ' et A" =Supm '".
T R s

9

 Ou mieux, un calcul du déterminant par bloc montre que det M = 0.
% Mais la somme des coefficients sur une méme ligne donne bien 1...
7 Méme si Iécriture parait lourde, les principes sont simples... C’est le prix & payer pour avoir une démonstration générale
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Autrement dit a j("’ est le plus petit nombre de la colonne j de M et A j(") le plus grand.

e Une remarque préalable sur le nombre m: il est en général positif ou nul. Nous le
supposerons dans toute la suite strictement positif*®.

Par ailleurs, quel que soit I’entier i compris entre 1 et g,ona m<m,,m<m,,...,m<m,

4> C€

qui prouve par addition de ces inégalités que gm <m, +m, +...+ m, =1 donc que m<—.
q

e Revenons a I’exemple étudié au chapitre 3 : nous avions remarqué que la suite (a j‘”’) est

croissante, tandis que (Aj‘"’) est décroissante. La démonstration de ces résultats est
immeédiate.

La suite (a (”)) estmonotone cr01ssante e o E e
1 ) est un des m, " . On peut donc écrire :
(m)

En effet, on a M™ = MM " et on sait que a,

(n+l) _ (n+l) _ (n) (n)
a’"l=m =mym Y A mam, U+ mm
>ma(")+m (")+ +m, a()

(n) _ . (m
=aq,

2 (m,l +m, +...+m,q)aj

e ey AP | S A T RO S L B A

La suite (A s )) est monotone decrmssante.

La demonstratlon est analogue

(n+l) _ 0 (n+l) _ () (m) (n)
Aj. =m, =mym ;" +mym, "+ +mm,
n) (n) (n)
SmyA" +myA" +.+m A,

<(m, +m, +otm, ) A" =4

(n)

o Dans une premiére étape de la démonstration, nous majorons 4, —a,™ ou j est un entier

quelconque entre 1 et g.
AJ(") —a"™= Sup(m,j‘") —a " m, " —a ™, m ™ —aj("))

J L/
) _ 5
a,)

(n) _  (m)
(my =a,)

1
(n+1) (n)
;;(m,j - aj )

M I .
a,” sont positifs et que les quotients

<(m ™ _ (n)) ( m _ (n)) (
_(m,j a'")+(m," ~a'" )+ +(m,

m, m m
£ (mU‘”’ —-aj.("))+——‘2 (m7 ) —aj‘"))+...+—"’
m m m

1
< -”;((m”m]j(") + mizmzj(n) +.+ m,‘qmq,-(n) ) _ aj(,,)) _

o« o ’ . . (n)
Ces inégalités se justifient par le fait que tous les m,

m,/m, .., m, /' m sont tous plus grands que 1, par définition de m.

On arrive a I’inégalité, valable pour tout ; :

1
() _ ) A el _ ()
A7 -a™ < - (m,j. a, )
, o R ik l\ 50 LA
est I'un des m ", on peut écrire : (0 S)Aj(") (") = ( ,("”) (") ) (1)
£ % ‘ pe & m wad . ' -

Comme a J("“)

*¥ Donc ce qui suit ne s’appliquera pas a des matrices stochastiques contenant des 0.
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e En procédant de fagon trés proche, on peut aussi écrire, pour j quelconque :
m _, m_ (M) _ oy (1) g (1) _ () ) _ o,
AJ a, Sup(Aj m, ", 4, my ", 4, m, )

S(Aj(") "mu("))‘*‘(A,(") —mzj‘"’)+ +(A () mq,("))

s%(Aj(”’ —m,j("))+%(Aj‘"’ _ (n))+ + n;q (A (n) _ ,,,-("))

3;11-(A.(") (m”m”(")+m,2mzj(”’+ A+ m,m ("))) ;(Aj"')—m,.j("”))
D’ou I’on déduit de la méme fagon (0 <J4Y o <— 1 (A ™ 4 (ned ) )

m.

e Nous avons par ailleurs :
(n+l) _ (n+l) _ (n+l) _ (n) (n) _ (n) n _ (n+1)
A —a D = (400 -4 )+ (47 -a )+ (a" —a, ")

< —m(Aj(") —aj(n))-*-(Aj(") —aj(”))_.m(Aj(") _aj(n))
S(I—Zm)(Aj(”) —aj("))

De proche en proche, ou par récurrence, on démontre que
() _ , () _ o ( M _ (1))
A" ~a" <(1-2m)" (4, -aq,
")

g 2) on peut conclure que :

Comme 1 — 2m appartient a I’intervalle [0 ; 1[ (car 0 <m <

lim (4," —a,")=0

n—+w

ce qui prouve que les deux suites ( (")) et (A j(")) sont adjacentes pour tout ;.

Elles ont donc la méme limite :
lim (a,") = lim (4,")=1,

n—+wo n—+o J

Comme pour tout i, a," <m," <A™, il en est de méme de n’importe quel m," de la

colonne j.
On peut en conclure que :
LoLo
LoLo o
lim M"=| " !
oL

Ce point de vue, que nous avons jugé important de vous présenter dans cette brochure, ne sera
pour autant pas développé plus en détail. La réduction des endomorphismes va nous donner
un outil beaucoup plus puissant pour I’étude des matrices stochastiques.

IIL. Valeurs propres d’une matrice stochastique

Nous avons souligné I’importance de la réduction d’une matrice stochastique M pour calculer
sa puissance #° et déterminer sa limite. Cette réduction passe forcément par la détermination
de ses valeurs propres et sur les exemples étudiés précédemment, nous avons constaté un
certain nombre de propriétés, que nous prouvons ici.
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1) Les valeurs propres d'une matrice stochastique en général

Théoréme 1

1
i 5 ; 3 l
1) 1 est une valeur propre associ€e au vecteur propre V' =
2) M a q valeurs propres complexes distinctes ou non toutes de module inférieuf ou ..y
égalal. A ' s i
Démonstration

1) MV =V car Zm,] =1, donc 1 est forcément valeur propre associée a V.
J
Xy

x
2) Soit A une valeur propre de M. Considérons un vecteur propre X = 2 | associé a A et soit

k I'indice tel que |x,| = Max(|x,).

On peut écrire MX = AX.
En écrivant ce qui se passe pour la £° ligne, on peut écrire :

’q'xk = Z ka xj
J

Comme £ est un indice correspondant a la plus grande valeur des x;, on a nécessairement :
|4l x, | =[Ax, | =2 my x| < Zlm,qujls Z‘m,q.“xk| = 2my |l =[x/-
J J J J

Comme X n’est pas le vecteur nul®, |xk| # (0 et cecl prouve que nécessairement |/1| <l

Le réel 1 est donc toujours valeur propre d’une matrice stochastique et toute autre valeur
propre dans € a un module inférieur ou égal a 1.

Remarquons que 1 peut étre une valeur propre avec une multiplicité quelconque™, ici d’ordre
2 par exemple (la matrice m est une matrice stochastique par bloc)

v"m Al gr;vbra C?lvc Olfrl;;rTPrrgsm I OEI e’.a‘nv Upﬁ
[0 0 .2 .7] [0 0 .2 .7]
1 00 O 1 00 O
610 O 010 O
| ] M
0 0 .1 .9 e 0 .1 .9
0 0 .2 .7 0 6 .2 .7

s factor(det(m - x- identity(4)))
.25 (x = 1)2-(2. -x - 1.84) (2. - x + .239)
factor{det{(m—x*identity{(4)>))

ARIT RAD AUTD FUNC 8730

Remarquons que 1’on peut trouver une matrice stochastique ayant une valeur propre différente
de 1 mais de module égal a 1 (—1 pour la matrice de I’écran de gauche ci-apres, —1, i et —i pour
celle de droite).

4 C’est un vecteur propre...
%% La matrice identité est intéressante, mais plus triviale.
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1 Fz F3v Y F4 FS 3
- E ngegr*a Calc Dth;rTPrgm Ia,CIean' Um hd !-— ngebr‘a Calc DtherTPrngOTClean Upﬁ

» NewProb Done = det(m - x-identity(4)) x4
0 10 01 00 01 00

"y 12 0 1.2 .0 01 EJ_)m G 010
o] 1 0 0 06 01 8 0 01

. . 2 1 0 0 0 1 0 0 0
. —-x- Lyl exc- -
det(n - x lde;tl 93 x [X 1] ® cFactor(det(m - x- identity(4)))

'f‘actor[ ‘x-[x -1]] =% (x=1)(x+1) (x=1)(x+1)(x+ -i)(x+4)

factor{ans(1))

ARIT RAD AUTD FONC 4730 ARIT RAD AUTO FONC 5730

2) Cas ou tous les coefficients sont non nuls

Dans ce cas, nous avons un résultat beaucoup plus fort, nous permettant de préciser le
théoréme 1.

Théoréme 2
Si tous les termes de la matrice stochasthue M sont non nuls, alors si A est une valeur .
_propre complexe de M autre que 1, son module est strictement inférieur a 1.

Démonstration
M est donc une matrice stochastique dont tous les termes sont strictement positifs.

Soit donc A une valeur propre autre que 1, éventuellement complexe.
Reprenons les notations du théoréme précédent et le raisonnement 1a ot on I’avait laissé :

=9
|’1ka|=|’1xk|=zmquf ka,H ka/ ’xk{ %] (1
=

e Supposons que |/1| =1.On a alors I}t”xkl = |xk| et toutes les inégalités précédentes, dont
les deux termes extrémes sont les mémes, sont en fait des égalités. En particulier :

J=4 J=q
2™y llez 2.y |l
J=1 J=1
=9

etdonc ) m, (lle—kal) =0
=

Or dans cette somme, tfous les termes sont négatifs ou nuls puisque ]xkl = Max(|le).

Finalement la somme étant nulle on en déduit que chaque terme est nul, et comme les
nombres m;; sont tous non nuls, on obtient :
pour tout j entier compris entre 1 et g, 'x j} =%

Toutes les composantes du vecteur propre X ont méme module.

o D’autre part, si on avait Iégalité |A||x,| = |x,|, d’aprés les inégalités (1)*', on aurait aussi :

J=q J=q J=q

kajx/ - kajle’ - ZImij/\

J=1 J=1 J=1
Donc le module de la somme de ¢ nombres complexes est égal a la somme des modules de
ces nombres complexes.
Or deux nombres complexes z et z” vérifient |z + z'| = |z| + |2/ si et seulement si ils ont méme

argument et ce résultat s’étend par récurrence a une somme de ¢ nombres complexes.

On en déduit ici que tous les complexes myx; ont le méme argument, et comme les nombres
my; sont strictement positifs, que tous les nombres complexes x; ont le méme argument.

5! Qui sont devenues des égalités...
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e Récapitulons : si |/1| =1, on obtient que toutes les composantes du vecteur propre X ont

méme module et méme argument. Elles sont donc égales et X est colinéaire au vecteur propre
V associé a la valeur propre 1, ce qui est exclus puisque on a supposé au départ que A est
différent de 1.

On a donc |4]|x,| < , |x|# 0 d’ot I’on déduit que la valeur propre

A a un module strictement inférieur a 1.

Enfin une derniére précision dans le cas ou les termes de la matrice stochastique sont
strictement positifs.

Théoréme 3
Si tous les termes de la matrice stochastique sont non nuls, alors 1 est une valeur

propre simple de M.

8 % dat

rERRI )

Pl iabdiisaRalbia ey S i J FUPS POHE R

Démonstration
[l suffit de démontrer que le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 a pour dimension
1. Gardons les mémes notations que précédemment et soit X un vecteur propre associé a la
valeur propre 1. On a donc MX = X et en écrivant les égalités obtenues pour la coordonnée
d’indice & :

J=q9 J=q J=q

|| =| 2 x| < Zlmqujl S[ka,)|xk| = x|

J=1 J=1 J=1
On en déduit que toutes les inégalités écrites sont en fait des égalités, et en suivant le méme
raisonnement qu’au théoreme précédent, que toutes les composantes x; de X sont égales.
Le vecteur propre X est donc colinéaire a ¥ et le sous espace propre associ€ a la valeur propre
1 est de dimension 1, ce qui assure que 1 est une valeur propre simple de M.

Le cas des matrices stochastiques a coefficients strictement positifs conduit a des résultats
relativement simple :

| est toujours valeur propre simple ;

les autres valeurs propres éventuellement complexes ont un module strictement

inférieur 4 1.
3) Complément sur les matrices stochastiques avec des coefficients nuls”

Théoréme 4
Soit M une matrice stochastique dont on ne suppose plus les termes non nuls. Si A est ‘
une valeur propre de M de module 1, alors ¢’est une racine de I’unité. =

Démonstration
X

Soit donc A une valeur propre de module 1 de M et X=| ... | un vecteur propre associé a cette

valeur propre
Comme précédemment on considére max( ’x J ‘) et on introduit ’ensemble E constitué des

composantes de X dont le module vaut max(‘x j’) :
1)}

* Dont la lecture n’est pas indispensable 4 la compréhension de la suite.

X

E={x,. ;|x,|=max(
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E est évidemment non vide et contient au plus ¢ valeurs. Chacune de ces valeurs est non nulle.

J=q
Soit x; est 'une d’elles ; ona Ax, = Y m,x, . (1)

J=1
Montrons que Ax, appartient aussi a E.
Il est déja clair que |Ax,|=]|4||x|= || = max(‘x j.[). Il reste & prouver que Ax, est
effectivement une des composantes de X.
Pour cela, supprimons de la somme écrite en (1) tous les termes pour lesquels my, est nul. En

introduisant I’ensemble Ji des indices pour lesquels m,; est non nul, on peut écrire :

Ax, = Z myx, .

Jjedy

Par suite, ]/lxk| =|xk|= Z mx | < Z m,, ‘xj’ < Z m,, |xk| =|xk|.
Jjedy Jjedy Jedy

Toutes ces inégalités sont donc en fait des égalités. On en déduit’® donc, parce que tous les myg
pour j appartenant a Jx sont non nuls, que toutes les composantes x; pour j appartenant a Ji
sont égales a I’une d’entre elles, que I’on notera simplement x : x est donc I’un des x; pour j
appartenant a J;. Donc pour tous lesj de J, x; = x

J=q
ﬂxk=Zm,ng= Zm,q x= kaj X =x.
JeJy JeJy J=1

Ceci prouve que Ax, est donc une composante de X, donc que Axy est un élément de E.
De proche en proche, on peut en déduire que A (A x) = A%x; est dans E, ainsi que A"x, pour

tout entier naturel 7.
E étant un ensemble fini, il existe un entier 7 tel que A"x, =x, . Comme x; est non nul, on en

déduit que A"= 1, ce qui prouve que A est une racine r° de I’unité.

Remarque : précédemment, les valeurs propres de module 1, et différentes de 1, que nous
avons obtenues étaient —1, i, —i, qui sont bien des racines de I’unité.

IV. La puissance n° d’une matrice stochastique et la réduction des endomorphismes
1) Réduite de Jordan d’une matrice

M est une matrice stochastique qui possede g valeurs propres complexes, distinctes ou non,
associées a des vecteurs propres éventuellement & coordonnées complexes.

Si la matrice M est diagonalisable, on a vu que le calcul de sa puissance n° ne posait aucun
probléme. Mais ce n’est pas forcément le cas...

A défaut d’étre diagonalisable, si son polyndme caractéristique est scindé>*, on sait par contre
que toute matrice est semblable a une matrice dite de Jordan de la forme :

%3 On utilise le principe d’une démonstration déja faite.
* Etil I’est toujours dans C.
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A d 0 0 0
0 4, d, 0 0
0 O . 0 0
T= : ﬂ? :
0 0 0 -« A, d,
o o o --- 0 A

ou les A;sont les valeurs propres de M et les d; sont égaux a 1 ou 0.
Le terme général ¢; de T vérifie :
tii=)\1i:tii+] =d,-ett,j=0pourj¢ioui+ 1.

Plus précisément, il existe une matrice inversible P telle que M = PTP~'. Comme on I’a vu
précédemment, on peut alors écrire :

M'=PT'P"!
Tout le probléme comme pour la diagonalisation est d’effectuer le calcul de 77, ou T est une
matrice triangulaire de Jordan et éventuellement a déterminer sa limite en 1’infini.

2) Calcul de T" :

e Exploration de quelques exemples avec une TI-92

Avant d’aller plus loin, regardons ce qui se passe sur quelques exemples en faisant travailler
I’excellente TI 92.

x 1 0 0
. . . ) 0 y 1 0
Calculons les puissances successives de la matrice suivante E = 00 ol
z
0 0 0 w
On obtient réponses suivantes :
X x+y 1 0 X xX*+xy+y’ x+y+z 0
) 0 y* y+z 0 3 0 ¥ V+yz+z2 0
£ = 2 B = 3 ;
0 0 z 0 0 0 z 0
0 0 0 W 0 0 0 w’
X XY+t +y Axy+xz+yi+yz+zr 0
0 ! Y +y'z+yzt+ 2 0
E4 = 4
0 0 z 0
0 0 0 w
x 1 0 0
: . 0 y 1 O .
Si on choisit F'= , on obtient :
0 0 z 1
0 0 0 w
x* x+y 1 0 X x*+xy+y?  x+y+z 1
e 0 2 y+z 1 P 0 y’ V+yz+zt wty+z
0 0 22wtz 0 0 z’ w+wz + 2
0 0 0 w? 0 0 0 w’

54



X' Py +0t+y P rxyrxzyi+yze s WHX+y+z

P 0 y* V' +yz+yi+2 W +wy+wz+y  +yz+2°
0 0 z* w+wz+wzt+2°
0 0 0 w

Une certaine régularité est mise en évidence : les puissances sur la diagonale principale mais
aussi les polyndmes homogene au-dessus de la diagonale...

e Carr¢ et cube d’une matrice de Jordan générale
Essayons de généraliser ces résultats & une matrice de Jordan quelconque 7.

A d 0 - 0 0
0 4 4, -~ 0 0
0 0 e 0 0
= . : /13 : : :
0o 0 0 - 4, dq_]
O 0 o0 -~ 0 A

q
Quel sont le carré et le cube de cette matrice ?

Calculons le terme général ¢'; de la matrice T°.
T* est une matrice triangulaire supérieure, comme produit de deux matrices elles-

mémes triangulaires supérieures. On a donc ¢'; =0 sii>j.
Par ailleurs, ", = A°.

Hi+1%i+li+]

q
t’ii+ 1= Ztiktkiﬂ = tiitu+l Flinl; = ﬂ'idl + ﬂ’r+ld/ = (ﬂ‘l + X’H—] )dl
k=1
q
t ji+2 thktki+2 = tii+1tl+li+2 = d1d1+l'
k=1

q
Vi = ZtiktkHS =0.
k=l

T est une matrice ou trois « diagonales » sont occupées par des nombres autres que 0, alors
que dans 7, il n’y en avait que deux.

A (4 +24,)d, dd, 0 0
0 A (L+A4)d,  dyd, 0
ri| © 0 A (A +4,)d, 0
0 0 0 A 0
0 0 0 0 o A

Poursuivons en déterminant le terme général (¢";) de la matrice .
T° étant une matrice triangulaire supérieure, ona ;= 0sii>].

Par ailleurs, 1", = 4.

q
" ' 2 2 2
i =Zt ik B =t 0 8 =A4q, +(/1i +’1i+1)d1/1i+| =d, (’77 + A A+ A )

k=1

i+ Yi+li+]
q
iy = Dol i by =it s 12 gy = (A + Ay )did,, +dd, A,
i+2 ik “ki+2 i+ Yi+li+2 ii+2 Ti+2i42 i i+1 i+l Pl 7N+2
k=1

=dd, (4 +A,+4.,)

i+l
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=dd, d

IR ER Rad v

q
" _ ! =t
t ii+3 = Zt ik tki+3 =t ii+2 ti+21+3
k=1

q
t"u‘+4 = Zt'ik Liva = 0.
k=1

T° est une matrice ot quatre « diagonales » sont occupées par des nombres autres que 0.

A (A +akL+AN)d,  dd,(h+A+4) did,d, 0
0 2 (A + d +47)dy  dyds (A + 25+ 4,) 0
22| 0 0 Y (A4 + A2, + A2 )d, 0
0 0 0 A 0
0 0 0 0 A

q9

Généralisation : puissance n° de matrice de Jordan

Qu’en est-il de la matrice 7" ? Au vu des résultats précédents, on peut conjecturer qu’elle

s’écrit :
’11" dan—l(ﬂ'lJ'z) dleHn—Z (Alaﬂz’ﬂj) dledJHn—B (’11’":’14) dl"'d —lHn-q+l(/11""’/?'q)
0 " BH, (A hy)  dydiH, (A dsdy) oo dyd H, o (Aen )
| 0 0 A" d,H, (4, 4,) dydy H, (250 )
0 0 0 A" dyd H, i (Aaros dy)
0 0 0 0 A"

Plus précisément, le terme général ¢ ; de la matrice 7" est défini de la fagon suivante :

1M, =0sii>].

(ny _gn

(" ="

) n-1 .

n

t n+l:dz[zﬂ'i
k=0

degré n—1enA;et ;4.
- d’d (Z /Lkﬂ.- [ﬂ,. n—2—-k-l)

i+l T+l 7Yi+2
homogene de degré n—1 en A;, A+ €t Ay,

/1 n-l-k

i+1

j=d,H,,_l(ﬂ,,ﬂ,+l)of1 H,; est un polyndme homogéne de

tm =dd_H

ii+l" % n

_2(11,/1. }“1

i+19

+2) ou H,_| est un polynéme

ii+2

dd

il

A\ A

G412 Y420

g

n  _
(o, = A H, (A,

degré n—g+ienk, A+, ..

negei »A,) 00 Hy _ 4+ ; est un polyndme homogene de

Démonstration
Ce résultat peut etre démontré par récurrence, sachant qu’il a déja été prouvé pour n =2 ou 3.
Soit k£ un entier naturel arbitraire et supposons le résultat prouvé pour n’importe quel entier

n < k. Evaluons le terme général de 7¢*', noté comme d’habitude

k+1)

(k+1

Sii>jonaévidemment ¢, )= 0 puisque T est triangulaire supérieure.

t”(/H-l) - /1[[(4-1

n
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,M(M) - Z fu(k)[zm
=Afd +d H,_ (A, 4.) 4.
=d, (A" +H (A An) Ay
=dH, (1,4,)

Si j >

k+| (k)
Z’u J

= t,._l(k)t L, +,0

+t,, Wt

i+l 1+ll+l

=dd,..d H, ..(A»nA)d,  +dd,,..d H,_ ., (4,..4)4

el

=dd,odod, (Hy o (B Ay )+ By (A 4y ) 4, )

(At 2 B

=dd,,..d _,d _H,_ .(%%.04)

i+l =12

Le résultat est donc vérifié pour £ + 1 ; il est donc vrai pour tout » appartenant a IN.

3) Etude de la convergence de la puissance n° d'une matrice stochastique

e Limite de T"
L’expression que I’on vient d’obtenir permet de prouver presque immédiatement le théoréme

suivant.

Théoréme S - )
Si /ll 1 est valeur propre szmple de M et si les autres valeurs propres cdmplexes ont |
un module strictement inférieur a 12 alors CoN

| S0 HRTTRA,
‘ () () 260
‘im T = b
N2 bt R
0 0 --- 0
Démonstration

D’apres le théoreme de Jordan, si A= 1 est valeur propre simple de M, alors d; = 0 et la
premiére lignede T"est (1 0 0 --- 0).
La valeur propre A, n’apparait plus dans les lignes suivantes de 7" et comme les autres
valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1, on en déduit que :

pour tout / > 1 et pour tout j > i,nlim H, w(/l .,/?,j)= 0

(les Hysont des polyndmes homogénes de degré k)
Donc toutes les lignes de 7" autres que la premiére ont pour limite (0 0 0 -+ 0)

Onadoncbien lim7"=J.

n—+w

55 Cest le cas si la matrice stochastique a ses coefficients tous strictement positifs.
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e Limite de M"

Théoréme 6

Si la matrice stochastique M admet 1 pour valeur propre simple et si toutes ses autres

valeurs propres complexes sont de module strictement inférieur a 1, alors : N
Litihatat b ; :
Bl e B2 i Aoy g O g |

a0 i i
. . . - }
Gl il gl ; et ,

ou (Il Lyeess ok ) est le vecteur stochastique stable c’est a dire qui vérifie

(ll Litives lq)xM =M avecli + L+ ..+1;=1etpourtoutil; e {0 1]

Démonstration
Soit u I’endomorphisme de €7 ayant M pour matrice dans la base canonique

B=(eI e, - eq)deC".

Soit B’ = (81 £ - f:q)la base de €7 dans laquelle « a pour matrice la matrice de Jordan
T.

On sait que M= PTP ™' ou P est la matrice de passage de B dans B’ c’est-a-dire la matrice
dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées dans la base canonique (e, e - eq) des

VECteurs &,&,...,&,.

Par conséquent, M" = PT"P~".
Le théoréme 5 permet d’affirmer que lim M” = PJP™'. Essayons de préciser |’allure de cette

n—»+wo

matrice limite en décomposant le calcul.

Puisque 1 est valeur propre simple, on peut supposer 4 = 1, et on peut prendre &, =

La premiére colonne de la matrice P est alors constituée de 1.
Les g — 1 derniéres lignes de J étant constituées de 0, on en déduit que les g — 1 dernicres
lignes de JP ™! sont aussi constituées de 0.

Puisque la premiere ligne de J est (1 o - O), la premiére ligne de JP~ lest égale a la
premiére ligne de P Appelons la (1, L - lq) .
On a alors :
1 p, Py L1 lq Lo lq
pJp-l= P» Py y O 0 0 _ Lo lq
1 p, P,) O O 0 I I,

58



L1 l,
| N P
Ce qui prouve que lim M"=| . © . .
Lol
Cette derniére matrice est bien stochastique car limite de matrices stochastiques. Le vecteur
(l1 L - Iq) représente 1’état limite du systéme, et ce quelles que soient les probabilités
initiales car :
m(py po o Pu)=lim((py Po - Py, )M)
LI ,
Lo, 1
=(P01 Po qu) SR q :(ll L - lq)
L1 ,
Reste a prouver que le vecteur (11 L - lq) est bien le vecteur stochastique stable.

Si I’on veut faire vite, il suffit de passer a la limite dans I’égalité :
(Pn P P Pug) =(Poi Posz Puis o Paag)XM.

Sinon on y parvient simplement par le calcul®® :
(h &, - L)M=(, L, - 1)PTP
=((& & - 4)P)TP"
=(1 0 - 0)rP" )
=(1 0 0)p, (2)
=4 L 1) 3)

Les différentes justifications sont données ci-apres :

€Y (l1 L - lq) est la premiére ligne de PletP'P=1,;
(2)(1 0 --- 0)Tdonne la premiére ligne de Tdonc (I 0 -+ 0);
(3) (1 0 - 0)P" donne la premiére ligne de P"' donc.... (l1 L, - lq)
Et la boucle est bouclée...
Nous avons prouvé que (ll L 1 q) est un vecteur stochastique ; montrons que c’est bien

le seul. Nous pouvons donner deux démonstrations de ce résultat, la premiere peut sembler
éprouvante’’ parce qu’elle repose uniquement sur des calculs matriciels, la seconde, plus
rapide, utilise le fait qu’une matrice et sa transposée ont exactement les mémes valeurs
propres avec la méme multiplicité.

e Premiére démonstration
Vérifions que tout vecteur ligne (x1 X, X, )stable par M, c’est-a-dire qui vérifie

(xl Xy e xq)M= (xl X, o xq)estcolinéaireé(l, L - lq).

% Et il n’est pas inintéressant de voir comme les choses s’articulent...
57 Elle ne I’est pas !
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Soit donc un tel vecteur (x, X,
x,)PTP™' = (x x,
xq)PT= (x1 X,

(xl X,
D’ou (x, x,
Notons ( Y Y
On a donc ( N W
N =n

Ay, =,
Yy + A4y =Y,
dys + Ayy = 4

dq-qu—Z + ﬂ’q—l.yq—-l = yq—]
kdq-lyq-l + ﬂ’qu = yq

yq)le vecteur (x1 X,

yq) T= (yl 8

xq).Ona:

%)

X )P.

q

Xy

car la matrice T est égale a

)P.

10
0 4
0 0
0 0
0 0

yq) , ¢e qui se traduit par la systéme :

0 0 0
d, 0 0
A 0 0
0 A d
0 0 A

Aucune des valeurs propres complexes A4, pour i > 1 n’est égale a 1 ; on en déduit donc que

ce systeme a pour solution tout vecteur du type ( y 0

donc de dimension 1.
Il s’ensuit que :

(xl X

:.V(ll

xq)=(y 0

0)P'=(y 0

I - lq)

0 0)

0). L’ensemble des solutions est

] Lo I I,
P D'y p '24-1 p 'Zq
p'q—ll p'q‘12 p'q—lq—l p'q—lq
P'ql p'qz p'qq-l p’qq

Ainsi ’ensemble des vecteurs stables pour M est de dimension 1.

Soit donc un vecteur ligne (x] X,

xq)M

vérifie (xl X,

En transposant, on peut écrire ‘M

Deuxiéme démonstration

xq) stochastique et stable par M, c’est a dire qui

= ( X, X, X, )
X, X, X,
Xy X, .. X
= , Ce qui signifie que est un vecteur propre
X, X, X,

S~ S~

associé a la valeur propre 1 de ‘M . Il en est de méme de
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sont les mémes que celles de M, avec les mémes ordres de multiplicité®®. 1 est donc aussi

X, L ki,
. . X, IA ki,
valeur propre d’ordre 1 de ‘M . 1l existe donc une constante k telle que =k =
X, , ki,
On sait que
X +x+..+x, =1
=kl +kl,+..+ Kk,
=k(h+0+..+1,)
=kxl1
=k
X I,
. X h .
ce qui prouve que k=1 et que les deux vecteurs et sont égaux.
xq l‘l

L’état limite est donc bien /e vecteur stochastique stable de la matrice.

4) Conclusion

Si la matrice M stochastique admet 1 pour valeur propre simple, et si toutes les autres valeurs
propres complexes sont de module strictement inférieur a 1°°, sa puissance »° a pour limite

une matrice stochastique de rang 1, ou toutes les lignes sont égales a (l] L -1, )
Qui plus est ce vecteur ligne (l1 L - lq) est le seul vecteur stochastique stable par M ou,
l

l
. . A 2 . trn
ce qui revient au méme | . | est le seul vecteur propre stochastique de ‘M associé & la valeur

)

q
propre 1. La fagon la plus rapide d’obtenir 1’état stochastique limite consiste a résoudre le
systeme XM = X, X étant un vecteur stochastique.

5) Calcul explicite sur un exemple de T"

e Nous ne décrirons cette méthode que sur un exemple particulier, sachant qu’elle est
généralisable a une matrice de Jordan quelconque.

58 En fait, une matrice et sa transposée ont les mémes valeurs propres.
% Crest le cas si tous les coefficients de M sont strictement positifs.
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] 0o 0o 0o 0o o0 0
0 /2 1 0O o0 0 ©0
0|0 1/2 0 0 0 O
Soit a calculer par exemple la puissance n°de T={ 0 0 0 (1/5 1 0 o0
0 0 00 1/5 1 0
0 0 0 0 0 1/5 1
0 0 00 0 0 1/5
Remarquons la structure de cette matrice : elle est constituée de trois sous-matrices, M;, M, et
A1 0 0 O
0 4 1 0 O
M, chacune du type | @ i . 2.
0 0 0 4 1
0 0 0 0 4
M" 0 0
Par ailleurs, M"=| 0 M, 0 |.
0 0 M/
e Il reste donc a savoir calculer la puissance #n° d’une matrice du type
A1 0 -+ 0
0o 4 1 - 0
J=1: :
0 0 O 1
0O 0 0 - A4
A 0 0 - 0 01 0 -~ 0
0 4 0 0 0 0 0
Enposant D= : : -, -, :i|etA=|: : . .. :|,onaalorsT=D+A.
0 0 0 -~ 0 00 0 -1
0 0 0 - 4 00 0 -0

Quelques remarques concernant ces deux matrices...

On sait que A est une matrice nilpotente : plus précisément, si les deux matrices D et A sont
d’ordre r,ona A" = 0.

A chaque puissance, la ligne diagonale de 1 remonte d’un cran, comme on peut le constater
sur les écrans ci-dessous :

vf— FIlgebralCalclotherTPr‘gnIOTCIean Upﬁ I IFIlgebraTCalcTOtherﬁgnIOTClean Upﬂ

61

= NewProb Done = NewFrob Done
01 0 000 0 061 00O
6 061 00 0 0 8 01 0O
0 0 01 6O 2 0 0 O O1 O

»] ]
0 0 001 O 0 0 0 0O 1
8 0 0 0 O 1 0 0 0 0 6 O
0 0 0 0 0 O 0 0 0 6 0 0O

1~2

ARIT RAD AUTO FUNC 2730 ARIT RAD AUTD FUNC 2730

¢ Chacune est entourée d’un trait sur le dessin.
®! Mais nous ne démontrerons pas ce résultat.
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r‘{" T 34 T 3 T i S 3 rh T 3 T F3 T & 5 T&
- ;E AlgebralCa lvc Oth;r‘TPrngDTCIean Upﬁ h a F!lgeBra Calvc, Dthver-TPr*gnIOTClear: Upm

800100 000010
000010 000001
.13 8000 0 1 .4 800000
008000 800000
006000 8000600
008600 80 0000
1~3 1~4
Ri
v F Fy [ F F2w F3w Fyw ] v
[F R]A1gebralcale cn.h'e»|Pw;n~xwi01eafnv Up)| [¥ £=]n1 gabralCale|0ther Pr:;mIOiCIerasn Up)]
8000 01 000000
0000600 000000
o5 000000 .6 9000600
000000 000000
800000 900000
5 0 0 0 0 o 8 00000
ARIT RAD AUTO FUNC 1730 ARIT RAD AUTO FUNC 1/30
0 4 0 0
0 0 A 0
Enfin,onaDA=AD=|: : .. "+
o0 0 -+ A
o 0o 0 --- 0

Tout ceci pour s’assurer que 1’on peut appliquer la formule du bindme, avec en prime des
termes qui seront nuls...

J'=(D+A) =D"+C, D" A+CID"*A* +..+C, "' D" A

/1n n/f{n—l Cj/ln_2 . C’:-I/f{n—rﬂ
0 /1n n;i,"—l . C;—Zln-r+2
0 0 0 nA"!
0 0 0 A
e Revenons au calcul de 7" égal 4 :
"0 0 0 0 0 0
0 /2 n(1/2)" 0 0 0 0
o 0 @2 0 0 0 0
"={0 0 VI (VA T OVE) B ocd | VA R o VE) i
0 0 0 VI VA ST VR ) S ol (VE) B
0 0 0 0 0 (1/5)" n(1/5)
0 0 0 0 0 0 1/5)"
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1 00 0O0O0O

000 O0OO0OTD

000O0OODO

On comprend sur cet exemple pourquoi lim7"={0 0 0 0 0 0 O
T o000 0 00

000 O0O0O0TD O

000 O0O0O0OO

V. Etude d’un exemple

Recherchons la limite de la puissance »° de: la matnce stochasthue C smvante e
0170203 09 02 - G A

210,201 :0,4.02 01}

C=105001 62 01 0F] W
10104 01003 01
0103 00 04 01}

S

Nous sommes dans les conditions d’application du théoréme général car les coefﬁc1ents de
cette matrice stochastique sont tous strictement positifs.
e L’état limite est déterminé par la recherche du seul vecteur stochastique stable. Cela

revient en posant X = (x y z t u)érésoudre le systeme :
(0,1x+0,2y+0,52+0,1¢ +0,1u = x
0,2x+0,1y+0,1z+ 0,4t +0,3u =y
0,3x+0,4y+0,2z+ 0,1t +0,lu =z
10,2x+0,2y+0,12+0,3t+0, 4u =1
0,2x+0,1y+0,1z+ 0,1t +0,lu =u
x+y+z+t+u=1

La derniére équation traduit le fait que I’on recherche un vecteur stochastique.
Le systeme équivaut a :

(<9x+2y+5z+t+u=0
2x-9y+z+4t+3u=0
3x+4y-8z+t+u=0
|2x+2y+2-Tt+4u=0
2x+y+z+t-9u=0

(x+ty+z+t+u=1

C’est un systéme de 6 équations a 5 inconnues, dont on sait d’avance qu’il a une solution
unique, précisément le vecteur stochastique limite que 1’on cherche.

Le systtme 5 x 5, constitué des 5 dernieres lignes, posséde une solutlon unique que peut
d’ailleurs nous fournir, avec une excellente précision, une simple TI- 83%. Ce systéme est le
suivant :

%2 Une TI-82 ferait aussi |’affaire...
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[2x-9y+z+4t+3u=0
3x+4y-8z+t+u=0
2x+2y+z-Tt+4u=0
2x+y+z+t-9u=0

(x+y+z+i+u=1

x 2 -9 1 4 3 0
y 3 4 -8 1 0

qui équivauta 4|z [=B enposant A=2 2 1 -7 4 |etB=|0].
t 21 1 1 -9 0
u 1 1 1 1 1 1

Que vaut le déterminant du systéme ? Une TI-83 renvoie 12061 :
[((2 -91_ 4 3 .
3

(34 -81_1 .
(22 1 -7 4.
(21 1 1 -9
(11 1 1 1.
det. [A]
. 12861

ce qui prouve que la matrice 4 est inversible.
La solution de ce systéme est précisément 4™ B, solution donnée par notre calculatrice :
[A]-%*[B]

[[.2138085804 ]
[ %6689329
3
1

3342177
6962103
5880835

=PRIRIRD
(0 ] o

]
|

On peut mé€me tenter d’avoir des valeurs fractionnaires, ce que doivent étre les solutions du
systéme... Mais on ne parvient qu’a en récupérer deux !

[A]1-*[B] *Frac
[[36?f1£233

Pour avoir une réponse exacte, I’huile de coude, ou un bon outil de calcul formel s’impose !

La TI-92 renvoie :
vl [[367/1723]1[2565/12061 ]—[2?66/12061
[ 112698-1206111209-17231]

o e B !

—

I

ARIT DEG AUTO FUNC 2/30
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L’état limite de ce systéme est donc caractérisé par le vecteur stochastique :

(367/1723 2565/12061 2766/12061 2698/12061 209/1723)

e On sait que la limite de C” est une matrice stochastique dont toutes les lignes sont
identiques au vecteur stochastique ci-dessus. Ce que 1’on peut chercher a mettre en évidence
avec le calcul de quelcbues puissances de C.

Par exemple avec C" dont on voit ci-dessous la premiere colonne, puis la deuxiéme. On
retrouve les valeurs attendues, avec déja 6 décimales exactes ! Pourtant la puissancelO, ce
n’est pas encore +o ...

[(Cl1™18
[[.2138806489 .
[.213080783_ .
[.2138684433 .
[.2138804314 .
.[.2138886293 .
[C]1~18
489 212668911
B3 212668873
433 L 212668985
~old J212668961
i293 . 212668913

On peut penser que la convergence dans ce cas est assez rapide, notamment parce que les
valeurs propres autres que 1 de cette matrice sont toutes proches de 0.

| ﬂ1gebralCalclOther‘TPrgmIOTClean Upﬂ ; < '.."i TPr*gnIOT ﬁ

liste 3-18 1-10 2.5 1-10] lis10 3/10 t-10 2/5 1/10]
B det(m - x-identity(S)) B det(m - x-identity(S))
-(10000- x5 - 8000 - x* - 2000 x5 + 50 x2 - -(10000- %3 - 8000 x4 - 2000- x5 + 50-x2 -)
10000 10000

. 5ol -(10000- x5 - 8000 x* - 2000 x5 + ) .50l -(10000-x3 - 8000 - x4 - 2000 x5 + )
coolve 10000 coolve 100

Xx=.088+.15-4 or x=.088~-.15-4 or xp

ARIT RAD AUTO FUNC 7/30 ARIT RAD AUTO FUNC 1/7

e Enfin, signalons qu’un tableur, par ses moyens de calcul matriciel, est un bon outil pour ce
type de probleme.

D’abord pour la résolution du systéme : le calcul de 4™' B peut étre effectué d’une part avec la
fonction INVERSEMAT d’autre part avec la fonction PRODUITMAT. Attention les cellules
destinées a recevoir le résultat doivent au préalable avoir été sélectionnées et on valide la
commande en appuyant sur CONT MAJ ENTREE.
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Matrice A

[}
©

= NN WN
- =N b
_L—\_L&-A

SO h 2w

Matrice B

0000

_ AM'B
0,213000580383053 "
0,212668932924302

0,229334217726557 |
,223696210927784 |
.0,121300058038305 |

g
A
1
3

S

Enfin pour le calcul des puissances de C, mais il n’y a pas de fonction spécifique ! On s’en

sort par des multiplication successives.

Puissances successives de C, la matrice stochastique

CA2
0,24 0,21 0,21 0,23 0,11
0,27 0,2 0,21 0,2 0,12
0,19 0,2 0,25 0,21 0,15
0,18 0,22 0,25 0,24 0,11
0,17 0,25 0,22 0,25 0,1
Cr4
0,2143 0,2125 0,2287 0,224 0,1205
0,2151 0,2127 0,2276 0,2242 0,1204
0,2104 0,2136 0,2299 0,2241 0,122
0,212 0,2121 0,2307 0,223 0,1222
0,2138 0,2122 0,2299 0,2228 0,1213
C*8
0,21300262 0,21266832 0,22933329 0,22369677 0,121299
0,21300666 0,2126671 0,22933203 0,22369662 0,12129759
0,21299784 0,21266937 0,22933552 0,22369521 0,12130206
0,21299595 0,21267033 0,22933617 0,22369585 0,1213017
0,21300006 0,21266982 0,22933362 0,22369707 0,12129943
C*M6
0,213000580383991  0,212668932923612  0,229334217726521  0,223696210928491  0,121300058037385
0,213000580389695  0,212668932921361  0,229334217724351  0,223696210930355  0,121300058034239
0,213000580380145  0,212668932926127  0,229334217726688  0,223696210927208  0,121300058039832
0,213000580377569  0,212668932926385  0,229334217728652  0,223696210925353  0,121300058042041
0,213000580385372  0,212668932923376  0,229334217726373  0,223696210927605  0,121300058037275
30,2130 +.0,212668932924302. " ©0,229334217726557 . 0,223696210927784
0, 0,212668932924302  0,229334217726557  0,223696210927784
0,213000580383053  0,212668932924302  0,229334217726557  0,223696210927784  0,121300058038305
0,213000580383053 - 0,212668932924302  0,229334217726557  0,223696210927784  0,121300058038305
0,213000580383053  0,212668932924302  0,229334217726557  0,223696210927784  0,121300058038305
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UNE SITUATION COMPLEXE POUR FINIR

Cette situation s'inspire d’un probléme de I’ESSEC posé en 1993.
On suppose qu’un point lumineux peut occuper les quatre sommets d’un carré ABCD .
A I’instant ¢ il occupe I’un des quatre sommets, et a I’instant ¢ + 1, il se déplace vers un
 sommet du carré selon un protocole®’. :

A B

D C
Les notations seront les suivantes dans tout le chapitre :
Va=1(a, b, c, d,) estle vecteur stochastique donnant la probabilité & I’étape n,

ou a,, b,, cn, €t d, représentent les probabilités qu’a cette €tape, le point lumineux
occupe le sommet 4, B, C,ou D ;
Vo= (ay, b, ¢, d,) estle vecteur stochastique donnant la probabilité de I’état

initial.
M est la matrice de transition du graphe décrivant le protocole considéré, matrice
supposée écrite en prenant |’ordre alphabétique des sommets du carré.

On abien str V,, = Vy x M".

I. Etude de la situation correspondant au protocole 1

Le premier protocole que nous nous proposons d’étudier est le suivant :
entre les instants et ¢ + 1 le point lumineux soit reste en place, soit se déplace vers un

des trois autres sommets, avec les mémes probabilités.
Le graphe est le suivant, ou toutes les arétes sont pondérées par 1/4.

A B

C

La matrice de transition M du graphe probabiliste est la matrice stochastique suivante :
1/4 1/4 1/4 1/4

1/4 1/4 1/4 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4

 Cing protocoles différents seront étudiés dans les paragraphes qui suivent.
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Tous ses coefficients sont non nuls : on sait donc que ¥ x M" a pour limite I’'unique vecteur
stochastique stable par M c’est a dire (1/ 4 1/4 1/4 1/ 4). Plus précisément ici, pour tout »n
entier naturel non nul, on a M" = M : il suffit de ’écrire... Le systéme est stable !

Quelle que soit la position de départ du point lumineux, chaque sommet du carré a la méme
chance d’étre éclairé...ce qui est plutét cohérent avec l’intuition, et ce que confirme la
calculatrice.

Remarquons ici que M est symétrique : les vecteurs (lignes) stables par M sont exactement les
vecteurs propres (colonnes) de M .

I IRl gebra Ca 1 [ |0t,her~rr‘gn I OIC 1 ean Upr -1g Al gebr*aTCrazlvc Otfp\;rTPrgn ﬂc 1 ean UpT_]

1749
1/4 1/4 174 1/4
l1-4 1/4 1,4 1-4]

[1s4 14 1,4 1/4] LRvic) [a0 bO cO -ab-bO-cO+1]
2 174 174 174 1/4 y0-m [1/4 174 174 1/4]
" 174 174 1/4 1/4 "0 -m2 [1/4 1/4 1,4 1-4]
[1,4 1,4 1,4 1.4 #y0-n10 [1+4 174 1,4 1,4]

ARIT RAD AUTO FUNC 3730 ARIT RAD AUTD FUNC 4/30

II. Etude de la situation correspondant au protocole 2

Le second protocole est le suivant :
entre les instants 7 et £ + 1 le point lumineux soit reste en place, soit se deplace vers un |
des deux autres sommets situés sur la méme aréte du carré, avec les mémes §
probablhtes e graphe est le suivant, ou toutes les aretes sont ponderees cette fois par

AL SR e T T BT g s TR R il B VoK B POASEECLE AR Ao S e B

A B

C

La matrice de transition M du graphe probabiliste est donc
1/3 1/3 0 1/3

1/3 1/3 1/3 0
0 1/3 1/3 1/3
/3 0 1/3 1/3

Attention, certains coefficients sont nuls : les résultats précédents ne s’appliquent donc plus.
Reprenons donc en détail les étapes de la démarche.
Tout d’abord, déterminons les valeurs propres de cette matrice M. Le polynéme

2
caractéristique de M est G -X ) (—%—X )(l —X) ; les valeurs propres sont donc 1 (simple),
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- % (simple) et % (double). Finalement, contrairement a notre impression de départ, le

théoréme s’applique® : Vo x M" a pour limite 1’unique vecteur stochastique stable par M c¢’est
a dire (1/4 1/4 1/4 1/4) encore une fois. On a donc la méme conclusion que dans
I’exemple précédent.

| ngebralCalc OtherTPrgnIOICIean Um

l 175 1735 I/SJ

143 8 13 173
10
.250012701316 249995766228 .249995:
.249995766228 250012701316 ,249995:
.249995766228 249995766228 250012
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Le calcul de ¥y x M'% peut se faire avec une TI-92 : on observe encore la convergence vers
Pétat stable (1/4 1/4 1/4 1/4).
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I+

II1. Etude de la situation correspondant au protocole 3

On utilise le protocole suivant : ‘ _
entre les instants £ et £ + 1 , le point lumineux se déplace, soit sur la diagonale du carré

pour attemdre le sommet dxametralement oppose avec une probabilité égale a% soit

sur chacune des arétes contlgues avec Ies memes probabllxtes

Le graphe est le suivant : chaque aréte diagonale est pondérée par 1/2, tandls que les autres
arétes sont pondérées par 1/4.

® Car 1 est valeur propre simple et les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1. Pourtant certains des
cocefficients de cette matrice sont nuls...
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La matrice de transition M du graphe probabiliste est donc :
0 1/4 1/2 1/4
/4 0 1/2 1/4
1/2 1/4 0 1/4
1/4 1/2 1/4 0

2
Son polynéme caractéristique est X (X —1)(X +—;-J ; une fois de plus, ses valeurs propres

respectent les conditions du théoréme qui montre que ¥y x M" a pour limite ’'unique vecteur
stochastique stable par M c’est a dire (1/4 1/4 1/4 1/4) encore une fois. On a donc la

méme conclusion que dans l’exemple précédent, ce que l’on peut vérifier avec une
calculatrice.

| lH 1 ge!::r*aTCfazlv cl|0 tf;w;rTPr‘gn I OTC 1 ean Upﬁ

ll/z 1740 1/4J

14 172 174 0O 249511?18?5 25 25048828 »
a0 .25 24951171875 .25
.25048828125 .25 .24951171¢ .25 .25 .25 .25
[.25 .25048828125 .25 , v 100 l.zs .25 .25 .25]
.24951171875 .25 .25048828: .25 .25 .25 .25
.25 .24951171875 .25 .25 .25 .25 .25
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IV. Etude de la situation correspondant au protocole 4

probabilités conditionnelles de changement de sommet sont proportionnelles a la
longueur du trajet parcouru par le point pour effectuer le déplacement.

Le protocole est trés voisin du précédent, 4 ceci prés que I’on suppose queles =~

La matrice de transition M du graphe probabiliste est donc :

0 1—? V2 -1 1-—‘/2Z
1—£ 0 1——‘/Z V2 -1
I
J2-1 1——23 0 1-72
1-—‘/2—5— V2-1 1-% 0

Son polyndme caractéristique est égal a X* + (8\/5 —12)X% + (28 - 20\/§)X— 17 + 12\/-2_ et il
se factorise sous la forme (X — 1)(X* + X% + (8\/5 -1D)X+17- 12\/5) puis, enfin, en produits
de facteurs du premier degré (X — 1)(X -1 + \/E)Z(X +3- 2\/5) ; le théoreme s’applique
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encore : Vo x M' a pour limite I’'unique vecteur stochastique stable par M c’est a dire
(l/ 4 1/4 1/4 1/ 4). On a donc la méme conclusion que dans I’exemple précédent.

r: T Fzv 3w Y. fa~ S i
v E ngebralCalc Ot,herTPr*ngOTCIean Upl
[1--‘2 B-1 1-2 ¢ J . ‘ ' ‘
2 2 . 249925667136 .249999994474 2500742
10

_p .249999994474 .249925667136 .249999¢
.250074343916 .249999994474 . 249925¢ .25 .25 .25 .25

+249999994474 250074343916 . 249999 100 .25 .25 .25 .25

.249923667136 .249999994474 2500741 " .25 .25 .25 .25
.249999994474 249925667136 . 249999¢ .25 .25 .25 .25
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V. Etude d’une situation correspondant au protocole 5

Le protocole est le suivant: - -
entre les instants ¢ et ¢ + 1, le point se déplace sur une des deux arétes contigués, avec
la probabilité p si le déplacement se fait dans le sens des aiguilles d’une montre et

1 — p sinon.

0 4 0 1-p
1- 0 0
M= p pP
0 1-p O P
)4 0 1-p O

M a pour polyndme caractéristique (X — 1)(X + 1)(X* + (2p — 1)) ; les quatre valeurs propres
complexes sont 1, -1, (2p — 1)i et «(2p — 1)i; le théoreme ne s’applique 5plus : 1 est bien
valeur propre simple mais une des valeurs propres (—1) a un module égal a 191

rh T F2 T rsz Fav FS 34 T ]
v a Fllge?:ra Calc Ot,herTPrngO Clean Up
b D

= NewPro one

€} P 0 1-p

1-p O P 0

o] 1-p 0O P

P o] 1-p O

8 factor(det(m - x-identity(4)))
(x-1)(x+1)(x2+4-p2-4-p+1)

factor{(det(m—x¥identity(4>>)|
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Peut-on conclure cependant ? I s’agit toujours de trouver la limite de la suite (M")...
Commengons par examiner quelques cas particuliers.

L]

% Et non plus strictement inférieur...
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e Premier cas particulier : p =
La matrice de transition est alors :
0 1/2 0 1/2

172 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

1720 1/2 0
Remarquons que :

M=

172 0 1/2 0 0 1/72 0 1/2

2 0 1/2 0 1/2 , (1/2 0 1/2 0
M* = et M’ = ;

172 0 1/2 0 0 1/72 0 1/2

0 1/2 0 1/2 1/72 0 1/2 0

ainsi, par récurrence, on a pour tout entier n, M** = M et M*"* ' = M.
D’ou I’on tire que :

Van= Vo x M et Vap1 = Vo x M
On en déduit :

Gp =6 = é‘(ao +Co) Ayp4l =';‘(bo +do)
et

1 1
b,, =d,, =‘2“(bo +d0) by, =5("0 +Co)

La suite (V) ne converge que si et seulement si ag + co = by + dj.
Précisons cette condition. On doit donc avoir :

a,+b,+c,+d, =1 a,+c,=1-b,—-d
0o soit{ ° ° ¢ 7% Qo0 I’on tire bo+dy=
a,+c,=b,+d,

N [—

a,+c, =b,+d,

b

N —

En conclusion, la suite (V},) converge si et seulement si seulement si ag + ¢o = by + dp =

elle converge alors vers le vecteur stochastique (1/4 1/4 1/4 1/4).
En revanche, si par exemple a ’instant initial le point lumineux est en A, le vecteur initial
sera :
Vo=(1 0 0 0)
et la suite (V,) ne convergera pas.
Onaura limV,,=(1/2 0 1/2 0) et lim7,, =(0 1/72 0 1/2)

n—»+w

e Deuxiéme cas particulier : p =%

0 1/4 0 3/4
3/4 0 1/4 0
0 3/4 0 1/4|
1/4 0 3/4 0

La matrice de transition® est cette fois M =

Déterminons les premiéres puissances de M.
On obtient :

% Elle n’est plus cette fois symétrique.
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3/8 0 5/8 0 0 9/16 0 7/16
M= 0 3/8 0 5/8 I 7/16 0 9/16 0
5/8 0 3/8 0 0 7/16 0 9/16

0 5/8 0 3/8 9/16 0 7/16 0

La calculatrice donne :

1 F2 F3v FYy
(R lA1debralcatc otherPramtolc 1oy us] |

T 374 0 13
l1/4 0] 374 0 J 0. . 499999523163 0. ’
v 20 .2l
.500000476837 0. . 499999 e. .499999761581 0.
0. . 500000476837 0. .500000238419 0. . 499999
499999523163 0. . 500000" 0. . 500000238419 0. ’
0. . 499999523163 0. .499999761581 0. . S00000;
m~20{
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172 0 1/2 0
. o . . ) 0 1/2 0 1/2) ..
Il semble que la suite (M) ait pour limite la matrice J = déja
. 1720 1/2 0
0 1/2 0 1/2

rencontrée et que la suite (M) ait pour limite la matrice :
0 1/72 0 1/2

/72 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
172 0 1/2 0

J =JIM=MJ]=

F3v
ngebralCalclotherTPrngOTCIean Upr | FllgebraTCalcTOtherTPrgmIOTClean Up|
172 G 7/
" [€] 172 . jm 172
1/2 o] 172 0 0 1/2 o] 1/2
LO 172 0 1/2] L172 0 172 0 |
(0 174 0 374 [0 172 0 1/2]
374 0 174 0 . 172 0 172 0
"y "m-Jg
o] 374 0 174 o] 172 0 172
L1#4 O 374 0 | L1-2 O 12 0
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Comme M*" = (M 2 r étudions la matrice M :

2
son polyndme caractéristique est (1-X )2(% +X j donc 1 et —1/4 sont deux valeurs

propres d’ordre 2 ;

F3v Fyv FS Fev
(01 sebralcatclotherPrantolc1eam Us] |
-’ Q9 g - Q9 L)
2 0 38 0 58
5.8 8 38 0
e 580 38
» factor(det(m? - x- identity(4)))

(x=1)%-(4-x + 1)2
16

.ctorl{det{(m*2—x*identity{4>))

ﬁRI RAD AUTD FUNC 4/30

L]
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le sous espace propre E associé a la valeur propre 1 est de dimension 2 et est dirigé par

1 0
0 1 ) o 1
) et 0 tandis que le sous espace propre F associé a la valeur propre 2 est de
0 1
1 0
. ) ., 0 1
dimension 2 et est dirigé par { et 0
0 -1

Mais, un grand mais, on ne se trouve pas avec M* dans les conditions d’application du
théoréme : c’est bien une matrice stochastique, mais 1 est valeur propre double ! Il faut donc
trouver un autre moyen pour déterminer la limite de A*"...

Ceci étant, revenons aux considérations du début, il se trouve que M est diagonalisable en
choisissant une base de R* constituée avec ses vecteurs propres. On peut écrire :

1 0 0 0 1 01 O
s y 01 0 0 01 0 1
M*®=PDP" enposant D = et P=
0 0 -1/4 0 1 0 -1 0
00 0 -1/4 01 0 -1
Comme d’habitude, on en déduit que :
1 0 0 0
0 1 0 0
M* =PD"P"' =P P!

0 0 (-1/4)" 0
00 0 (-1/4)
Tous calculs faits®’, on arrive a :

Il est alors clair que lim M>" =J et le résultat est prouvé !

n—+w

Du méme coup, lim M**' =M lim M =MJ =J".

n—>+wo n-=>+w

%7 Malheureusement non pris en charge par notre chére TI-92, & cause des (-1)", car a priori, la calculatrice suppose que  est
une variable réelle et bloque dans les calculs...

76



Autre méthode®
Relativement a la base canonique,

172 0 1/2 0

0 1/2 0 12|

172 0 1/2 0|’

0 1/2 0 1/2

1/2 0 -1/2 0
0 1/2 0 -1/2

-1/2 0 1/2 0 |
0 =1/2 0 1/2

le projecteur sur E parallelement a F a pour matrice J =

le projecteur sur F parallélement & £ a pour matrice K =

Si bien que M* =J - %K

Nous utiliserons la formule du bindme, aprés avoir remarqué que :
J et K sont des matrices de projecteurs donc * =J=J, K> =K =K* pour tout entier
k;
JxK=KxJ=0.

On peut €écrire :

M* =(M2)" = J—lK) LI N =J+(—lj K
4 4 4
On conclut alors comme précédemment.

e Casgénéral:0<p<1
On procede de fagon analogue :

M l1-p 0 p 0 :
0 1-p O )4
)4 0 1-p O
2p(1- p) 0 p*+(1-py 0
e 0 2p(1-p) 0 p*+(-py
pr+(-p) 0 2p(1-p) 0
0 p*+(1-py 0 2p(1-p)

On pourrait reprendre la méme méthode que précédemment, d’autant que les valeurs propres
se déterminent facilement :
I FllgebralCalc Other*TPrngOTCIean Upﬁ
2pZ-2Pp+1 0
L] det,(m -X* 1dent,1tg(4))
2 2 2
[x +4.p(P-1)x-4p“+4-p- 1]

'f‘actor[(x2+4~p-(p—1)-x-4~p2+4-p- 1_’
2
(x-1)2(x+4p2-4p+1)

factor{ans{1)>
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1 et —(2p — 1)* sont des valeurs propres d’ordre 2...

% Les calculs ne sont pas développés !
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Déterminons les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres, sans trop détailler les
calculs...

le sous espace propre E associé a la valeur propre 1 est de dimension 2 et est dirigé par

1 0
les vecteurs { et 0 comme dans le cas particulier déja traité ;
0 1
le sous espace propre F associé a la valeur propre —(2p — 1)* est de dimension 2 et est
1 0
., 1
encore dirigé par les vecteurs 1 et 0
0 -1

La matrice M* est donc une fois de plus diagonalisable... En choisissant une base de R*
constituée avec ses vecteurs propres, on peut écrire :

M? = PDP”! t D= 0 ’ ° t P= 01 01
- SMPOSEEEE0 0 —2p-1 0 [T T|1 0 <1 o0
00 0 -(2p-1)’ 01 0 -1
La matrice de passage n’a pas changg¢ !
On en déduit que :
10 0 0
7 ; 0 1 0 0 ;
M =PD"P"=P| (1) . P
0 0 0 ~(2p-1)"
Le calcul donne finalement...
1 2n 1 2n }
—2—(1—(2p—1) ) 0 E(1+(2p—1) ) 0
1 2n 1 2n
. 0 5(1—(2p-1) ) 0 5(1+(2p—1) )
1 2n 1 2n
—2-(1+(2p—-1) ) 0 —2-(1~(2p—1) ) 0
1 2n 1 2n
0 5(1-(21)—1) ) 0 —2—(1——(2p—1) )

Nous sommes en mesure de conclure : si p € ]0; 1[, alors 2p — 1 € ]-1 ; 1[. En tout état de

cause, lim (2 p——l)z" =0 ce qui permet de conclure que lim M* =J, puis que

n—+wx n—>+w

lim M*™*' =M lim M*" = MJ =J' comme précédemment.

n—»+00 n—>+0

Autre méthode

Les calculs précédents, s’ils permettent d’arriver & coup sir au résultat, sont cependant
fastidieux a mener. On peut chercher a utiliser une autre méthode, analogue a celle que nous
avons utilisée dans le cas ou p = 1/4.
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On veut écrire M* sous la forme : J + autre chose, pour pouvoir utiliser la formule du binéme.
A quoi est égal M —J 2

(a1 debralcatclother Prontolces Us| | R |A1ebralCalelother PramIolclen Us| |
. 1-p O P [0] o 172 U 1721
o] 1-p 0O P 2= J
p 0 1-p 0 | -2.p2+2.p-1s2 @ 2-p
12 8 12 0 ] 252400
N [0 o o L ) . 2:p2+2p-12 0
12 B 172 6 2'P -2'P+1/2 Q -2
0 1,2 08 1/2J 0 2.p2-2p+1/2 O
5
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Or, on peut écrire :

11 1 2
2p*+2p—-—=—=(4p* -4p+1)=—=(2p-1
P +2p-5 === (4p’4p+1)=-=(2p-1)

1 1 1 2
2p’ —2p+—=—(4p*—4p+1)==(2p-1)
p'=2p+o=2(4p’—4p+1)=2(2p-1)
sibienqueMz—J=—(2p—l)2><K.
On en déduit comme précédemment que M =J + (-(2p — 1)%)" x K.
Comme - 1< =(2p—1)*<0,0na lim (—-(2p—1)2)n =0 et ’on conclut de la méme fagon.

n—+w

Conclusion

Avec ce protocole, on obtient pour p € ]0; 1[ les mémes conclusions que pour p = 1/4 ou
p=1/2: la suite (M") ne converge pas, contrairement aux deux sous-suites de rang pair et
impair.

Si I’état initial vérifie ag + co = by + dp =% , alors I’état probabiliste décrit par la suite (V) se

stabilise vers la valeur limite (l /4 1/4 1/4 1/ 4). Sinon, la suite (V,) n’a pas de limite ; en
revanche :

limV,, =(a, &, ¢ dO)J=(

n—>+o0

hm V2n+l :(

ay+c, by+d, a,+c, b,+d,
2 2 2 2 J
b+d, a,+c, b,+d, a0+coj

2 2 2 2

n—+w

Remarquons enfin que M posséde un seul état stochastique stable représenté par le vecteur
(1/4 1/4 1/4 1/4).
II suffit de résoudre le systéme suivant, d’inconnue (x, y, z, f) :

x+y+z+t=1 x+y+z+t=1
(I-py+pt=x -x+(1-p)y+pt=0
px+(l-p)z=y o spx-y+(1-p)z=0
py+(-py=z py-z+(1=-p}=0
(1-p)x+pz=t ((1-p)x+pz-1=0

La résolution d’un tel systéme, quelque peu rébarbative, peut étre menée matriciellement sur
une TI-92 :
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On suppose que e point Iummeux se déplace selon le protocole /. On s’intéresse a la
probabilité p, qu’entre les instants 0 et # on observe au moins une foxs le phenomene
suivant : le point lumineux reste en A pendant 5 instants consécutifs. -

el

[ 2

Ce probléeme est a rattacher évidemment a un des exemples introductifs inspiré par Nicole

Vogel
Au n® instant (n >

1), on est dans 1’un des 6 états :

E)y : aucune suite de 5 allumages en A au cours des # instants, et le dernier allumage

n’est pas en 4.

E, : aucune suite de 5 allumages en 4 au cours des » instants, le dernier allumage est

en A, mais pas I’avant dernier

E; : aucune suite de 5 allumages en 4 au cours des » instants, les deux derniers

allumages sont en 4, mais pas celui d’avant

Ej; : aucune suite de 5 allumages en A au cours des # instants, les trois derniers

allumages sont en 4, mais pas celui d’avant

E4 : aucune suite de 5 allumages en 4 au cours des » instants, les quatre derniers

allumages sont en 4, mais pas celui d’avant
Es : il y a au moins une suite de 5

allumages en 4 au cours des n
instants

Le graphe probabiliste a six sommets ci-
dessous décrit I’évolution du systéme :
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Sa matrice de transition est la matrice

3/4 1/4 0 0 0 0

3/4 0 1/4 0 0 0

M=13/4 0 0 1/4 0 O

3/4 0 0 0 1/4 0

0 0 0 0 0 1

Le polyndme caractéristique de M est :
P(X)= (1—)()(—)(5 R +—37)(3 +—33—X +—§-X+is)
4 4 4 4* 4
r—Tﬂlgebr‘amotherTPrngOTCIean Upﬁ
374 0 174 0

34 0 0 0 1/40
340 © © 0 14
@ o © ©6 0 1
® det(m - x-identity(s))
4 x5 -768x% - 192 x5 -48-x2- 12 x - 3)
1624
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Quelles sont les valeurs propres, c’est-a-dire les racines du polyndme caractéristique ?
Notre petite TI- 92 donne :

rF T T T T
| | l. x-— .062526564551711 + 229332885?0989
Fllgebra Calc Other‘TPrgnIOTCIean Up On X= DEI5265645517 1155053588

1024 5 0989%i or x=-.1871 59@04595854- 12

1)-(1024-x5 - 768 %% - 192 %3 T g Ee b Ll

-1)- %9 - x® - X - - i or x—- or x=.
Isolve[(x ) a " $3926485005528 )
x=1 or x=.999 ] B
5 4 2 2

- 1 . . - . - v

'cSolue[(x )-(1024-x5 - 768 x -1y, )
X=.063+.229-4 or x=.063-.229-4 or) < »
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soit deux valeurs propres réelles, 1 et une autre trés proche de 1%, ainsi que 4 valeurs propres
complexes toutes de module strictement inférieur a 1.
Le théoréme s’applique donc : la suite (M") converge vers la matrice dont les lignes sont

égales a I’'unique vecteur stochastique stable par M qui est (O 0 0 0O l).
Le vecteur V,= (x, v, z, t, u, p,)décrivant]’état probabiliste du systéme a donc

pour limite (0 0 0 0 0 1).

La probabilité de voir s’allumer 5 fois de suite au cours des » premiers instants le point en 4
tend vers 1 quand » tend vers +oo, et ceci quelle que soit I’allumage initial. Cependant la
convergence est trés lente comme le montre les écrans suivants :

|v"gwl.ﬂ lgré;ma |Cra)1'c. IO{R;rTPngSm I OTC 1 erasn' Upﬁ | #—|Al gebr‘a ICa lc |0t.her~TPrgn I UTC 1 ean Upﬁ
"_m

l. uug

.699 .175 .044 .011 .003 .068 .361 .09 .023 .006 .001 .519

.697 .174 .044 .011 .003 .071 .36 .09 .023 .006 .001 .S521

.689 .172 .043 .011 .003 .082 .355 .089 .022 .006 .001 .526

.656 .164 .041 .01 .003 .126 .338 .085 .021 .005 .001 .549

.525 .131 .033 .008 .002 .301 .271 .068 .017 .004 .001 .639

. 8. 0. 0. 0. 1. @. 0. 6. 0. 0. 1.
00 in~1 000
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C’est lié a la présence d’une valeur propre trés proche de 1 : en effet, la suite géométrique de
raison 0,999 qui va apparaitre dans les calculs de M" converge assez lentement.

% En précisant, c’est une valeur propre comprise entre 0,9992 et 0,9993.
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ANNEXE 1 : REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

u est un endomorphisme de € ; on appelle M sa matrice dans la base canonique.

Valeurs propres, vecteurs propres

e Ondit que A est une valeur propre de I’endomorphisme u (ou de la matrice M) s’il existe
un vecteur x non nul tel que u(x) = Ax.

¢ On dit que x est un vecteur propre associé a la valeur propre A.

Polyndme caractéristique

o Le polynéme caractéristique de u, ou de M, est :
P(X)=det(u—-X id)=det(M - XT).
Les racines du polyndme caractéristique sont les valeurs propres de .

¢ Quand on travaille dans C, P(X) est toujours scindé et u posseéde g valeurs propres
complexes distinctes ou non.
P(X) peut s’écrire :

P(X)=(X=-2)"(X-4)" ...(X—ﬂp)a" avec @, +a, +..+a,= ¢

On dit alors que A4, est une valeur propre d’ordre ¢;.

Sous-espace propres

o FE;=ker (u -A1d ) est le sous-espace propre associé a la valeur propre 4, .

e Ladimension du sous-espace propre E; vérifie : dim F; < o

o Les sous-espaces propres E; forment une somme directe, ... mais cette somme ne donne

pas toujours I’espace €7 tout entier.
Si c’est le cas, I’endomorphisme u, et donc sa matrice M est diagonalisable car il existe une

base de 1’espace formé de vecteurs propres.
Sinon il faudra trouver une somme directe donnant C? en « agrandissant » les sous-espaces

propres.

Polynome minimal

o Le polyndéme caractéristique s’annule en u : P(u) = 0. C’est le théoréme de Cayley-
Hamilton.

e L’ensemble des polynomes O de C[X] tels que O(u) = 0 est un idéal non réduit a {0} de
I’anneau C[X] : il est engendré par un polynéme m non nul, appelé polyndme minimal de u.

e Le polyndme minimal m divise le polyndme caractéristique P et a les mémes racines que
P.

En conséquence, m(X)=(X—/?1)’l (X—ﬂ?)r2 ...(X—/lp)r” avec 1 <r;< a,.

Sous-espaces spectraux

e Le sous-espace vectoriel
Ni=ker ((u=4d)" |=ker ((u-Al)" )= ... =ker ((u-41d)" )
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est le sous espace spectral associé a la valeur propre A4,.

e Le sous-espace propre E; associé a la valeur propre A; est contenu dans le sous-espace
spectral N; associ€ a la méme valeurs propre.

e Le sous-espace spectral NV; a pour dimension ¢;.

o L’espace tout entier C? est la somme directe des sous-espaces spectraux V..
Les sous-espaces spectraux sont bien les « agrandissements », que nous suggérions plus haut,
des sous-espaces propres.

e Si A, estune valeur propre simple de u , alors «, =r;= 1 et E; = N, est une droite

vectorielle.

Restriction de # aux sous-espaces spectraux
e On appelle ; la restriction de u & N; : u; est un endomorphisme de N,.
e v;=u,—Ald, estaussi un endomorphisme de N,. Il est de plus nilpotent d’indice r;, c’est-

a-dire que v;” = 0 tandis que v~ L2 0.
On a donc de fagon équivalente u; = v; + 4,1d,,
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ANNEXE 2 : PUISSANCES DE MATRICE

Les notations précédentes sont conservées.
Pour » appartenant a IN, " désigne I’endomorphisme ¥" =u o u 0...0 u.

Ecriture de u”", puis de M", dans le cas général
e Sile vecteur x appartient a €7, il s’écrit de fagon unique sous la forme
x=xptx+..tx,

avec x; appartenant au sous-espace spectral N..
i=p

W) =u"(x +x3+ ... +x,) = Zu (x,) = Zu (x) = Z(v,+/1,.ld)"(x,.).

i=1
e Expression de u;"
Que vaut u" = (v, + 4,1d)" ?
Comme les endomorphismes v; et 4;1d commutent, on peut appliquer la formule du bindme de

Newton :
(v +A Id)" kin "y Ak kzé (7 Ak
I8 1 k 1 1 k ] 1

k=0 k=0
(dés que n dépasse r; — 1 du fait de la nilpotence de v;)
Si A, estnon nulle et si n dépasse r;— 1 ona:

k=r-1 _ _
u = Z n(n-=1)..(n-k+1) yEa
pay k!

v,
- " k
=4 z k(ak0+akln+ +akk]n +n)
k=r-1
_qn k
=4 Z Wl
k=0
ou les w;x sont des endomorphismes de N, s’écrivant comme combinaison linéaire des
endomorphismes v/,
Si la valeur propre A, est non nulle et simple, alors ; = 1 et v; est ’endomorphisme nul et

= A"ld,
Si on suppose que toutes les valeurs propres de » sont non nulles et si on note p; le projecteur

sur N; parallélement a la somme directe des N pour £ différent de 7, on peut donc en revenant

a u” écrire, en supposant » suffisamment grand et en utilisant ce qui précéde :
i=p k=r-1

u = Z /1 Z ( :,k ° pl)
oulesw;x o p; sont des endomorphismes de C “.

o [Expression de u"
Si on suppose que 0 est une des valeurs propres de u, ’écriture précédente demeure valable, a

ceci prés que la premiére somme est constituée de p — 1 termes au lieu de p.

La relation ci-dessus se traduit naturellement sous forme matricielle :
i=p /( r l

ZA Z n A . pour n suffisamment grand,
i=]

ou les A4;; sont des matrices qui ne dépendent pas de n; elles sont au nombre de
r=ri+ry+ .. +r,;etaunombreder + ...+ r, sion suppose que 0 = 4,
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Cas d’une matrice stochastique vérifiant les conditions du théoréme 6
On suppose a présent que M est une matrice stochastique ayant 4, = 1 comme valeur propre

simple et dont les autres valeurs propres 4,, ...., 4, ont un module strictement inférieur a 1.

Les sous espaces spectraux N , N, ,..., N, sont de dimension respective 1, «, ,..., a,.

On obtient une base B’ de €7 en réunissant les bases de ces sous-espaces spectraux.
L’endomorphisme u qui a pour matrice M dans la base canonique de €7 a pour base M’ dans
la base B’ et on a la relation habituelle : M= PM'P~" ou P désigne la matrice de passage de la
base canonique vers B’

On en déduit que M" = PM"P~".

Or:

u'= p+ ‘i’j’?'fnki_l ”kwn_k °p
i=2 k=0
Traduisons sous forme matricielle cette relation en utilisant la base spectrale B’ :
M"= 4 + fx,."kf n'W,, x 4
i=2 k=0
avec 4 constituée de 0 partout sauf a la premieére ligne premiére colonne ouilya l.
Wik x A;= A, est une matrice d’ordre g qui ne dépend pas de n.

On munit ’ensemble des matrices carrées d’ordre g de la norme définie par

||M|| = sup’m,,j.’ .
i=p k=r-1
Onadonc 0 < ”M '"—A1“ < |/1,. § 4, ”n"
=2 k=0
i=p k=r-1
Soit a = Sup ”A,_k l ; on peut écrire 0 < "M "4 ” < az Z A "
=2 k=0

Or chacun des termes I/I,.In n* de la somme finie qui majore HM "—4 “ a pour limite 0 quand »

tend vers +co puisque chacune des valeurs propre a un module strictement inférieur a 1; par

encadrement on en déduit donc que lim ||M " 4, ” =0.
1 0 - 0
00 .- 0

etdonc M"tend vers 4, = | . . .
0 0 - 0

Il s’en suit que M” a pour limite P x 4; x P~ = M.

M, est stochastique, comme M et comme M" , de rang 1 comme 4.

Toutes ses lignes sont donc proportionnelles, mais comme la somme de leurs termes vaut 1,
elles doivent étre égales.

(A l,

TR . . 12 lq

M, s’écrit donc nécessairement sous la forme . :
L1 lq
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