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L'HOMOGRAPHIE. 

I. Division harmonique. 

1. Définition 

Définition: Quatre points alignés A, B, C, D donnés dans cet ordre forment une division 
harmonique si et seulement si 

LA.lJB + CE.JJA = o. 

Cette définition équivaut, quand les points sont distincts à l'égalité 

CA ru 
CE l5B 

(on dit alors que Cet D divisent [AB] dans des rapports opposés) 
soit encore à 

CA + DA =-1 
CB DB 

. CA DA , 
(le scalaire = + = est appele le rapport anharmonique du quadruplet (A,B,C,D» 

CB DB 

Remarques: 

1. La définition ne dépend pas du repère 
affine choisi pour définir les mesures 
algébriques. 

A 
• 

c 

2. Si a, /3, y, t5 sont les abscisses des points A, B, C, D d'origine 0: 

(A,B C,D) = ~. a- ô = ~ H-
, !3-y.!3-t5!3-y a-t5 

• 
B D 

Si A, B, C désignent trois points distincts fixés d'une droite munie d'un repère affine, 
l'application qui à tout réel x abscisse d'un point M courant de (AB) associe le rapport 
anharmonique (A,B,C,M) est une application homographique du corps IR, c'est-à-dire une 

application t/J: x ~ ::~ telle que ad - he =1= O. En effet si A = ad - he était nul, l'application 



homographique serait constante (effectuez par exemple une décomposition en éléments 
simples l de la fraction rationnelle) ce qui est exclu. 

3. On déduit de 2 que la division (A,B,C,D) est harmonique si et seulement si 

(a+b)(r+-o> = 2 (af3+yo> 
(Relation dite de Mersenne). 

2. Formules classiques. 

On a !XfJ-- y IL: -1 si l'on choisit D au centre du repère, et donc 
y a 

2 1 1 -=-+-
Y a fJ 

(Relation dite de Descartes). 

On obtient une relation classique en introduisant le point 0 milieu du segment [CD]. Dans ce 

cas la relation principale devient !XfJ-- y ~+ = -1 ou encore r = afJ. Cette relation dite de 
y a y 

Newton est utilisée en optique géométrique. 

3. Lien avec les barycentres. 

Etant donnés (A,B,C,D) quatre points alignés, il est toujours possible de considérer et que Cet 
D, quand ils sont différents de A, sont barycentres de A et B affectés des coefficients respectifs 
u et -1 et u' et -1. Dans ce cas (A,B,C,D) = u'+u. 

Application: ceci permet, pour former des 
divisions harmoniques, d'utiliser la 
construction classique du barycentre de deux 
points. Pour construire le barycentre de A et B 
affectés des coefficients a et b, il est d'usage 
de reporter ces nombres sur deux axes 
parallèles menés par A et B (en inversant et 
les signes et les places). On place ainsi deux 
points E et G. Le point C est à l'intersection 
de (EG) avec (AB). Si maintenant on construit 
le symétrique F de G par rapport à B on 
obtient par la même méthode un second point 
D ( sauf si a=b) qui est barycentre de A et B 
affectés des coefficients a et -b. La division 
(A,B,C,D) est alors harmonique. 

~ 
1 On a aussi 4J '(x) = (cx+di 

2 

F 

A c B 

G 

o 



4. Compléter la droite. 

Etant donnés trois points alignés A, B, C le quatrième point D tel que la division (A,B,C,D) 
soit harmonique est déterminé si et seulement si C n'est pas le milieu de [AB]. On remarque 
toutefois que lorsque C se rapproche du milieu de [AB] la droite (EF) tend à devenir parallèle 
à (AB). On convient par conséquent de rajouter à la droite (AB) un point OO(AB) appelé point à 
l'infini de la droite (AB) et défini comme le conjugué harmonique du milieu de [AB]. 
Si n désigne le milieu de [AB], on a donc (A,B,n,oo(AB)) = -1. 
On a par définition, si l'on note a, p, co les abscisses de A, B, n et symboliquement par 00 

l'abscisse de OOAB 

OO-a ~ 
--=- = 1 
oo-p r-P 

Le point OO(AB) est aussi considéré comme le barycentre de A et B affectés de coefficients 
opposés. 

Remarque: 

L'application homographique tjJ de 1.a réalise une bijection de IR\{-~} . e 
a -

dans IR\{-}. Si IR e 
désigne le complété du corps des réels, on peut donc prolonger tjJ en une bijection <l> de 

- - a d 
IR ~ IR en posant «1{ 00) = ~ et «1{ -~) = 00. 

II. Homographies. 

1. Premiers pas. 

a. Définitions. 

Définition: On appelle homographie d'une droite.1. (complétée par un point à l'infini) sur une 
droite .1.' toute application H de .1. dans .1.', telle que si R (resp R') désigne un repère de 
.1. (resp .1.') l'application qui à x abscisse de M associe f/i...x) l'abscisse de H(M) soit une 
application homographique de IR dans IR. 

On remarque que cette définition ne dépend pas du choix du repère puisque après un 
changement de repère affine, une homographie reste une homographie. 

Comme la définition de tjJ équivaut d'autre part à l'identité (avec les notations précédentes). 
a d .1. 

(f/i...x) --)(x +-) = - -2. e e c 

La définition se traduit géométriquement, si l'on appelle J' l'image du point à l'infini de .1., 001'1 

et Il' antécédent de 001'1' par la relation 
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Proposition: 
Toute homographie de la droite 8 complétée vers 8', conserve les birapports. Plus 
exactement, une application de 8 dans 8' est une homographie si et seulement si elle conserve 
les birapports. 

Pour montrer le sens direct, il suffit de remarquer qu'une homographie est la composée de 

similitudes x~ ax+b et de l' application X~ 1.. Les similitudes conservent les rapports et donc x 
le birapport. Un simple calcul (laissé au lecteur) montre que la seconde application conserve 
les birapports. 
Pour montrer le sens réciproque on désigne par ABC trois points distincts de la droite 8 et 
leurs images A 'B 'C' par une application ponctuelle T qui conserve les birapports. Nous avons 
vu précédemment que dans ce cas les applications tPABC et tPA13'C' qui associaient aux abscisses 
de Met M les birapports (A,B,C,M) et (A ',B ',C ',M') étaient deux homographies de IR dans 
IR. L'application tP-IA 'B'C' 0 tPABC est donc une homographie de IR dans IR et par suite T est donc 
une homographie de ~ dans ~'. 

Conséquence: Une homographie est donc déterminée par la donnée de trois points et de leurs 
Images. 

b. Faisceau harmonique. 

On choisit pour 8 une droite donnée du plan (ou de l'espace) et l'on fixe, à l'extérieur de ~ , 
un point 0 dans ce plan (ou dans l'espace). A chaque point M de ~ on associe la droite (OM) 
notée M. L'application qui associe à l'abscisse de M, un coefficient directeur de la droite M 
est homographique. En effet si l'on fixe un repère de centre 0 dont l'axe des abscisses est 

parallèle à 8 (d'équation y = b), l'application devient M(x,b) ~ ~. x 
On obtient donc une homographie de ~ sur l'espace affine de dimension 1 constitué par 
l'ensemble des droites qui concourent en 0 (faisceau de droites). 

L'application réciproque de cette homographie est l'application qui à toute ,droite du faisceau 
associe son intersection avec une sécante donnée du plan. Elle est évidemment aussi une 
homographie. 

Conséquence: 
Si un faisceau de droites de sommet 0 est 
coupé par deux transversales ~ et ~' Si 
l'on note encore T l 'homographie du 
paragraphe précédent, l'application T'-Io T 

T 

est une homographie de 8 dans 8'. LeS[~----~1~--f~J~_~~~_1 
birapports (A,B,CJJ) et (A ',B ',C ',D ') des 
intersections sont donc égaux. 

\ 
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Définition: Si le faisceau s'appuie sur une division harmonique, alors le birapport qu'il 
forme sur toute autre sécante est encore harmonique (comme celui des coefficients directeurs 
des droites). On appelle faisceau harmonique un faisceau de telles droites. 

Remarque: 
On peut déterminer l'harmonicité du faisceau en utilisant le point à l'infini de la sécante, c'est
à-dire en la choisissant parallèle à l'une des droites du faisceau. On obtient alors l'énoncé 
suivant: 
Un faisceau de droites concourantes est harmonique si et seulement si trois des droites 
déterminent sur une sécante parallèle à la quatrième deux segments égaux. 

c) Exemples: 
Dans un triangle ABC, les droites (AB), (AC) la médiane 
(AM) et la parallèle (Ax) à (BC) forment un faisceau 
harmonique. 

A B 

/lS\ 
D M c 

1\ 

Avec les bissectrices de l'angle A, les côtés (AB) et CA C) 
d'un triangle ABC forment un faisceau harmonique. Dans 
ce cas deux des rayons conjugués sont orthogonaux. 2 

Dans un trapèze ABCD où M est le 
milieu de [CD], les droites (AB), 
(AC), (AM) et (AD) forment un 
faisceau harmonique. 

1 c J 

2 Réciproquement si dans un faisceau harmonique deux rayons conjugués sont orthogonaux, alors ils sont les 
bissectrices des angles formés par les autres rayons. 
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/ 

Remarque: Si l'on prend 0, A, B, C, D sur un même 
cercle, le birapport du faisceau de sommet 0 qui contient 
A, B, C, D ne dépend pas de O. 

/' 
/ 

/ 
le' 

1 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

H/ 
l 

/ 
/ 

/ 

2. Axe d'une homographie. 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

" '1' 
/ 

/ 

a. Deux théorèmes préparatoires. 

/ 
/ 

/ 

B 

B' 

Proposition: Si deux divisions de quatre 
points (A,B,C,D) et (A,B' ,C' ,D') ont des 
birapports égaux, alors les droites (BB'), 
(CC'), (DD') sont concourantes ou parallèles. 

Démonstration: 

\ 
\ 
\ 
) 

En effet on peut lire ce birapport 
sur la tangente en H point 
diamétralement opposé sur le 
cercle à O. Les droites (OA), (OB), 
(OC), (OD) la rencontrent en A', 
B' , C' , D' . Les mesures 

algébriques HA', etc. sont 
proportionnelles aux sinus des 
angles «OH),(OA)) etc les rapports 
ne dépendent pas donc pas de O. 

/ 

Si par exemple (BR'), et (CC') sont sécantes en 0, la droite (OD), est sécante à (AC') au point 
Do tel que le birapport (A,B,C,D)= (A,B',C' ,Dor (A,B' ,C' ,D'). 
Donc Do= D'. 
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Proposition :Si deux faisceaux de quatre 
droites (a,b,c,d) et (a,b',c',d') de sommets 0 
et 0' (dans un même plan) ont des birapports 
égaux, alors les intersections (0 b) (l (0' b') 
(0 c) (l (O'c'), (0 d) (l (0' d') sont alignées. 

b. Construction d'un point image. 

of ro 

o 

On considère trois points fixés A, B, C d'une droite A et leurs images par une homographie, 
A', B', C' sur A'(que l'on prend coplanaires). Tout point M de A est déterminé par son 
birapport qu'il faut reporter sur A' pour obtenir son image M. On suppose que les droites 
(AB') et (A'B), (AC') et (A'C), (AM) et (A'M) se coupent en p, y, p. 
La proposition du paragraphe précédent, puisque les deux faisceaux de sommets A et A', 
«AA'), (AB'), (AC'), (AM» et «A'A), (A'B), (A'C), (A'M» ont des birapports égaux, et une 
droite en commun, démontre l'alignement des intersections p, y, et p. Pour construire M, on 
cherche donc l'intersection de (Ap ) avec A'. Tout point p correspond ainsi à un couple 
(M ;M) et le lieu du point p lorsque M varie est donc la droite (py) appelé encore l'axe de 
l'homographie. 
Si A et A' sont sécantes en 0 on note 0) et 0)' l'antécédent et l'image par l'homographie du 
point O. La construction précédente nous indique que les points 0) et 0)' sont aussi les 
intersections de l'axe de l'homographie avec les droites A et A'. 

Remarque: au passage nous avons démontré l'alignement des intersections de trois croix 
tracées en choisissant deux triplets sur deux droites quelconques. Ce théorème est appelé le 
théorème de Pappus. 

7 



3. Homographie d'une droite sur elle même. 

Si les ensembles de départ et d'arrivée coïncident, on peut rechercher les points fixes de 
l'homographie, ce qui conduit à résoudre l'équation du second degré 

c~ + (d-a) x-b = 0 
dont le discriminant vaut (a+di - 4 L\. 

Remarque: On vérifie que l'ensemble des homographies de la droite qui fixent le point à 
l'infini coïncide avec l'ensemble des similitudes. Parmi ces dernières, les transformations qui 
possèdent l'infini comme point double sont les translations. 

Si l'on appelle H et K les deux points doubles distincts (réels ou imaginaires) d'abscisses h et 
k d'une homographie H donnée, on a 

H~H 

K~K 

ct;) ~J 

1~ct;) 

Si l'on introduit l'homographie P qui est définie (de façon unique) par 
H ~ ct;) 

K ~O 
ct;) ~ 1 

L'homographie P est donc définie analytiquement par x'= x-hk. L'application composée 
x-

=::: o~oP -1 envoie l'infini sur l'infini et l'origine sur l'origine. C'est donc une similitude de la 
formez~ az. 
Comme on a pour tout réel x (P o+-JXx)=a ~'(x) on en tire la relation classique: 

x'-k x-k ---a-
x'-h x-If 

4. Application aux suite homographiques: 

Les suites homographiques sont définies par leur premier terme et la relation de récurrence: 
au +b 

u = " 
w-I cu +d· 

n 

Si l'homographie qui est sous-jacente n'a pas ses points doubles confondus, on peut effectuer 

le changement de variable défini précédemment, en définissant vn= Un-~. La suite (vn) est alors 
Un-Il 

géométrique de raison a ce qui achève le problème. 

Si les points doubles sont confondus, on a en appelant n le milieu de [1.1] : 
1J2 L\ (a+df 1J2 

Hn 2 - 4 = m:m=- 2 =- 42 -4 
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Donc dans ce cas le point double est le milieu n du segment [1.1]. et si l'on introduit une des 
homographies P qui envoie 

n~oo 

oo~O 

et qui est définie analytiquement par x'= ~d ' P fixe l'infini comme point double et 
a-

x--
2c 

1 1 
correspond donc à une translation. On a donc: --= --+ 'C. a-d a-d . 

x'-- x--
2c 2c 

Cette fonnule s'applique encore aux suites homographiques dans les cas où 4~ = (a+di, mais 
aussi à l'Optique. 

5. Une application à l'Optique. 

Dans le cours d'Optique géométrique, dans les conditions de l'approximation de Gauss qui 
assurent le stigmatisme et l'aplanétisme approchés, on montre comment construire l'image, à 
travers une lentille plane, d'un objet AB perpendiculaire à l'axe de la lentille. 

~B 

1 
p A' 

'-

A F o 
'b' 

B' 

Les foyers F et F sont symétriques par rapport à la lentille (0 leur milieu). On nous apprend 
que l'image d'un rayon (Bb) parallèle à l'axe passe par F et vice versa. 
Si l'on admet que sur la droite (OA) l'application qui à un point associe son image est une 
homographie P on a (d'après la règle précédente) 

oo~F 

F~oo 

o ~ 0 est l'unique point double 
A~A'. 

Nous sommes replacé dans la situation précédente qui s'écrit désonnais 
1 1 1 1 

OA' - OA = T = OF = 1 
(Relation de Descartes). 

La conservation du birapport (AOFoo)=(A'OooF) pennet directement d'obtenir la relation de 

Newton FA FA' = f2 
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6. Axe d'un faisceau (hexagramme de Pascal) 

Si l'on prend comme ensemble de départ (et d'arrivée) un faisceau de droites, et si une 
application homographique applique une droite m du premier faisceau de sommet 0, sur une 
droite m' du second de sommet 0', on peut chercher une construction géométrique de l'image 
de m, connaissant les images a', h', c', de trois droites a, h, c fixées du premier faisceau. On 
trace un cercle fixe contenant les deux sommets 0 et 0'. Ce cercle rencontre les droites a', h', 
c', m'et a, h, c, menA', B', C', MetA, B, C, M 

Les birapports des deux faisceaux de sommets 
A' et A, (A'A, A'B, A'C, A'M) et (AA', AB', 
AC, AM) coïncident avec ceux des faisceaux 
de sommets 0 et 0', (OA, OB, Oc, OM) et 
(O'A', O'B', O'C, O'M). Ils sont donc 
égaux. Les deux faisceaux ayant une droite en 
commun, on déduit de la proposition liminaire 
2.a que les intersections P ,y et J.l de (AB') et 
(A'B), (AC) et (A'C) et (AM) et (A'M). sont 
alignées. Pour construire M et donc m', il 
suffit de marquer l'intersection p de (f3iJ avec 
(A 'M), puis de trouver où (Ap) recoupe le 
cercle de départ. 

Un cas particulier intéressant: 

Si les deux sommets coïncident, on travaille avec le même ensemble au départ ou à l'arrivée. 
On peut donc calculer les points doubles (ici ce sont des droites). Un point M est fixe si et 
seulement si il est confondu avec p. Les points doubles sont donc les intersections (si elles 
existent) de la droite (py) avec le cercle de départ. Comme ce raisonnement prouve 
l'invariance de cette droite (appelée axe de l'homographie) lorsqu'on ne privilégie plus le 
point A par exemple. Toutes les croix formées à partir de l'hexagramme A, B, CA', B', C' 
sont donc alignées, c'est le théorème de Pascal appliqué dans le cercle. 

ill. Point de vue linéaire. 

Le cadre convenable pour traiter de l'homographie est celui de la géométrie projective et sort 
naturellement de ce court exposé. Toutefois pour mieux comprendre les petits miracles que 
nous avons vu apparaître pour les suites et en Optique, on va introduire (aussi bien que faire 
se peut) quelques outils supplémentaires. 

On commence par construire une application de IR x IR dans L\ (une droite complétée par un 
point à l'infini et munie d'un repère) de la façon suivante: 
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A tout couple (x,y) on associe si y n'est pas nulle point d'abscisse :!.. A tout couple (x,O) on y 
associe le point à l'infini de Il. Cette application est bien définie, surjective. Elle permet de 
représenter chaque point de la droite complétée par un système de coordonnées (défini à une 
constante de proportionnalité près) qu'on appelle coordonnées homogènes. 
On peut maintenant rechercher par quelle application une homographie de la droite est 
représentée dans IR. x IR.. 

Pour ce faire il suffit de remplacer les abscisses x et x' dans la définition par des quotients:!. et 
y 

x 
, ,lT".+b 

x x y 
-,. On a -,. = --, et donc 
y y c :!..+d 

y 

{
X' =ax+by 
y' =cx+dy 

L'homographie est ainsi associée dans l'espace vectoriel des coordonnées homogènes à une 
application linéaire (non unique) qui possède donc des représentations matricielles. 

1. Exemple des suites. 

S· 1 . ( ) é·fi 1 1· aUR +b 1 . . 1 . (a b) d 1 a SUIte Un V n le are atlon Un+-l= -I-d; on Ul assocIe a matnce A = d ont le cun ' c 
polynôme caractéristique est P(X) =X 2_ (a+d)X + Il. 
On retrouve pour son discriminant (a+di - 4/l. 
Supposons que ce trinôme possède dans IR. ou peut-être dans C deux racines distinctes (ie le 
discriminant est non nul). La matrice A est diagonalisable. Il existe une matrice P inversible 

telle que A' = p-I A P soit diagonale. A' = (~ ~). Prenons par exemple P =( ~~ ~). 
p-l=( ~ ~~). 
Le vecteur Un qui représente les coordonnées homogènes associées à un vérifie Un= A Un-J et 
donc p-I Un = A' p-I Un.] ce qui démontre à nouveau si a représente le quotient des valeurs 

U -k u-k 
propres que ~ = a~. 

un-h un_I-h 

Le cas de la présence d'une valeur propre double est laissé en exercice. 

2. Composition. 

On démontre facilement que pour composer deux homographies il suffit de multiplier les 
matrices qui leurs correspondent. 

3. Retour sur l'Optique. 
Nous avons vu que trouver l'image A' d'un objet A de l'axe .!l à travers une lentille mince de 
centre 0, de foyers objet et image F et F correspond à appliquer à A l'homographie H de 
/l définie par les conditions suivantes : 

~---+F 

F---+~ 

0---+ 0 (unique point double). 

Dans un repère.!l centré en 0, la représentation analytique de H est 

11 



si l'on note f l'abscisse de F'. 

F 

1 1 :.x~~. 
H -rx...-f 

F' 

Cette homographie est associée à la matrice M = (~ ; ). 

Composer les effets de deux lentilles sur un même axe correspond donc, d'après la relation du 
paragraphe précédent à multiplier les matrices des deux systèmes optiques. La seille 
précaution à prendre concerne les éventuels changement de repère. Une translation x~ x+t 

est une homographie associée à la matrice (~ : ).donc dans le repère centré en n (m) la 

matrice de l'homographie H est (~ it ).( ~ ; )( ~ :). 

Exemple: 
Deux3 lentilles convergentes (LI ) et (L2 ) de distances focales images fi et f2 forment un 

système afocal (ie F' 1 = F2). Soit un objet AB repéré par la distance algébrique F;A = XI et soit 

son image A'B' à travers le doublet reperé par la distance algébrique p;4.' = x2• Déterminer les 
relations de conjugaison du doublet. 
Application nurnérique:fl=20cm,f2=2cm: déterminer le point de l'axe qui est à lui-même sa 
propre image. 

Solution (sous Maple). 

> restart:with(linalq) : 

On écrit les matrices des deux lentilles avant d'effectuer un changement de repère pour retrouver la 

seconde homographie dans le repère centré sur la première. 
> V:=matrix(2,1,[[e],[1]]); 
> 

v:=[ ; J 
> M1:=matrix(2,2,[[fl,O],[1,fl]]); 

._ffl 0J 
Ml '-ll fI 

> M2.b:=matrix(2,2,[[f2,O],[1,f2]]); 

M2b :=[t; ;] 

3 Exercice de taupe dont l'énoncé est tiré du précis Breal cours et exercices résolus, Optique 5 prépa. 

12 



changement de base 
> P:=matrix(2,2, [[l,e], [0,1]]); 

P :=[ ~ ~] 
> M2:=evalm(P&*M2.b&*inverse(P»; 

M2 := r f2 + e -(12 + e) e + e f2] 
II -e+12 

On vérifie les calculs en remarquant que le pied de la seconde lentille est fixe 
> evalm(M2&*V) i 

[~] 
[ Voici la matrice de la composée des homographies. 

> M:=map(expand,evalm(M2&*M1»i 

M:=ffi12+fi e-i -[1 i ] 
[ fi - e +.12 -fi e + fi 12 

On écrit que le système est afocal. 
> e:=f1+f2i 

e :=[1 +12 
> M:=map(expand,evalm(M2&*M1»; 

M:=[-122 -2fi212 -[1122 - fi 3] 
o -[12 

On peut enfin repasser de la matrice à l'homographie composée: 
> B:=x->(M[l,1]*x+M[l,2])/(M[2,1]*x+M[2,2]); 

> f1:=20:f2:=2:B(x)i 

L'agrandissement est de 1/100 
> c:=solve(B(x)=x,x) ; 

On cherche enfin le point invariant... 
> evalf(c+f1) ; 

> 

M],] x+M1,2 
H := x ~ -"-------'-

M2,] x+M2,2 

1 121 
-x+-
100 5 

220 
c·=-. 9 

44.44444444 
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Quelques applications des nombres complexes à la physique 

Partie A La représentation vectorielle de Fresnel 

Les principes de la construction de Fresnel sont exposés dans le Mémoire sur la diffraction de la 
lumière de 1819, mémoire couronné par l'Académie des Science" . 

Il existe plusieurs façons de représenter une grandeur sinusoïdale, selon l'élément variable sur lequel 
on désire fixer son attention, le plus naturel étant d'étudier ses variations en fonction du temps. Dans 
cette optique, toute grandeur sinusoïdale s'écrire: 

y = Asin(rot + <p) ouy = Acos(rot + <p') (Il suffit de remplacer <p par <p' +~) 

Nous prendrons le sinus et les physiciens choisissent généralement pour A le nombre y-J2 où Y est la 
valeur efficace (valeur du courant continu qui produirait la même puissance thennique dans un 

conducteur ohmique). y-J2 est lui-même noté Y: c'est la valeur maximale. 

On appelle intensité efficace] d'un courant alternatif, l'intensité] d'un courant continu., qui, 
traversant un conducteur ohmique de résistance R pendant la même durée, y produirait le 
même dégagement de chaleur. 

T T 

Si la période du courant alternatif est T, on a f R(i(t))2 dt = f R.]2 dt, exprimée en joules. 

o 0 
T 

On montre alors que]2 = f (i(t))2 dt et]2 est la valeur moyenne de P sur une période. 

o 
On a dans ce cas, i(t) = -fi]cos(wt + <p) 

Une tension s'écrira donc: u = u-J2sin(rot+<pu) 

ch 2n 1 
Et une intensité i = 1" 2sin( rot + <p) où ro est la pulsation (ro = T où T est la période et T = 7) 

<p est la phase à l'origine (pour t = 0) et vérifie - ~:s <p ~~ 

La représentation vectorielle de Fresnel 

-+ 
Considérons un vecteur OA, dont le module est, selon une échelle donnée, proportionnel à l'amplitude 

a. Le vecteur tourne dans le plan (0,1,.1) autour de son origine 0, à vitesse angulaire constante ro 
(radis) dans le sens trigonométrique. 

y 
y 
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L'extrémité A du vecteur décrit une circonférence entre les instants t et t + ~ = t + T. 

~ 

Si à l'instant 0, l'angle S = ( t,OA) a la valeur <p, il a, à l'instant t, la valeur S = rot + <p. 

Projetons le vecteur 0 sur l'axe (0, ). La valeur algébrique de sa projection est, à l'instant t : 
y = asinS = asin( rot + <p) 

Ainsi 

- le mouvement de la projection sur l'axe (0,) de l'extrémité du vecteur tournant est un 
mouvement sinusoïdal, d'amplitude égale au module du vecteur, proportionnelle à a; 
- la pulsation ro du mouvement sinusoïdal est numériquement égale à la vitesse angulaire du 
vecteur tournant. 

- la phase <p est égale à l'angle que fait le vecteur tournant avec l'axe (O,}) à l'instant initial t = O. 

La considération de ce vecteur tournant permet d'ailleurs 
cartésienne de y(t) comme le montre la figure ci-dessous. 

1 

1 

T 
t=-

4 

\ 
o 

°i 
1 

une construction de la représentation 

Réciproquement, à toute fonction sinusoïdale y = asin( rot + <p) ont peut faire correspondre un vecteur 
tournant: c'est la représentation vectorielle dite de Fresnel. 

~ 
On représente la fonction y par le vecteur OA dans la position qu'il occupe à l'instant initial t = O. La 
connaissance du module a du vecteur, de l'angle <p et de la vitesse de rotation ro suffisent en effet à 
définir parfaitement la fonction y. 

L'axe (0, t) est l'axe de référence des phases. 
~ 

L'axe (0,) ne sert donc que si l'on désire, par projection de OA, atteindre la valeur instantanée de y. 

Il est important de remarquer que la représentation de Fresnel correspond à une fonction sinusoïdale 
écrite sous la fonne y = asin( rot + <p) dans laquelle a et <p sont positifs et les angles exprimés en 
radians. Si l'expression de y est différente, il faut, par un changement de variables, se ramener à cette 
forme. 

La représentation cartésienne 

Soit deux fonctions sinusoïdales: 
YI = alsin(rot + <PI) etY2 = a2sin(rot + <P2) 

caractérisant deux mouvements sinusoïdaux produits séparément par deux cause même nature Clet 
C2. 

Lorsque les deux causes agissent simultanément, les deux mouvements ayant la même direction, le 
mouvement résultant a la même direction que les mouvements composés et la fonction résultante Y 
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décrivant le mouvement résultant est égale, à chaque instant à la somme algébrique des fonctions YI et 

Y2· 
Donc: Y = YI + )'2· 

Ainsi, la somme de deux fonctions sinusoïdales de même fréquence f est aussI une fonction 
sinusoïdale de fréquence f. 

La construction de Fresnel 

~ ~ 

Aux deux fonctions YI. et Y2 sont associés des vecteurs tournants GAI et OA2. Leurs projections sur 

l'axe (0,1) sont les fonctions sinusoïdales YI et Y2 dont nous cherchons la somme. Soit le vecteur 
~ ~ ~ ~ ~ 

somme géométrique des deux vecteurs OA 1 et OA2 : OA = OA 1 + GA2 

COlmne le parallélogramme OA lAA2 tourne sans se défonner (yI et Y2 ont même vitesse angulaire), le 
~ 

vecteur OA tourne aussi avec la même vitesse angulaire, en gardant un module a constant. 
~ 

La projection de ce vecteur OA sur l'axe (0,1) est la fonction sinusoïdale Y = asin(ro( + <p). Cette 
fonction représente la somme algébrique cherchée puisque, d'après le théorème des projections: 
Y=YI + Y2· 

~ ~ 

Si, dans une représentation de Fresnel (t = 0), nous traçons les vecteurs OA I et OA2, le 
parallélogramme construit sur ces vecteurs donne graphiquement l'amplitude a et la phase <p de la 

~ 

fonction y. Il suffit en effet de mesurer la longueur a égale à OA et l'angle <p = (i,GA) Cette 
construction est la construction de Fresnel. 

Formule de Fresnel 
~ ~ 

La SOllline des affixes des vecteurs GAI et OA2 est zQÀ = 
i(ml + 'Pl) + a ei(rol + 'P2) 

ale 2 ' 

Pour détenniner l'intensité résultante, calculons zQÀz& 
01 

=ëtlZ& = (al ei(rol + 'Pl) + a2ei(rol + 'P2»( a)e-i(rol + 'Pl) + a2e-i(COI + 'P2» ..... ' 

= a)2 + al + 2ala2cos(<Pl - <P2) 
On obtient ainsi OA = ~r-a-12-+-'-'-a-l-+-'-"-2a-I-a-2c-o-S-(<P-l ---<p-2) (fonnule de Fresnel) 

A, 

Remarque 
Comme la dérivée de la fonction x ~ asin(oot + q» est la fonction x ~ ooacos(oot+ q» = 

ooasin(oot+ q> + f), la grandeur sinusoïdale (ou action ou mouvement) dérivée par rapport à t 

est une grandeur sinusoïdale de même centre, même pulsation 00, et dont le vecteur tournant 

se déduit de celui de l'initial par une similitude de centre 0, d'angle f et de rapport 00. 

Nous venons de composer deux mouvements rectilignes sinusoïdaux de même centre, de même 
période, et dont les trajectoires sont portées par une même droite. 
On peut envisager le cas où les deux trajectoires sont portés par deux axes distincts. 
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Trajectoire d'une particule soumise à une force centrale "élastique" 
Considérons une particuleM de masse m soumise à une forcef= -kr (où r = OM et k > 0) dans le plan 

muni d'un repère (0, 1, y). 
~ ~ 

Appliquons le principe fondamental de la dynamique, nous avons m r = -kr dans (0, i , j). En 
. d2x d~y 

projetant sur chacun des axes nous obtenons : m dP = -kx et m dP = -ky 

{

d2X -+ m2x= 0 
dt2 

Ces équations peuvent également s'écrire d2" 
~+ m2y=0 
dt2 

. ~(t) = A\cosmt + B\sinm{ 
Les solutIons sont t) - A ( + B· t· - 2cosm 2smm 

en ayant posé m = ~ 

En supposant: = 0 comme seule condition initiale, on obtient B\m = 0, nous pouvons alors écrire: 

Ix(t) = A\cosm{ = Acosm{ 
!y(t) = A 2cosml + B2sinml = Bcos( ml - q» 

Déterminons ensuite l'allure de la tr~iectoire du point M pour chaque déphasage q> entre x et y. 

~ Ces trajectoires' sont périodiques de période T = 21t 
m 

~ Pour tout t, - A ~ x(t) ~ A et -B ~ y(t) ~ B (en choisissant A > 0 et B > 0) 
donc les trajectoires se trouvent dans un rectangle. 

- Si q> = 0 [1t l, y = ± ~ x et la trajectoire est un segment de droite. 

2 2 

- Si q> = ~ [1tl, ~2 + ~ = 1 et la trajectoire est une ellipse centrée en l'origine. 

- Pour toute autre valeur de q>, la trajectoire est une ellipse d'axe incliné par rapport à (0, 1\ 

1 

17 



Ces diverses ellipses sont visualiées à l'oscillospcope lorsque les fonctions xet y sont des tensions 
sinusoïdales orthogonales de même pulsation 00 mais déphasées de <p. 

Lorsque l'on compose deux tensions sinusoïdales orthogonales de 
pulsations différentes, on obtient des courbes de Lissajous. 

Partie B : Les circuits RLC 

Dans l'étude du courant sinusoïdal, on peut représenter le lien entre les intensité et les tensions 
instantanées par les vecteurs de Fresnel mais aussi par des nombres complexes. 

Le problème est de déterminer une relation entre u et i dans un circuit électrique 

Lorsque le circuit comprend: 
- uniquement une résistance la loi d'Ohm donne u = Ri. 

- uniquement un condensateur de capacité C, la relation devient i = C~~ 
(on dit que i est en quadrature avance sur u) 

- uniquement une bobine d'inductance L, on a u = L ~~ 
(u est en quadrature avance sur i) 

. , . "D all'l 1 ~ 1 Pour un courant contmu, on a : en sene R = LJ.\.i et en par e e R = ~Ri 

Pour un courant alternatif, la quadrature avance correspond à une rotation de ~ pour le vecteur de 

Fresnel correspondant soit à une multiplication de ce vecteur par le complexe i = V-ï. Pour ne pas 
confondre avec le symbole des intensités, on notera j, comme les physiciens ce nombre. On note, de 
plus, par des majuscules soulignées les autres grandeurs complexes. 

Au = u{isin(oot + <Pu) et i = l{isin(oot + <Pi) (avec la notation Û = u{i et Î = l{i pour les valeurs 
maximales et U et Iles valeurs efficaces), on associe les nombres complexes U et l définies par leur 
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expression (dite polaire) [Û;<Pu] et [Î;<p;] donnant module et argument du vecteur de Fresnel 
correspondant. 

Cdu ". Cil Dans ce cas, i = dt s ecnt 1 =j"roU ou U = --:--C J = - T--C J 
- - - j ro- J"ro'-

u = L di s'écrit U =jLrol dt - -

On peut alors généraliser la loi d'Ohm aux courants sinusoïdaux sous la forme U = z..[ où Z. est 
l'impédance complexe, laquelle vérifie les mêmes lois que dans le cas continu: 

en série Z. = Lb et en parallèle ~ = Il; 
(Pour une résistance, Z. = R, un condensateur Z. = -jc~' une bobine Z. = jLro) 

Exemple 1 : 

L 

Exemple 2 

Pour la résistance seule U = RI 
Pour la bobine seule U = jLro[ 
Pour le circuit complet, puisque les éléments sont en série, 
U= (R + jLro)[ 

Le groupement (R, C) est constitué de R et de C en parallèle, son 
. 'dan 1 1 1. R 
nnpe ce est h = /i+ -1- sOl h = 1 + jCRro 

r jCro 

li Le dipôle complet a kOur impédance 

Z. = r + h + r + 1 + jCRro 

.AJ.nsi, si on applique la tension u = U~ sin(rot + <Pu), on peut déterminer le courant i correspondant: 
U 

l==avec U= [U· rn] - Z. - , 't'II 
U 

donc 1 = TZT et arg[ = argll - argZ 

Partie C : Diagramme de Bode 

Pour les systèmes linéaires, les diagrammes de Bode permettent de connaître la réponse du système à 
une excitation sinusoïdale, à différentes fréquences (analyse harmonique) : 

- On impose en entrée du système à étudier une tension sinusoïdale, de fréquence fixée. 
- On attend que le régime soit stabilisé. (régime sinusoïdal établi) 

Système 
linéaire 

Tension d'entrée u(t) = U~sin(rot) 
Tension de sortie u'(t) = u\fisin(rot + <p) 
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On relève q> déphasage entrée-sortie et le quotient ~ ,le gain en amplitude pour plusieurs fréquences 

ou pulsations de la tension d'entrée. 

Le résultat de ce type de mesure est un ensemble de deux graphes : gain-pulsation et déphasage
pulsation. On parle de diagramme de Bode lorsqu'on en fait une représentation en échelle 
logarithmique pour les pulsations. 

La représentation courante en électronique est donnée sous forme de diagrammes de Bode, où l'on 

Gain en décibels 
montre l'évolution du gain en décibels (201ogU) 
et du déphasage en fonction de la pulsation de 
travail, placée elle aUSSI en échelle 
logarithmique. Î 

7 
\pUlsation (log) 

\ . L'intérêt de l'échelle logarithmique est de faire 
intervenir un grand domaine de variation de 00. 

Utilisons la représentation des signaux à l'aide des nombres complexes. Le signal d'entrée sera noté U 
et de sortie U'. 

Le gain complexe sera alors G = ~ tel que 1 G 1 est le gain en amplitude et Arg(G) le déphasage. 

Exemple: Circuit RC dit "passe bas" 

G = Z Z~ Z 1 +1. où 't = CR (constante de temps) avec OOc = 1.. appelé pulsation de coupure. 
_c f1.R loo't 't 

R On trouve 1 G 1 = ~ l , et arg(G) = -arctan(oo't) 
1 + 00~T2 

UiJ:~~UO 1 
OnaG= . 

- 00 
1+· 
~ 

Si 00 » OOc alors G ::::: 0 et le système ne laisse pas passer les signaux de haute fréquence 
Si 00 « OOc alors G Rj 1, le filtre est "passe-bas" 

-3 dB 

-90 

( ) 
La pulsation de coupure OOc est déftnie comme la pulsation 

Pulsation (log !Q.. Gmax roc telle que G = ...[2. 

pulsation (log) 

Si G ~ C:;r les fréquences passent (bande passante) 

alors 2010gG ~ 20logGmax - 20log-J2 

soit GdB ~ GmaxdB - 3dB sur le diagramme de Bode. 
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Courbes de Poursuite 

Elles ont été étudiées par Bouguer dès 1732 dans un mémoire intitulé Problème de la route du' 
vaisseau à la chasse d'un autre (Mémoires de l'Académie des Sciences). Bouguer examinait 
le cas où le vaisseau poursuivi suit une ligne droite1. Il semble que ce problème fut également 
considéré par Léonard de Vinci. 
Une autre formulation du problème est de déterminer la ligne décrite par un chien qui court 
après son maître lorsque celui-ci suit un chemin rectiligne d'un mouvement uniforme. C'est 
pour cela que l'on nomme également cette courbe courbe du chien. 

C et M représentent les positions respectives du chien et du maître. Supposons que la position 
initiale du chien soit Co telle que OCo = a sur l'axe des abscisses et que le maître parcourt l'axe 
des ordonnées à partir d'une position Mo telle que OMo = b. Considérons que le chien et le 
maître aient des vitesses respectives égales à c et m. 

Comme à tout moment le chien se dirige vers le maître, les droites (CM) doivent être 
tangentes à la courbe décrite par le chien ou encore l'enveloppe des droites (CM) sera la 
courbe recherchée. 

(r) 
M, , 

Mo C 

L'équation de la tangente (MC) est de la forme 

dyc( Y-Ye = x-xc) rixc 
En prenant x = 0, on trouve la position du point M qui est 

dycx OM=ye-rixc e 

dyc 
Ou encore, en notant yc' = rixc 

OM=Ye-Ycxe 

Dans le temps dt, le chien parcourt l'élément ds avec une vitesse c et le maître parcourt 
l'élément d( OM) avec une vitesse m : 

d(OM) metds=c 
dt dt 

La courbe recherchée (r) a donc pour équation différentielle 
d( OM) = m soit d(ye - yexc) = n 

ds c ds 
ou 

dyc' rixe, ,. Ve" n 
n- c est-a-dlre _ 1 

Xc \J 1 + ye'2 Xc 

qui s'intègre en 

soit 
ln(yc' + ~1 + ye'2) = nlnxe + k ,keR 

ye' + ~1 + yc'2 = kx,n , keR 

1 Maupertuis, dans le même tome, généralisa le problème en supposant que la route du vaisseau poursuivi est 
quelconque et il obtint l'équation.différentielle qui répond à la question. 
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Qui se transforme successivement en 
~l + yc'2 = kxn - yC' 

et réciproquement de telles solutions conviennent. 

Une seconde intégration donne 

Si n =1= 1 
A 11+1 1 -n+1 

Yc + B = 2(n + l)xc - 2A(-n + Itc 

Les constantes A et B étant données par les conditions initiales, c'est-à-dire si Xc = a alors 
b 

YC' = - - et y = o., a 

Si n = 1, c'est-à-dire lorsque le chien et le maître ont même vitesse, on a 

Mo 
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Lorsque la poursuite ne consiste plus à essayer de se diriger directement vers sa proie mais 
éventuellement de "couper" sa trajectoire, le problème devient résoluble en déterminant 
l'ensemble des points accessibles simultanément par les deux vaisseaux : 

Supposons le vaisseaux M poursuivi par le vaisseau C avec les même vitesses respectives m et 
e. En un instant t, la distance parcourue par le vaisseau M est mxt, celle du vaisseau C sera 
ext. 
Ainsi, l'ensemble des points simultanément atteints sera l'ensemble des points S vérifiant, 

. MS CS 
Pour tout t MS = ml et CS = ct SOIt t = - = -, m e 

d'où MS =m 
CS e 

On reconnaît une ligne de niveau ou cercle d'Apollonius. 

/ 
/ 

//' 

c 

Si ce cercle a une intersection sur la demi-droite où M se dirige, cette intersection est le point 
de rencontre possible des deux vaisseaux. Sinon, il n'y a pas de rencontre possible. 

Comme dans la situation précédente, c'est-à-dire lorsque la place le permet, la meilleur façon 
d'échapper à un éventuel poursuivant est de s'en éloigner sur la demi-droite "opposée" à ce 
poursuivant. 
Un autre problème correspond à la situation du gladiateur tentant d'échapper aux griffes d'un 
lion dans une arène circulaire; prédateur et proie sont alors confinés dans un espace restreint. 
Pour que sa résolution ne soit pas trop évidente, considérons que le gladiateur et le lion ont 
même vitesse. 

Une première situation correspond au 
gladiateur placé sur le bord extérieur de l'arène 
qui est un cercle et qui tente d'échapper au lion. 
Dans ce cas, le lion peut toujours rattraper le 
gladiateur : 

Si le gladiateur ne change pas de sens de 
parcours sur le cercle, comme sur le schéma ci
contre 
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Le gladiateur parcourt une distance égale à la longueur d'un arc de cercIe d'angle 8 et de rayon 
R, celui de l'arène. Le lion doit alors parcourir la longueur d'un arc de cercle d'angle 28 et de 

rayon ~ c'est-à-dire la même distance que le gladiateur. Comme les vitesses sont égales, le 

lion va dans ce cas rattraper le gladiateur. 

Si le gladiateur effectue des changements de sens 
dans le parcourt de ce cercle extérieur, la 
situation ne va guère changer pour lui. 
n suffit au lion de changer de cercle de diamètre 
le rayon de l'arène pour parcourir la même 
distance que le gladiateur et s'en rapprocher 
jusqu'à atteindre le cercle extérieur. 

Dans le cas où le gladiateur ne se trouve pas sur le 
cercle extérieur mais en un point quelconque de 
l'intérieur de l'arène. 

Le gladiateur doit alors décrire une spirale faite de 
segments successifs, chacun à angle droit du rayon et 
de longueur strictement inférieure à la précédente, 
pour ne pas sortir du cercle, et le lion restera sur le 
rayon joignant le gladiateur au centre de l'arène en 
"coupant" la trajectoire du gladiateur. 

Bibliographie: 

Iadiateur 

rencontre 

( 

- Courbes géométriques remarquables, H. Brocard et T. Lemoyne, Librairie scientifique et 
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Traité des courbes spéciales remarquables, Francisco Gomes Teixeira, 3 tomes, Rééditions 

Jacques Gabay. 
- Visions géométriques, Jan Stewart, Bibliothèque Pour la Science, Belin, 1994. 
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Un de mes professeurs répétait souvent la mise en garde suivante : « En mathématiques, il faut avoir le 
sens des nuances! ». Ce sens des nuances trouve à s'exercer pour relier la localisation des extrema d'une fonction 
dérivable, par exemple d'une seule variable, aux zéros de sa dérivée : un énoncé correct précisera que, si la 
fonction présente un extremum local en un point intérieur à l'intervalle d'étude, a/ors ce point annule la dérivée 
(il est dit critique ou stationnaire, et les mêmes qualificatifs s'appliquent à la valeur prise en ce point par la 
fonction). Le principe de Fermat en optique est un bel objet de discussion sur les nuances séparant ell.1:remum et 
valeur critique. Nous en proposons une approche expérimentale, par le logiciel Cabri-Géomètre Il. 

1. Le principe de Fermat. 

Vers le milieu du dix-septième siècle, Fermat énonce que « la nature agit toujours par les voies les plus 
courtes» ([M] p 85-86, [E] P 65), et, surtout, déduit de ce principe les lois de Snell-Descartes sur la réflexion et 
la réfraction, en introduisant la notion de chemin optique. 
Dans un milieu plan homogène (les propriétés sont les mêmes en tout point) et isotrope (les propriétés sont les 
mêmes dans toutes les directions), un rayon joignant le point source S au point but B en étant réfléchi par un point 
M d'une courbe parcourt un chemin optique mesuré simplement par la somme des distances SM+MB. Dans le cas 
de la réfraction, le chemin optique est mesuré par le temps du parcours, ce qui amène à discuter selon la vitesse de 
la lumière lors des différents segments du trajet: ainsi la lumière est davantage freinée dans l'eau que dans l'air, et 
une même distance donnera ainsi un chemin optique plus grand si elle est parcourue dans l'eau plutôt que dans 
J'air. 

Examinons si le chemin optique est bien minimal dans le cas de la réflexion (on adapterait assez aisément 
les diverses manipulations proposées à la réfraction) : 

construisons d'abord deux points (libres) Set B, un cercle (c), et une origine! sur 
(c) (par exemple avec (SI) un diamètre de (c)) : le résultat figure ci-contre. 
Ensuite, construisons un segment [OE), qui servira d' axe des abscisses, prenons un 
point m sur ce segment, la perpendiculaire (d) à [OE) issue de m, mesurons la 
distance Om, reportons la sur le cercle (c) à partir du point !, ce qui nous donne un 
point M . Mesurons les distances SM et MB, calculons la somme et reportons le 
résultat sur la droite (d) à partir de m, ce qui nous donne un point h. Le lieu de h 
lorsque m varie donne la courbe représentative du chemin optique (S, B étant 
fixés). 

Matérialisons le diamètre du cercle issu de M, la demi-droite [MS) et la demi-droite réfléchie par rapport au 
diamètre passant par M. En déplaçant le point m, on constate que lorsque le point m réalise un minimum local, le 
rayon réfléchi passe par le point B : le principe de Fermat entraîne bien la loi de Descartes sur l'égalité des angles 
incidents et réfléchis. On peut également retrouver une objection soulevée au dix-huitième siècle par Euler et 
Lagrange : un maximum local conduit à la même configuration. 
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Maintenant, matérialisons la droite (SM) puis le lieu de cette droite quand le point m varie: nous obtenons 
l'enveloppe de la famille de droites. Cette courbe est appelée la caustique par réflexion (sur le cercle) du point S. 
Si nous amenons le point B sur cette caustique et le point m de manière à ce que le point h soit d'inflexion pour le 
chemin optique, le rayon réfléchi passe par le point B (et est tangent à la caustique). 

" Re~ltat : 3.60 cm , [dl 

/~[cJ 
---_.--. 

.".-.,,"-
----~ 

/~ ""-, 

~,~ 
"" h ~. /./ .. .--.. -..... ...... "\.. .... "' __ ...IC 
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Cl 

E u 3.97 cm m 

L'énoncé correct du pnnClpe de Fermat est : le chemin optique est stationnaire. Or l'énoncé 
« historique» est encore souvent privilégié l , ce qui ne contribue pas à clarifier les rapports. Par exemple dans 
l'ouvrage de M.Demazure : Catastrophes et bifurcations (Ellipses, 1989), où la notion de point critique joue 
pourtant le premier rôle, figure page 133 la remarque: « On vient ainsi de vérifier que le principe de Fermat 
(minimisation du chemin optique) implique les lois de Descartes. », sans autre commentaire. Or le caIcue qui 
précède cette remarque établit l'équivalence entre les lois de Descartes et le caractère stationnaire du chemin 
optique. En outre, nous verrons dans la suite que les points B pour lesquels le chemin optique est stationnaire sans 
être extrémal sont particulièrement lumineux ! 

1 Voir Feynman, cours de physique, tome 2 de mécanique, chapitre 26, (InterEditions), pour une discussion des 
apports du principe de Fermat. Poincaré, dans ses écrits de vulgarisation (la valeur de la science, la science et 
l'hypothèse, science et méthode) a également mis en valeur l'importance des principes dans l'organisation des 
connaissances. 

(SM BM) dM 
2 Si l'arc est paramétré par l'abscisse curviligne s, la dérivée du chemin optique est SM + BM . ds ' où le 

vecteur entre parenthèses dirige la bissectrice intérieure du triangle 5MB et le second facteur dans ce produit 
scalaire dirige la tangente: l'annulation de la dérivée équivaut à la symétrie des demi-droites [MS) et [MB) par 
rapport à la normale en M. 
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2. Récréation: exemples de caustiques par réflexion. 

Il suffit de disposer d'une construction de courbe avec sa tangente en un point courant. Voici quelques 
exemples: 
.- avec un cercle, on obtient notamment une cardioïde si le point source S est sur le cercle, ou une néphroïde en 

remplaçant les droites (SM) par les droites issues de M parallèles à une droite donnée, sur deux droites 
parallèles. 

On construit le cercle et un point libre S, un point M sur le cercle, le 
segment joignant M au centre, la droite (SM) et sa symétrique (d) par 
rapport au segment précédent: le lieu de (d) quand M varie fournit la 
caustique par réflexion. 
Avec S sur le cercle, ou au contraire à l'infini : 

-/'/ V\ ././ ~ 

1 { } 
\ 1 

~ 

- avec une ellipse, que l'on peut construire à partir d'un cercle par affinité orthogonale: 
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On construit un cercle de centre 0, un 
point 1 sur ce cercle, la droite (al), la 
droite perpendiculaire à (al) issue de 
0, un point J sur cette droite et le 
cercle, un point j sur la droite (OJ), 
un point M sur le cercle. On note P le 
point d'intersection de (MJ) avec 
(al), et m le point d'intersection de 
(Pj) avec la perpendiculaire à (al) 
issue de M. Le lieu de m quand M 
varie donne l'ellipse obtenue par 
l'affinité orthogonale d'axe (al) qui 
transforme J en j. 
Avec Tle point d'intersection de (al) 
avec la perpendiculaire au segment 
[aM] issue de M, la droite (Tm) est 
tangente à l'ellipse en m. 



/ 

~ dl 

\t) 

Avec un point libre S, la droite (SM) et sa symétrique par 
rapport à la tangente (mT), le lieu de cette dernière droite 
quand M varie dessine la caustique. En déplaçant le point 
S, on peut créer une belle variété de singularités, ou au 
contraire chercher la position du foyer (qui engendre une 
caustique réduite à un point, l'autre foyer). 

F,S sont des points libres, (d) est une droite, 
H est un point sur (d), M est le point 
d'intersection de la médiatrice (t) de [FH] et 
de la perpendiculaire à (d) issue de H : le lieu 
de M quand H varie est la parabole de foyer F 
et de directrice (d), (t) est la tangente en M à 
cette parabole. Traçons la droite (SM) et sa 
symétrique par rapport à (t) : le lieu de cette 
dernière droite quand le point H varie donne la 
caustique de S par rapport à la parabole. \ \ 

\~ 
- En remplaçant la droite (d) par un 

cercle (c) et de centre F', on 
obtient une conique de foyers F et 
P. 

- enfin on peut utiliser les courbes de Bézierl (par exemple avec quatre points): 

1 Y.Haubry, Présentation des courbes de Bézier (bulletin vert n0390 de l'APMEP) 
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ésultat : 0.52 

A4 

à partir de quatre points libres 
A I,A2,A3,A 4, et d'un point BI sur 
le segment [AIA2], on mesure les 
distances AlBI et AIA2, on 
calcule le rapport qui servira de 
rapport pour toutes les 
homothéties suivantes: B2 est 
l'image de A3 par l'homothétie de 
centre A2, idem pour B3,A3,A4 
puis CI,BI,B2; C2,B2,B3 ; 
MCI,C2. 
La droite (CIC2) est tangente au 
lieu de M quand BI varie. 

B.Fort, Polynômes de Bernstein - courbes de Bézier (Aimer faire des maths au lycée 5, Irem de Rouen) 
N. et D. Lecouturier, On vit une époque formidable - courbes de Bézier (bulletin n018 de la régionale de Hte 
Normandie de l'APMEP) 
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3. Source virtuelle, front d'onde. 

Dans le cas d'un miroir plan, les rayons émis à partir d'un point source S, après réflexion sur le miroir, 
concourent en le point S' symétrique de S. Si, pour une courbe réfléchissante plus générale, on construit le 
symétrique SM de S par rapport à la tangente en un point M de la courbe, le point SM décrit une courbe que nous 
appellerons source virtuelle. Cette courbe se déduit de la podaire de S relative à la courbe réfléchissante par une 
homothétie de centre S et de rapport 2. 

On peut reprendre chacune des constructions du paragraphe précédent et matérialiser la source virtuelle. 
Contentons-nous du cas le plus simple, avec le cercle: 

si nous matérialisons la droite 
(SuM) et sa perpendiculaire 
issue de SM, cette dernière 
semble tangente à la source 
virtuelle. Après vérification 
(voir annexe 1), on en déduit 
que la caustique par réflexion 
est la développée de la source 
virtuelle, puisque les rayons 
réfléchis (SuA4) sont normaux à 
celle-ci. Le chemin optique 
étant simplement la distance 
5MB, les propriétés du cercle 
osculateur justifient qu'en 
général, si B est sur la 
développée, la distance 5MB 
n'est pas un extremum local 
quand SM varie (voir annexe 2). 
On a figuré ci-contre le cercle 

centré en B, qui permet de constater que le chemin optique est localement un maximum. Si on déplace B sur le 
rayon réfléchi (SAM), on peut observer un minimum local, et à la transition entre les deux cas, lorsque B passe au 
centre de courbure, un point d'inflexion (en général). 

Venons-en au modèle ondulatoire de Huygens: une source émet la lumière dans toutes les directions à 
une vitesse finie, et cha ue oint atteint se corn orte à son tour comme une source secondaire 

On a figuré ci-contre (voir [H] p 62 et 64) les ondes 
propagées à un instant donné à partir de deux familles de 
sources secondaires réparties sur deux cercles (cl) et 
(c2). Les ondes secondaires soulignent l'onde principale 
matérialisée par le cercle (c) qui enveloppe ces familles 
de cercles, et se brouillent partout ailleurs. Le front 
d'onde est le cercle (c), et on peut considérer qu'il est 
atteint par des rayons rectilignes à partir de la source S. 
et qu'il se déplace suivant ces rayons, qui lui sont 
normaux. La situation sera plus variée après une 
réflexion (ou une réfraction) (voir [H] p 70 et 81) . 
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ondelett secondaire émise par m 
Reprenons la réflexion à partir d'une 
source S sur un cercle: on construit un 
point m sur ce cercle, la demi-droite [Sm) 
et un cercle centré en S (baptisé « front 
émis par S»). Ce front coupe la demi
droite [Sm) en un point n, et le cercle 
centré en m et passant par n matérialise 
l'ondelette secondaire émise par m. Le lieu 
de cette ondelette quand le point m varie 
souligne, outre le front émis par S, le front 
réfléchi. Il suffit de modifier le front émis 
par S pour suivre l'évolution du front 
réfléchi: en particulier, on le voit 
développer des points de rebroussement si 
le front est suffisamment avancé. En 
utilisant les constructions de podaires du 
paragraphe précédent, nous pouvons 
matérialiser le front réfléchi directement, 
sans passer par les ondelettes secondaires : 
à partir d'un point de la source virtuelle 

déplacement du front 

.......----Jl.I.,éplacement du front 
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que l'on joint au point m correspondant sur le miroir 
par une demi-droite, on reporte (avec la commande 
compas) la longueur d'un segment mesurant le 
déplacement du front, ce qui donne un point p. Le lieu 
de p quand m varie donne le front après réflexion (si le 
déplacement du front est suffisamment important pour 
que la réflexion ait bien eu lieu). Si on matérialise en 
outre la développée de la source virtuelle, qui est aussi 
la caustique par réflexion, en faisant varier le 
déplacement du front, on voit les éventuelles 
singularités du front réfléchi coulisser le long de cette 
caustique(figure ci-après) . 



La caustique par réflexion sur le cercle à partir du point S a été 
soulignée par un trait plus épais. Le front réfléchi présente, pour le 
deuxième déplacement ci-dessus, trois points de rebroussement. 
L'adaptation aux autres configurations évoquées dans la récréation 
donne une belle variété de figures, qui cependant se contentent 
d'illustrer un unique type de métamorphose: voir [Al à ce sujet. 

33 



4. Si on ne se contente pas de jolis dessins ... 

Derrière les constructions proposées se profile un certain nombre d'interprétations, dont la plus 
importante est la notion de phase stationnaire, qui conduit à l'étude d'intégrales de la forme 

f f (t) exp( i gy) )dt , où g( t) mesure le chemin optique (depuis le point de la source virtuelle repéré par la 

valeur t du paramètre, jusqu'au point d'observation) et la longueur d'onde Â peut être considérée comme un 
infiniment petit. Le développement asymptotique diverge d'autant plus rapidement que le nombre de dérivées de g 
qui s'annulent est élevé. On pourra consulter [F] pour le modèle géométrique, et Jean Dieudonné, Calcul 
infinitésimal, Hermann pages 131-136 pour les énoncés et preuves des résultats utiles. 

D'autre part, en passant de la dimension deux à la dimension trois, les exigences techniques inhérentes à 
la géométrie différentielle s'élèvent rapidement. On pourra consulter Frédéric Pham, Géométrie et calcul 
différentiel sur les variétés, Dunod, pour voir les notions en situation. Pour obtenir des images représentatives 
des phénomènes étudiés, les logiciels « généralistes» (calcul symbolique, numérique et graphique) du type de 
Maple sont particulièrement bien adaptés. 

Enfin, le formalisme inventé par Hamilton et Jacobi permet de fondre les modèles géométriques et 
ondulatoires dans la branche des mathématiques connue sous le nom de calcul des variations. Par exemple 
M.Giaquinta, S.Hildebrandt, Calculus of variations, Springer Verlag (2 tomes, environ 1200 pages ... ) permet 
certainement de se faire une idée précise du degré de sophistication de cette théorie, tout en appréciant les 
nombreuses références historiques. 
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Annexe 1 

S est un point fixe. M est un point variable sur une courbe régulière C2 , repéré par son abscisse 

curviligne s. (M, t, ii) est le repère de Frénet, c désigne la courbure en M. P est le point symétrique de S par 

rapport à la tangente (M, 1) . 
P est caractérisé par SP = 2(SM.ii)ii (1) ou encore PM = SM - 2(SM.ii)ii (2). 

dii 
En dérivant la première relation par rapport à s, avec la deuxième formule de Frénet - = -eii, on 

ds 

dP ..1 -- --) 
obtient -d = -2,,\ (SM. t )ii + (SM. ii)! , qui ne s'annule qu'avec la courbure, si le point S n'est pas situé 

S 

sur la courbe. 
On vérifie l'orthogonalité annoncée en calculant le produit scalaire: 

~ .PM = -2e(SM.t)(ii.PM) + (SM.ii)(1. PM)) . La relation (2) donne ii.PM = -ii.SM et 

1. PM = 1. SM, d'où la nullité du produit scalaire. 

Annexe 2 

B est un point fixe. M est un point variable sur une courbe régulière C2 , repéré par son abscisse 

curviligne s. (M, t, ii) est le repère de Frénet, c désigne la courbure en M. 

On étudie les variations de la fonction ~(s) = BM(s) 2 , dont les trois premières dérivées sont: 

~'(s) = 2(BM(s).t(s)) , S'Cs) = 2(1 +e(s)(BM(s).ii(s))) , 

~'" (s) = 2( c' (s)(BM(s).ii) - e(s)2 (BM(s).1)). 

a) Si la fonction ~ présente un extremum en un réel So intérieur à l'intervalle d'étude, alors la dérivée 

première s'annule en so, ce qui se traduit par l'appartenance de B à la normale (M(so ),ii(so)) . On 

supposera queB est ainsi disposé, c'est à dire qu'il existe Â tel que M(so)Ë = Âii. 

b) Sauf si B est situé au centre de courbure en M(so), la fonction ~ présente un extremum local en So 
(maximum si B est du même côté queM(so) du centre de courbure, ou minimum dans l'autre cas). 

c' (s ) 
c) Dans le cas où B est situé au centre de courbure en 1I1(so), ~"' (so) = -2 0, donc si la 

e(so) 

dérivée de la courbure ne s'annule pas en so, la fonction ~ présente un point d'inflexion en So. 

I ~'(S)I _ 
Remarque: -2- mesure la distance entre B et la normale (M( s), n( s)). Dans le cas envisagé en 

c), elle est de l'ordre de (S-SO)2, d'où une densité de traits plus importante au voisinage d'un tel point B. 
La développée de la source virtuelle est ainsi soulignée, et l'impression visuelle qui en résulte confirme 
(dans le cadre de l'optique géométrique, où les rayons lumineux sont considérés comme se propageant en 
ligne droite) la remarque finale du premier paragraphe. 

35 



Bibliographie 

[Ml Bernard Maitte, La lumière, 1981, Le Seuil (Points-Sciences, collection de poche) 
[El Ivar Ekeland, Le meilleur des mondes possibles, 2000, Le Seuil (Collection science ouverte) 
Deux ouvrages passionnants retraçant, le premier l'aventure des théories de la lumière, le second le chemin 
difficile du principe de moindre action. L'un et l'autre permettent de mesurer la complexité des rapports entre 
expérimentation, imagination et logique. 

[H] Christian Huygens, Traité de la lumière, 1992, Dunod 
Ecrit en 1678, publié en 1690, l'auteur y expose, dans un langage entièrement géométrique, ses conceptions sur la 
nature ondulatoire de la lumière. La dernière phrase de sa préface est admirable de lucidité et d'humilité, surtout si 
l'on songe que les vues de Huygens ont plus de cent ans d'avance sur le développement de la science: « Enfin il 
reste bien plus à chercher touchant la nature de la Lumière, que je ne prétends d'en avoir découvert, et je devrai 
beaucoup de retour à celui qui pourra suppléer à ce qui me manque ici de connaissance. » 

[P] Richard Feynman, Lumière et matière, une étrange histoire, 1987, Le Seuil (collection Points-Sciences) 
Texte de conférences expliquant la notion de phase stationnaire, qui est au cœur du principe de Huygens et que 
Feynman transposa à la mécanique quantique. 

[C] Roger Cuppens, Faire de la géométrie en jouant avec Cabri-Géomètre, brochures APMEP n° 104 et 105 
Indispensable pour découvrir que ce logiciel décuple le plaisir d'études géométriques. 

[A] Vladimir Arnold, Catastrophe theory, 1992, Springer Verlag. 
Petit livre abondamment illustré présentant, de manière informelle, les phénomènes les plus attrayants dans le 
domaine des métamorphoses de singularités des courbes et surfaces. 

36 





Réflexion à partir d'un exercice de géométrie posé en Première S. 

Gildas LE BIR sur une idée de Patrick BARIL (lycée Jacques Prévert de Pont Audemer) 

Problème: 

Soit A et B deux points du plan, tracer plusieurs cercles passant par A et B. 

Soit (0, 7, 7) un repère orthonormal du plan. On choisit A (-3 ;-2) et B(7 ;0). 
Déterminer cinq cercles passant par A et B dont les coordonnées du centre sont entières et le rayon 
est un entier. 

Le but avoué de l'enseignant posant cet exercice au niveau première, est d'utiliser la calculatrice et 
une programmation pennettant d'obtenir éventuellement des réponses. 

Soit ro le centre du cercle cherché, il doit appartenir à la médiatrice A de [AB] dont une équation est 
facilement obtenue: y = - 5x + 9 . 
Si 1 est milieu de [AB], le rayon r du cercle de centre œ vérifie: JA2 + lœ2 = ? . Posons ro(x ; y), 
d'après ci-dessus avec y = - 5x + 9 , la condition précédente s'écrit: 26 + (x - 2)2 + (y + l/=? , 
soit: 26 + (x - 2i + ( - 5x + 9/ = ? , ou encore: 26(1 + (x - 2i) =? . 

Le problème peut se ramener, à l'aide d'un programme sur calculatrice, à détenniner des valeurs de 
x entières pour lesquellesf(x) = ...j26(1 + (X-2)2) soit également un entier. 

Le principe est d'utiliser des boucles de 2 à n, et de tester par l'intennédiaire de int(f(x» = f(x) , les 
valeurs à retenir (int étant la fonction partie entière). 

La symétrie apparaissant sur l'écriture def(x) pennet d'affinner que si x = p est solution, x = 4 - pest 
une autre solution. 

En faisant tourner la machine de 2 à 100, on décroche x = 7 (et donc r = 26), et c'est tout. 

En faisant tourner la machine de 100à 1000, on décroche x = 517 (et donc r = 2626), et c'est tout. 

Après on est découragé, même en laissant tourner la machine plusieurs heures, rien ne sort de 
nouveau. 

On a donc obtenu quatre solutions au problème posé, mais y en a t-il d'autres? 

Une vision arithmétique du problème apporte des réponses plaisantes: 

posons n = x - 2, l'équation cherchée s'écrit dans lN : 26(1 + n2) = ? . Cela impose à l'évidence que 
26 divise? et donc divise r , posons r = 26 x d , en simplifiant par 26, on obtient: 1 + n2 = 26~ que 
l'on peut écrire: n2 - 26cf = -1 . 

On reconnaît alors une équation de PeU Fermat, dont on peut savoir qu'elle a une infinité de solutions 
(si on en a trouvé au moins une !) et que donc le problème posé admet bien cinq solutions (et plus ... ). 

Pourquoi la machine a t-elle tant de mal ? 

Une démarche de résolution de cette équation est basée sur le développement en fractions continues 
de -J26 . Pour ce nombre particulier, le résultat est assez simple, en effet: 
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~ =...jï5+l = 5 + 1. donne: 
a 

1. = ~ - 5 , soit : 
a 

a= 1 =~+5=1O+1.. 
~-5 a 

On peut donc écrire successivement: 

~ = 5 + _1_ = 5 + 1 = 5 + ___ --=1:...-.. __ _ 
10 + 1. 10 + _1_ 10 + ___ 1 __ _ 

a 10+1. 10+ 1 
a 10 + 1 

10+ ... 

On obtient ainsi le développement illimité en fractions continue de...j26 , que l'on note: [5 ~lQ] qui 
pennet de donner des approximations de plus en plus précises de...j26 par des rationnels : 

10+---
10+_1 

10 

Quelques observations: 

(PO)2 - 26(qO)2 = - 1 

(P3)2 - 26(q3i = 1 

(pd - 26(qd = 1 

(P4)2 - 26(q4)2 = -1 ... 

On a donc décroché déjà trois solutions (qui en donnent donc six par symétrie au problème initial). 
La machine aurait pu trouver la valeur suivant 527, d'après ci-dessus: x = P4 + 2 = 52527. Le temps 
de calcul, avec un programme élémentaire est suffisamment long pour être découragé et éteindre la 
calculatrice pour ne pas épuiser les piles! 

En suivant les notations introduites ci-dessus, on note rn = & le rationnel obtenu après n étapes de 
qn 

fractions continues définissant..,f26 (rn est appelé réduite de rang n de ..,f26 ). Par construction de ces 
fractions continues, on a : 

r - 5 = ___ 1 __ _ 
n 1O+(rn_I-5) 

d'où: &= 5+ 1 =26qn_I+5pn_1 
qll 5 + ~ 5qn -1 + pn- 1 

qn-I 
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On peut conjecturer que Pn et qn sont premiers entre eux. D'après les premiers calculs cela est vérifié, 
supposons que pn-I et qn-I le soient, alors: 
tout diviseur d commun à (26qn_1 + 5pn _ 1) et à (5qn- 1 + Pn-I) divise aussi: 

(26qn -1 + 5pn-l) - 5 x (5qn-1 + P,,_I) ,soit qn-I et aussi divise 5 x qn-I - (5qn-1 + Pn-I), soit Pn-l . 

Donc d = 1 et le résultat est obtenu par récurrence. 

On peut même conclure que: 

P" =26qn_I+5Pn_1 etqn =5qn-I+Pn-1 

En développant, on obtient alors: 

2 "6 2 - (p 2 26 2) P" -- qn - - n-I - qn-I , 

comme {Poi - 26(qoi = -1, on peut affumer que, pour tout entier naturel n: 

Les numérateur et dénominateur de rn pour n impair apportent donc un couple solution de l'équation 
de PeU Fermat: n2 - 26Jl- = - 1 . 

Il Y a donc effectivement une infinité de solutions au problème posé. 

Commentaire: 

Cette démarche se généralise aux équations de PeU Fermat du type: n2 - Nef = - 1 (ou 1), lorsque N 
n'est pas un carré parfait. Le développement en fractions continues de -JN apporte par une démarche 
un peu similaire une résolution de cette équation. En particulier si N = p2 + l , la démarche est 
totalement calquée sur celle employée ci-dessus. 
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L'algorithme du nombre d'or. 

1.Position du problème. 

On considère une fonctionfdéfmie et continue sur un intervalle [a, b], possédant un unique extremum 
j{a), a e la, br, et strictement monotone sur [a, a] et sur [a, b]. 

On ne connaît pas l'expression dej(x) mais on sait déterminer expérimentalementj{x) pour une valeur 
quelconque de x dans [a, b]. 
Ce type de situation se rencontre en laboratoire: on étudie un phénomène dépendant d'une variable x, 
chaque valeur dej{x) peut être obtenue par une mesure. 
On souhaite déterminer une valeur approchée de a et de l'extremumj{a) en effectuant le moins de 
mesures possibles. 

Une méthode naïve. 
On découpe l'intervalle [a, b] en cent intervalles de même longueur: [a,xl], [xl, X2 l, ... ,[ X99, b] ] 
En au plus 99 mesures, c'est-à-dire les évaluations dej{xl),j{x2), ... ,j{x99), on obtient un encadrement 
de a de longueur (b-a)/lOO. On doit pouvoir faire mieux. 

2. Réduction de l'intervalle. 

On suppose dans tout ce qui suit, que l'extremum cherché est un maximum. 
Soient XI et X, tels que: a < XI < X, < b, alors: 

j(x l ) > j(x,) => a lit [ X, ,b] donc ae[a, x,] j(xl ) <j(x:) => a lit [a, XI] donc ae[ XI ,b] 

s x1 " x1 

Dans le cas particulier OÙj(h) = j{X2) , on a ae[a, x.?]n [Xl ,b] c'est-à-dire ae [Xl, Xl]. 

il 

Donc après deux mesures, on peut réduire l'intervalle contenant a, à [a, X2] ou [Xl ,b]. 
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En itérant ce processus on pourra donc réduire l'intervalle contenant a à un intervalle de longueur 
aussi petite que l'on veut. 
Il suffit d'utiliser l'algorithme suivant, détenninant un encadrement de a de longueur f: : 

Lire a, b eU: 
Répéter 

Choisir Xl, X, tels que a < Xl < X: < b 

Sij{xl ) > j{x:) alorsb ~ x 2 

Jusqu'à: b - a < G 

Afficher a et b 

sinon a ~ XI 

A chaque étape on effectue deux évaluationsj{xl) etj(x2)' Nous allons voir qu'un choix judicieux de Xl 
et X2 pennet de n'effectuer qu'une seule évaluation à chaque étape. 

Choix de Xl et de X2. 

On choisit Xl et X2 de sorte que: 
les segments [a, X2] et [Xl ,b].aient la même longueur: X2 - a = b - Xl c'est-à-dire Xl et X2 

symétriques par rapport au milieu de l'intervalle [a, b]. 
la longueur de l'intervalle soit réduite d'une proportion constante à chaque étape 
à chaque étape (hormis pour l'étape initiale) une seule mesure supplémentaire soit nécessaire. 

Etape 1 Etape 2 

---------------. --------. 
a x1 x2 b a x3 x1 >:2 b 

On réduit [a, b] à [a, x.?], (ou [Xl ,b] ), 
X -a b-x 

la proportion est 2 = __ 1 par symétrie. 

On effectue une nouvelle mesure en X3 symétrique 
de Xl par rapport au milieu de l'intervalle [a, X2], 

on réduit [a, X2] à [a, Xl], ( ou [X3 , Xl]), b-a b-a 
X -a X-X 

la proportion est 1 = 2 3 par symétrie. 
X 2 -a 

X - a X - a { X2 - a = k(b - a) 
On a donc: 2 = l , notons k ce rapport, alors 2 or 

b-a x2 -a XI -a=k(x2 -a)=k (b-a) 

XI - a = b - x2 donc XI - a = b - a + a - x2 <:;::::? e (b - a) = b - a - k( b - a) <:;::::? e = 1- k 

2 -1-J5 -1+J5 
L'équation k + k - 1 = 0 a pour solutions: k = < 0 ( exclu) ou k = > 0 

2 2 

k est l'inverse du nombre d'or, puisque: ~ = 1 ~ = 2( J5 -1) = J5 -1 = k 
rp 1+",5 CJ5+1)CJ5-1) 2 

2 

1 
1 

X -a = -(b-a) 
1 2 1 

Alors Xl et Xl sont définis par : ~ . De plus XI - a = -(x2 - a) (1) 
x2 -a=-(b-a) rp 

rp 
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Le nouvel intervalle obtenu est : [a, x 2] de longueur: x 2 - a = ~ (b - a), ou [ Xl ,b] de longueur 
cp 

1 1 
b-x) = b -a+a-x) = b-a--(b -a) = (1--)(b-a) 

cp2 cp2 

cp2 _ 1 cp + 1-1 1 2 
=--(b-a)= (b-a)=-(b-a) car cp =cp+l 

cp2 cp2 cp 

Les segments [a, Xl] et [Xl ,b] ont donc même longueur: Xl et Xl sont effectivement symétriques par 
rapport au milieu de [a, bl 
L'inverse du nombre d'or "appliqué" deux fois au segment [a, bJ donne deux points Xl et Xl 

symétriques par rapport au milieu de [a, bJ. 

3. Algorithme du nombre d'or. 

Résultat préliminaire: x 2 = x) + -;- (b - Xl) (2) 
cp 

En effet: 

x) + -;-(b -x) = a + (XI - a) + -;-(x2 - a) puisqueb - x) = x2 - a 
cp cp 

'= a + _1 (b _ a) + _1 (b _ a) = a + cp + 1 (b - a) 
cp2 cp3 cp3 

2 1 
=a+ CP3 (b-a)=a+-(b-a)=x2 

cp cp 
Principe de l'algorithme. 

>ct x2 b 

i , . , , 
X&1 xii! b Il Xll x02 

1 1 . 1 

a' x1 x2 b a >ct x2 

• b 
1 
1 . 

b 

On se place dans l'intervalle [a, Xl] : On se pJace dans l'intervalle [ Xl ,b] : 

b~X2 a~x) 

1 1 1 1 
x2 ~a+-(b-a)=a+-(x2 -a)=xl Xl ~a+-2 (b-a)=x) +-2 (b-x)=X2 

cp cp cp cp 
d'après (1) d'après (2) 

1 1 1 
Xl ~a+-2 (b-a)=a+-(x2 -a) X2 ~a+-(b-a) 

cp cp cp 
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i 

1 

1 

Puis on itère ces instructions. 
L'algorithme peut alors s'écrire ainsi: 

Lire a, b etE 
1 

XI ~a+-2 (b-a) 
cp 
1 

x2 ~a+-(b-a) 
rp 

YI ~ f(x l ) 

Y2 ~ f(x 2 ) 

Répéter 

Si YI > Y 2 alors 

b~X2 

x2 ~XI 

1 
Y2 ~Y] 

1 
XI ~a+-2 (b-a) 2 

cp 

YI ~ f(x l ) 

sIDon 

a~xl 

XI ~X2 
3 

YI ~ Y2 
1 

x2 ~a+-(b-a) 4 

cp 

Y2 ~ f(x2 ) 

Jusqu'à: b-a < G 

Afficher a et b 

perfonnance de cet algorithme: en n étapes, on effectue 2+n-1 =n+ 1 évaluations, et on obtient un 
1 

encadrement de ex de longueur - (b - a) . 
cpn 

Valeurs du coefficient de réduction ~ pour 1 :::; n :::; 9 : 
cp' 

n itérations 1 2 3 4 
1 0,618 0,382 0,236 0,146 -

cp' 

5 
0,090 

Pour obtenir un encadrement de longueur E, il suffit donc d'avoir : 

1 (b) n b-a log(b-a)-logE - - a :::; E (;::::;> cp ~ -- (;::::;> n ~ ----''------'---
cp" G log cp 

] On ne recalcule pasf(x,). 

2 Ou bien : x2 ~a+!(xi -a) 
cp 

3 On ne recalcule pasf(x,). 

4 Ou bien: x] ~ a + cp(x2 - a) 
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Pour un intervalle [a, b] de longueur 1, on obtient en prenant l'entier n par excès: 

4. Méthode de Fibonacci. 

4.1 Problème dual 
Au lieu de chercher, à partir d'un intervalle initial donné [a, bl, le nombre d'évaluations nécessaires 
pour obtenir un encadrement de U de longueur E, on va chercher le nombre d'évaluations et 
l'encadrement étant cette fois-ci donnés, le plus grand intervalle initial. 

Notons Dn le plus grand intervalle initial permettant d'obtenir un encadrement de longueur 1, après n 
évaluations, c'est-à-dire n-I itérations et notons Un la longueur de cet intervalle. 

On a : Uo = 1 et aussi Ul = 1 car il faut au moins deux évaluations pour réduire l'intervalle initial. 
Posons: Dn = [a, b], on effectue deux évaluations en Xl et X2 tels que a <Xl < X2 <b. 

Si UE[a, Xl], alors puisqu'on a effectué deux évaluations il reste (n-2) évaluations permettant d'obtenir 
un encadrement de longueur 1 à partir de [a, Xj], donc: [a, Xl]C Dn-2 

Si UE[Xl, b], alors puisqu'on a effectué deux évaluations et que X2E[Xj, b], on peut réutiliser 
l'évaluation de j(x,), il reste n-2+ 1 = n-l évaluations permettant d'obtenir un encadrement de longueur 
1 à partir de [Xl ,b], donc: [Xj, b]c Dn-j 

***On a alors: [a, Xj]u[ Xj, b]c Dn_l U D".2 c'est-à-dire Dn c Dn-I U Dn-2 donc Un:S; Un_l + Un_2 
Alors l'intervalle Dn sera maximal si Un = Un-l + U".2 . 

La suite (un) est la suite de Fibonacci: il s'agit d'une suite définie par une relation de récurrence 

linéaire d'ordre 2, on sait alors que son terme général est donné par: un = n l
n + f.1T2n où rI et r2 sont 

les racines de l'équation caractéristique r 2 = r + 1 <=> r 2 - r -1 = 0 . 

1+.J5 1-.J5 
Alors rI = --et r2 = . 

2 2 

Â= 
r2 -1 -1-.J5 1 1 +.J5 

= = 15' t' ~1 {À+ Jl~l r2 - rI -215 2 
UI = 1 <=> nI + f.1T2 = 1 <=> 1- rI I-Fs 1 1-.J5 

Ji= = =--. 
r2 - rI -215 Fs 2 

On obtient: 

u =_1 .1+Fs(I+.J5Jn __ 1 .1-J5(I-FsJ
n 

=_1 [(I+J5Jn+1 (1-.J5Jn+l] 
".J5 2 2 .J5 2 2 J5 2 2 

Réciproquement, partant d'un intervalle [a, b l, l'intervalle final obtenu après n+ 1 évaluations, aura 
1 

pour longueur -- (b - a) 
u n+1 

De plus, cette méthode est optimale: on ne peut garantir dans tous les cas, un meilleur encadrement 
pour un même nombre d'évaluations5 

5 Bien sûr, pour une fonction donnée, on peut toujours imaginer une meilleure méthode. Mais ceci est 
différent. "Il existe une meilleure méthode pour toutes les fonctions" n'est pas équivalent à " Pour toute 
fonction, il existe une meilleure méthode" 
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Valeurs du coefficient de réduction _1_ pour 1 ~ n ~ 9 

n itérations 1 2 ... 4 5 6 7 8 9 ;) 

1 0,5 0,333 0,2 0,125 0,077 0,048 0,029 0,018 0,011 -
U"+l 

Ces valeurs sont inférieures à celles obtenues pour l'algorithme du nombre d'or. 

4.2 Algorithme de Fibonacci. 

On obtient un encadrement de longueur E en n itérations ( soit n+ 1 évaluations) si _1_ (b - a) ~ & 

u ll+1 

A chaque étape, on choisit Xl et X2 de sorte que les segments [a, XlJ, [Xl ,bJ.et [a, bJ aient des 
longueurs proportionnelles à trois termes consécutifs de la suite de Fibonacci 
On note k le coefficient de proportionnalité. 

Etape 1 a 

Etape 2 il 

l ere étape. 

k U n+1 

1Q ----------------------~~ 

1 
x1 , , x2 1 

~--------~~------+I----------~: b 

1 Il un_1 10 
1 

~ ~----_r--------~~ 
1 , , 

1 
1 

~ 
ku~ 

~------~~----~~--------~c> 
1 
1 

10 
kU n 

C>i 
1 

1 
x1 x~ 

• 1 b 

}o Il U n-2 : 
C><) ~ 

1 

II. U n-1 
1 

~ ~ c> 

Onax1 -a = kUn_1 x 2 -a = kunetalors b-x1 =b-a+a-x1 =kun+1 -kun_1 =kun =x2 -a 

car U 11+1 = un + U n-I' donc Xl et x 2 sont symétriques par rapport au milieu de [a, b]. 

Deplus: x2 -a = b-xi =~ et XI -a = b-x2 = un_1 

b - a b - a U n+1 b - a b - a U n+1 

Alors 

U 
Xl = a + --!!::!.. (b - a) 

un+1 

U 
x2 =a+_n (b-a) 

U n+1 

On réduit [a, b] à [a, Xl], (ou [Xl ,bl ). 
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2eme étape: On se place dans le "nouvel" intervalle [a, bl, b - a = kUn 

Les nouvelles valeurs de Xl et X2 sont définies par : 

XI - a = kun_2 x2 - a = kUn_1 c'est-à-dire 

XI = a + U n-2 (b - a) 
un 

x 2 = a + U,,_I (b - a) 
un 

La valeur de X] ainsi définie est la valeur précédente de Xl 

On peut encore remarquer que: b - XI = b - a + a - Xl = ku" - kUn_2 = kUn_1 = X 2 - a car 

u" = U n_1 + un- 2 ' donc X1 et X] sont symétriques par rapport au milieu de [a, b). 

,<me étape: L'intervalle [a, bl obtenu auparavant aura pour longueur b - a = kU,,+2_1 

Les nouvelles valeurs de Xl et X] sont définies par : 
U . 

XI =a+~(b-a) 

Xl - a = kU"_i x2 - a = kun+I_1 c'est-à-dire U,,+2_i 

U 1· x2 =a+~(b-a) 
U n+2- i 

X 1 et X 2 sont bien sûr symétriques par rapport au milieu de [a, b) puisque 

b - XI = b - a + a - XI = kun+2_1 - kun_i = kUn+I _1 = x 2 - a car U,,+2_1 = U n+l - i + u n_ i . 

Le coefficient de réduction de l'intervalle est Un+l_i 

Un+2- i 

Finalement en n étapes, la longueur de l'intervalle final sera: 

(b -a)n un+l - t =(b -a)~. U,,_l • un_2 •.• • ~.!!l =(b _ a)~= b - a 
1=1 U,,+2_i U"+l un U n- l U3 U 2 U,,+I U n+l 

L'algorithme est ici plus complexe que le précédent, car il faut d'abord déterminer le nombre 
d'itérations n que l'on devra réaliser. n suffit de déterminer un entier (le plus petit) tel que 

1 b-a 
--(b - a) ~ E <:0 U"+l ~--
U,,+l E 

Pour cela, on peut au choix : 
calculer les valeurs successives de Un en utilisant l'expression du terme général : 

U, = Js.I+2~(1+2~r -Js.I-2~(1-2~r = Js[(1+2~r - (1-2~r] 
ou la formule de récurrence: Un = Un-l + Un-2 et les valeurs initiales 110 = Ul = l, 

1-./5 (1- ./5J"+2 
remarquer que - 1 < 2 < 0 donc - 1 < 2 < 1 et 

_! < __ 1_ < __ 1_(1- ./5Jn+2 < _1_ <! d'où _! < U __ 1_(1 + ./5J"+2 <! or u est Wl 

2 ./5 ./5 2 ./5 2 2 ,,+1 ./5 2 2 ' If 

entier alors u". J est l'entier le plus proche de .Js C + 2v'5 ]"" .Pour obtenir u ~I " b: a , il suffit 

d'avoir _1 (1+./5J"+2 _!~ b-a <:0 (1+./5J"+2 ~_rifb-a +!) . 
./5 2 2 E 2 ""-'l E 2 
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On peut alors obtenir une valeur minimale de n et calculer Un~J 

L'algorithme peut alors s'écrire ainsi: 

Lire a, b et E 

k~l 

u~l {Ü{)=l} 
v ~ 1 {u] = 1 } 
Répéter 

t~u 

u~v 

v~u+t 

ou 
v~u+v 

u ~-u+v 

U 

Uo 
UJ 
U3 
... 

UlI-2 
UlI-J 

Calcul de un + J 

v k 

UJ 1 
U2 = uo+uJ 2 
Uj = uJ+u2 3 

... . .. 
U,,_J = Un-3~U,,_2 n-l 
U" = U, ... 2+U,,_J n 

k~k+l 

b-a 
Jusqu'à u + v Z -

& 

Le test porte sur la valeur de u+ li =u,,_rl-ulI = U,,+J 

U 
XI ~a+--(b-a) 

u+v 

v 
x2 ~a+--(b-a) 

u+v 

YI ~ f(x]) 

Y2 ~ f(x 2) 
Répéter 

t~u u ~ -u + v On recalcule U,,_2, Un-3, U"-4, ... , U j, Uo en utilisant 
la relation : Un-2 = U" - Un_J 

u~v-u 

v~t 

Si YI > Y2 alors 

b~X2 

x 2 ~X] 

Y2 ~Y] 

ou v~-u+v 

U 
XI ~a+--(b-a) 

u+v 

YI ~ f(x l ) 

Sillon 

a~xI 

XI ~X2 

YI ~Y2 
V 

x2 ~a+--(b-a) 
u+v 

Y2 ~ f(x 2 ) 

1 
ou 1 k ~k-l 

Jusqu'à: b - a < & jusqu'à k = 0 
Afficher a et b 

L'algorithme de Fibonacci, est optimal et donc meilleur que celui du nombre d'or, mais il est plus 
complexe à écrire, et le « gain » est faible : il suffit de regarder les tableaux donnant les valeurs du 
coefficient de réduction de l'intervalle pOUI un nombre donné d'itérations pour constater qu'avec une 
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itération supplémentaire, l'algorithme du nombre d'or permet d'obtenir un encadrement aussi précis 
que celui donné par l'algorithme de Fibonacci. 

5. A propos du nombre d'or. 

De nombreux ouvrages sont consacrés au nombre d'or, parmi ceux-ci: 
« Le nombre d'or », Claude-Jacques Willard, éditions Magnard, 1 .S.B.N 2-210 340 101. 
Les fiches {( Galion », éditions Aléas, quai Lassagne, Lyon 
« Le nombre d'or », collection Points Sciences, éditions Seuil. 

Sur Internet : 
Le site incontournable est celui consacré aux mathématiques par une école ou une université anglaise : 

http://www.ee.swny.ac.uk 
Les 200 pages consacrées au nombre d'or peuvent être obtenues directement à: 

http://www.ee.surrey.ac.uklPersonallP.Knott.Fibonacciltib.html 

On trouve aussi des informations sur le site: http://www.mathsoft.com et plus précisément à 
http://www.mathsoft.comlasolve/constantlgoldl2:o1d.html 

Voir par ailleurs l'étude jointe en annexe, obtenue lors des journées nationales de l'A.P.M.E.P de 
Brest-Loctudy, mais dont l'auteur est anonyme. 
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