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Les complexes ? des "super-réels" !
p

Cette idée assez répandue qui conduit tout naturellement 1'él€ve a comparer les nombres
complexes, a confondre valeur absolue et module etc... est & l'origine de notre travail. Cette
confusion entre réels et compiexes nous a paru en partie liée a la présentation traditionnelle des
nombres complexes reposant sur l'introduction de i comme solution de I'équation x2 + I = 0 et sur le
prolongement a € des calculs faits sur R. Cet aspect algébrique est généralement bien accepté par

les éleves, les difficultés arrivent lorsque 1'on aborde 'aspect géométrique.

Nous avons ici choisi de présenter les nombres complexes en commengant par le point
de vue géométrique. Il nous a semblé essentiel de faire un rappel sur le repérage des points dans le
plan en coordonnées polaires. Nous présentons l'addition et la multiplication des nombres
complexes en nous appuyant sur la géométrie. L'aspect algébrique est également traité, il est illustré

par des propriétés géométriques a chaque fois que cela est possible.

Pour traiter un exercice sur les nombres complexes, l'éleve est souvent confronté a faire
des choix, par exemple : écrire sous forme algébrique ou trigonométrique les complexes, traduire
géométriquement ou non le probléme, calculer littéralement ou numériquement. Les exercices que

nous proposons visent & aider I'€leve a choisir la méthode la plus adaptée.
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REPERAGE D'UN POINT
DANS LE PLAN

I - COORDONNEES CARTESIENNES

Soit # le plan muni d'un repére orthonormal

— — P . --=-X
(0, OA, 0OB") . On peut repérer un point du plan ‘j ) !
& par ses coordonnées cartésiennes. En effet, M
étant un point de &, il existe un couple unique de

. — T —
réels (x,y)telque: OM =x OA +y OB

- e - -—

Le couple (x, y) caractérise le point M ;
x est appelé I'abscisse du point M,
y est appelé 1'ordonnée du point M;

(x,y) est appelé le couple des coordonnées
cartésiennes du point M.

On note : M (x,y)ou M();J

Exercice 1.1

Dans le plan P muni du repére orthonomal

0
(0, (—)X, 0?) ; on considére le point C(_])

1 - Ecrire une équation cartésienne de la droite A tracée
ci-contre. B A

2 - Caractériser les points du segment [AC] en utilisant
les coordonnées cartésiennes.







Exercice 1.2

On considére le plan P muni d’un repére orthonormal

(0. OA, OB ).

1 - Ecrire une équation cartésienne du cercle de centre O et de
rayon 1.

~~
2 - Caractériser les points de l'arc CD représenté sur la figure 1
ci-contre en utilisant les coordonnées cartésiennes.

Figure 1
B
3 - Méme question pour les points de la réunion des arcs AB et
AB représentés en gras sur la figure 2.
A’ 0 A
B)
Figure 2

Comme on le voit dans cet exercice les coordonnées cartésiennes ne sont pas toujours
pratiques pour caractériser des ensembles méme simples. Aussi allons nous chercher une autre fagon
de repérer les points du plan.






II - COORDONNES POLAIRES

Dans la suite du chapitre le repére orthonormal (0,04, OB) est supposé direct.
Soit M un point du plan ; on note p la distancede O a M .

Si le point M est différent du point O, on lui associe un

réel 6tel que & =( OA , OM). f
Quel est l'ensemble E des points M tels que : OM =2 ? f
B A
b
Quel est I'ensemble F des points M tels que : 5 va
(OA , 0M) = - L » A
3
Déterminer ENF ? ‘
Peut-on construire un point M tel que : OM =2et( OA , O_A_{)) = - g ?

Plus généralement, la donnée du couple ( p,8) caractérise-t-elle le point M ?

Nous sommes maintenant en mesure de définir ce que l'on appelle les coordonnées polaires
d'un point.

Définition

Le plan & étant muni d'un repere orthonormal direct (O, OA& , 0B), tout point M de
# différent de O est caractérisé par la donnée du réel strictement positif p et d'un réel
6 tels que : p =0M.

6=(0A& , OM)
p et & sont appelés les coordonnées polaires du point M.
Onnote : M [p,6].

Remarque : 0 n'a pas de coordonnées polaires (probléme de la détermination de l'angle).






Exercice II.1

Représenter les quatre points suivants définis par leurs

coordonnées polaires :
c3im.p2;-% @0, Fr 22 B A
2 2 3
>
0 A
Exercice I11.2
Représenter les ensembles suivants :
i B /K
Ej={M[p,80]/1<5ps2)
T T
Ex={M[p,8] — <6< —
2={M[p, 0] 3 5/ 9
T 0 A
E3=[1W[p,9]/p526l0_<952_}

Passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes

Connaissant les coordonnées polaires d'un point, il est possible de retrouver ses coordonnées
cartésiennes.

SoitM[p, 8], ona0M =p U ot T désigne le vecteur unitaire tel que ( 0x, T)=6e.

Dans la base (5_2, 55) le vecteur U s'écrit donc _L7 = (cos 6) 04 + (sin 6) OB
d'ou m=p(cos 6) . —O_f)\+p(sz‘n 6). 0B.

Les coordonnées cartésiennes de M [p, 6] sont : x= pcos
y= psin b

Exercice I1.3

Calculer les coordonnées cartésiennes des points C, D, E, F de l'exercice Il.1






IIT - COORDONNEES POLAIRES OU CARTESIENNES ?

Nous avons maintenant deux possibilités pour repérer un point du plan. Dans les
exercices se pose la question du choix du systéme de coordonnées. Il n'y a pas de réponse toute

faite. L'expérience permet de développer une certaine intuition.

Exercice III.1

Caractériser les points des ensembles décrits dans l'exercice 1.2 en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice I11.2

Compléter le tableau ci-dessous.

M est un point
différent de l'origine
situé sur

si et seulement si ses
coordonnées cartésiennes

(x,9) , (x,y) # (o0,0)
vérifient

si et seulement si
ses coordonnées polaires

[p,0 ] vérifient

L'axe (O, 5;\))

L'axe (O , 5[?)

Le cercle de centre O
et de rayon 2.

La demi-droite ]O , 52 ]

La demi-droite 1O , - 0—13 ]

La droite bissectrice de AOB.

Exercice II1.3

. e T
(0, 53 b—g) est un repére orthonormal et I est un point du cercle trigonométrique tel que (OA _07) = 3

En utilisant le systéme de coordonnées de votre choix caractériser :

1 - La droite (OI) privée de O.

~
2 -Le petitarc IB.

3 - Ladroite (AB).

4 - La paralléle @ (OB) passant par I.

5 - Le cercle de centre B et de rayon 1.

E
N







Exercice 1I1.4

On note rg la rotation de centre O et d'angle 8, h; I'homothétie de centre O et de rapport A , 4 € R*,

T
Soit M [2, —].
oit M [ 3]

1 - Quelles sont les coordonnées cartésiennes de M ?

2 - Représenter les points suivants et les caractériser en utilisant le systéme de coordonnées qui vous
semble le mieux adapté.

C=rz= (M) . D=h3 (M)
T T
E=h (M) . F=hi1 jre(M)
, 7 Tz
G=rz,h 3(M) . H=r_,h (M)
i - T 2

I'image de M par la réflexion d’axe (OA).

J image de M par la réflexion d'axe (OB).

K symétrique de M par rapport  O.

L image de M par la translation de vecteur ? (2,1).

e}
b







NOMBRES COMPLEXES

I - UNE APPROCHE DES NOMBRES COMPLEXES

Le plan £ est muni d'un repére orthonormé

0, %,7V)
. , — . A
A tout point M de l'axe (0, '), on associe R
U
l'unique nombre réel x tel que OM =x 1 o >
u

Ce nombre réel x est appelé abscisse de M.

Réciproquement :
. (1 ey e . . , S . -
Soit x un réel, il existe un unique point M surl'axe (0, v), appelé image de x, tel que oM =xu

. L. , - , ,
On €tablit ainsi une correspondance entre I'axe (0, « ) et I'ensemble des nombres réels R.

Notre but est a présent d'introduire un ensemble € appelé ensemble des nombres
complexes, ayant les propriétés suivantes :

Il y a une correspondance entre C et le plan & :

Autrement dit, a tout point M de & correspond un unique nombre complexe, appelé
affixe de M, que l'on note z.

Réciproquement, & tout nombre complexe z, correspond un unique point M, appelé
image de z que l'on note M (z). De plus l'affixe de M (z) estz.

' . . . . ' e ' .
L'ensemble C contient R et si z € R, son image est le point de I'axe (0, u ) d'abscisse .
On peut effectuer des calculs sur €. En d'autres termes deux nombres complexes

peuvent s'additionner, se multiplier.
La correspondance entre C et & va permettre de traduire des problemes géométriques en des
probleémes algébriques et vice-versa.
Soit M un point de P, comment définir son affixe ?
—> —
u

Nous savons que si M est un point de 'axe (0,7) alors OM~ =x
propriétés P; et Po l'affixe de M est x.

. D'apres les

. . — — -
Prenons ensuite un point M (x,y) du plan #,ona OM~ =x u + y v.Posons alors
z =x + iy (ou x + yi). La lettre i introduite dans cette écriture sert a distinguer Ia
part de I'abscisse et celle de l'ordonnée.

P ———¢C C —7
a pour affixe et ) a pour image
M(x,y) —_— =Xty z=x+iy ——>M(x,y)







Egalité de deux nombres complexes

Soientz; =x; +iy; et z3 =x2 + iy? d'apres la propriété P,
z1=1) équivaut a x;=x2 €ty =y

Affixe d'un vecteur : Soit V= xu + yv.On appelle affixe deV le complexe x + iy.

Remargue : Si M est le point du plan tel que V = OM, I'affixe de V est égale a l'affixe de M.

Exercice 1.1

Quelle est l'affixe de B ? Zp =
Quelle est l'affixe de A ? ZA =
Quelle est I'affixe de O ? Zp = B A
. —_—>
Quelle est l'affixe de AB? Z AB = _
v
Représenter en rouge sur la figure 1 l'ensemble des points A
M daffixez =x+i.0 xeR 0 > A
Représenter en bleu l'ensemble des points M d’affixe
z=0 +1y ye R
Figure 1
. . B . .
Exercice 1.2 oo T A """" PTTTTT :
: : v : :
Placer sur la figure 2 les points C, D, E, F images . ' .
respectivesde 2 ; 1-2i ; V2 +iV2 ; -li : . >t .
: ; o # "4 :
Figure 2






Exercice 1.3

Représenter sur la figure 3 les ensembles de points dont
les affixes vérifient :

B
z=1+1y,ydécrivant IR A

<y

z=x+ 2i,xdécrivant R

z=x+i(x+1),xdécrivant IR

Donner une équation cartésienne de chacun de ces
ensembles.

Figure 3

Exercice 1.4

Quelle est la forme des affixes des points de la droite d'équation :

x=07?
y=07?
y=x?

Exercice 1.5

Existe-t-il des nombres réels a et b tels que 3 + 2i = (2a + b) + (a - b) i ? Si oui les calculer.






RESUME

L'ensemble C est I'ensemble des nombres complexes z=x+iy (Ou z=x+yi).

C={z|z=x+iy,xe R,ye R}

P — 5 C C —%
a pour affixe et . a pour image
M(x,y) —z=Xx+Iy z=x+ily ——M(x,y)
Remarques :

. 1 ’ . _-)
Les nombres complexes x + io, que 1'on notera x représentent les points de I'axe (O, u').
L'ensemble des nombres réels R peut donc étre considéré comme un sous ensemble de C
p

(propriété ).

Les nombres complexes o + iy, que l'on notera iy, représentent les points de l'axe

- P . .
(0, u). Ces complexes sont appelés imaginaires purs.

Vocabulaire :

x + iy est appelée forme cartésienne ou algébrique du nombre complexe z.

x est la partie réelle de z, on la note Re(z
yestla partie imaginaire de z, on la note Im(z)

L'axe (0, 7) est appelé axe des réels.

' - . . .
L'axe (0, v') est appelé axe des imaginaires purs.

Définition :

On appelle affixe d'un vecteur V laffixe du point M tel que V =0M

A tout nombre complexe z est associé un point M du plan. A partir des coordonnées
cartésiennes du point M nous avons obtenu la forme algébrique du nombre complexe z. A partir
des coordonnées polaires du point M cherchons & définir une autre écriture de ce complexe qui sera
appelée écriture trigonométrique.

10






II - ECRITURE TRIGONOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES
NON NULS

Soit N un point du cercle trigonométrique. B

Ses coordonnées polaires sont /1, 6]. N v

Ses coordonnées cartésiennes sont (cosé, sin6). ’\9

Le point N a pour affixe le nombre complexe A 0 u A

z = cos® + i sind que l'on note ¢¢. On a donc :

|e‘9 = cosf + ising ]

Bl
L'écriture !¢ ou cosé + isind est appelée forme
trigonométrique de z.

Exercice I11.1

Les points A, B, A", B" étant représentés sur la figure ci-dessus, compléter le tableau suivant :

A B A’ B'

Coordonnées polaires

Affixes sous forme trigonométrique

Affixes sous forme algébrique

Soit M un point du plan différent de 0, de coordonnées
polaires [p, 6.

On rappelle que p = OM eto=(0A , OM). M B
Considérons le point N appartenant a l'intersection de
la demi-droite [OM) d'origine O contenant M et du
cercle trigonométrique. On a donc N /1, 4]. N v o
En utilisant larelation OM = p ON on en déduit que <™\
l'affixe de M estz = pcosd +i (p sind), que 1'on >
6 O A
note p &%,

On a donc [pcos& + £ (psing) = pet? [

L'écriture petf ou p (cosé + isind), préel positif est
appelée forme trigonométrique de z.

Conséquence : p el = 1 oic équivaut @ p=2A et O=a+2kn avec ke Z

Vocabulaire : Pour tout complexe z d'image M, on appelle module de z le réel positif ou nul
OM et on le note |z|.

- =
Pour tout complexe z non nul ¢ = (u , OM ) est un argument de z, on le note
argz.

11






x2+y2.

arg z.

IV .

V)

I

—>

0.

|

b

a

t

équivau

2

alors|z| est égald la norme de V'

z=0
. SiVa pour affixe z = x + iy avec x nombre réel, y nombre réel

. SiMapour affixe z=x + iy avecxetyréels,ona: |z
. Le complexe ¢i(=9) sera plus simplement noté ¢4,

. SiVa pour affixe z alors (

Remarques importantes :
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Exercice I1.4

Représenter en bleu l'ensemble des nombres complexes dont
I'argument est O.

Représenter en rouge l'ensemble des nombres complexes dont
l'argument est .

Que peut-on dire de I'argument de z si z € IR* ?

Exercice I1.5

Ecrire sous forme trigonométrique les affixes des points situés
sur le cercle de centre O et de rayon2 ?

Ecrire sous forme trigonométrique les affixes des points situés
sur la droite d'équation y = x privée de O.

Donner les affixes des points d'intersection du cercle de centre O
et de rayon 2, et de la droite d’équationy = x.

Exercice I1.6

Soient E, F, G, H les sommets d'un carré inscrit dans un cercle
de centre O, se suivant dans le sens direct.

Le point E a pour affixe Zg = p 0. Quelles sont les affixes des
points F, G, H et du milieu I de [EF] ?

Le point E a pour affixe Zg = x + iy.
Quelle est l'expression cartésienne de Zp ,ZG , Zf1 , 21 ?

13

B A

v
)
0 A
B A
T
)
0] i A
< E
B A
7
>
oy gz







Exercice I11.7 rTTTtnet A Tttt °
Placer le point M d'affixe Zpg = 2 + 2i B
Placer le point N d'affixe ZN = 1 - V3i g' """" } """"" A """ ot ; """" 'g
Placer le point P daffixe Zp = -V3+i v
Ecrire les affixes de M, N, P sous forme trigonométrique : é : )E §
- 5 I B
Zy = : : : :
R I —
_RESUME __ _

Soient M un point du plan différent de O et z son affixe, on peut écrire z de deux
facons différentes :

Y - — oM
B A !
Forme algébrique Forme p |
x . A U
de l'affixe de [y]( J trigonométrique v 6:
y
de l'affixe de M[p ,0] >
. Ol & «x A
z=Xx+1iy z =,0€“9
p>0

Remarque : Le complexe nul n'a pas de forme trigonométrique (probléme de la détermination de
I'argument), mais il a un module |0 =0.

On a les relations :

- —
p=O0OM p= |ZI = x2+y2 =argz= (u ,0M)
z =0 si et seulement si |z| =0
x = p cosf y = p sinb

14






IIT - L'ADDITION DANS C

Soient z; et z , d'images respectives M; et M;.

L'affixe z du point M tel que : OM = OM; + OM» est appelée somme de z; et 27 .

077: 0m+ Oﬁ;

z2=2]+2)

Exercice 1I11.1 M
T S S R P S

Placer les points My(-1 + ) et My (2 + 3i)
— — — L T

Placer le point M tel que OM = OM) + OM7 puis ! ! ' ;_,B 0 ' ' ) '
déterminer l'affixe de M. ' ' ' i < ' . '
) [] [] [ Vel [ 3 []

En déduire l'écriture cartésienne (i-e algébrique) de X ' ' . O T A ' . '
(-1+i) + (2+3i). T S N R S
Plus généralement : : : : : X : :

Sizp=xp+iyjetzy=x3+iyy alors z; +z23=(x] +Xx2)+i(y] +Y2)

Remarque : Si z; et zy sont réels on retrouve l'addition des réels.

On déduit des propriétés de l'addition des vecteurs que l'addition des nombres complexes est
commutative :
z]+2) =22 +2]

et aussi qu'elle est associative :
(21 +22) + 23 = 2] + (22 + 23)

I B AN S T A T A P e

Exercice II1.2 ' X ' ' ' ' : '
Lenooenonldonsetcnnalenanad 'e ssedceaacomeaense

S S

Soit C(1 + 1i). Construire l'ensemble des points M du . . . . . . ' :
T P . . . . : ! :

plan tels que 5? + OMsoit un vecteur colinéaire A ¢ «-wmececqeeecr P ok ammmmmmagenooicnny
- . ' . . : . X .
0A’. X . ) VU ; ; ' ;
1] 1] . L] } : 1 :

O I 3 U

Retrouver ce résultat en utilisant les nombres complexes. . X : | ' ; ' '
S S

P AR B S N

e T
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Exercice III.3

b 2n
Placer le point E d'affixe €' 4 , F d'affixe ¢ 3 ,
2n
T

G d'affixe 4 +é 3

a) Calculer un argument et le module du nombre complexe
27
T

4 +é 3

b) Ecrire ce nombre complexe sous forme cartésienne.

Remarques : o Il est souvent peu commode d'utiliser l'écriture trigonométrique pour

additionner deux nombres complexes. Pour vous en convaincre, essayez de

T

refaire l'exercice précédent en remplagant l'affixe de E par 2 .

o En général l'argument d'une somme n'est pas égal a la somme des arguments.

Hlustrer cette remarque par un exemple.

Exercice IIl.4

Soient M un point d'affixe non nulle z, M’ son symétrique par
rapport @ l'axe (OA), M" le symétrique de M par rapporta O, et
M le symétrique de M par rapport a l'axe (OB).

1) On pose z = x + iy. Ecrire les affixes de M" et M", M"" sous
la forme cartésienne.

2)Onposez=p &6, Ecrire les affixes de M" et M"”, M"" sous la
forme trigonométrique.

16
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Définition :
L'affixe 2’ de M, symétrique de M par rapport & (0A), est appelée le conjugué de z, et est notée z.

L'affixe z” de M” , symétrique de M par rapport a 0, est appelée 'opposé de z et est notée -z.

Si  z=pei6  alors z=peib et -z= peilo+m

Si z=x+iy alors z=x-iy et -z =-x-iy

Exercice IIL.5

N

Déterminer l'ensemble E des complexes z tels que z =

N

Déterminer l'ensemble F des complexes z tels que z = -

Donner une condition nécessaire et suffisante portant surzet z pour que z soit imaginaire pur.

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur z etz pour que z soit réel.

zestréel <>z= z & z=0 ou argz=kn(keZ)

z

z est imaginaire pur < z= -z < z=0 ou z=5+kn(keZ)
Soustraction dans C.

.y . M2
Considérons M, et M, deux points du plan. /
On note (x; Y ;) les coordonnées cartésiennes de M, , V
et z; son affixe. B
On note (x,, y,) les coordonnées cartésiennes de Af,, et A
zg son affixe. -

v
Ona M;M, = OM, - OM; donc M;M, a pour affixe o — >
(x2 —x7)+i(y2 —y;). Ce nombre complexe est noté u A

22 - 2],
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Exercice III.6

Soient zj et z) deux nombres complexes d'images respectives M et M.

Interpréter géométriquement le module et un argument de z3 - z;.

Exercice 111.7
Soit M un point d'affixez =x + iy = pei9

Ecrire sous forme trigononométrique et sous forme cartésienne les complexes :

Z+ 2z

En déduire une expression simplifiée de €' + e10 et de €t - 16

Exercice III.8

On considére dans le plan les points E et F d'affixes respectives 2+ 3i et =5+ 4i.

Calculer l'affixe du vecteur EF

LI I A i I R I L R
Exercice 111.9 R R RS L EEEE SR R
N S RN MR BN A
Placer dans le plan les points E et F d'affixes respectives 3—i et | . . X X X : X
2 + 3i. ' : ' ' ' X ' X
l'"’ﬁ""!"'"P’B’K""I""l"":""'I
: : : g ' " X X
Construire le point K tel que OEKF soit un parallélogramme et . ‘ . )'L E X E
calculer l'affixe Zg du point K. . . . C 0]+ A . ' .
1] ] L] L] u b : . :
R ] ey R
‘ X : X ' X X '
Mewedaaecotoansabanncfeanecdasescbnenneansd
L T D . PE T IR SRR
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Exercice III.10

2 + 5i.

4+3i,ZQ

L IN =

Soient MNPQ un parallélogramme tel que Zpg = 1 + 2i

Déterminer Zp.

Exercice I111.11

Soit E, F, G, H les points du plan d'affixes respectives 1 + 3i ,2 +i,4,3 +2i.

Démontrer que le quadrilatére EFGH est un losange.

4
'
'
'
'
- -
'
'
'
N

.
]
.
®
oo eedeoaone
]
]
[
.
bl

L]
. N .
. N .
. . .
teeecloenactaaas
. ] .
. N L]
L] ' L]
. . 1]
bCeecamenoadanaas
. N )
[ N [
. N ]
. . .
Lol Sl
. ’ .
. ) .
0 ' [
’ ' 0
. s v
. » .
. N .
. N .
Lecedecandonea
v ’ [
] N [
. N [
. N .
Cemectonaa dewaa
. .
. )
» N .
. .
L e B
. . .
. ] .
. N .
L A .

[
[
[
[
-t
]
[
[
[

'
'
'
1
U
'
'
t
'

4
'
[
[
]

.
] .
] .
'] .
. °
[S——
. .
. .
. .
. .
re===
' .
L]
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RESUME

Soient M, d'affixe z; et M d'affixe z;

' g — —
z; + zp estl'affixe du vecteur OM; + OM;

z3 - z; est 'affixe du vecteur MM
(on suppose M; #M3)

/22 - 21/ =MM;
ﬁ _H
arg (z2-z1)=(u , M;M3)

z] + 22 = (x; +x2) + i(y1 +y2)
Sizj =x;+iy;etzp =x3 +iyy alors
lzp -zp = (x2 - x1) + i(y2 - y1)

Z] +22 =22 + 27

2] + (22 +23) = (z7 +22) + 23
Pour tous complexesz;,z;,z3 ona

21 +0=0+2z1 =2

z;p + (-z1) =0

z- z =2 1Im (z)
el 4 o-i0
Pour tout complexe z on a — = cosé
Formule d'Euler
919 . e-z& .
= sin@
2i







IV - LA MULTIPLICATION DANS C

A - MULTIPLICATION D'UN NOMBRE COMPLEXE PAR UN NOMBRE REEL

Soient k£ un réel et # 'homothétie de centre 0 et

de rapport £. M
Considérons le point M d'affixe z=x + iy et M’ B A

son image par I'homothétie 4 ; A’ est défini par la = M

relation vectorielle : OM = kO ; on en déduit

que le point M’ a pour coordonnées (kx, ky), 0O > )A

donc que son affixe est kx + iky.

Définition :

Soient le réel k et le complexe z = x + iy, ot x et y sont des réels.
On note 4z le nombre complexe kx + i(ky).

Remarque :

Soient M d'affixe z et M" d'affixe 2", |z’ = kz équivaut a OM"= EOM

Sik=-Iles vecteurs OM et O3 sont opposés. On a donc (-1) z = -z.

Pour toutcomplexeona:0xz=0¢t I xz=z

Exercice 1IV.1

L

Placer les points C et D d'affixes respectives ZC=2el-5— L--‘h_ _____ - “__i__“:___“j
.3n ’ ' ' ' ' ' ! :
- BN
Placer les points E, F, G, H d’affixes respectives ‘ é
Ecrire sous forme trigonométrique les affixes des points ' 0 } ' :
EF.GH IR Y
e~ S R R I
ZF =
26 AR







Exercice 1V.2

Soient z un complexe et k un réel. On suppose z #0 et k #0

Exprimer /kz/ et arg (kz) en fonction de k, /z / etarg z.

Remarque : Le module du produit d'un complexe par un réel est égal au produit de la valeur
absolue du réel par le module du complexe.

B - MULTIPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

Exercice 1V.3
il
Soient C le point d'affixe e 6 et D le point d’affixe
,—2n

| — -
e I .
Construire les images respectives C' et D" de C et D par

. , T
la rotation de centre O et d’angle r

Ecrire les affixes de ces points sous forme
trigonométrique.

20 = p’ =

Méme question pour les points C" et D" images
respectives de C et D par la rotation de centre O et d'angle
.

ZC” = zD" =

Soit M le point d'affixe ¢®. On note r, la
rotation de centre O et d'angle o et on pose
M"—-—-ra(M).

Ona:

OM=0M =1
(4 ,0M) = (& ,0M) + (OM ,0M)=6+a

On en déduit que l'affixe de M’ est le nombre
complexe de module 1 et d'argument 6 + «, C'est-

a-dire /%) L'affixe de M’ est appelée le
produit de 9 et ¢,

[89]
o

B
O A
B
M
>>M
o/ A







Définition :

Soient e® et ¢ deux nombres complexes de module 1. On note . ¢ ou e®xe®

le complexe ¢/(®*%)
Exercice 1V.4

1-7}- zn iTt zn
Ecrire sous forme trigonométrique les produits suivants : e%.e 6 e 6.4 .
Exercice IV.5
iE ‘TE

Ecrire sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique le produit el.e?,

En déduire que i2=-1,

Remarque : Le carré du nombre complexe i est égal a -1.

On en déduit que 1'équation 22 = -7 a des solutions dans C, alors que cette équation
n'a pas de solution dans R. Nous étudierons dans le paragraphe V la résolution
complete de cette équation.

8]
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C - MULTIPLICATION DE DEUX COMPLEXES DANS LE CAS GENERAL
Exercice 1V.6

Soit M un point quelconque du plan.

Soit h3 'homothétie de centre O et de rapport 3.

T
Soit rg la rotation de centre O et d'angle —.
v A
Construire les points My, My, M3, My définis par : 7| « M
- M) image de M par h3. >
-Mpimage de M| par ry. 0 U A

3
-M3image de M parr3,

-Myimage de M3 par ry.
3

Remarque : Plus généralement si ; est 'homothétie de centre O et de rapport 4 et r,, la rotation de
centre O et d'angle a alors hy o ro (M) = ry o hy (M) pour tout point M du plan.

Exercice 1IV.7

. T
1 i —i— . 3 iI—
Dans le plan on considére les points C 3 e4| ,D|e 3| ,E (—3— e’ ) , F > e 3

yid
Soient hy l'homothétie de centre O, de rapport 2 et ry la rotation de centre O, d'angle 3
3

Ecrire les affixes des points C; ,Dy ,Ey , F|, images respectives de C,D, E, F par  ry o ho.

Affixe de Cj : 3
Affixe de D :
B A
Affixe de Ej : Bt
Affixe de F : 0 - >
u A

Soit M l'image de M(peie) par rg o ho.

Quelle est l'affixe zj de M} ?







LT LT
. l— . l—
Remarque :  zjestappelé produit de pe'® par 2¢ 3 noté (pe‘e) x |2e 3

e
. 1— 1(94——)
On adonc larelation : pe®® x 2¢ 3 = 2pe 3
P p

b (n
i— . x(— + 8)
2¢ 3 x pe'® = 2pe\3

Exercice 1IV.8

Soit M un point d'affixe z non nulle, construire le point
T X
3 =
M daffixe = e 4 X z
2 B A

M

<

Exercice IV.9

Soient hy I'homothétie de centre O, de rapport & (A > 0) et ry la rotation de centre O, d'angle o.

Quelle est l'affixe z; de M image de M(peie) par rg o hy ?

Définition :

Etant donné deux nombres complexes non nuls : z de module p et d'argument 6, et z’ de module A
et d'argument «, le nombre complexe de module pA et d'argument 6+ est appelé le produit de
2’ par z. On écrit : z x 2' = (pe'®)(hei®) = pret 9+

D'ol lex 2| = |zl x || e arg (zx 7)) =argz+ argz’

Siz=0 alors 0 xz =z x0=0 pour tout complexe z".

Exercice 1IV.10

T . .5
- [ P ben o B . .
Effectuer les produits : 3¢™x4e? ,2e3 xe 6 ,4¢° x3e™.

[0S]
w







Exercice 1IV.11

Déterminer N (réel strictement positif) et o (réel défini modulo 2m) tels que :
T

. l
a) A% x2e 3 =1
i
b) Ae'™* x2e 3 =-1
i
c) Ae'™ x2e 3 e R*

LT

. l—
d) Ae'™ x2e 3 estun réel strictement positif.
p

Exercice 1IV.12  (Conséquence de la définition)

Montrer que zj xz3 = z3 xzj.(Ondit que la multiplication de C est commutative).

Montrer que z; x z)

I

0 équivauta z; =0 ou z2 =0

Montrer que (z) x z3) x23 = z] x(z2 x23) (On dit que la multiplication de C est associative).

Produit de deux complexes et forme algébrique
Nous venons de définir le produit de deux nombres complexes écrits sous forme
trigonométrique. Dans les exercices on a aussi souvent besoin de calculer des produits de
complexes €écrits sous forme algébrique.
Le but de I'exercice suivant est de démontrer que pour tous réels x, y, x’, y’on a:
(x +iy) (x" + iy’) = xx" - yy' + i(xy" + xy)
Exercice 1V.13

Iy ’ . 1 ’ A o
Considérons les complexes non nuls z et 2’ tels que : z=x+1iy= p.e‘e et ’=x"+iy'=h.e

On pose Z = zz'. Ecrire Z sous forme trigonométrique.

Ecrire Z sous forme cartésienne en fonctionde p , A, 0, o puisenfonctiondex,y,x ,y .

Vérifier que l'on obtient le méme résultat en développant (x + iy) (X' + iy’) et en utilisant la relation i = -1.

Remarque : A partir de ce résultat vous vérifierez que pour tous nombres complexes z, z', z”
ona:zx(z+z")=zxz+zxz" Ondit que la multiplication est distributive par
rapport a l'addition.
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Exercice 1IV.14

Soitz =x + iy ou x ety sontdes réels, démontrer l'égalité

Exercice IV.15

Ecrire sous forme algébrique les produits suivants :

(1+2i)(4-3i)

(3+i)(3-1i)

(% + %i)(2+ 3i)

(2 + 5i)?

Exercice 1IV.16

Ecrire sous forme algébrique ou trigonométrique les nombres complexes suivants :

(1+i)8 (1-i)?

(-1+i)12

Exercice 1V.17

Démontrer I'égalité (cos® + isin9)3 = 0530 + isin30

En déduire une expression de cos39 et sin30 en fonction de cos® et

sin®

Plus généralement pour tout entier naturel p

. p .
(ele) - elpO

(cos® + isin®)P = cosp® + isinp®
(Formule de Moivre)
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B - QUOTIENTS DE DEUX COMPLEXES

Inverse d'un complexe non nul

Exercice 1IV.18

fereececnas

Soit f l'application #-{0} dans P-{0} qui a chaque point B
M associe le point M’ tel que : STttt Pttt A """" yoTote
. bt '
oM.oM =1 et (i , OM)=~(d , OM) : ;
N : o : >+
Soit E d'affixe 1 + i, construire son image E’ par f. ' O " A

Soit M d'affixe non nulle z = pe®. Déterminer sous
forme trigonométrique l'affixe z’ du point M’ .

Calculer zz'.

Propriété

.
°

Soit z un nombre complexe non nul. Il existe un unique complexe z’
noté f et appelé inverse de z, tel que zz" = 1.
1 1

- = — et arg (—]—) =-argz
z |2| z

Ona

eie

En particulier A e = (;79—)

Exercice 'IV.I9

. i0 .1 . . . o .
Soit z = pe”. Ecrire S sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique en fonctionde p et 6.

On pose z = x+iy, x ety réels. Exprimer cos © et sin © en fonctionde x ,deyet p.

En déduire que 1 = = =
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Exercice IV.20

1
i 1++30

Donner la forme trigonométrique puis la forme algébrique du complexe

Donner la forme algébrique de .
2+ 3

Quotient de deux complexes

Définition :

Soient z et z* deux complexes avec z'# 0

On appelle quotient de z par z* le complexe noté -j- tel que

z 1
==zX=
z Zz
. . . . 1 . .
Siz=p.e® et 7=1e® ona Z =pe® x = i® = £ o il0-a)
z A A
L. z z ,
Onen déduit |—| = i} et arg (-—-) =argz - argz
z Iz‘ z
Exercice 1V.21
Ecrire sous forme cartésienne -
+ i

2 -3
1+

En déduire la forme cartésienne de

Remarque : Pour obtenir la forme cartésienne de i, il suffit de multiplier le numérateur et le

dénominateur par z’.

Exercice IV.22

Ecrire sous forme cartésienne

2 38—
1=71 9
4-9;
29 = ;
. _\/§+i
351






Exercice 1V.23

Soient a, b, c, d des nombres complexes non nuls tous différents d’images respectives A, B, C, D.

Interpréter a l'aide des nombres complexes les angles suivants :

(% 0A)= (v, 0B)= (OA , 0B) =
(@, A0)= (& AB)= (¥ ,CD)=
(AB | AC)= (AB , CD)=

A la suite de cet exercice, on peut énoncer la propriété suivante :

Propriété :

Soient 4, B, C, D quatre points du plan tels que 4 # B et C #D, d'affixes
respectives, a, b, ¢, d.

Ona (A%,EB)= arg (%ij
-a

E - OPERATIONS ET CONJUGAISON

Exercice 1IV.24

Soient z et 2’ deux nombres complexes.

Comparer :

»

4+ 7 el z+z

N
X
N

et z Xz

/N
NIN]
——
)
]
N~

et

N[

/N
N\IN
N———

30







Exercice 1V.25 (Exercice de syntheése)

. PP \ ’ . _) _> . ~ .
Soit P le plan rapporté & un repére orthonormé direct (O, u, v ). On considére trois nombres complexes non nuls,

deux & deux distincts a, betctelsque |a| = |b| = |c|, a# -b, b # -c et a # c.Ondésigne respectivement

par A, B, Cet Hlesimagesde a, b,ceta+ b + c. Le but de l'exercice est de montrer que H est le point d'intersection
des trois hauteurs du triangle ABC.

1.i) Soit w = bc - bc . Exprimer w al'aide w. En déduire que w est un nombre imaginaire pur.

+ C

if) Montrer a l'aide de 1.i) que (b + ¢ b-c)et b sont des imaginaires purs.
b p

2.1) Exprimer en fonction de a, b et c, les affixes des vecteurs Al et -C?
ii) Utiliser 2.i) et 1.ii) pour montrer que la droite (AH) est la hauteur passant par A du triangle ABC.

iii) Expliquer, sans calcul supplémentaire, pourquoi A est le point d'intersection des trois hauteurs du triangle ABC.

- RESUME

Nous avons défini deux opérations sur C : l'addition et la multiplication.
L'addition des complexes s'interprete géométriquement par l'addition vectorielle.

La multiplication d'un nombre complexe par le multiplicateur ke!® , k € R*, s'interpréte
géométriquement :

+ par une homothétie de centre O si le multiplicateur est réel,
+ par une rotation de centre O si le multiplicateur est €° ,
« par la composée des deux si le multiplicateur est ke,

Ecriture algébrique Ecriture trigonométrique
z X+ iy (pourz=0) ped
z X+ iy’ (pour 2’#0) Ae'
z+7 (x+x)+ily+y) Peu pratique saufsi p =
(cf exercice I11.3)
i(6
z X7z (xx’ - yy') + i(xy" + vx') ple‘( +a)
! x - by 1 e
z Z ., 2 €
x“ +y p
: 2z’ P i(6-0)
— —_— 4
i |12 A

Remarque : 2z’ = 0 si et seulementsiz=00uz =0






V - EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C, A COEFFICIENTS
REELS

A - RESOLUTION DANS C DE L'EQUATION z2 =a aveca réel.

Exercice V.1

Déterminer sous forme trigonométrique les solutions dans C de I'équation 2 =23

Ecrire ces solutions sous forme algébrique.

Remarque : L'équationdans R 22 =-3 n'aaucune solution ; en revanche l'équation dans C
22 = -3 a deux solutions.

Exercice V.2

Soit a un réel non nul. Déterminer, en distinguant deux cas, sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique
les complexes dont le carré est égal a a.

ler cas : aeRy

2éme cas : aer.

Théoréme :

Soit un réel non nul, 1'équation dans € z? = a a deux solutions :

sia>0 ces solutions sontVa et -Va

sia<0 cessolutions sont iV-a et -iNa

Remarque :

L'équation dans € 22 =0 a une seule solution qui est 0.






B - CAS GENERAL

Exercice V.3

Résoudre dans C l'équation (z - 5 )2 =-3.

Exercice V.4

Résoudre dans C I'équation 222 + 6z + 7 = 0.
(On pourra utiliser la forme canonique de 222 + 6z + 7).

Exercice V.5 (Cas général)

Soient a, b, ¢ trois nombres réels et a # 0. On considére I'équation du second degré, dans C, d'inconnue z :
2 -
az¢ + bz +c¢c =0,

En utilisant la méme méthode que celle de l'exercice V.4 démontrer que pour tout complexe z

2

A

a’ +bz+c=a !:(z + —b—) - = :l avec A = b? - dac (forme canonique).
2a 4a

Résoudre dans C I'équation az? + bz + ¢ = 0, en distinguant trois cas :

A=0
A>0

A<O
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Propriété :

Soient a un réel non nul et 4 et ¢ des réels quelconques.
L'équation dans C az? + bz + ¢ =0 admet :

si A =0 une solution réelle zyp = 2—b
a

-b + VA -b - A

si A >0 deux solutions réelles z; = et z; =
2a 2a

si A <0 deux solutions complexes conjuguées

b+ iV-A — b+ A
Z TN et = 222

z] =
1 2a 2a

Remarque : Une équation du second degré dans C a coefficients réels a toujours deux solutions
distinctes ou non. Ce qui revient a dire que dans € tout trindome du second
degré a coefficients réels peut s'écrire sous forme d'un produit de
facteurs du premier degré.

Exercice V.6

Résoudre dans C les équations suivantes :

2=-9

2-7=0

2+4=0

324+6z2+1=0

2-4245=0

Exercice V.7

Factoriser :

224245

2yz+1

1322 - 24z + 13
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LES COMPLEXES

UN OUTIL POUR FAIRE DE LA GEOMETRIE

I - NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS DU PLAN

. - - N .
Dans tout ce chapitre, (0, ¥, v) sera un repere orthonormal direct du plan £.

A - TRANSLATIONS

Exercice 1.1 f : B
A S
: , 2 : : g :
Soient T la translation de vecteur V. ] et M un point : : :
de coordonnées (x,y). : 0 >

Calculer les coordonnées cartésiennes de T(M).

Exercice 1.2

Soient V le vecteur d'affixe 1 + 3i et T la translation de vecteur \7 .

Soit M un point d'affixe z, calculer l'affixe z’ de T(M) en fonction de z.

Exercice 1.3
Soient f : C — C et F: 22— @

z—— z'=z+(3-2i) M(z) — M1(z'=f(z))

Démontrer que F est une translation dont on précisera le vecteur.

Remarque : On dit que f est I'application complexe associée a l'application ponctuelle F.

Théoréeme :

son application complexe associée fest de la forme :
f:C — C

z——z'=z+b

b est alors l'affixe du vecteur de translation.

Une application ponctuelle F de & dans & est une translation si et seulement si
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B - ROTATIONS

Exercice 1.4 : : B
- T T A
Soient R la rotation de centre O, d'angle d M le point de : : v
coordonnées (x ,y). On note M" = R(M). Calculer I'affixe 2’ de '
M’ en fonction de l'affixe z de M. ; : ol = > 7 :

En déduire les coordonnées (x’,y’) de M’ en fonction de x et y.

Exercice I.5
Soient f : C — C et F son application ponctuelle associée.
z—— =60, 6eR

1) Quels sont les points invariants par F ?

2) Soient M s O et M’ = F(M). Démontrer que OM = OM’ et (5—)M , O—IT;’) =6
3) Quelle est la nature de F ?

Théoréme :

Une application ponctuelle de F de & dans & est une rotation de centre O et d'angle
6 si et seulement si son application complexe associée f est de la forme

f: € — C

7 — 2’ =¢lb;

Exercice 1.6

[ ~
by

<

’

X x’ xro=ZXx-
SoitF. & —— ﬂdéﬂ'nieparF[ ) B (y)avec
y

’
’

y

It
o
Nlﬁ
N
|~
<

1) Exprimer l'affixe z’ de M’ en fonction de I'affixe z de M.

2) En déduire que F est une rotation que l'on précisera.
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Exercice 1.7

Soit R la rotation de centre 1(2,1) et d'angle 477:

1) Calculer l'affixe 2" de M’ = R(M) en fonction de l'affixe z de M.

2) En déduire les coordonnées (x'.y’) de M"en fonction des coordonnées (x,y) de M.

Exercice 1.8

Soient f : C— C et Fetlapplication ponctuelle associée a f.

. (1 .43 ,
Z-*—-—>Z=-§+l—-2—'2+(1+l)

1) Démontrer qu'il existe un point invariant et un seul My dont on précisera l'affixe 2.

2) Démontrer I'équivalence : 2’ = [é + i—\g—gjz +1+i=-zp= (é + iij—J(z- z0)

3) Démontrer que siM =My et siM’ = F(M) ona MgM = MM’ et (MgM , MgM’) = —g—

4) Quelle est la nature de F ?

Exercice 1.9 (Généralisation)

Soient f : C— C et Flapplication ponctuelle associée af.

r—e%z 4 p (b élément de C )

1) Quelle est la nature de F lorsque 6 =2kn ke ?

2) Quelle est la nature de F lorsque 0 +2kn kR eZ ?
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Exercice 1.10 (Réciproque de I-9 2))

Soit R une rotation d'angle ©. Démontrer que I'application complexe associée a R est de la forme :

C — C

zt——z2 =97 4 bavecbe C

C - EXERCICES D'APPLICATION

Exercice 1.11 Composition de deux rotations de centres différents

1) On considére les rotations suivantes :

, Fiq
Ry decentre & (2 ,-I)dangles;

Ry de centre Qg (3, 1) d'anglejTr et d'application complexe associée f3.

et d'application complexe associée f.

a) Soit M un point d’'affixe z. On pose M' =R} (M) et M” =Ry (M’) =Ry o R; (M)

Exprimer l'affixe 2’ de M" et l'affixe 2" de M" en fonction de z.

En déduire l'application complexe f associée ARy o R}

Vérifier quef=f2 < fi

b) Déterminer de méme l'application complexe associée aRj o R}
¢) Quelle est la naturede Ry o R; et Rj oRy ?

d)A-t-onRy oR; =Rj oRy ?

2) Soit R3 la rotation de centre € et d'angle é—t Quelle est la nature de R3 « Rj et R} o R3?

3) On note I le centre de Ry o R} etJle centre de Ry o R).

Déterminer les affixes de I et J.

Démontrer que I et J sont symétriques par rapport a (£ €).

38






Exercice 1.12 Rotation et triangle équilatéral

- -
Dans le repére (O, u , v) orthonormal direct on considére les points A(2,1) et B(3,-2). On veut déterminer les
coordonnées du point C tel que (A.B,C) soit un triangle équilatéral direct.

1) Démontrer que C est l'image de B par une rotation R de centre A. Quel est l'angle de R ?

2) En déduire les coordonnées de C.

Exercice 1.13 Rotation et triangle rectangle isocéle

Soient (O, u , v) unrepére orthonormal direct du plan, A et B les points d'affixes respectives 1 et 2 + 3i.

1) Calculer I'affixe du point E tel que (E.B,A) soit un triangle rectangle isocéle de sommet E et de sens direct.
2) Calculer l'affixe du point F tel que (O,B,F) soit un triangle rectangle isocéle de sommet F et de sens direct.

3) On appelle I le milieu de [OA]. Démontrer que (I,E,F) est un triangle isocéle de sommet I.

Exercice 1.13 Rotation et triangle rectangle isocéle

Soient (O, u , v) unrepére orthonormal direct du plan, A et B les points d'affixes respectives I et 2 + 3i.

1) Calculer I'affixe du point E tel que (E.B,A) soit un triangle rectangle isocéle de sommet E et de sens direct.
2) Calculer I'affixe du point F tel que (O,B,F) soit un triangle rectangle isocéle de sommet F et de sens direct.

3) On appelle I le milie<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>