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I - POURQUOI UN GROUPE DE RECHERCHE MATHEMATIQUES
EN S.T.S. ?

- PROLONGER I'action nationale sur les B.T.S.

- REPONDRE a I'évolution de I'enseignement des mathématiques dans les différentes
sections et assurer la survivance de la discipline en tant que telle.

- S'ADAPTER a la mise en place des nouveaux programmes écrits sous une nouvelle
forme et les interpréter dans un certain flou des instructions officielles.

- S'INTERROGER sur la maniere de faire passer certaines notions difficiles, en un
nombre restreint d'heures, devant un public non habitué & l'abstraction.

- ROMPRE l'isolement du professeur de mathématiques en S.T.S. et faire face a un
manque de documentation.

- GERER les relations avec les professeurs des matiéres professionnelles.

Dans ces sections, les étudiants sont des CONSOMMATEURS de résultats
mathématiques. Les mathématiques ne peuvent se concevoir qu'en liaison avec les autres disciplines
au SERVICE d'une finalité professionnelle. "Tout l'art de I'enseignant est de faire comprendre quand
s'applique tel outil mathématique et comment cet outil a €té bati". (M. Rouquairol).

II - COMMENT A-T-IL FONCTIONNE ?

Mis en place en septembre 1990, il est le prolongement d'un groupe de secteur sur
l'utilisation d'une grille d'évaluation en classe de S.T.S. ayant fonctionné pendant 1'année scolaire
1989/1990.

Il a réuni dix professeurs de mathématiques. Pour préserver une certaine homogénéité
dans les difficultés rencontrées sept enseignaient dans des S.T.S. du secteur industriel, ce qui peut
expliquer le choix de certains themes.

Pour pallier a certains besoins le groupe a fait appel a des intervenants extérieurs dans le
domaine de la statistique et de la transmission du signal.

IIT - QU'A-T-IL ABORDE ?

A T'époque de sa création tres peu de livres étaient parus et les collegues de S.T.S. étaient
désemparés pour trouver des activités permettant :

- de faire acquérir aux éléves un noyau de connaissances solides nécessaires pour les
autres enseignements scientifiques et techniques,

- de développer chez eux la capacité a mobiliser ces connaissances pour résoudre des
problémes mettant en jeu des secteurs variés des mathématiques et des autres disci-
plines scientifiques.

Le choix des thémes est guidé par la volonté d'aborder de fagon concréte les notions
mathématiques utilisées dans les autres disciplines spécifiques a chaque B.T.S.
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Cette approche doit étre aussi suffisamment ouverte pour permettre aux éléves les
meilleurs de poursuivre leurs études (année de préparation aux concours d'entrée dans des €coles
d'ingénieurs ou des places leur sont réservées, entrée dans les E.N.I., dispense de DEUG pour
certaines licences...).

Depuis, de nombreux ouvrages ont fleuri (cf. bibliographie) et on y ‘trouve certaines
activités proposées ici. C'est pourquoi nous nous sommes efforcés, dans la mesure du possible, de
justifier notre démarche et de rapporter les réactions des éleves et des collegues des autres disciplines
avec lesquels nous avons €té amenés a avoir beaucoup de contacts.

Pour certaines activités nous avons cru judicieux de mettre en évidence des propriétés
utilisées dans d'autres disciplines (en particulier en physique). En aucun cas nous n'avons voulu
nous transformer en "spécialistes" d'une autre matiere et outrepasser nos droits, mais ayant
"transpiré" sur certaines notions bien lointaines nous avons voulu éviter au lecteur ce pensum.

THEMES ABORDES

- EQUATIONS DIFFERENTIELLES
En physique on découvre de nombreux phénomenes conduisant a la résolution
d'équations différentielles.

- ALGEBRE LINEAIRE
Comment aborder la notion de matrice en utilisant le minimum de connaissances
d'algebre linéaire ?

- DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER
En électricité les éleves disposent de signaux trigonométriques qu'ils savent
superposer et transmettre. Quand un signal est non trigonométrique, mais périodique,
la seule possibilité de le transmettre est de le transformer en signaux périodiques que
I'on superpose.

Remarque: Récemment de nombreuses et bonnes brochures sur les statistiques et probabilités ont
été publiées (cf. bibliographie) aussi nous n'avons pas jugé utile de les reprendre.
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I - RADIOACTIVITE

Un corps radioactif est un corps dont les atomes se désintégrent spontanément en émettant
des particules.

La masse m(¢) d'un échantillon d'un corps radioactif est donc fonction décroissante du

temps ¢. La vitesse de désintégration m'(¢) (m’ est la dérivée de m) est proportionnelle &
la masse de 1'échantillon a l'instant considéré.
L'unité de temps est choisie suivant I'élément chimique étudié. k constante réelle positive.

m'(t) = —k x m(t)

Déterminer la solution de 1'équation différentielle précédente telle que m(0) = mo (masse
initiale de I'échantillon).

Démontrer qu'il existe un réel T tel que pour tout¢ € [0, +oo [ :

1
m (t + T) =5 m (¢). (On suppose mq # 0).

T est la période du corps radioactif (temps au bout duquel le corps radioactif a diminué de
moitié€).

En se désintégrant, l'atome du radium 28%6 Ra donne de I'hélium et une émanation
gazeuse, le radon, elle-méme radioactive.

On observe ainsi que la masse de radium diminue de 0,043 % par an. Déterminer le
coefficient & ci-dessus. En déduire 7.

@ a) Sachant que la période du carbonne 164 C est T'=5570 ans,
calculer de quel pourcentage diminue sa masse par an.

b) De méme sachant que la période de l'uranium %?59 UestT=32min.,
calculer de quel pourcentage diminue sa masse par minute.

Réponses : 2) k=-4,3x 104 an!

3) T=i"—lkf-@ . T=1612 ans

4) a) 0,012% par an

b) 3% par min
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II - REFROIDISSEMENT D'UN CORPS
Newton a observé que la vitesse de refroidissement d'un corps quelconque est
proportionnelle a la différence de température entre ce corps et I'air ambiant.

Si 6(¢) est la température du corps a l'instant £, exprimé en secondes, la variation de

do R o . . .
température est a= —k (6 — 01) ol k est une constante positive et 61 la température de I'air ambiant.

1) Sachant que pourt =0, 6 = 0, déterminer 6(¢) en fonction de ¢.

2) On suppose que 81 = 20° C, 89 =70° C.
Au bout de 5 minutes, 6 vaut 60° C.
Calculer k. Déterminer 6(¢) en fonction de ¢.

Réponses : 1) 6(t) =01+ (6g— 61) ekt
D) k=17,4 10-4; 6() = 20 + 50e—*t

IIT - DEFLEXION D'UN FAISCEAU DE PARTICULES

Quelles sont les courbes (I') d'équation y = g(x) en repere orthonormé telles que si H
désigne la projection orthogonale sur Ox d'un point M quelconque de (IN et T
l'intersection de la tangente en M a I” avec Ox, on ait constamment 7" au milieu de [O,H].

Soity = g(x)
v A ()
L'équation de la tangente en M(x,y) est
Y=g'"(x) X-x)+gx)
M
: Le point 7" a pour abscisse%
I a pour ordonnée 0
+ =
0 T H . Onadonc 0 =g"(x) (—g') +g(x)

Le probléme posé revient donc a résoudre 1'équation différentielle précédente,

ou encore a résoudre % y' —-y=0
2
pourx#0  y'--y=0 (E)
Cette équation différentielle a pour solutions les fonctions y :

yx)=Cx2 CelR.

Remarque : La tangente aux courbes, d'équation y = Cx?2 , au point d'abscisse O vérifie les
conditions imposées (O,T,H sont confondus).
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Conclusion :

Les courbes cherchées sont les paraboles de sommet O d'axe Oy. On en déduit une
construction géométrique des tangentes aux paraboles.

Application physique :

Déflexion d'un faisceau de particules.
Considérons une particule chargée, par exemple un €lectron de charge g = —e, qui pénétre
_)
en O, dans un champ électrostatique uniforme avec une vitesse initiale V)o orthogonale au champ E ,

- =
et qui en ressort en A. Elle est soumise & la force ' = gE (on néglige sa masse).

La trajectoire de O & A est parabolique. Au dela
._)
4 elle est rectiligne puisque apres A le champ E

- = )
est nul, donc F' = O. La particule prend alors

+ i i &
+ T T s la direction de la tangente en A & la parabole.

q < 0 E / Du fait de 1'importance de la vitesse VA de la
particule et de la faible distance parcourue, le

temps de vol de 1'électron est de l'ordre de

v

b

quelques millisecondes.

L'angle a entre les tangentes en O eten A a la

S trajectoire détermine la déviation

électrostatique.
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IV - LE MIROIR
Intéreét :

Mathématisation d'un probleme. Introduction d'une équation différentielle de maniere
naturelle.

Probléme :

On cherche a construire un miroir qui présente les propriétés suivantes :

- C'est un solide de révolution.
- Lesrayons émis par une source lumineuse fixée en un point S de 1'axe de révolution

S ,7) sont réfléchis par le miroir parallélement a cet axe.

La figure ci-dessous schématise une coupe de ce miroir par un plan de symétrie.

Yy
S
\\\\Al
/¢$\\
7/ ~
7 AN
y .
SN ()
AP
J // /
et
s|i / x
/
/
/
/
/
/
/
/
/
N ¥

N.B. (S, j") axe de révolution du miroir est aussi axe de symétrie de la courbe.

10
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Mathématisation :

On cherche donc une courbe C d'équation y = f(x) ou f est une fonction paire dérivable,
solution du probléme (on se place dans le cas ot M n'appartient pas a 'axe de symétrie).
Soit M un point de C d'abscisse x, et (T) la tangente en M a C.

La perpendiculaire & (T") en M, appelée normale, coupe la droite (S ,7)) en N (on suppose x > 0).
D'apres les lois de la réflexion les angles o et B sont égaux.

1) Ecrire les coordonnées d'un vecteur directeur de (7).
Exprimer l'ordonnée de N (lorsqu'il existe) en fonction de x.

2) Démontrer que le triangle SMN est isocele et en déduire
x
) + 7l = 2% + )12
3) Démontrer que f est solution sur IR** de I'une ou de l'autre des équations différentielles :

x+yy’ , x+yy'
yl_:_y (Ey) XYy

=4y’ (E9)
\Ix2+y2 \/x2+y2 2

4) Déterminer la (ou les) courbe(s) (C) passant par le point de coordonnées (a,b), au
choix du lecteur.

Solution

1) yy = fl) + ?—%—) si f/(x) %0

2) SM=SN d'oi Vx2+(f(x))2 =| fx) + 7’3(6;5!

3) En posant Ulx) = x2 + (f(x))2
(remarque Ulx) =x2 +y2 avec y2%=(f(x))?
la dérivée 2f(x) f'(x) sera notée 2yy’ pour alléger I'écriture).
Ulx)=2x+2yy =2 & +yy)

~U'(x) , Uk

y' === (B y' == (Ep)
oNTGE 2y Ux)

y == \VUEx) + K, y =V Ux) + K,
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Représentation graphique :

Les courbes qui suivent ont été tracées a l'aide du logiciel GRAPH'X, option
Il.yl:.:f(x"y)ll. )

s : ~U'(x) —(x+yy")
Premiére famille y = ou y' =
VU(x) V(x2+y2)
, -X .. C
y = — Conditions initiales : x = =10 y =y,
y+\ x2 +y2

Valeurs de yo: =100 ,-20 , -10 , -7 , 0, 5

-

S

1
1
1
i
i
i
'
1
; i i
; i
=7 . i !
y 0 - 7 ' 4 1
i
i
i
1
1

|
H

. l ".
s

12



Deuxiéme famille

MATHEMATIQUES EN BTS

IREM de Rennes - 1994

, +U)

’ n2\] Ulx)

i +(x+yy")

V(x2+y2)

Conditions initiales : x = =10 y =yy

Valeursdeyy: -5, 0, 5, 10 , 50 , 100.

13
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Prolongement possible de cet exercice

Prolongement possible de cet exercice : On
choisit le décimetre pour unité de longueur,
construire le profil d'un miroir (voir dessin
ci-contre) de profondeur A = 2 et de "rayon"

r=2

Les solutions des équations (E1) et (E9) peuvents'écrirey =+ Vx2+y2 +k k € R*
ou encore (y — k)2 = x2 + y2

c'est-a-dire y = —ﬁ x2+ g (Ck)

(Remarque : Cp et C_j sont symétriques par rapporta (xS x)

14

h=IH

105 a@;-2+%
s 2
d'ou IH = |yH—y1l =m
X
En tenant compte de la contrainte h = 2 ,

on obtient donc | % ’ =1,
soit & = —1 dans ce cas de figure.
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V - CHARGE ET DECHARGE D'UN CONDENSATEUR

Pour les mises en équation, se référer au chapitre IV.

Présentation du phénomeéne physique

DECHARGE CHARGE
K
K/ v
4 +
C__ R C nn R
: ] E
N
_/
<-1
q désignant la quantité
d'électricité a l'instant ¢, les
lois de Kirchoff permettent d'écrire :
d d
GrRg=0 Ev C+Rg=E &)

équation différentielle
qui admet pour solution

q=CEe "¢ I
On _pose en général T = RC
7 est la constante électrique du circuit.
On est donc amené a construire les courbes d'équation :

g=CEe™ |

q=CE(1—e*®°)

q=CE(1-¢e™)

15
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g, 1

-t
q = CEef¢
Pour R = 50Qon obient :
-200¢t
q = 1,6.10% ¢

Soit, en posant :
R =100t
®@=100q

-2T
5
Q@ =16¢

Remarque : Plus la résistance est petite , plus la décharge est rapide .

e —
_ —
- - e
- -'. o --‘-‘-_
--"-. ‘-"‘v. —._°'\—_
T e T—
B - "-.__ q"\-\___" Te—
- T -_-___ —-\-h_ _—__—h
. . — Tm—
e e — = —_
... -.._- "—\____ _"—_—_ _—._,____
b e "‘-\_.___ T, i ""—...____‘_ ——__*_.—_
e e T —— ——— R = 1500
e Tmm— Tm— T m—— T ——
. — —_— —_—
— — — ——_____ R=120Q
T—— T—— ——— —
— —_— ———_ R=60Q

100 200

O

yedrddy

AOOT =4 “ A 701 " 9°T

“ 1509 ¢ T0G $aA1SS200nS SINAfeA 9] 37 1nod a1puaid ap 911[1qISSod

V08T “ BO3T ™

7

anbriuwnu uorl

P661 - sauudy ap WAAI
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Construction des courbes

Le physicien construit les courbes de charge et de décharge d'un condensateur point par
point en utilisant seulement les points d'abscisse 7, 27, ...... nt , T étant la constante électrique du
circuit. Dans ce qui suit, nous exposons sa méthode.

On pose U =CE.

A - Courbe de décharge (Cy)

On place successivement les points

AOU) , A1 3U) , Ay21,GRD)...

ainsi que les points :
B, (1,0) , B (21,0) , B3 (31,0)etc...
La courbe passe par les points Ag , Ay , Ag ... et admet pour tangentes en ces points les

droites respectives (ApB1) , (A1Bg) , (A2Bj3)...

B - Courbe de charge (Cj)

On place successivement les points

A%(0,0), A1, V) , Ap(r, E2U).

ainsi que les points :
By (1,U) , B9 (217,U) , B's(37,U) etc...

La courbe passe par les points A’y , A’y , A3 ... et admet pour tangentes en ces points
les droites respectives (A'0B’y) , (A'1B’2) , (A'9B's)...

N.B. On peut également utiliser la symétrie par rapport a la droite d'équation q = 9 qui

échange les deux courbes.

17
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Justification mathématique de la construction
A - Construction de (C;) d'équation ¢ = Ue-t+

A, et B, désignant les points d'abscisses n7 appartenant respectivement a la courbe (C7)
et a l'axe Ox, désignons par q, 1'ordonnée de 4,, .

. T .1
1) Démontrer que (g,) est une suite géométrique de raison P

2) Déterminer la pente a,, de la tangente au point A, a la courbe (Cy) .

Vérifier que (a, ) est une suite géométrique de raison P

3) Vérifier que la tangente au point A, a la courbe (C1) passe par Bj+1.

4) Apres avoir donné le tableau de variations de g, construire la courbe (C1) en utilisant
les points A,, et les tangentes en ces points.

" . e 1 o 1
Remarque : Les calculs précédents montrent que le physicien utilise 3 comme approximation de P

SOLUTION

TP . 1
1) g, estune suite géométrique de raison P
1 1
2) ¢@W)=— Uet" d'olt an=~_qn

: z 7 o . 1
Donc (a, ) est une suite géométrique de raison .

B - Construction de la courbe (C3) d'équation ¢ = U(1 — e+)

La seconde courbe (Cg) est symétrique de la premiére par rapport a la droite d'équation q =
? qQ
v Ao B'l B'2 B‘3 B".
‘ = IA' |A'l. ( C] )
l Av 3
| T i
\\ | | : i
2 ! .
U=\ o/ - AN | | |
[ | I |
. [ I |
—Z‘U—— ST - _-—-_—:_—.._— ——— —-_.-,'-__ —_— —
{ !
! ' !
1 N a I I
Kl N : | |
j | | |
|
; : A, ' }
! |
A
| l Ay | A, (c,)
L I . -+
o B,(7) B 18 B3 B, (47) *

u
2
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0,1

MISE SOUS TENSION D'UN MOTEUR
ETUDE DE L'INTENSITE I
s EN FONCTION DU TEMPS ¢

| I(t) = 240 e -5.84

23
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VII - ANNEXE : Résolution approchée d'une équation différentielle

METHODE D'EULER

'Intérét de cette méthode|

Elle permet de donner une solution approchée d'une équation différentielle lorsque celle-ci ne
peut étre donnée de fagon explicite, ce qui est le cas dans le probléme N° 1. Le probléme N° 2

montre la pertinence de la méthode.

24
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PROBLEME N° 1

1) Donner la solution générale de I'équation différentielle (Eg) ~ y'+y =0
2) Soit I'équation différentielle :

1
(E) y'+y=, , x€]0,+00]
x el
a) Vérifier que la fonction f: x — e—X fl ?dt
est la solution particuliere de (E) telle que f(1) =0 et f(1)= 1.
b) Tabuler a la machine la fonction f sur [1,2] avec un pas de 0,1.
3) Méthode d'Euler

On se propose de construire sur [1,2] une approximation affine par morceaux de f solution de
E, vérifiant f(1)=0et f(1)=1.

Pour cela on partage [1,2] en n intervalles de méme amplitude en considérant la suite définie

1 . ’ ’
parxo=1;xj=xj—1+7 i€ {1,2,. n}.Onposeyo=flxo) et y'o=["(xo).

- Sur[xg, x1], f peut étre approchée par la fonction affine x — yo + (x —x0) ¥ "o , ce qui revient
graphiquement a approcher la courbe (C), représentation de f, par sa tangente en M (xq , ¥o).

Onpose y1=y0+ (x1—%0)y0 (valeur approchée de f(x1))
’ 1 7z ’
Yi=m— N (valeur approchée de f'(x1))
Sur [x7 , x2] on approche (C) par la droite passant par M1(x1 , ¥1) de coefficient directeur y ;.
On réitére I'opération, on définit ainsi deux suites de valeurs y; , et y'; par:

1, , 1 o
Yi=Yi-ity Vi1 et yz=x—i —yi 1e{1,2..n}.

La fonction, gp, affine par morceaux définie sur [1,2] par :
Vxelxj1,xi] gn @) =y'j1(x—xj_1)+yj-1 1e({1,2..n}

est I'approximation cherchée.

Déterminer g1 et la représenter graphiquement.

REPONSES

) }(})n+sZit q(L)le la solution générale de cette équation est de la forme x — g(x) = Ce™

2) a) Soit flx)=eX J;x ?t—tdt
On a bien f(1) = 0. La fonction t — €t£ est continue sur JO , + oo [, la fonction f est
dérivable sur J0 , +oo [ et f'(x) + f(x) =561‘
On abien f(1)=1
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b) Exemple. En utilisant le programme de calcul intégral d'une calculatrice, on peut ainsi
remplir un tableau de valeurs pour f, on obtient f(2) = 0.414 et ensuite comparer ces
résultats a ceux obtenus plus loin en utilisant la méthode d'Euler.

La solution générale h de (E) sur ]0O +co [ s'obtient en ajoutant a la solution de (Ey)

une solution particuliere de (E).

t
h(x) = CeX + ¢ jl gt—dt
3) Méthode d'Euler

La fonction f peut étre approchée sur [1 ; 1,1] par la fonction affine x — x — 1.

Soit Dy la droite d'équationy = x — 1.

Le point M7 de Dy, d'abscisse 1,1 a pour ordonnée y; = 0,1. Le nombre y; peut étre

considéré comme une valeur approchée de f(1,1) ce qui permet en utilisant la relation

1
y’:; — y d'avoir une valeur approchée de f'(1,1),

..o, 89 (s s : .
icl y71 =77 et onréitere le procédé pour obtenir une suite de valeurs telles que :

%=%-1+0,1 y;=y;1+0,1y

, 1
yi‘—‘x—i—yi

Il peut sembler avantageux de programmer ceci :

Avecune CASIO 180 P

P1 1 KIN1
0 KIN?2
1 KIN3

INV P2
KoUuT:
HLT
KouT2
HLT
KOoUT3
HLT

KoUurT1
-+

0,1
KIN1
KOUT2

+
(KOUT 3%0,1)

KIN?
KOUT1

1/X - KOUT2

KIN3
RTN

Exécution du programme

MODE P1

Ensuite INV P 2 et presser sur RUN

26
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Programme correspondant a une approximation par la méthode d'Euler d'une solution sur un
intervalle quelconque.

Sur CASIO fx 7700 G : (Mode 2 Prog 7)

‘'EULER’

"A"? 5 A borneinférieurxg

"B"? > B borne supérieur xp

"N"? >N nombre de subdivisions n
(B-A):N->H longueur de chaque intervalle h = x_n;ﬂ)
"YO"? -Y valeurinitiale y(x()

"D@"? - D dérivéeen xg

A-oX abscisse initiale xq

Lbll . X+H—-X:"X" abscisse suivante

X affichede cette nouvelle abscisse
Y+HD -Y:"Y" valeur approchée suivante yj

Y son affichage

Prog 6 : "D" calcul de la dérivéey’;

D son affichage

Gotol On reprend les calculs surl'intervalle suivant.
On exécute le prog 7

La formule permettant le calcul des dérivées est programmeée en Prog6
Formule - D

Exemple :y’=% -y

Progé }1—( -Y>D

Mode 1

Sur TI 81

DISP "A" borneinférieurex

INPUT A

DISP "B” borne supérieurxy

INPUT B

DISP "N” nombre de subdivisions n
INPUT N

(B-A):N->H longueur de chaque intervalle h :x_nn X0
DISP '"Y"

INPUTY valeur initiale y(xq)

DISP "D" dérivée en x(

INPUT D

A->X

LBL 1

X=H->X

DISP "X" affichage nouvelle abscisse
DISP X

PAUSE

Y+HD Y valeur approchée de y

DISP 'Y" affichage

DISPY

PAUSE

%— Y->D formule calculant nouvelle dérivée.
GOTO1
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REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA SOLUTION DE

L'EQUATION DIFFERENTIELLE y’ +y _-_xl
OBTENUE A L'AIDE DE LA METHODE D'EULER

Graphique N° 1

{ 1.11.2131.415181.7181.9 2

1 X y y' program EULER;
0 1.0 0.0000 1.0000 uses CRT;
1 1.1 0.1000 0.8091 var I : integer;
2 1.2 0.1809 0.6524 y,yp, X :real;
3 1.3 0.2462 0.5231 const pas =0.1;
4 1.4 0.2985 0.4158 Begin
5 1.5 0.3400 0.3266 clrscr;
6 1.6 0.3727 0.2523 =0 ; x==1; y:=0 ; yp:=1
7 1.7 0.3979 0.1903 writeln (1:3, x5 ; 'y":10, 'y":10) ;
8 1.8 0.4170 0.1386 repeat
9 1.9 0.4308 0.0955 writeln (I:3 , x:5:1 , y:10:4 , yp:10:4) ;
10 2.0 0.4404 0.0596 X:= X+pas;
y:= y+(yp*pas) ;
yp:= (1/x)-y;
L=I+1
until (I=11);
readln;
END.
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PROBLEME N° 2

Dans cet exemple on peut trouver une solution explicite de I'équation différentielle proposée. La
méthode d'Euler est alors employée dans le but de montrer aux éléves la pertinence de celle-ci.

Soit 'équation différentielle (E) définie sur ]1, +oo [ par " =y2 - 2xy + 22+ 1
On cherche la solution particuligre £ de (E) qui vérifie f(2) =1,

1} Montrer que la fonction x — x est une solution particuligre de (¥).

2) On pose g(x) =x + 2(x)
Montrer que g est une solution de (&) si et seulement si z est une solution de (E") : 2’ =22

3) Résoudre I'équation (E") puis résoudre l'équation (%).
"~ Donner la solution de (E) vérifiant la condition imposée. Calculer £(2).

4) En utilisant la méthode d'Euler, donner sur [1,2], une approximation de la solution f de
(£}, vérifiant f(2) = 1, f(2) = 2, par des fonctions affines par morceaux.

REPONSES

1
On wouve : glx) =x + T

Pour utiliser la méthode d'Euler on construit la suite de valeurs x;, ¥;, ¥ '; de la fagon suivante
xi=2-1+0,1 yi=01yia+y yi=y2-2y,+x2+1

sachantquexg=2 yp=1 3y'9=2

Graphique N° 2

En trait continy, Ia représentation graphique de g. En trait pointillé, le graphique obtenu par la méthode d'Euler.

2 21 2,2 2,3 2,4 25 26 27 2.8 2,9 3 3.1 3,2 3,3 3.4
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Graphique N° 3

ERREUR COMMISE AVEC LA METHODE D'EULER
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I - INTRODUCTION

Le mot "linéaire” a été employé dans le secondaire mais ne correspond pas a une
notion acquise par les éléves, D'autre part, il est difficile de donner un sens 4 une matrice sans
avoir abordé les espaces vectoriels et défini les applications linéaires.

Dans la pratique IR2, IR3 sont couramment utilisés (en économie générale,
mécanique, ...). L'objectif est de mettre en évidence les notions élémentaires sur les espaces
vectoriels, en s'appuyant sur des exemples simples pour illustrer les propriéiés utilisées. Avec
pour prolongement possible l'ensemble des polynémes du second degré, I'ensemble des

solutions d'une équation différentielle du second ordre sans second membre & coefficients
complexes.

II - PROGRESSION POSSIBLE A TRAVERS L'ETUDE D'EXERCICES
1- Etude de IRZ | IR3 (en laison avec les vecteurs de l'espace). Prolongement 4 R™.
2 - Base

a) Mise en évidence de la base canonique de R2, R3,
b) Existence d'autres bases.

La notion de vecteurs linéairement indépendants est "difficile” pour les éléves de
BTS, aussi on préfére définir une base de R” par :

“n vecteurs forment une base de IR” si le vecteur nul est combinaison linéaire, de maniére
unique, de ces n vecteurs”

ce qui permet de dégager la notion de dimension utilisée en particulier quand on résout les
équations différentielles du second ordre.

On veut démontrer qu'il suffit de connaitre deux solutions indépendantes d'une
équation différentielle linaire du deuxiéme ordre sans second membre pour obtenir toutes les
solutions de cette équation.

Soit (E):y"+ay' +by=0

On suppose que ¥j , ¥o sont deux solutions indépendantes de (E) (ce qui signifie

Y ;
que 3;13 n'est pas une constante réelle).

1) Démontrer que toute combinaison linéaire de y1 et yg est solution de (&),
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2) Réciproquement : soit y une solution quelconque de (), on veut démontrer que
y est une combinaison linéaire de y1 et de yo. On cherche & évaluer le rapport z de ¥ 4 y1. On
remarque que si z est une constante réelle, le probleme est résolu. On suppose donc que z n'est
pas une fonction constante.

a) Démontrer que z = ;’—1 est solution de V'équation (E1) définie par ;

B iyiz"+ &y +ay)z' =0

En déduire qurcij_2 est solution de (&)

1

Yo

O =72
3 On pose ¢ 1

Démontrer que -2— = {%7 (E2) (On pourra utiliser le fait que z et ¢ sont solutions de (Ey)

Intégrer (o)
(Rép.:z2=k o+ ()

En déduire que y est bien combinaison linéaire de yy et ya.

3) Quel est 'ensemble des solutions de I'équation (&) ?

3 - Applications linéaires de IRP dans IR rapportées a leurs bases
canoniques. Matrices.

On insiste particulierement sur la propriété suivante :
Une application linéaire est déterminée des que l'on connait les images des vecteurs
de la base canonigue {ou d'une base quelconque) présentées sous forme de tableau.

4 - Présentation du produit de matrices

Une usine fabrique deux produits A et B.

Pour une unité du produit A, il faut deux pieces de type Py, une piéce de type Py,
quatre piéces de type Ps.

Pour une unité€ du produit B, il faut deux pitces de type P1, trois piéces de type Po.

Lors d'un programme de fabrication on utilise x unités du produit A et y unités du
produit B.
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1y Soit f I'application qui & un couple (x,y) d'un programme de fabrication, associe
{n1, no, ng) ol nj est le nombre de pigces de type Pi nécessaires & cette fabrication,

f est une application linéaire de IR2 dans IR3 , sa matrice est déterminée par :

f(1,0)=(2,1,4) et f(0,1)=(2,3,0)

22
On considére la MATRICE M = ( 13 J
4 0

Il faut donc n1 = 2x + 2y piéces de type P1, ng = x + 3y pieces de type Paet
na=4x piéces de type P3.

On représente ceci sous la forme matricielle

22N . (2042 o (M
13 x( ).—: x+3y |ou encore MX( )"—-’ ng
49 V dx Y/ \na

2) Une piéce de type P cofite 12 F en matiéres premieres et 3 F en frais de gestion.

Une piéce de type Py cofite 7 F en matieres premigres ¢t 2 F en frais de gestion.
Une piéce de type P3 colite 5 F' en matires premiéres et 1 F en frais de gestion.
A toute commande (n1, ng, ns) de pidces, on associe le couple (¢ , ¢2) ol ¢; (resp.

¢9) est le colit des matieres premicres (resp. de gestion) de cette commande. On définit ainsi
une nouvelle application linéaire g de IR3 dans IR2 dont la matrice M est :

, (12756
M=(321)

c1=12n,+ Tng + bny et ¢a=3n; + 2ns + ng qui s'écrit matriciellement :

En utilisant les résultats précédents ¢y , ¢o s'expriment en fonction de x , y par :

c1=51x+45y et co=12¢x+ 12y

P I . 51 ‘4:5 X Cl
ce qui s'éerit encore matriciellement ( 12 12 )x ( y ) = ( co )
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ni ny
M x (“’): ne |, M x | na =(§1),M' x M x (;} =
Yy na ng 2
Par définition :
1275 513 g /5145
(3 21)>< 10 —(12 12)

]Exemple 2 (sujet d'examen A.T.L 1990ﬂ

Son intérét : Faire intervenir les suites et la présentation matricielle.

Exercice

L . - = o
A - E étant un espace vectoriel réel muni d'une base B{ ¢ ; j ; k'), on considere
Fapplication linéaire f de K dans E, dont 1a matrice relativernent a la base B est :

0,8 0,3 0,2
A=|0,1040,2
0,1 0,3 0,6

— — 3

Déterminer 'ensemble des vecteurs V de coordonnées (X, Y, Z) telsque f (V)= V.
- . - ——}

Déterminer en particulier, le vecteur Vitelque X+Y +Z=1

B - le service commercial d'un grand magasin fait, chaque année, une enquéte auprés de sa
clientele.

Pour I'année 72, on désigne par :

an la proportion de clients satisfaits,

bp, 1a proportion de clients sans opinion,

¢n, la proportion de clients mécontents.

On admet que tout client est classé dans I'une de ces catégories, c'est-a-dire que :
an+bn+en=1

Une étude comparative des résultats sur deux années consécutives montre que l'on peut

admetire que :

bn,ﬂmO,l an+0,4bn_+0,20n

{anJ,;mO,S an+0.3bn+0,2¢n
cmlzﬂ,lan +0,3 bn+0,6€n
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On suppose connues Qo , bg , Co pour une année "zéro".

an
1) On désigne par T’ la matrice unicolonne (bn)
‘n

Ecrire une relation entre les matrices 741, Th et A.

6 2
2) Danslecasoliap = 11 bo = 11 €0 =77 » que peut-on dire des proportions

an bn ' Cn ?
i 6 2 3
3) On suppose maintenant (e , bo , ¢o) # (77,7777 )

On se propose d'étudier les comportements des proportions an, , bn , ¢p en
fonction de n.

6

In=tn=7y1

On considere les suites (xp,) , (¥yn) , {xn) définies par\ yp=bp— %
3

Zn=Ctn—311

n
et on désigne par Vn la matrice unicolonne | ¥n
Zn
Caleulerxn +yn + 25

Démontrer que Vyi1=A. Vi

Exprimer X511 et yn+1 en fonction de xp, et yn. On trouvera :
1

xn+1=7y (62n +yn)

1
Yn+1 =75 (xn + 2yn)

4) On désigne par My, le plus grand des deux nombres lxy| et lypl.
Onadonc lepl <My etlyn! <Mp

Démontrer que lxp.11 et lyng) sont inférieurs a 10 Mp, c'est-a-dire que

7

Mna 10

My,

n
En déduire que, pour tout entier naturel n,ona: My < (i%) .M.
Quelle est la limite de la suite (Mp) ?
En déduire les limites des suites (xp) et (yp), puis celle de 1a suite (zp)

5) Quelles sont les limites des suites (an) , (br) , (cn) ? Commenter ce résultat.
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5 - Pratique de la méthode du Pivot de Gauss pour la résolution de
systéemes linéaires

Une usine fabrique trois produits A, B, C en quantités respectives x, y, 2 & partir
des piéces de type Py , Pg, Pg suivant le tableau ;

A B C
Py 4 6 5
P, 2 3 3
Py 0 4 6

De plus on utilise 2 h de travail pour une unité de production de A, 3 A pour une
unité de production de B, 1 A pour une unité de production de C.

1) Donner une représentation matricielle du nombre de piéces de type P1,P9,P3 et
du nombre d'heures de travail nécessaires a4 un programme de production
(x.y,2).

2) On dispose d'un stock de 62 piéces Py, 33 pigces Py, 44 pitces P3 et de ¢ heures
de travail,

a} Déterminer le programrme éventuel de production (x,y,2) pour ¢ = 25.

b) Quelle condition doit vérifer ¢ pour qu'il existe un programme de production (x,y,z)
épuisant compléternent le stock de pigces ?

Réponses

465 dx+6y+5z

233 Y | 2%+ 3y+3z
Dioge XY= 4y+62

231 2x43y+z

2) ay(x,y,2)=(3,5,4);
b) La condition cherchée est 25 < ¢.
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Une usine fabrique quatre produits A, B, C, D en quantités respectivesx , vy ,2 , £ a
partir de pi¢ces de type P; suivant le tableau :

A B C | D
Py 1 2 3 4
Py 2 1 5 3
P 1 3 4 5
Py 2 3 5 7
1) Soit
X sl
Q= g ;= 22 ol n; est le nombre de pigces de type P; utilisées pour un
14 R4

programme de fabrication (x, ¥, 2, ¢)
Ecrire une relation matricielle liant @ et S.

2) Ondispose d'un stock de 41 pigces Py , 44 pidces Py, 53 pieces Ps, 50
pieces Py,

Est-il possible d'épuiser compiétement ce stock ?
3) On peut disposer d'un nombre supplémentaire, n, de pieces de type Pa.
a}) Déterminer n pour que le stock puisse &tre épuisé.

b) Déterminer alors le prograrnme de fabrication sachant que 'on veut fabriquer 5
unités de produit L2

Réponses
1234 x ni
bl 1345 |*|3 | |n
23587 ¢ ng
2y Non,

Wn=20,xy,z,t)=(03,3,4,5)
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|[Exemple 3 : Réseaux mailles (1)]

Voir convention d'orientation des dipoles.

E=240V R1
e=2V et} ) w
R=10 RD Is I:
5

nn n D m
R3=2Q Is
Ry=1Q
Rs= 10Q E R

O [

Déterminer les intensités des courants des diverses branches.

A T'aide de la méthode de Kirchoff on obtient :

1:11 +12
In=J3+14
I=I5+13

I+ 3124 213 = 240
Ia+ 3I2 - 7,601 =-2
Is~ 23+ I5=-2

1347
I=—'"2"§-'" =61,09

211
I =37 = 19,18

925
12 = 55 = 42,05

579
I3=—55- =26,32

173
It==37 =15,73

384
Is = 91 = 34,91
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{Excmple 4 : Réseaux mailles - (2)] Le physicien réalise le schéma suivant :

Ey =20V
Ey=15V
E;= 10V

Ri=R4=Rqy= 18
Ro=R3=Rs=20Q
Rg=Rg=Rg=2Q
Ryp=R;1=2Q

RECHERCHE DE Ugp
REPONSE : UAB = R]_()i + Rni soit UAB =4

Recherchede [ :

Maille 1 1 Ey+Rqyi1+ Rol1+ Rylq+E4— R3i; =0

Maille 2: Ey — Rgi7+ E7 — Rqi7 — Rgl7v + Bsis + B4iy =0
Maille 3 : Eq~ Rql7— Rgly ~ R7i ~ Ryl ~ B11i - Rgin =0
Noewd C: iy +ig=1i5

NoeudD:ig+ir=1

Apres résolution | = 0,286 A et Upp=-11,14V

6 - Inversion de matrices

Un ami mathématicien dans un service de contre-espionnage vient de me
communiquer le systéme de codage et de décodage utilisé dans son service.

Instructions
1) Ignorer toute ponctuation et tout accent.

2) N'employer que les 27 symboles suivants : les 26 lettres de I'alphabet frangais et
le symbole - pour noter un espace entre deux mots.

3) Regrouper tous les symboles de votre message en blocs de trois : utiliser le
symbole - pour compléter si nécessaire.

4) A chacun des 27 symboles faire correspondre un nombre de 1 & 27 de la fagon
suivante :

a b c d e f g h i ] Xy z -
12 3 4 5 6 7 8 9 10 ...24 25 26 27
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P

5) Chaque groupe de trois symboles devient alors un vecteur que l'on peut €crire
sous forme de matrice colonne :
o
Y

Ou «, B, v sontdes entiers compris entre 1 et 27.

6) Multiplier chaque vecteur colonne ainsi obtenu par la matrice de codage suivante :
1-10
21 0
1 2 -3

a) Suivant ces indications coder le message suivant : "“Salut Chef”
b) Décoder le message suivant (la premi¢re colonne donne les trois premiéres lettres

et ainsi de suite).

7 24 3 15 8 -6 -18 15
29 57 51 45 73 48 27 45
-35 30 -12 27 20 -27 18 =27

Cet exercice est tiré de ATELIERS 105 - publication de I'équipe MATHECRIT-
Québec.

7 - Valeurs propres - (voir le module 2)

|EXERCICE 1]
—— T —3 1

Fy rg ri

rz r2
Q1 R2 Qs Q
10 20 1Q
—_—{ : —_— [
I )
180
UA 10 T vy
QI

42



MATHEMATIQUES EN BTS

IREM de Rennes - 1994

Les quadripoles §1,@9 et @3 ont respectivement pour matrices de transfert :

1)

2)

3)

4)

T__l_rl T___ll(} T_l—r3
() me(2)) w(7)

Calculer en fonction de ry , re , rg 1a matrice de wansfert T'= T3 To T1 du
quadripole Q.
On suppose dans toute la suite ry =rg=rg=1

On démontre que le facteur d'affaiblissement du quadripole @ est le carré de la
valeur propre de T' qui est inférieur & 1. Calculer le facteur d'affaiblissement de €.

Le guadripole @’ a pour matrice de transfert 72 :
Calculer cette matrice ; en déduire la valeur du facteur d'affaiblissement de @'

Les tensions d'entrée et de sortie &1 et Uo, les intensités d'entrée et de sortie iy et
19 sont liées par la relation :
U2\ _ mogf Ul
()-r(%)

Calculer 4y eti; sachantqueug=1letio=2
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|EXERCICE 2 (Photonique 91)]

A toute suite réelle u de terme général i, on fait correspondre la suite A(u) de terme
général Au, défini par :

Alp =Upnsy — Uy

On définit ainsi un opérateur linéaire sur les suites réelles.

On note : A2(u) = A(A(W))

I - Exprimer le terme général A% i, de la suite A%(u).
2 - On se propose de résoudre 'équation (&) :

() Au)—4u=0

c'est-a-dire de chercher toutes les suites u qui vérifient (E).

a) Montrer que les solutions de (E) sont les suites © vérifiant (E) :

&) ()4 (5)

avecM-":(i g)

On note f 'endomorphisme dont M est la matrice dans la base canonique.

b) Montrer que les nombres ~1 et 3 sont les valeurs propres de f.

— —
Déterminer les vecteurs propres [ relatif 3 -1 et o relatif 4 3.

- -
Soit P la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs I et of

dans la base canonique.
M=PDP! e Mnr=PDnp-1

On demande ;
- d'expliciter D et P ;
- de calculer P-1, D" puis Mn,

d) Soit u, une solution de £. On pose :

_[Un+t
V,= ;n
(E") s'écrit alors V,, = MVn-1
Onadonc: V,=M"V,

En déduire le terme général u, de toute suite u solution de (), en fonction de n,
Ugetuy.
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|EXERCICE 3 (Informatique industrielle 91)|

Soient (un) et (un) deux suites numériques définies pour tout nombre entier n

supérieur ou égal & 1, par:

Un=3uU g-u
n=vn-1- g Un-1 un=1
(1) s et (2){%0:—1
Unzgun—-l“‘gvn—l

A) 1) Calculer les termes 1y et vy,
2) Calculer les termes uo et vg

B) Le but de cette partie est de déterminer les expressions de u» et un en fonctionde n
et d'étudier la convergence des suites (1n) et (Un). On considere I'espace vectoriel
IR2 et sa base canonique B. Soit £ I'application linéaire de IR2 dans IR2 admettant
pour matrice dans la base B :

1) Pour tout entier n, on note X}, la matrice unicolonne (U n)
rn

Montrer que l'on a la relation X, = AX,, y powrn =1
On admettra que, pour tout entier n , X, = A"Xo.

2) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.
On désignera par A et Ag les valeurs propres (avec Ay < Ag) et par

——ﬂ-mww} ——‘H - - Y
Wi et Wa les vecteurs propres respectivement associés & A3 , et Ag,
vecteurs choisis de facon & ce que leur premiére coordonnée soit égale a 1.

—=3 .
Montrer que Wy et Wy forment une base B' de R2.
3) On appelle P la matrice carrée dont les colonnes sont les coordonnées
. BT .
respectivesde Wi et Wy dans la base canonique.

a) Montrer que P = (i % )

b) Calculer la matrice inverse P-1

1
¢) Sil'onpose D = [3 0 ], vérifierque A =P D P-1
0 1
Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on admettra que
1 n
An=PDn P-1 avecDn= (“3”] 0
0 1

4} A partir des résultats précédents, démontrer que pour tout entier naturel n
4 16
Up=—-—+5 e v,=-——+15
n 31’!
3} En déduire la limite de chacune de ces deux suites quand n tend vers +oo.
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|EXERCICE 4 (Informatique industrielle 91)]

On se propose d'étudier les conditions d'émergence d'un rayon lumineux paraxial
traversant 1 lentilles identiques.

Remarque : On ne calculera ni les valeurs propres, ni aucune matrice.

Soit une lentille mince L, de distance focale f, de foyer F et F”.

On considére deux plans py et po situés de part et d'autres de L tels que :

P A] P2

Ax..,_/_:j_@/\
FOy=p; ‘ ;

_ O ' 0O O:
F'Ogs=ps F \

As <| oz
VL

On considére un rayon paraxial caractérisé par :

O1A=y1 , (0152, A=y

O24z2=ys , (010s, TAz) = a

1) Ecrire la matrice M de l'application linéaire définie par :

yzﬁ"‘??z yl'*"(f**g'i*cy‘g) a1

1
o = “}-““ yi+ % o1 ou (ﬁg)ﬂM (ﬁi)
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2) Ecrire I'équation caractéristique de M. Montrer que, si les valeurs propres Aj et Ag
sont réetles distinctes, on a : |1A1] < 1 <149, et que, si elles sont complexes, ona:
[Re (A1) <1 et IRe (Ag)l < 1.

On dispose de n lentilles identiques & L, coaxiales et équidistantes.

On pose : | P A P,
Fy g Fr=d=1py-psl X Axa

[—— i Ok ! :t Oka-'i
yi = ORAs Fia Fi F'y

X Ax
VL. y L
. : Ar O
3) Soit la matrice D =( 0 Ag ) Calculer Dnyn e IN*

4) Soit T' une matrice telle que M = 7' D T-1. Montrer par récurrence que :

Mri=TDrT-1 ; nelN*

5) Montrer que y, et &, sont combinaisons linéaires de A1 et Ag.
Lorsque n est grand, le rayon émerge si ¥, €t &, sont petits.
Montrer que, dans ce cas, sid > 2f, il n'y a pas émergence.
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i

ACTIVITES
PERMETTANT D'INTRODUIRE
LE DEVELOPPEMENT DE FONCTIONS
EN SERIES DE FOURIER
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Tot en premigre année, le professeur de physique doit développer en série de
Fourier un certain nombre de fonctions liées a des phénomeénes périodiques. L.e professeur de
mathématiques est,lui, bien loin d'avoir abordé Ia "théorie” des séries et qui plus est des séries
de Fourier. Pourtant il semble préférable que ce soit lui qui, le premier, dévoile les premiers
"secrets”.

Les activités qui suivent vont mettre en évidence l'existence de certains
développements et permettre de justifier les modes de calculs employés. L'utilisation de
calculatrices graphiques ou d'ordinateurs est vivement conseillée. Ces activités ont eu lieu dans
une classe de BTS 1 année électronique au mois de février. La théorie des séries de Fourier
sera abordée en deuxieme année.

Les étudiants doivent avoir acquis auparavant une bonne techmque du caleul
intégral (changement de variable, intégration par parties).

NB : Nous adoptons la notation du physicien & savoir j2 = —1

|ACTIVITE 1]

OBJECTIF : PREMIERS CONTACTS...

Voici trois familles de fonctions :
{fn} ,» lgat , hn) nélément de N* telles que

n 4 cos(3t) cos(bt)  cos((@n+1)4)
fn(t)zg—x(cos(tﬂ g+t o5 et (a1 )

' 4 2nt
Zn (t):rlr .,,% sin (t)_%(cosézt)+cosl(5 t)+ "'*%;_(2:.%)
hn (t):%(sintWSLnéZé) . szné?)t) (1oL smflnt))

1 - Donner les expressions de fo(¢} , f3(t) , fa(f), puis les représenter sur votre
calculatrice. A quel signal représenté ci-dessous semble-t-on pouvolr associer

Ul ?

2 - Donner les expressions de gi(t) , go(t) , g5(¢), puis les représenter. A quel
signal représenté ci-dessous semble-t-on pouvoir associer {gn} ?

3 - Donner les expressions de hs{¢) et ho(2), puis les représenter. A quel signal
représenté ci-dessous semble-t-on pouvoir associer {An} ?
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|ACTIVITE 2 : UN DEVELOPPEMENT CONNU '

Soit la fonction f, définie par f(¢) = cos 3t.
b - Linéariser cos 3¢
2 - a)Calculer

an=5 | A0 dt

' =;rl~“ En f&) cos nt dt

b) Calculer

1 rm ]
b, =0 J_n flt) sin{nt)dt

3 - En déduire une expression de f(¢) a l'aide des fonctions élémentaires
a, cosnteth, sinnt

3t+3cost
(On trouve bien évidemment cosSt::cos—é&)
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'‘ACTIVITE 3]

OBJECTIF : Sur un exemple, déterminer le développement en série de Fourier sans faire le
calcul syst€matique des coefficients.

S+dsint

On posef(t):5m4cost

Dans un premier temps, on se propose de démontrer que, pour un £ donné, f(¢) est

la limite d'une série trigonométrique de terme général Up (¢) = on-1 [cos nt + sin ntl. Puis

dans un deuxiéme temps, nous serons amenés i calculer les coefficients de Fourier associés a
la fonction f.

1 - On pose :

1 1 1
Cr @)= 1+cos t +5 cos (2t) + 7 cos (3t + ... + 51y cos (nd)

Sy (t)=sin (t)+‘%sin (28) +%sin BH+.. +§;%:Isz'n (nt)

Th (8) = Calt) +jSu(t)
a) Calcuier T,
b) En déduire C,, (¢) et S, (¢) puis Uy, (1) =C,, (£) +S, (8}

+4sint
2 - Trouver un majorant de : Un(t)—%j_%

Lim
H—oo

U, @)

En déduire, pour { donné

Remarque :
On justifie ainsi l'écriture

1 ) ]
At)=1+cost+sint +3 [cos 2t + sin 2¢] +-i—[cos 3t +sin 3]+ ...

3 - A l'aide de votre calculatrice graphique tracer les courbes
représentatives de :

Gity=1+cost+sint +§1 (cos (2t) + sin (2¢)) +'41‘ (cos (3t) + sin (3t))

Go (t)= G (&) +§1 [cos (48) + sin (41)]
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4 - On se propose de calculer

Jn 3cosnt
05-4cost 4cost

. . [4
a) Calculer I (on pourra faire le changement de variable : U =fan (g)

by Calculer /7 : on pourra remarquer que : 3 cos {¢) =:13* {4 cos (1) 5+ 5]
¢) Apres avoir vérifié que pour n > 1 ¢

2 [cos {n+1){+cos (n=1) t]=~[(b — 4 cos t) cos nt] + 5 cos nt,

5
démontrer que [.1 = 5 Iy =1

1
d) Démontrer que : [p1y = on T
5 - On pose :

ao = 51— _[n fid anz;% jfﬁ Ftycosntdt b, = 1 jmﬂ @) sin (nt) dt

Exprimer ag en fonction de I puis a, en fonction de I,,, et b,, en fonction de I,,_4
et [.1. En déduire ag , oy , bn.

On vériie ainsi que :

fWW=ap+aicost+bysint+ascoset+bosingt+ ...
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'ACTIVITE 4

MONTONS AU CRENEAU

Soit fe signal de période T = 2 représenté ci-dessous.

A J@)

1
On pose : w :*TE
1 - Calculer
ao=2 [o B dt
anx%'fgf(t)cos (nwt)dt
by =“§: fgf(t)sin (nwt)dt
2 - Sur votre calculatrice graphique représenter la fonction G telle que :

2 . 2 2 .
G(t)z—%ﬁ—;sm nt+§;5m (37t) +E, Sin (5xnt)
Comparer avec la représentation de £,

|QUELQUES REMARQUES CONCERNANT L'EXPERIMENTATION)|

Ces quatre activités, suivies d'une synthése, se sont déroulées pendant une semaine
(4 heures) sous la forme de travaux dirigés (travaux de groupes).

Les éleves avaient entendu parler, par le professeur de physique, de la nécessité de
tels développements mais ne les avaient pas pratiqués. Ils ont ét€ trés intéressés par
la rapidité de la convergence des séries vers les fonctions a I'aide des comparaisons
graphiques.

Dans l'activité 3, le calcul de Iy par changement de variable transforme une
intégrale définie en une intégrale généralisée. Mais cela n'a pas dérouté les éléves.
Arctan(—i—oo}zg i

Lim (x
x—+00Jg

F) dt

) . -+
et a donné 'occasion de définir I aoo At)dt comme

56



“+ MATHEMATIQUES EN BTS.

.. . IREM deRennes - 1994.

ELEMENTS DE CORRECTION POUR L'ACTIVITE 3

1-g)

1 -
Calt)= l+4cost+gcos2t+..+g5, c0snl

Splt) = sint+%sin 2t 4+ ...+§3;§sin nt
T, ()= Cnt)+JSn{t)
Tht)=1+¢" +%ei2t+ +% g jnt
1ol
1 .
1" 23”
S 1 .
(p,li - -é-—ﬁ@](m—l)t)(l - §e—Jt)
Tn(t)z 1+

EHEY

1 1 . 1 .

TAf)=1+ ¢t

Tty =1+ 1
i~ glef+edt)

1 1 oo . .
cost—5- %};cos(nﬂ}t + omrnycos nt+jlsint— %sm(n-ﬁ-i)t + g,%;ism ntl

Tot) =1+ 5
Zucost

b) D'on

3 ——%cos(nﬂ)t + zil cosnt
5-4cost

Coty=R[Tn@®)l=

. 4 . 4
4sint-gysin(n+li+5ogsinnt
5—4cost

Snlt) = JITn(8)] =

4 . 4 ,
U = 3+dsint . Grr1 (COS RE+SIn nt)— 5 (cos(n+1) i+ sin(n+1))
T 54 eost 5—4cost
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3 .
4
3+43sint 2n+l
Un(t)"5w4cost T (5~4cost

) lcos nt +sin nt~2cos (n+1)t~2sin (n+1)t |

ou5—4cost>1et leosnt+sinnt—2cos(n+1)t-2sin(n+1)t| <6

donc

3+4sint 24
Unl) =54 cost | < ani

3+4sint 12
U”(t)_5—4cost <on

3+4sint

{im
Unlt)- 5—4cost| ~

n—r+eo

f étant donné 0

(pour mémoire on constate que la convergence est uniforme !)

(On justifie ainsi I'écriture :

3+4sint

E—dcost = 1+cos t+smt+%(cos 2t+sin2)+ e+ onal (cos nt+sinnt)+...)

n 3eosnt

4-Calculde I, = 0 5—-4cost

dt

ayn=>0
T 3
IO:J’O 5—4cost dt

¢ 1
Onposeuxtani dou d =§(1+u2)dt

_dim x 6du
T x—y+o0 JO 14+9u?

1o

F B9 9 Arctan 3z
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n 3cost

0 5-4cost di

b)Ilﬂ

Iug m4cost~5+5
174 J0 bB-4cost

n 3cos(n+l)t
O Bn=ly “5-4cost =9

n 3cosnt n 3cos(n-1)t

Iii=5 [y A-4cost o 5—4cost

nofcn

dt — jéc 3 cos nt dt

5
Inyi=gIn—In

3 4sint
5- )= E—dcost * 5 4dcost

Soient les fonctions f1 et fodéfinies par

3 4sint
N =54 05t 2 O=F o5t

Jf1 est une fonction paire et fy est une fonction impaire.

a=o | Apad

a=5 [° AWdt+g [T fa@dt

1 tn 1
ap= JO St de ao=> I

done [a5=1)
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xn =1 an=% .[_7;, St cos nt dt
=2 (" i@ cosntdt+= [T folt)cos ntdt
=7 1, F1{t)ecosn + wyzfz cosn

an z% fg Si()cosnt

Qy = 2 In

T

1

Un= 9n~1

1qm .
by = g St) sin nt dit

1 . 1= .
ba=> |2, A@®sinntfat+- [ fot)sinntdl
ba=2 T falt)sinnt dt

4 rr 2s8innt sint

n=7)0 B-dcost U

b 4 .7 cos(n=1)t-cos(n+1)
" rm o 5—4cost

dt
4
bn=3,7 [Tn-1=Tns+1]

b “;4_[_76_ _ﬂ_}
TGt 2017 9n+l

1
bn=§;;j*l*
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ELEMENTS DE PHYSIQUE
A L'INTENTION DU PROFESSEUR
DE MATHEMATIQUES
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| UNITES - CONVENTIONS - NOTATIONS |

I - SYMBOLIQUE

" MATHEMATIQUES EN BTS
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:

TATIONS |

2 - Une source parfaite de

tension

SYMBOLE HABITUEL UNITE ABREVIATION VALEURS USUELLES
C : Capacit€ d'un condensateur Farad F 1uF & SmF
R : Résistance ' Ohm ) 1€2 4 150 MG£)
L : Inductance Henry H ImH a 2H
E : Force électromotrice Volt \ ImV a 1kV
U : Tension Volt Vv ImValkV
Q : Quantité d'élecncité Coulomb C quelques mC
P : Puissance Watt W quelques mW
W : Energie Joule J quelques J.
Web Wb mWb

@ : Flux ®=(ﬁ._r?)8 et
I - SCHEMATIQUE

E

1 - Pour une résitance R e e —
E
—

Remarque : pour un générateur (E,r)

3 - Pour un condensateur

4 - Pour une inductance L
Deux schémas : a)

b)

N

_/
| [c

{r

I

nfvv\’WWYYWY\NE.__

représente une inductance pure

(r=0)

e ¥ b 4 2R F.2.2 81 ¥, ) S—

représente une bobine, association en série d'une
inductance pure L et dune résistance
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IIT - CONVENTION D'ORIENTATION DES DIPOLES

[J tension aux bornes d'un dipdle impose le pdle +.
i intensité du courant "sort” toujours par le pdle +.

1 - Loi d'Ohm aux bornes d'un générateur

A+ - B
]"'""""'"'7'—;_“""] ~ ~
1_Générateur | 2 fléches dans le méme sens.
i Uw=FE-ri
€ (E : f.e.m du générateur
= U0 r: sa résistance interne)

2 - Loi d'Ohm aux bornes d'un récepteur

l A R B 2 flaches en sens inverse.

(K : f.e.m du réceptenr)
- Uss=E"+ri
u=U>0

Remarque : Une résistance est un récepteur particulier

R
A
U E— B 2 fleches de sens contraires.
I
t U=Ri
>l
Uws=U

Dans les classes de type F, BTS, le générateur est a priori connu. On fléche donc
sans probléme par rapport & lui. Cette présentation est mal adaptée aux cas pointus (bobines en
régime transitoire).

Exemple de schéma :

/ /’\ E r \ Générateur

E>E
E~-Ri—-E ~ri-ri=0

Récepteur
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Les régimes transitoires correspondent a des signaux €lectriques obtenus dans un circuit soumis
a une variation rapide de tension (de 0 2 K oude £ 4 0).

. {REM de Rennes - 1994

I - CIRCUIT (&,L)

K Ce circuit contient une RESISTANCE et
N 2 une INDUCTANCE PURE (r = 0).

Il s'agit d'étudier la réponse du circuit (R,L) & une
Sm;rt_::. C) E L excitation en tension.
parfaite

de tension e ..
L'interrupteur & peut occuper deux positions :

Position 1 ; état initial

R (ou l'inverse)

Position 2 : état final

{ régime établi

Ve

[
|
- |
!
|
|

régime transitoire

1 - K en position 1

L inductance pure est traversée par un courant qui varie et il apparait aux bornes de I'inductance
la f.e.m e{t) qui est du méme sens que le courant induit ().

i(t)
_mm_
R est traversé par le courant i(¢). Aux bornes
S d'un récepteur, par convention, la tension est
o % E L é e(t) en sens inverse du courant d'ol les fléches du
df tension generateur schéma ci-conire.
R % R.i(t)
[J] récepteur
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La loi des mailles permetd'éerire: E+e(t) -~ K .1 (#)=0

D'aprés la loi de Faraday : e(#) =-— L . %

Dout K=1. %+R L)

) di R . E
Soit (Tlﬁfw(t):f (£1)

On obtient en résolvant (1) :  i(¢) =% (1 — g-t/7)

L . o
T=p est appelé la constante de temps du circuit.

HE) A
iy = % Remarque

On estime que le régime est établi lorsque ¢ = 37 cara ce
moment, le courant transitoire vaut 95% du courant établi.
. E K

i(31) = I (1-¢3)=0,95 7= 0,951

(Pour ¢ = 77 on obtient 99% du courant établi).

o
cn
[H]

2 - K en position 2
‘ Aux bornes de Vinductance L est apparue une f.e.m. e(f).
1(t) Elle joue le role de générateur.

e e

e schéma ci-contre respecte les conventions établies.

o(?) I La loi des mailles permet d'écrire :
géngrateur ) e —R.it)=0

di .
R . it —L.EME“R.Z(t):O

récepteur % [‘] R

Soit -i—L.(C%-i—R.i(t)*:O (E2)

it 4
En résolvant (F'5) on obtient :
oimme _ E
o =g o
srécédent
\ Remarque : Le régime est d’autant plus long que L est grand

N B et R faible.
T 3
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Le circuit contient une INDUCTANCE PURE et une CAPACITE.

1\K

Source

parfaie g C L
de tension

2

On étudie de la méme facon la réponse du circuit
(L,C) & une excitation en tention, pour les deux positions
de l'interrupteur K.

Position 1 ; état initial,

Position 2 : état final

1 - K en position 1

Le condensateur se charge, il joue le role de récepteur.

i(t)

s L'inductance pure est traversée par un courant i{¢) il
apparait donc e(f) ; le sens des fleches correspond aux
conventions prises par rapport a la notion de générateur

Souce L C)é e(t) et de récepteur. La loi des mailles donne :
parfaite E %C) di
de tension E+et)-U,=0 Oret)=-L 7
— e
C
t
T er: Uetty =LY
e dg :
Sachant que : i(¢) = Jt (g : variable)
d?q gt d?q 9@ _
E-Ligp-"=0 azt e = E
Cld%q 1 L E
Soit |+ aa)=7 (B3

1
Remarques : 1) On pose en général o2= ic

@ est appelée pulsation propre du circuit oscillant.

E
L'équation s'écrit : %ﬁ +w2q) =7

2} Ses solutions sont de la forme :
qit)=Q@max cos (ot + @)+ Qo
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2 - K en position 2 (circuit oscillant non amorti)

Le condensateur joue

le rble de générateur, 1 se décharge. L'inductance pure est alors

traversée par un courant i¢). Il apparait e(f) qui a le méme sens d'apres les conventions.

e(t) é
Uetty é

OF

IIT - CIRCUIT (R,L,C)

Source

Ecrivons Ia loi des mailles _
e+ Up(t)=0 or e®)=-L. g—; et Uc(t):gé—t)

: d
Sachant que i{¢) =~ d—g car le condensateur s¢ décharge

? On obtient *L-%+%Q =0

2 A
Dot L.%‘fg-%g"(é)—z@ (Eq)

Le circuit contient une inductance (R,L) et une capacité ¢'est un CIRCUIT
OSCILLANT AMORTL

1\ o

parfaite Ji C) L
de tension z

1

On édie la réponse du circuit (R,L,C) & une
existation en tension, pour deux positions de XK.

Position 1 : état initial.

Position 2 ; état final,

1 - K en position 1

L(t)

24 (C

) %
T

e(?) Le condensateur se charge : c'est un récepteur.
Un courant passe dans l'inductance, 1l se crée un
f.e.m. d'aprés Ia loi des mailleson a : ‘

Ri(t) E+et)-R.i{t)-Uet)=0

Uz &
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) d di d> (t)
Orily=gt e®=-L.Z=-L.3F  U=%
Onobtent | F~L . %—g R.g%—%:o
Soit ‘é—t% +R. @g“ + 0 -k (Es)

2 - K en position 2

Le condensateur chargé devient un générateur.
D'apres la loi des mailles on a

e(t) ? C) | Uelt)~R . it) +et)=0
rioy L

Or i(t)= ~—§—§ (le condensateur se décharge).

+
st di 2
Ue(t)%w_m—- e®)=-L . =L %ﬁg
w5
i) On obient :
d?q dg_ L9
Lge+B. gr+¢=0| &

IV - APPLICATIONS NUMERIQUES : E = 30V

Circuit (L,C)

L=64mH
C=0,1u F

Lorsque K est en position 2, on obtient I'équation différentielle (E4)

d?q g _ __1 _
Alinstantt =0 ql0)=CE =3.10-%

Doug(t)=3.10°6 cos (0,39 10-5¢)
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Circuit (B, L, C)

L=64mH
(méme conditions)
C=0,1puF
Lorsque K est en position 2, on obtient I'équation différentielle

e N B
L. gpt+R . 5r+.=0

L
~ P2 _4=
A=R 4C

a) R=800Q A=384.104
g{t)=A . e 1,10 10% 4 Be -0,141 . 10%
conditions initiales : g(0)=3.10-¢  {(0)=q(0)=0
Dot q(¢) = 0,35 . 10-6 e1,10. 10% + 2 65 . 10-6 ¢ ~0,141 . 105¢

Avec des changements d'échelles, on obtient le graphique A.

NI

b) R+ 506 {2 Pour obtenir exactement A = 0 il faut choisir R = 2 [

Mémes conditions initiales d'ol
3
g(t)=10-3(118,59  + 3 . 10-3) ¢~39,53 . 10 ¢

Avec des changements d'échelles, on obtient le graphique B.

c) R=1008 A=-(495,38)2. Mémes conditions initiales d'ot

gt)=e-78.105 . £[3.1075 cos (88,75 10%) + 0,6 . 107% sin (38,75 10°)]
Autre écriture : q(f) = Q@m e 7.8 . 10%  c0s (38,75 10° £ + ¢)

Avec des changements d'échelles, on obtient le graphique C.
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GRAPHIQUE A

REGIME TRANSITOIRE CAS OU A> 0

Courbe (1) obtenue en sommant (2) et (3)
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GRAPHIQUE B]

REGIME TRANSITOIRE CAS OU A~ 0

Courbes (1) ou (2) obtenues suivant le changement d'¢chelles choisi
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