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J'ai toujours vu Rafael Bombelli cité par 'unigpassage concernant ce que nous appelons
aujourd’hui nombres complexes :

« Piu di meno via piu di meno, fa meno ... meno di ménmeno di meno, fa meno
Aussi j'ai souhaité en savoir plus sur le travail @bt ingénieur italien du X¥T°siécle, en
particulier son travail sur les nombres complexedpmbres sophistiqués disait-il, et sur
son travail mathématique en général. Je n'ai pasdmip appris sur le personnage, il a été
beaucoup moins disert sur lui-méme que Jérome Gaydidui est allé jusqu’a ecriféropria
Vita (Ma vie). Cependant la lecture de son unique @e/rd’ALGEBRA m’a beaucoup
appris sur ses mathématiques, celles de [I'ltaliedet 'Europe de son siecle. Ces
mathématiques sont d’'un niveau remarquable pourépague, c’est pourquoi je m’étonne
toujours qu’il n'ait pas été plus cité par sesdecs contemporains et ses successeurs. Son
ouvrage était pourtant connu des grands scienéifigy compris de maniere critique.

C’est Leibniz, en 1682, dans une lettre a Huygenggyit :

«Je vous envoye le livre de Bombelli, dont je vougarlé. Vous y verrez page9d2
comment il se sert des racines imaginaires (il #dppear exemple/-121 ou 114/-1 : piu di
menollet— v-121 ou— 11J/-1 : meno di mend1), et comment il trouve par la la racine de
I'équation 15 = 155 plus4 ... »

Et la réponse de Huygens a Leibniz

«Pour ce qui est de l'usage des racines de Cardarsdes cas mesmes ou celles meslées
de quantités imaginaires, il est certain qu’ellesrve&nt toujours dans les problemes
d’Arithmétique, et vous avez plus fait que Bomlegilfaisant voir que lors mesme que I'on ne
peut pas tirer la racine des binbmes, leurs racinedaissent pas de signifier des quantités
réelles »

De méme Wallis dans s@xigebrade 1673, déclare dans un plaidoyer contre Descarte

«Mais il n’y a pas de régle (que je n'ai pas trouvgeez Harriot) pour transformer une
Equation biquadratique (dont le second terme eseat) en deux Quadratiques par le moyen

d’'une Equation cubique de racine évidente (commmalidi et Viete ont fait avant lui). Et

! Thomas Harriot, Oxford 1560-Londres 1621. Il a tdbmé & l'algébre par une théorie des équations
algébriques.



ceci (d’aussi loin que je m’en souvienne) est lalssehose qu’il ait ajoutée a ce que jai
relaté & propos d’Harriot. Ses régfese différent pas en substance de celles de Boinobell
de Viéte» (p.208).

Ce a quoi Montucla, dans son Histoire des Math&mueas de 1802, répond :

« Avant que de sortir de I'ltalie, nous avons encamgarler de Raphaél Bombelli, qui fit des
découvertes utiles en analyse, et dont I'algebmeippan 1579 1l développa d’abord dans cet
ouvrage, d'une maniéere plus claire, ce que Cardaaitadit sur les équations du troisieme et
du quatrieme degré. A I'égard de ces dernieresgifit que suivre la méthode de Ferrari ...
M. Wallis montre encore ici qu’il n’avoit lu Bomlietiu'avec beaucoup d’inattention : il
tombe méme a son égard dans une double faifteen lui faisant honneur de la résolution
des équations du quatrieme degré, que Bombellibatr expressément a Ferrari2® en
disant que la méthode de Bombelli est la méme eglle @de Descartes. Cela est entierement
faux, et il falloit étre aveuglé comme ['était Wallpar I'envie de déprimer le géometre
Francois, pour tomber dans une pareille inexac&uBombelli ne divise point, comme fait
Descartes, une équation biquadratique, en deuxedorsl degré qui la produisent par leur
multiplication mutuelle : il n’y en a pas la moirgdtrace méme dans la pag&3 que cite

Wallis ... "

L’ALGEBRA de Bombelli n'a jamais été publiée en Recais. En ayant déja traduit
plusieurs passages, il m’a paru utile de les raBksnet d’'y ajouter plusieurs compléments,
en particulier tout ce qui concerne la résoluties dquations de second degré. Je suis parti de
I'édition intégrale publiée chez Feltrinelli en B6Gpparemment tres difficile a trouver en
France. C’est donc de l'italien du XViécle que jai recomposé les textes de BOMBELLI.
lIs sont inédits en francais, c’est pourquoi je sues efforcé de donner des passages assez
longs permettant de se faire une idée de la patesée scientifique, j'en espére la lecture pas
trop fastidieuse.

De nombreux problémes se sont posés et sur legguels pu m’attarder. D’une part, dans

quelle mesure ne pas trahir 'auteur du point de du style ? Pour des raisons de facilité de

? Les régles de Descartes.



lecture, j'ai restructuré certaines phrases de céhgmsion tres difficile et j'ai introduit une
ponctuation permettant d’éviter des phrases qui kmigues de plusieurs dizaines de lignes.
Pour ce qui est des notations, j'ai essayé d’adapgte formulation identique ou proche de la
notre. Cela fait sans doute perdre aux textes arteeple leur poids historique et symbolique,
mais c’est une contrainte a laquelle on ne peutdiftieilement échapper.

Dans ma traduction, I'inconnue au CarRdienza au sens puissance deux est notée avec un
C majuscule et les carrégiugdratg géomeétriques sont notés avec un c minuscule.
L’inconnue est désignée parTanto(Tanto, Tanf. L’élévation au carré sera désignée par le
terme « quarrer ». Prendre le coté, c’est preredodtié du carré que I'on conndtg.désigne
la racine carrée, R.c. désigne la racine cubiqlie éilésigne des parenthéde8es symboles
ne sont d’ailleurs pas ceux utilisés par Bombedihgl son manuscrit, il les emploie reliés,
comme on peut le voir sur la reproduction d’'une epdg.29) du manuscrit [0n.121]
L’incidence des contraintes typographiques suml@stions serait sans doute intéressante a
étudier. Les symboles + et — ne sont pas les nogaBombelli, il écrip. etm,, j’ai mis + et —
pour une lecture plus aisée.

Enfin, il use des termesomio (mondéme),binomio, (binbme), trinomio (trindbme) : R.g3,
pour 43, R.c.5 pourys sont des mondmes, 2R.q3, R.q3 +R.c5 sont des binémes, 2 +
R.q3 +R.c5 est un trinbme.

Par exemple, Bombelli demande (page 132) :

«Partarsi 72per2 +R.c [R.q.68 + 4 — R.c.[R.q.68 — 3 », c’est-a-dire . « Diviser 72 par
2 +3J68+2 + 2 —3/68+2 » et sa réponse est « 16 + Rc.[Rg. 5640192 + 2368]. Rc.[Rg.

5640192 — 2368]ce qui signifie : 16 R/\/5640192+ 2368 + %/5640192— 2368.

Pour résoudre les problemes de calcul avec cedigisaBombelli est amené a inventer de
nouvelles expressions, il les appelle résidus, rlegsappelons maintenant, expressions
conjuguées. Ainsi, le résidu de 3/5 est 3 —/5. Bombelli ajoute : ©n doit étre prévenu
que lorsqu’on parle du résidu d'un binbme, ce gappelle plus de moins dans le binbme

s’appellera moins de moins dans le résiguwc’est la définition du conjugué d’'un nombre

® Tartaglia utilisait notre notation ().



complexea + ib, «piu di menol » et« meno di mend » correspondant aitet —i. Sia etb
sont des racines cubiques, le résidadeb esta’ —ab + b? puisque & + b) (8> —ab + b%) =a°
+b%; sia, b etc sont des racines cubiques, le résidadeb + ¢ esta® + b* + > —ab—bc-ca,
leur produit donnara®+ b®+ ¢*.

Il est a noter que sur son manuscrit, Bombellitgear exemple le nhombre négatif — 121
sous la forme 0 m. 121. Cela signifie qu’a cettegiye la question des nhombres négatifs n’est
pas réglée. Ceci est d’autant plus surprenant gambBlli manipule les imaginaires

(sophistiqués dit-il, comme Cardan) sans trop t&d&me semble-t-il.



RAFAEL BOMBELLI, L'HOMME

Rafael Bombelli de Bologne (1526-1572) n’est conmue par un seul ouvrage de
mathématiques. C’est peu en comparaison des ptiblisainnombrables de Hieronimo
Cardano (Jérbme Cardan, 1501-1576). Mais, si aaatea atteint 'age de 75 ans, comme il
en avait fait la prédiction, Bombelli n’a vécu qdie¢ ans, ce qui est bref pour quelqu’un dont
les mathématiques n’étaient pas I'occupation ppalei. Ingénieur, il a dirigé I'asséchement
des marais de Chiana en Toscane et apres la détmaams la bibliotheque vaticane d’'un
manuscrit des ceuvres de Diophante, il en a trathg livres sur sept, avec Antonio Maria

Pazzi, lecteur public de mathématiques a Rome.

Quelgues mathématiciens de son époque

1484 ChuquefTriparty en la science des nombresanuscrit écrit &yon.
1514 Kobel An neu geordnet Rechenbiechingsbourg

1554 PeletierAlgebreLyon.

1494 PacioliLa Summa/enise.

1525 Rudolff,Die CossKonigsberg

1543 RecordeThe Ground of Arts.

1544  Stife] Arithmetica IntegraNuremberg.

1544 FineDe ArithmeticaPractcaParis

1545 CardanArs MagnaNuremberg (Bale-1570 et Lyon-1663).
1546 Cataned,e pralicheVenise

1546 TartagliaQuesiti et Inventioni divers€enise.

1556 TartagliaGeneral Trattato & numeri et misui.

1557 RecordeNetstone of Witteondres.

1559 BorrelLogistica quae et arithmetica vulgo dicitur-Lyon.
1563 Gemma-Frisiugrithmetica practicae methodusfaciliaris
1563 Peletariuscommentaires sur I’Arithmétique de Gemma Fridiysn.
1569 RamusArithméiicae libre duo, geomtrize septem et virgBéie
1569 Ramus$Scholarwn mathematiticarum unus et trigiigate
1570 FinePratique de la géométrie.

1579 VieteCanon Mathématicu$ours

1585 StévinLa Dismeteyde

1592 Dasypodiudnstitutionum MathématicarurBtrasbourg

1595 Pisticorigonometria.



1600 RotheArithmetica philosophicaNuremberg

L’ALGEBRA

Bombelli a écritL’Algebra dans les années 1560. Elle est publiée en 15T&eatle son
déces et I'éditeur en est Giovanni Rossi, de Baodvans la préface, en date du 22 juin
1572, Bombelli rend hommage a son protecteur I'aeéflexandre RufiniL’Algebra était
constituée alors de trois livres et comprenait pages dont une table et la préface était placée
au début du livre 3. Quelques exemplaires porteiate de 1579, mais il s’agit de I'édition
d’'origine dont le frontispice a été changé et laickce réimprimée- Les livres IV et V,
extraits d’'un manuscrit de 1569, ont été publiés18a9, par Ettore Bortolotti, dans la
collection «Per la storia e la filosofla delle matematiche® 7 », chez I'éditeur Nicola
Zanichelli & Bologne. Enfin, une édition des liviessV a été réalisée par I'éditeur Feltrinelli
a Milan en 1966, avec une introduction de Fortiret préface de Bortolotti.

Dans lelivre premier de L’Algebra, Bombelli développe le calcul des radicaux et en
particulier I'extraction exacte et I'extraction apphée des racines carrées arithmétiques. Il
traite aussi des racines d’ordre 3, 4, 5 ... Danpremier livre, il rappelle la controverse au
cours de laquelle Tartaglia affirmait que Ferragi savait pas extraire les racines de degré
élevé selon la méthode que lui, Tartaglia, retepaiir la meilleure. Bombelli déclarell«
n'était pas de mon intention de traiter ainsi dexines. Ne le jugeant pas nécessaire, je
n'avais pas écrit de regles pour résoudre le prerdiegré non ordonné ou bien en relation
avec les autres puissances, mais, a la requéte ig’'fim été forcé de les mettre. lls me
déclaraient que, si jamais il venait un autre Tgita, il dirait que je n’en avais pas mis
parce que je ne savais pas en faire le caleul

Dans lelivre second, il étudie les polyndbmes et les équations algébsgjiesqu’au
quatrieme degré. Il désigne I'inconnue pal kanto» (la quantité). Dans le manuscrit, les
puissances sont notées de fagon exponentielle lave@etit demi-cercle sous les exposants,
par exemple : Aggualisi2 5 p.12 ﬁ a 32 » signifie « £ + 12x égal & 32 » ou parfois sous
une forme plus classique pour I'époquez<q. R. md. » c’est-a-dire« 1 Zénusplus res minus

4 ». Il n'utilise pas de symbole d’égalité, il idé I'expression Aggualisi ... a ..», le
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symbole «=» a été introduit en 1557 par RobertoRke. Ces notations ont sans doute

influencé Biirgi (1552-1632) qui notait I'expressidh+ 3¢ — 7 sous la forme suivante I¥<

ol L . R , . @ @ _O»
+ 3 — 7 » et Stévin notait la méme équation sous la foxrhie + 3~ -7

L’équation du second degré de la fore+ ax = b aveca et b positifs est traitée

2
. , . . a .
uniquement sur des exemples numeériques, en ajoujanatux deux membres ; le premier

devient & + g)z et il suffit d’extraire la racine carré du secopour pouvoir terminer la

résolution.

Voici par exemple la résolution de I'équatixn+ 6x = 16 traitéé& par Bombelli :
2 1 )
10 p.60 eguali a32

«Opérez comme il a été montré plus haut, quand bdediprendre la racine carrée de
I'inconnue et de ses puissances. Alors, la moiti€akfficient de I'inconnue étant pris, c’'est
3, et I'ajoutant & la racine de la puissaficeui estlé, cela fait ﬁ p. 3, dont le carré est
15 p. 65 p. 9.Nous, nous voulorﬂsé p. 65 , mais en ajoutan® a la fois aux deux parties, on
aura 15 p. 65 p.9 égal a25. Alors, en prenant la racine dE% p. 65 p.9, qui estlé p. 3, et
ceci étant égal a la racine d&5, qui est5, alors, le 3 étant 6té de chacune des parties, il
restera2 égal alﬁ et 'inconnue vaudr@. »

Le livre trois est un recueil de problemes allant du premier aatrgume degré ou les
procédés analytiques sont alliés a I'interprétatjéamétrique. Il y subsiste encore la tradition
médiévale avec lesimostratione in linea», « Démonstrations par segments ».

Bombelli traite ainsi le probleme suivant :

« Faire del0deux parties telles que I'une multipliée par I'aaifassel6 ».

La résolution numérique est suivie de I'énoncé d'tggle générale puis d’'une démonstration
géomeétrique.

«Quand on aura a diviser une gquantité en deux psyrtielles que I'une multipliée par
I'autre fasse un nombre donné, on prendra la maigda quantité. Celle-ci étant divisée puis

élevée au carre, du résultat on retranche le nondwané et du reste on prend la racine

“Dans R.
® C'est la puissance 2 de 'inconnue.
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carrée qu'on ajoute a la moitié de la dite quantitélors la somme sera une des parties

demandées:

Autrement dit, si on chercheety tels quex +y =aetxy=Dhb, on calculeg, (%)2, puis

ay2_ in2 /32_
(2) betenf|n2+ (2) b.

Comme son prédécesseur Cardan, Bombelli énonceédéss générales, ce qui est un
progres. Nous n’en sommes pas encore a une notatlimant les coefficients indéterminés,

il faudra attendre Viéte, quelques années plus taaik I'avancée est certaine.

Leslivres quatre et cingcontiennent, comme Bombelli I'a promis dans sorelivois, des
applications géométriques. Mais ces deux derniergsl ne seront pas connus de ses

contemporains ni pendant les deux siécles suivants.

Livre quatre : algebre, représentation géomeétrique des irratisnnebnstruction

géométrique de problémes algébriques.

Livre cing : problemes de géométrie plane, polyedres régultessmi-réguliers.

12



I- LES INTENTIONS

Dans plusieurs passages de ses livres, Bombelbsexga pensée, ses réflexions et ses
objectifs. C’est dans le livre 3 que ce qui peut €bnsidéré comme la préface de son travail
apparait.

AUX LECTEURS (p.7 de I'édition Feltrinelli)

Je sais que ce serait perdre du temps si je wonlafforcer a présent de faire connaitre
avec des mots parfaits quelle est I'excellenceniafdes disciplines mathématiques, et ceci,
apres gu’elles aient été celébrées par de raresufsutiussi intelligents et loués. Cependant,
aussi faible que soit mon témoignage, il me paradanmoins nécessaire de m’efforcer
faire savoir que la partie supérieure de I'Arithigéé (aujourd’hui appelée Algebre par tous)
tient la primauté parmi ces disciplines parce quéets ont besoin de se prévaloir d’elle.
Ainsi, déja I'Arithméticien, comme le Géometre, peurrait résoudre ses problemes et faire
la preuve par ses démonstrations, ni I'’Astrologlesumer les cieux, les degrés et retrouver
avec le Cosmographe l'intersection des cercleg®tignes droites par lui-méme et sans avoir
a se fier aux tables faites par les autres. Lekrpusbnt assez corrompues, pour avoir été
imprimées tant et plus et par des gens ayant pawomigaissances de cette discipline. Celui
qui calcule (par la faute de cela) commet une iigid’erreurs pour trouver chaque paralléle,
ligne droite, cercles et degrés. Sans celle-cijmigsicien n'aura pas ou que peu de
connaissance de sa quantité raisonnable et a laefijpuira pas de la découverte de sa
proportion musicale. Mais que dirons nous de |'Aetture ? Elle seule peut nous donner
'usage et la maniere (par la force des lignes)faraler les forteresses, les machines de
guerre, chaque mesure, corps et proportion et dessperspectives comme de chacune de ses
autres parties, et elle ne lui fait rien moins qaenaitre les erreurs qui peuvent survenir dans
celle-ci. Laissant donc toutes ces choses (comamg déja assez bien notées) de coté, je dirai
seulement cela : que, ou du fait de la difficulee ld matiere, ou de I'écriture confuse des
écrivains qui en ont traité jusqu’a présent, d’atifdus I'Algebre est parfaite, d’autant moins
je ne vois donner d’ceuvre de celle-ci, j'en ai @uss fois fait moi-méme la constatation. Ne
me sachant imaginer de quoi cela procédait (quoigeepar la défiance qu’en ont les

hommes, du fait de ne pouvoir I'apprendre a causpedl de connaissance qu’il y eramsi
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que de son usage, je leur dirai de s’arréter) rfpesar le dire comme je I'entends) je pense
que beaucoup voulaient se protéger avec cela. ®ykis dire la vérité, cela révélerait la
faiblesse de leur talent et leur grossiéreté, pgueeles Mathématiques versant toutes autour
de la spéculation, celui qui n’est pas spéculaifagsigue en vain a vouloir les apprendre. Je
ne nie d’ailleurs pas que la confusion des écrvanle peu dordre qu’il y a dans cette
discipline ne soient cause d'un tres grand traghiline géne pour les professeurs de cette
discipline. Pour lever finalement chaque empéchémeax spéculatifs et aux désireux de cette
science et Oter toute excuse aux laches et auxesiajg me suis mis en téte de vouloir la
réduire a un ordre parfait et en parler dans mowesurésente autant que les autres ont été
silencieux. Je me suis mis a la composer pour gtte belle science te soit connue et tout
autant pour étre utile a tous. Afin que je puidss facilement le faire, j’ai voulu d’abord voir

la plus grande partie des Auteurs qui ont jusqu&sgnt écrit a son sujet en sorte que dans ce
gue eux ont manqué moi je puisse y suppléer. h v deaucoup, parmi lesquels un certain
Muhammad ibn Muga Arabe, qui est tenu pour étre le premier, donpeut voir une petite
ceuvre, mais de peu de valeur, et duquel je croiees! ce terme d’Algébre. Ceci, parce qu'il

y a plusieurs années le Frere Luca del Borgo S&pulcre de I'ordre des Mineurs s’étant
mis a écrire aussi bien en latin qu'en langue \itdgaur cette science, a dit que le mot
Algebre était Arabe, lequel dans notre langue i@ équation, et que cette science était
venue des Arabes. C’est ce qu'également nombrewequi ont écrit apres lui, ont cru et dit
ensuite. Mais, ces dernieres années, dans la thiéjoe de Monseigneur au Vatican, une
ceuvre grecque a été retrouvée, composée par @nddivophanté d’Alexandrie, auteur grec
du temps d’Antonin le Pieux. Messire Antonio MaRazzi, de Reggio, lecteur public de
Mathématiques a Rome, me l'a fait voir. Comme j@il’ai jugé étre un Auteur ayant une
grande intelligence des nombres (encore qu’il agetrpas des nombres irrationnels, mais,
gu'’il se voit chez lui seulement un ordre parfaitli et moi, pour enrichir le monde d’'une
ceuvre ainsi faite, décidames de la traduire, e$ eouavons traduit cing livres (des sept qu'il

y a). Le restant nous n’avons pu le finir a causéravail qui nous a pris I'un et l'autre. Dans

® Al Khwarizmi, dates supposées: 780-850. Origindizs bords de la mer d’Aral, il participe aux traxale la
Maison de la Sagesse fondée a Bagdad par le g&di¥éamoun.
" Cette traduction influencera bien sir le contealialivrage et les notations de Bombelli.

14



cette ceuvre nous avons retrouvé qu'il cite beauckaufois les Auteurs Indiens et c’est par
cela que jai su que cette discipline fut ouverde lgs Indiens avant les Arabes. Léonard de
Pisé a écrit plus tard sur cela (mais cela fut aprégnamd intervalle de temps) en langue
latine. Apres lui il N’y a pas eu de choses bidegdavant Frere Luca susdit lequel (bien qu'il
fut un écrivain négligent et pour cela commit quels erreurs) fut cependant vraiment celui
qui le premier donna de la lumiére sur cette s@emmcore, que quelques uns aient été
cavaliers, et se soient attribué tout I'honneur,aecusant avec malveillance le frere de
quelques petites erreurs et en taisant sa bonneeodepuis, en notre temps, des Etrarfgers
et des ltaliens ont ensuite écrit, Oronce, Schregbe« il Boglione », des Francais, le Jeune
Allemand Stifel et un certain Espagtotjui en a beaucoup écrit dans sa langue. Maisnaucu
autre ne s'est vraiment autant introduit dans tresede la chose que Cardate Milanais
dans sorarte magnaou il est dit beaucoup sur cette science, maiegpression fut obscure.

Il en a traité aussi dans certaines de ses affignékécrivit avec Lodovico Ferrari, notre
Bolognais, contre Niccolo Tartaglia de Brescia &hgllesquelles se voient de tres beaux et
talentueux Problémes. Mais, Tartaglia avait autBatissi peu de modestie (il était comme
cela de sa nature, habitué a dire du mal, et saielvoir fait ses preuves avec honneur alors
que pour d’aucun il avait médit), qu’'il offensa gee tous les nobles esprits, menant et
Cardan et Ferrari a le malmener, des esprits qutes temps qui sont les nétres, sont divins
plutét qu’humains. Il y en a encore d’autres qut éarit, ceux-ci, Si je voulais tous les
nommer, j'aurais beaucoup a faire. Mais, pour le ge profit qu’'ont été leurs ceuvres, je les
tairai. Seulement (comme au début) je dis qu'agamnic vu ces Auteurs qui en ont traite, j'ai
ensuite avec ordre continué aussi a assembler fgresente pour le bénéfice commun, la
divisant en trois livres: en insérant dans le peentoute la pratique du dixieme livre
d’Euclide, le calcul des Racines cubes, comm¥ apére pour les carrées, ce qui sert la ol

interviennent des cubes ou des corps. Dans le degantraité de tous les Algorithmes de

8 Léonard de Pise ou Fibonacci, Xlifsiécle.

° Barbari.

19 Oronce Finé (1494-1555), Henri Schreiber d’Erfurtl, Boglione » pourrait désigner Lodovico Ferraaitinde Bologne,
Michel Stifel (Esslingen 1487- I1éna 1567), 'Espabest sans doute le Portugais Pedro Nunez.

1 36ré6me Cardan (1501-1576) de Pavie.

2 Eyclide.
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I’Algebre ou interviennent les quantités inconnuesgc leurs résolutions et démonstrations
géomeétriques dans l'ordre. Dans le troisieme,riji@ (comme pour preuve de la science) prés
de trois cent Problémes, afin que se voit (enigast) ce que cette discipline a de studieux et
combien est suave le fruit de cette science. Quedeeur accepte donc avec I'esprit libre de
toute passion mon ceuvre, en fasse la compréheasionit de combien de profit elle sera.
Cependant, je l'avise, s’il n'a pas de capacitélayrartie mineure de I'Arithmétique, qu’il ne
se jette pas dans 1’entreprise de vouloir apprebdigebre, parce que ce serait du temps
perdu. Que I'on ne me taxe pas non plus si quetgueair ou incorrection se retrouve dans ce
travail, il n’est pas de mon fait mais de I'impriangencore qu’on ait usé et fait user de toute
la diligence qu'il a été possible. Mais on est déngoossibilité qu’il n’en advienne pas dans
une ceuvre semblable et de méme que si dans la tdm®meparoles se voit quelque
inconvenance et un style peu charmant, que I'onamsidere pas cela comme chose due au
fait que ceci est bien loin de ma profession, rsaidement di a I'essence des choses et que
le poli de I'expression est de peu de relief entetle matiere. Je n’ai pas voulu cette finalité,
mais seulement (comme je l'ai d’abord dit) enseigaediscipline et 'usage de la partie
majeure de I'Arithmétique (ou Algebre dit-on) pardrace de Dieu, bénit soit-il, au bénéfice

des vivants.

Livre 3(p.315)

Mon intention était de regrouper toutes les opénatide I'Algebre afin que cette ceuvre
suffise a elle seule pour celui qui voudrait apprercette science. Il m’est apparu cependant
nécessaire de batir ce troisieme livre sur des ddesmafin de démontrer en donnant les
solutions.

Voila pourquoi je commencerai a un niveau si bas ¢ela paraitra de peu de valeur aux
connaisseurs, j'en ai jugé ainsi parce que c’'esesgaire a un débutant. Ensuite les demandes
faciles serviront aussi a faire les plus arduesmble d’entre elles ont deux solutions et
pourtant tout se fera sans autre nécessité ni neystir plus de compréhension de I'art. Je ne
veux pas manquer cela dans ce troisieme livre gloisa peut étre paru a quelques uns que

je I'ai manqué dans le livre précédent. Il sembieeat étre aux débutants que jai été trop
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bref, surtout dans les quarante deux derniers €aajx connaisseurs, que j'ai été trop long.

Quant aux premiers Cas, je dis gu’ils sont treficdés. Si un débutant n'a pas été guidé

auparavant afin de ne rien perdre du livre citétosti pour les Cas du Cube, du Carré, du
Tantoet de la Constant&merq, il ne pourra pas comprendre les Cas susditss flaaimis

un exemple pour chacun d’eux ou il paraitra peng @tie j'ai été trop bref. Quant a cela, je

dis que les possibilités dans ces Cas sont tallesigj’avais voulu mettre une par une toutes
leurs conséquences comme je l'ai fait les autress fe n’aurais pas eu assez de toute cette
ceuvre pour elles seules. Je dis qu'avec un seub@repar Cas, bien que celui qui opere ne
comprenne ni les fondements ni d'ou naissent legkes, rien qu’avec les exemples que jai

donnés, il pourra résoudre toutes les équatiorst possible.

Ou je dis 6teTantode Tantoet que cela soit supérieur a ce dont on a a @teance n'est
pas parce que le reste est moifticrie la régle ne sera pas bonne pour autant. Berte,
rien ne manquant au sujet des regles donnéesserdaaussi satisfaisant que si j'avais mis
tous les exemples pour chaque définition elle-méme.

C’est pour cela que je répete qu'autant j'ai é&f pour les débutants, autant jai été trop
long pour les connaisseurs. Mais dans le livregareaucun ne doit tenir pour médiocre les
demandes simples que je ferai au début parce aques$d fait comme je l'ai dit avant pour
celui qui voudra se donner les principes pour apjnesla dite science et I'Art.

La méthode de résolution est de toujours poselajualeur de la chose demandée soit une
quantité. Celle-ci d’aprés les inventeurs de cea a@té appelée chose, bien que, a mon avis, il
conviendrait mieux de dire quantité. Ayant été imention arabe, il se pourrait que dans
cette langue ce chose signifie quantité. Alors rauthre quantité quand il s’agit de chose
numerique, bien que je ne 'impose pas. Le carrf@ dige quantité a été appelé Ce@sIfs9,
je ne sais d’ou un tel nom est dérivé, il seragurj quant a moi, de dire carré de quantité. Le
Cube porte son nom juste, parce qu’'un cube esbrps semblable a un dé, il a une longueur,
une largeur et une hauteur, il lui est donc idemigAinsi, le Cube en Algébre est la
multiplication de la chose triplée, ce qui reviantméme. Néanmoins, j'ai suivi et je suivrali

I'ordre des autres parce que ce n’est pas fondaent

3 D'une certaine maniére Bombelli accepte ici les Bohs « négatives ». Elles ressortent de la regiest générale.
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Je viendrai aux demandes par leurs modes de t@sol®n doit remarquer que toutes les
demandes qui aménent a I'égalisation de la Chase Rombre peuvent encore se résoudre
par la régle de la proportion appelée la réglerdis,tou bien par la méthode du Catafho
Qui ne connait pas la dite régle de trois et léigua des rompds pourra mal comprendre la
pratique présente. Il est nécessaire de connair@rincipes premiers pour comprendre cet
art. Aprés cela, j'en viendrai aux exemples. D’abjertraiterai des demandes qui se résolvent
avec le premier Cas sur la Chose égale a un nostppeu a peu, suivant I'ordre des Cas du
livre précédent, je formulerai et résoudrai les dedes du livre présent.

M’étant mis en téte, quand je me suis résolu aposer I'ceuvre présente, de vouloir (a
l'imitation des écrivains recommandés, autant amtsqque modernes) procéder selon un
ordre distributif dans la trame de celle-ci, je kvisée en trois parties qui sont les livres.
Ainsi, dans le premier, j'ai raisonné avec les &smimples de cette discipline, leurs regles et
opérations. Dans le second, jai traité desiti et de leur résolution. Maintenant, dans ce
troisieme et dernier livre, avec un plaisir non idin@, je parviens a la fin désirée de cette
discipline. Il a le pouvoir, au moyen des regleseggnées dans le premier et le second livre,
de lever tous les doutes sur les Problémes Aritloongt, autant des nombres rationnels
gu’irrationnels. Sujet non moins épuisant qui sensuite plaisant au professeur de cette
discipline. Je parlerai donc de ceci dans le woi& livre présent de maniere diffuse, voila
pourquoi j'exhorte le Lecteur a s’y appliquer tetakent en esprit et de ne pas avoir de pensée
de satisfaction et profit. Quand (je ne sais celgulire me vaudra des jouteurs ou méme des
calomniateurs) il entendra m’accuser ou taxer dim@rayant presque totalement dévié des
usages des écrivains de cette discipline, ce sec® gue moi seul ai effectué des opérations
avec des inconnues. Alors gu’eux, c'est ce quiaele plus, quand ils ont voulu traiter de
Problemes Arithmétiques, ils I'ont toujours faitusole voile des actions ou des affaires
humaines (comme il en est des ventes, achatstutesis, permutations, changes, intéréts,
défalcations, regle des monnaies, des métaux, ,pmdgpagnie et avec les pertes et les gains,

jeux et autre infinité d’actions semblables et afiéns humaines comme on le voit chez ces

 Double fausse position.
!> Fractions.
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écrivains avec a peine plus de détails). Alorg suis sollicité maintenant, pour me défendre,
je réponds que si je me suis mis a l'esprit denveait enseigner la partie supérieure de
I'Arithmétique (dite Algebre) en imitant les autsuaintiques et quelques uns des modernes,
c’est parce que les autres qui en sont restés ae v préecédemment, avec des exemples
semblables aux activités humaines, ont été plusigpes que scientifiques. Il se voit
clairement dans chaque science s’enseigner a chiagiant la Théorie et non la pratique
parce qu’'on pense que la capacité de I'intelleatdin est telle qu’il doit ensuite, possédant la
Théorie, venir a I'usage de la pratique et majogtaent dans les sciences mathématiques
parce qu’elles versent (comme on sait) dans lesutgéons. On se doit de croire que le
professeur sera théoricien et conséquemment saiteeran ceuvre cette science, la réduisant
aux actes pratiques et s’il n’en était ainsi, qnél s’épuise pas sur une telle discipline qui lui
ferait perdre son temps. Je ne veux pareillemeatnpécher de dire que le lecteur ne doit pas
se scandaliser s’il ne voit dans ce troisieme laweun probleme semblable a ceux qui ont été
mis par les autres auteurs (pareillement, je léesz@, ceux de Diophante autrefois appelé par
moi Auteur tres intelligent de cette science, ytsparce que (on le sait) ces démonstrations
mathématiques contiennent immédiatement et protvedsieles principes en elles-mémes. Par
conséquent il faut que j'en dise quelque choselegi@utres n'ont pas dit, et ainsi, pourra le
dire aussi la postérité. Il est bien vrai, si cest’complétement au moins en partie, que les
méthodes opératoires sont différentes entre leactédrs. Que ma méthode d’opérer soit
bonne ou coupable, c’est au lecteur lui-méme derjugyme semble cependant avoir donné
une telle image de moi dans les deux précédemtsliyu’il pourra facilement la reconnaitre.
Donc, que cessent les calomniateurs et que leg@aatadle cette science jugent 'ame libre de
toute passion des effets de la vérité pour laquelleest fait quand j'en viens a traiter de ces
tres beaux Problemes. Je leur rappelle encore geei,celui qui opere ne s’étonne pas si
aucune des équations différentes n’'est traitéesiAian parlant des InconnueSafti)
supposées par moment avec plus, par moment avets rabides fois sans aucun nombre,
c’est-a-dire en parlant des puissances qui serm@snparfois seules, parfois accompagnées, il
ne sera donné sur cela, aucune regle. C'est paridareg parait que, depuis que je l'ai dit

quand j'ai parlé de cela, c’est la pratique quit denseigner. Si on voulait mettre dans les
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problemes graves chaque cause minime des opérationgen verrait jamais la fin. Cela
répugne extrémement a ma nature, studieuse dangVate, par contre jai plutdt voulu citer

les opérations de 'autre livre (on le verra erelédg).
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Un exemple de I'édition dE572

Cas du Cube égal a deganti et constante

Voulant égaliser un cube a d&anto et constante, on prend le tiers demti et on les
cube. Le produit se retranche du carré de la maéika constante. De cela, ce qui reste, on en
prend le c6té auquel on ajoute et on retranchediéiérde la constante. De la somme et du
reste, on prend le c6té cubique de chacun d’eux.d€ex cbtés joints ensemble sont la valeur
du Tanto(comme on le verra dans I'exemple ci-dessous).

1.5 égal a_eé p. 40. On prend le tiers de$anti, c’est 2, cubé cela fait 8. Ceci se
retranche du carré de la moitié du nombre, quit@st il reste 392. De ceci on prend le coté,

qui estR.q392. et s’ajoute a la moitié ...

190 LIBRO

Capirey i C u&o,rgusk 4 (anti, ¢ sumere .

Volendn aganagl
3, LA L fitleerzo dells Tandi, e cubiti | eJil prodoro fi cavi det
1.0 égal a 60 p. 40. quadrato della metd del numeto ¢ i quzllo che reite
fe ne pigliiltaro, al quale fFagaisngs ccausil mezro
2 20. dcinumcro, ¢ dells fomma, J reftante fone piglhiail l2
to cubico diciafeunn d iz | ¢ quefii duc b pioaddin-
ficme fono lroslura del Fanto ¢ come fi vsdrd nelliin -

2. 20. fealerieti eflempij. ) ’
- Agewsglifit 3 36 ' p.qo. Piglifi il tcrzodclli
400. Tanti, ch'¢ 2, cubifi f1 8, ¢ quetlo ficauadel quadraco

liarc cubo 3 Tanti e numero pighi-

< .
1. Egualei

NS
loo

P- 40-

10.
0.

4oo.
8.
. 9.
R.q.392.
R.c[20.pR.g392.] p.R.c[ 20m.R.q392] 10.p.R.q.392. 20.m R.q.391.
RelLicpRagz9: 1.p.Re.l r0. m.R.q.391.1

Racines 2.R.q2. 2n.R.02. qui ajoutés Lai. .pRq.1. r.n.R.q. 3, che

fommati infieme fanno 4, ch'¢ lnualuraded
Tamo.

8. 392.

IEENIENS

R.q392.

| >

1

20p.R.q392. 20n.R.q392.

-y

ensemble font 4, qui est la valeur de | mcorfﬁue delamesi dilnumero, ch'¢ qo0.1¢eft2 391 e dique-

llo fipigha illato, chie Hq.pg9s,c fi aggionge alla me-
td

16 Solution dans R+, les racines — 24i6i et — 2 — /6 sont omises.
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lI-LES DEFINITIONS

Bombelli écrivait I'équationé + 6x = 16 sous la formex 1.5 p.6. l.é egualia 16 ».Une
deéfinition systématique des termes employés etplibgation des regles de calcul
apparaissent dés le début de I'ouvrage avec dempgbes particuliers. Les constructions
géomeétriques apparaissent comme illustrations plgile comme des démonstrations. Un
début de libération des contraintes d’homogénédmide se faire, les raisonnements en
termes de longueur, surface et volume s’atténuent.

Les problemes traités, ainsi que les exemples domse@t purement numériques ou
géomeétriques et Bombelli insiste sur cet aspecsaelivre. Il y a la une rupture avec ses
prédécesseurs qui présentent souvent des situapiltdt artificielles pour illustrer leur
propos. Cela ouvre d’ailleurs un débat sur ce quias livre de mathématiques, de ce que
I'on doit y traiter et sur la maniere de faire corepdre les notions présentées. Enfin, ce qui
est encore nouveau, c’'est le ton et la tentativdidigue avec le lecteur : Bombelli réfléchit
tout haut. Tout cela concerne sans doute une héstte la didactique encore a faire.

Voici plusieurs longs passages dont la lecture sralde essentielle a la compréhension

du cheminement intellectuel de Bombelli.

Livre 1
Définition du nombre carré (p.11)

Le Produit de tout nombre multiplié par lui-mémewws nombre carré, comme le sont 4, 9,
16, 25, 36, 81 et 100, lesquels naissent de laiphadttion de chacun des suivants par eux-
mémes, c’est a dire 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 et-@@weront appelés par moi, cotés des nombres
carrés définis avant. Ainsi, 2 sera le c6té de dhbre carre, 3 sera le coté de 9, 4 de 16, et
ainsi, de proche en proche. On doit noter que gienl’unité ne soit pas un nombre, dans les
opérations elle est utilisée comme les nombrest tagré et son coté est l'unité elle -méme et
ainsi de toutes les autres puissances qui suilegté est toujours le 1 lui-méme (comme

c’est démontré dans le livre XI des Eléments d’Ee)l

Définition du nombre cube(p. 11)
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Le produit de chaque nombre carré par son cotaresbmbre cube, comme le produit de 9,
nombre carré, par 3, son cote, estl@guel 27 est un nombre cube et son coté est 3als
est un nombre cube parce que c’est le produit de@Bbre carré, et de 5, son coté, et le coté

cubique de 125 est 5.

Définition de la Racine carrée, dite sourde ou indicrete(p.13)

La Racine carrée est le coté d’un nombre non cméla dénominatidi est impossible &
faire, cependant elle s’appelle Racine sourde disénéte. Comme si on avait a prendre le
cOté de 20, cela ne veut rien dire d’autre queviown nombre qui multiplié par lui-méme
fasse 20 ; ce qu'il est impossible de trouver, @ayge 20 n’est pas un nombre carré. Ce c6té
on le dira étre Racine 20, mais on doit étre awprd quand on dira simplement Racine on

entendra carrée, laquelle s’écrira aifsi.

Définition de la racine cubique(p.13)

La Racine cubique est le c6té cubique d’un nombreaubique, cependant elle s’appelle
Racine cubique comme ce serait si on avait a peetercété cubique de 24 ; lequel est
impossible a trouver, parce que 24 n’est pas unbn@rcubique, pour cela ce coté cubique se

dira étre Racine cubique 24, je vous avertis gtie serte de racine s’écrira ainBic

Livre 2 (p. 155)

Quelques uns s’étonneront peut-étre que jailler’cbntre de 'usage antique des auteurs
italiens, de ceux qui ont jusqu’a ce jour écrit kuscience Arithmétique. Quand ils ont eu a
traiter de la quantité inconnue, ils I'ont toujoutésignée sous le vocable Chose qui est le
vocable commun a toutes les choses inconnues. dMiégigne maintenant ces quantités par
Tanta Celui qui considérera bien ce fait réalisera gaeevocableTanto convient mieux que
celui de Chose. Ceci parce qu'on doit se dire fanto est le terme approprié pour les
quantités numériques. Cela ne peut étre dit duahose, chose étant le terme universel et
commun pour toute substance autant inconnue queieoltn outre, j'ai trouvé que I'’Auteur

Grec Diophante la nommait ainsi, ceci n’est pasmimce argument, venant de la propre et

7 'expression sous forme de puissance.
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vraie parole d'un Ecrivain aussi antique et d’'uedetvaleur (comme je I'ai dit dans le
premier livre).

Que le Lecteur ne s’étonne donc pas si ma dénoimmatrait nouvelle aux modernes
bien qu’elle soit tres antique pour les anciensishain qu’on puisse opérer au mieux sur ces
quantités inconnues dont je traite dans mon sediorgl il contient des propositions qui
cherchent a en rendre parfaitement apte. Je lesissis au début (comme des regles) en
donnant brievement une définition pour chacunetdeelles, en suivant I'ordre croissant et
obligé pour ces quantités. Chacune d’elles esteraéc son signe, ou caractere, avec lequel
elle s’écrira désormais. Cela aura cette forceette valeur qui se verront dans le contenu des
définitions et des propriétés. Pour ne plus m’'étermah paroles, j'en viens a ces définitions et

je parlerai d'abord dranta

Définition du susdit Tanto (p. 155)

Le Tantodonc, est une quantité inconnue, avec laquekefia Ides opérations on en vient
a trouver un nombre qui lui soit identique, ou édativé a cette fin, on trouvera ce que vaut
un Tanto (comme on le montrera dans la résolution d’éqoati€e Tanto se notera par le
symboleﬁ.

Définition de la puissance deuXp. 156)

Parce que dans les opérations il est nécessaineultiplier d’assez nombreuses fois les
Tanti entre eux et que le produit se dit de manieregrgeés. Un tel produit est appelé
« Cens » ¢ensQ par beaucoup, vocable tellement malséant qu’onadteme plus l'utiliser
parce qu’il me semble ne point convenir en matikréombres. On sait suffisamment ce que
signifie ce vocable de Cens sans que jai a leeetlia été ensuite appelé carré par d’autres ;
ce nom est susceptible de générer la confusioremprd est nécessaire ensuite de désigner
les nombres carrés et les surfaces carrées. Dane guis résolu a suivre Diophante (comme
je I'ai fait pour le reste) et I'ai appelé « Puissa » Potenza. Cette Puissance apparait quand

2
on fait le carré d0rantoet elle se notera par ce symbale

Définition du Cube (p. 156)
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Le Cube est le produit de Rotenzamultipliée par sonTanto et nous mene a l'usage de
I'ordre des cubes. Alors que le produit d’'un nombagré par sa racine produit un nombre
cube, pareillement la puissance, qui est un carudtjpliée par leTantqg sa racine, produit le

3
cube, lequel se notera par.

Définition de la Puissance de Puissangp. 156)
La Puissance de PuissanPetenza di Poten3ast le carré carré diantoou bien le carré

de laPotenzaou bien le produit du Cube parTantq elle se noteré :
Tous seront appeld3ignita mais selon ma brieveté habituelle (pour ne pasemdse trop),
je ne les définirai pas particulierement. Il me bEue cela suffit parce qu’ensuite toutes
naissent de la méme maniere et je mettrai seulelm@nhom et leur symbole.

L’Inconnue(Tanto) é :

Le Carré Potenza 5 :

Le Cube Cubg 5 :

Le Carré de Carrd’ptenza di Potenjaé .

La Puissance CinquiemPBrimo Relat) 5.
Le Cube de Carré de Car@upo di Potenza di Poten)z.

Dans la partie mineure de [I'Arithmétique, quatrdicars sont nécessaires, ce sont
Multiplier, Diviser, Sommer et Soustraire et, c’e@ssi, que la partie majeure en nécessitera
cing, les quatre citées avant et la résolution égaations ggguagliarg. C’est cette
cinquieme qui est la plus difficile et la plus inmante et je m’efforcerai de la présenter de

sorte gu’elle soit comprise de chacun ...
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lll- LES « IMAGINAIRES »

Bombelli est surtout cité par les historiens degh@matiques pour son introduction des
imaginaires dans les calculs. A vrai dire, le premialcul avec une racine carrée de nombre
négatif a étéublié par Cardan en 1545, mais il suffit de congrdes textes pour voir les
progres réalisés en une quinzaine d’années. Le®l@mes soulevés par les formules de
résolution des équations du troisieme degré sermladeair été un puissant stimulant. Ce
n'était pas l'avis de Stévin qui déclara&ll y déja tant de choses slres sur lesquelles

travailler qu’'il n’y a aucun besoin de se fatigsar les choses incertaines ».

Livre 1 (pages 133, 134)

J'ai trouvé une autre sorte de racine cubique d&sgions entre parenthéeses trés différente
des autres. Celle-ci est issue du Cas sur le Cuf@untoégal auTantoet & une Constarife
quand le cube du tiers du nombre Thnti est plus grand que le carré de la moitié de la
Constante, comme cela va étre démontré pour ce@@te sorte de racine carrée contient
dans son algorithme de calcul, des opérationsrdiftés des autres et a un nom différent,
parce que, quand le cube du tiers du nombrEaagi est supérieur au carré de la moitié de la
Constante, la racine carrée de leur différence egt g’appeler ni plus ni moins, c'est
pourquoi je I'appelleraplus de moinS quand celle-ci devra étre ajoutée et, quand elleade
étre Otée, je l'appelleranoins de moingCette opération est bien plus nécessaire que adelle
I'autre calcul de la racine cubique d’expressionseeparenthéses, vu avec les Cas consacrés
aux Carrés de Carrés accompagnés de Cubes, otamto ou des deux ensemble. Les
situations de résolution ou apparaissent cette statracines sont bien plus nombreuses que
celles ou nait I'autre, cela paraitra a nombretdsewous plus sophistiqué que réel. Moi aussi,
jai eu une telle opinion jusqu’'a ce que je trodserédaction de sa démonstration (comme
cela sera démontré dans la démonstration du Casud@ses planes) et avant de traiter de la
multiplication, je pose la regle du plus et du nsain

Plus par plus de moins donne plus de nf8ins

8 Formex® = px + q avec(g)e’ supérieur z‘a(%)2

¥ Piu di menojl semble que ce soit urmréviation dé’iu Radice di menglus racine de moins.
20 pju via piu di meno, fa piu di meno.
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Moins par plus de moins donne moins de moins

Plus par moins de moins donne moins de moins

Moins par moins de moins donne plus de moins

Plus de moins par plus de moins donne moins

Plus de moins par moins de moins donne plus

Moins de moins par plus de moins donne plus

Moins de moins par moins de moins donne moins

On doit étre averti que de telles sortes de radigées ne peuvent intervenir sans que le

binbme ne soit accompagné de son conjugué, comlaeserit pour R.c.[plus de moins
R.q2.] dont le conjugué sera R.ciiins de moinRq2.] ; pour de telles sortes &ec, il ne

m’est jusqu’a présent encore jamais arrivé d’atravaillé sur 'une sans l'autre ...
L'utilité des imaginaires pour trouver les racinescubiques

Voici maintenant, la démarche de Bombelli pour difirep les expressions de la forme

2 3 3 2
Ya+vb ou encore?\/%ﬂ/q?—% dans le cas od;—7 > qT'

Maniere de trouver le c6té cubique de mémes sortég racines(pages 140141)

Bombelli décrit la recherche d’un nombre dont lbewest2 + 11 et il trouve2 +i. en
voulant trouver le c6té cubique de racines de mésp&ce on retiendra la pratique de cette
méthode

« On ajoute le carré de la Constante au carré daclae et de cette somme on prend le
cOté cubique, puis on cherche a tatons a trouverouambre et une racine carrée tels que leurs
carrés ajoutés ensemble fassent autant que lecabigue donné précédemment. Ensuite, du
cube du nombre étant retranché le triple du pratlumombre par le carré de la racine, ce qui
restera sera la valeur de la racine que I'on cleerCle serait ainsi si I'on voulait avoir le c6té

deR.c [2. piu di meno R.421]. On trouve qu’en additionnant le carré dérla, qui est 121,

avec 4, le carré du 2, cela donne 125, cube doodtie est 5. Maintenant, on a besoin de
trouver un nombre dont le carré soit inférieuret Bont le cube soit supérieur a 2. C’est ainsi

gu’en posant que c’est 1, Rug.dont on a besoin seRwq4, les carrés ajoutés ensemble font
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5 et le cube du nombre est 1. La multiplicatiomndmbre par le carré de Rug.donne 4 qui
triplé fait 12, ce qui ne peut étre retranché dbhecdu nombre qui est seulement 1. C'est
pourquoi 1 n’est pas bon. D’ou on prend 2Rlg.seraR.ql. dont on voit que si on ajoute le
carré de la Constante et le carré d®lg.cela fait 5. Le cube du nombre est 8, duquel est
retranché le triple de la multiplication du nomipa le carré de IR.q, qui est 6. Il reste 2,
qui est le nombre qui était accompagnéudi meno R.4.21., c’est pourquoi son c6té est 2.

piu di mendl. Je dois prévenir, pour R.c. [@iu di meno R.d21.], comme 121 est le carré du

nombre dont le c6té est 11, on pourra dire quda @@su di menoll et on voit que son coté
est 2.piu di menol. ou il ne vient pas dR.q, mais un coté constitué de deux nombres
(comme l'était 2piu di menall.) »
Le calcul qui suit ne peut que confirmer la maéride Bombelli dans les calculs avec les
nombres complexes

« Il'y a encore de ces sortes de racines dontlerehe, au lieu d’'un nombre comme il est
arrivé dans les autres cas, donnera un bindme orésidu. C’est beaucoup plus fatigant
gu’avec les précédentes, comme par exemple siahawrouver le coté cubique depRi di
meno RqZSZ%. En ajoutant ensemble les carrés de 8 @@232%, cela donnera 29257
dont le c6té cubique sera§6 Maintenant, on doit chercher un nombre dont leécaera

inférieur a &3 et dont le cube sera supérieur a 8, le nombrardhmz dont on doit trouver le

c6té cubique. Si on prend 2, son carré sera imﬁéiaiesg, mais son cube ne sera pas supérieur

a 8, etil en est de méme pour 3 qui n'est pas lams on voit que le 2 est plus proche que le

3, c’est pourquoi on doit trouver une quantité spit supérieure a 2 et inférieure a 3, Rg.2 + 1
a cette qualité, parce que son carré, qui esR88, est inférieur a§ et son cube e®qg50

+ 7 qui est supérieur a 8. Maintenant, voyons sisneatisfaisons au reste : élevé au carre,
Rg2 + 1 fait 3 +Rg8 et retranché de-;a il reste 3% —R.q8 et ceci doit étre IRg dont le

c6té cherché a la qualité proposée, en ayant ppmbreRqg2 + 1 et pour racinR.q[Sé -

Rqg8], c’est pourquoi nous dirons que le cotéR$R + 1piu di meno R.{B% -Rqg8]. »
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Dans cet exemple, Bombelli décrit le calcul de lagine cubique »a + ib du nombre

complexe A + iB.

A+iB=28+ i1/232% (en écriture actuelle). Il ne faut pas s’étonneregies calculs

aboutissent ; Bombelli est sGrement parti, sanssnieudire, d'une équation du troisieme

degré. En effetR.c.[8 +i \/%] intervient* dans les formules de Cardan donnant les
racines dec + px + q avec% =8 et% + g—j =— 232% soit q= — 16 efp = — 20,C’est-a-
dire de I'équatiof’ X* — 20k — 16 = 0.Cette derniére s’écrit encoi@ + 4) (¢ — 4x— 4) = 0.

On remarquera que Bombelli calcule le modafer b> comme racine cubique & + B?
(& +b? = /a2 +B?) soit de(6§ )%, Il remarque quea® doit étre inférieur 3/A? +B? soit ici &

6% et & supérieur & &n effet(a + ib)® = A + iB impliqueA = a® — 3ab? donc a° > A. Ce qui

nous parait naturel ne I'était certainement pasauc qui était le premier a défricher ce
terrain. On peut critiquer Bombelli feignant de dreer « a tatons » entr2 et 3 la valeur 1
++/2, mais on lui pardonnera pour n'y avoir pas insistéagoir su si bien conduire le reste
de ses calculs.

La suite du texte de Bombelli, qui n’est pas citéeest une vérification du résultat, fort

longue. Bombelli se refuse a écrire des expressiens formeP./Q , faisant toujours entrer
le P sous le radical, ce qui donr}?Q qui, pour peu que P et Q soient des bindbmes, est

assez compliqué. D’autre part, il indique a la fia son calcul qu’il a tout de méme vu que
1/131—\/_ =3 - \E . le désir de bien montrer comment conduire leswal sur les racines

lui a fait préférer sa présentation

Les seuls calculs de Cardan pouvant mener a dedbmsnmtomplexes concernaient des
équations du second degré pour lesquelles une eaciomplexe n'avait pas beaucoup

d’intérét pratique. Avec Bombelli, les nombres claxgs sont essentiels pour comprendre le

2L 'écriture 3(8+i 2325 serait abusive car elle sous-entend ou omet gaitrois complexes ayant ce

nombre pour cube. Les écritures R.c. et R.q. avahtage de ne pas s’appesantir sur une questioBambelli
ne se posait pas.
223 = 20 + 16.
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cas irréductible des équations du troisieme degrdes méthodes de calcul sont bien

maitrisées
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Page du manuscrit de Bombelli correspond au cabqborté avant. Il est & remarquer que l'inconnuesty

désignée pda Cosaet que les notatiorfgu di mencetmeno di mena'y sont pas utilisées mai§0 m.121]
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IV- LE SECOND DEGRE

Dans ce qui suit, Bombelli résout les équationtadermeax’ = bx, ax’ + bx = ¢, ax¢ = bx

+ ¢, a + ¢ =bx, a, b etc étant des nombres positifs. Chacune des résoluéshalgébrique,
avec des cas particuliers suivis de leur validati@ométrique. Il expose a la fin la résolution
par « transmutation » permettant de résoudre ungaéon du typeax’ + bx = ¢ en passant
par la résolution d’'une équation du tymeé = bx + c. Il traite clairement les équations
menant a des solutions complexépiu di mena2 et4 meno di men@, qu'il exprime comme
telles. Ceci a de quoi nous interroger, car il évéu contraire soigneusement les solutions
négatives. Enfin, a l'inverse de Cardan qui s’effod’associer a ses solutions imaginaires
des représentations géomeétriques sur lesquel@ariiéte, dans ces situations Bombelli ne se
lance pas dans des essais d’interprétation. Lugidh pas, il est évident que cette attitude
créé une ouverture. En ne pointant pas ce probldimeerprétation géométrique et en se
lancant dans l'utilisation calculatoire des racinearrées de nombres négatifs, il aborde un
domaine ou ces calculs pourront rapidement se d@pelr sans attendre leur interprétation

géomeétrique
Livre Il (p. 190)
CAS DES CARRES EGAUX AUXTANTI (ax = bx)

Quand on aura des Carrés égaux aarti, on divisera le nombre deanti par celui du
nombre de Carrés et ce qu’il adviendra sera lauvale Tanta Soit 105 egalé a 4. En
divisant 40 par 10, il vient 4, et 4 vautTlanta Et pour se ramener au Cas desiti égaux a
la Constante, on fait a cette guise : on simpliime et I'autre partie, comme cela a été
enseigné en son lieu, de sorte qu’en enlevant urssgnce a chacune des parties, on aura
105 egaux a 40. Et si on avait eufi(égaux a 9 , 0N enléverait deux puissances a chacune
des parties : on aurait 1[6 egaux a 90 et ainsi, on pourra par cette méthésieudre toutes
les puissances quand une sera égale a l'autreptéxtmrsque les puissances seront toutes
d’'une seule nature, parce qu’on ne peut égaliseMdati a desTanti, ni des Carrés a des

Carrés, ni une Constante a une Constante, etdgrsautres.
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CAS DES CARRES ET DESTANTI EGAUX A LA CONSTANTE (aX +bx=c)

Quand il s’agit de Carrés et danti égaux a une Constante, il y a deux méthodes. La
premiére est celle-ci : on divise chaque termel@atombré® de Carrés, puis on prend la
moitié** du nombre d&anti que I'on quarre et ce qui en résulte est ajougé@onstante. De
cette somme, on en prend le éB&t de ce coté on retire la moitié du nombrddeti. Ce qui
en restera sera la valeur @anta Ainsi, par exemple pour[zz + 125 €égaux a 32, chaque
terme est divisé par 2, nombre de Carreés, il eno\viialé + 65 €gaux a 16. On prend la
moitié du nombre d&anti, qui est 3, quarré cela fait 9, joint a 16 ceia2a. De cela, on en
prend le c6té, qui est 5, dont on retranche laiendil nombre dé&anti, il reste 2 et 2 vaut le
Tanta Mais si on veut un procédé se ramenant au CatedikTanti égaux a la Constante »
et gu’en opérant d’'une telle maniere cela soit cemume démonstration, cela se fait a cette
guise : Z% + 125 égalisé a 32. Réduisant 1‘% Xcomme il a été dit plus avant) on aurtza *

65 €gaux a 16. On opere comme il a été montre, guasidgissait de prendre le coté des
Carres et deFanti. La moiti€ du nombre d€anti, qui est 3, étant prise et I'ajoutant au cote
du Carre, qui estﬁ, cela fait ]ﬁ + 3 dont le carré esEIL + 65 + 9. Nous, nous voulonsﬁ&

+ 65 , mais, si on ajoute 9 a la fois aux deux partes.aura ﬁ + 65 + 9 égaux a 25. On en
retire que le coété de[2]1 + 65+ 9 sera ]5 + 3 et ceci est égal au coté de 25, qui est 5. En

1
otant 3 de chacune des parties, il restera 2 épal @t leTantovaudra 2.

L’autre méthode est celle-ci : multiplier le nomloe Carrés par la Constante et ajouter ce
produit au carré de la moitié du nombreTdmti. On prend le c6té de la somme, duquel on
retire la moitié du nombre deanti. Ce qui reste est divisé par le nombre de Catrés qui
advient est la valeur diianta Comme par exemple :EB+ 65 €gaux a 24. Le nombre de
Carres, 3, multiplié par 24 fait 72 et a cela autg 9, carré de la moitié du nombreTdanti,
cela fait 81. Son coté est 9, duquel on en retrd¢imoitié du nombre deanti : reste 6. De

ceci divisé par 3, le nombre de Carrés, il en vierdt 2 est la valeur dianta Cette méthode

% e coefficient de la puissance deux.
241 a moitié du coefficient.
25| a racine carrée.
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est tres utile pour simplifier les fractions ettssraucoup pour la formation de la fraction dans

I'extraction desR.c (comme il a été dit dans cette extraction).

Soit 25 + 165 + égalé a 40. On divise chaque terme par le noohdK@arrés, c’est-a-dire
par 2, il en vient IE + 85 €gaux a 20. En prenant la moitié du nombrd& alati, qui est 4, en
la joignant au coté de[2]1 qui est ]é cela fait ﬁ + 4 dont le carré est[21 + 85 + 16. Nous
voudrions que cela fasse seulemelr%t-& 85, alors, on adjoint 16 a chaque paréeon aura
15 + 85 + 16 égal a 36 et ainsi, le coté dé S 85 + 16 étant pris, on auraﬁl+ 4. Le coté
de 36 est 6, en sorte qu } 4 est égal a 6. En 6tant 4 de chaque partiesié ﬁ egal a2
et 2 est la valeur du Tanto. Soif] 1+ 2 égal éR.q[Zé + 85]. En élevant au carré les deux
cOtés a la fois on aura§2+ 85 égaux a JE + 45 +4;eten f)tantér de chaque partie, on
aura 2% + 45 €gaux a JE + 4. En 6tant IIZ] de chaque partie, on auré] B 45 €gaux a 4 et,

selon le Cas, l&#antovaudraR.q8 — 2.

Soit 4é+ 8 —R.q [128 + 85] €gal a zéro. On enleve le moins et on le met danse
partie, on aura é + 8 égaux &Rq[128 + 85]. Chacune des parties étant quarrée, on aura
165 + 645 + 16 égal a 128 +. Le 85 étant 6té de chacune des parties on aélrar &45
+ 64 égal 128 ; en enlevant le 64 de chaque parti@ura 82] + 645 égaux a 64. En

réduisant a n21 et en résolvant (comme il est dit plus avant),datovaudraR.q24 — 4.
40 +8—Rq[128 + 81] égal 4 0

40 +8 égal 8q[128 + 85]
160 + 640 +16 égal a 128 +8
80 + 640 +16 égal & 128
2 1
160 + 640 égal a 64
2 1 , .
10 +80 égala 8
2 1
160 +80 +16 égala24
1

10 +4 egal 8.q24

10 égal R.q24— 4.
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Soit 4 +Rq[24ﬁ — 20] égal a 21] Pour une semblable résolution, on a toujoursibet®
chercher a ce que Rg.du tout reste seule, c’est pourquoi on doteradeglideux parties a la
fois et on aurdr.q[24 — 205] €gale a 21] — 4. Chacune des parties étant quarrée, on aura 24
205 égal a 4% - 165 + 16. En enlevant les moins de chacune des pattien mettant dans
I'autre partie, on auraévr + 205 +16 égala 24 + 1[16 En enlevant 1é a chaque partie, on
aura 4% + 45 + 16 égal a 24 et en 6tant 16 de chacune degpairti auralézn + 45 egal a 8.

En réduisant z‘aEI21 on aura ﬁ + 1 égal a 2 ; de sorte qu’en suivant le Ca$algovaudra 1.
1 , L1
4 +Rq[24 — 200] égala 2
R.q[24 —200] égala 2 —4
1 2 1
24 - 20 égal 4 - 160 + 16
1 2 1
24+1610 égala4d +200 +16

24 egal aél + 45 +16

2 1
8 €galag + 40
; L2 1
2 égalal + 10
2 1
2+1 égaIé1II1+1D+l
4 4
1+1  ggalam + X
2 2
, o1
1 egalal

Soit 15 + R.qsé + 2 égal a 20. La moitié du nombre Tanti est prise, c’edR.q2 + 1 et
ajoutée au coté deéﬂ, cela fait ﬁ + Rg2 + 1 dont le carré seraél+ Rqsé + 25 +3+
R.q8. De la sorte on voit qu’il faut ajouter 3Rg8 a chacune des parties, cela fait 2.8
égal a ]5 + RqSé + 25 + 3 +R.g8. Le coté de chacune des parties étant prisfe:lesialﬁ +
Rg2 + 1 égal aRg[23 + R.g8]. R.g2 + 1 étant 6té de chaque patrtie il resteu%aégal a
Rg[23 +Rg8] —Rg2 — 1 et ceci est la valeur danta

15 +Rg8 +2 égal a 20
15 +Rq85 +25 + 3 +R.q8. égal a 23 Rqg8
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10 +Rg2+1 égal Rg[23 +Rq8]
15 égal #qg[23 +Rg8] -Rqg2 - 1.

Et bien que je puisse mettre une infinité de &lemples, je n’en mettrai néanmoins pas
d’autre, parce que celui qui comprendra bien ceugetirra s’en servir pour toutes les autres

occurrences de méme nature.
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DEMONSTRATION DU CAS SUSDIT DES CARRES ETTANTI EGAUX A UNE
CONSTANTE.

Soientﬁ le carré .a.b.f.l. et L16 le parallélogramnféf.e.q. égaux au parallélogramme
.n.p.m. lequel soit 16. Il est manifeste que sCé&re .a.b.f. estél, son coteé .1.f. estﬁ et,
.Lf. étant 15 .f.e. sera 6, parce que tout le parallélogranireay. est é Alors, (pour en
venir a la résolution), le parallélogramme .f.eegt divisé en deux parties égales par le
segment .c.d., en sorte que .f.d. et .d.e. soigales, chacune delles est 3. Le
parallélogramme .c.d.e. se mettant sur .d.f. fait parallélogramme .b.f.h.g. égal au
parallélogramme .c.d.e.. Nous aurons le gnomorh.&djc. égal au parallélogramme .a.b.e.q.

Le dit gnomon étant égal au dit parallélogrammeanemon sera égal au nombre .n.p.m. qui

est 16.
¥ T o
m e {
o fl b
o
f P g P

Voulant terminer la résolution, on réalise le carec.r.g. en joignant au gnomon
.a.g.h.f.d.e le carré .f.h.r.d. Celui-ci est 9,geaque nous savons que .f.d. est 3 et .f.h. 3, la
moitié de .f.e., le nombre deanti. Au nombre .n.p.m., qui est 16, nous adjoindramsarré
.0. qui soit égal au carré .f.d.r.h. de facon at@joégalement a chacune des parties. Le tout, le
nombre .n.p.m. avec le carré .0., sera 25 et glaa@ carré .a.g.r.c.. Le carré .a.g.r.c. étant
égal au dit nombre, le dit carré sera 25. Le carger.c. étant 25 son coté .g.r. sera 5. Le seg-
ment .g.r. étant 5 et .h.r. 3, .h.g. sera 2, et 2aevaleur dd'antoparce que .h.g. étaitTlanta

Par cette démonstration, on voit qu’'on prend latidalu nombre ddanti. On la quarre,
on joint le Carré a la Constante et on prend lé détla somme obtenue. Du c6té on retranche

la moitié du nombre d&anti, le restant est la valeur danta

2 par parallélogramme, Bombelli désigne un rectanglke, correspond au produit de deux nombres différe

39



De ceci on trouve une autre démonstration en sefgatean nombre qui a le méme effet
(comme il a été dit dans la régle demti égaux a la Constante).

Soit le Carré .a.b.d. et Id@nti .d.b.c égaux au carré .f.g.e.. Pour trouver combaat étre
.b.a. on divise .b.c. en deux parties égales paoiet .h. et on prolonge .f.g. jusqu’en .i.
faisant .g.i. égal a .h.c. et on trace .i.e.. Eatg@ht le pied immobile du compas au point .i. et
'autre au point .e., on tourne jusqu’en .p. :dste .p.g. sera la valeur dantoet ceci est
prouve par la démonstration précédente.

On prend ensuite la moitié du nombre Tanti, on I'éléve au carré et on l'ajoute a la
Constante. Alors, on fait le carré .o0. sur .ggalé la moitié du nombre denti et, sur .i.e.,
le carré .m.. Ce carré .m. sera égal aux deuxscdrgee. et .0.. Ayant a retrancher du segment
.e.i. la moitié du nombre d€anti, nous ferons .i.p. égal a .i.e. et le morceau égal a la

moitié du nombre d&anti, le restant .g.p. est égal a la valeuTdnta

afl b r L

/."A\.

T
ra \\_."
LY

&

-~

e

ot

Pour le démontrer en nombre, soit le carré .adi.dl.b.c. les @anti égaux au carré .f.g.e.
qui est 16. Le segment .g.e. sera 4 et .g.i. 3r(ptye la moitié de .b.c. qui est 6). Alors, .i.e.
sera 5 parce que le carré de .g.i. est 9 et |@ clr.g.e. est 16, qui ajoutés ensemble font le
carré de .i.e., parce que I'angle .i.g.e. est dAddrs, .i.e. sera le c6té de 25, qui est 5,.pt .i
étant 5 (pour étre égal a .i.e.) et .i.g. étangp. sera 2. Alors, .a.b. sera 2, faisant .b.r.&t
2 et .c.t. 2. Le Carré .s.r.b. sera 4 et le pdagjftdmme .b.c.t. 12, parce que .b.c. étant 6t .c.

2 ; joints ensemble, ils feront 16, ce qui est eégatarré .f.g.e.
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Mais si le nombre de Carrés .a.b.d. était plus oinsnqu’un Carré, il y aurait besoin de
raccourcir ou d’allonger le nombre danti et la Constante en proportion (comme cela fut
montré dans la démonstration des Carrés égaux &omstante). Ainsi, par exemple, si .a.h.
eut été unTanto et .a.c. eut été plus qu’ufiantq il serait alors nécessaire d’enlever un
morceau de .a.c. de sorte que cela reste égah.aenainsi enlever a .c.e. un morceau en
proportion comme, par exemple, .a.b. est a .aaenEles Carrés .a.c.n. et [€anti .c.n.p.
égaux au parallélogramme .t.g.s. et, soient .cﬁretl.a.c. plus d’IIl]. Alors, on fait .c.b. égal
a .c.n. et on trace .c.f. égal a .c.e.. On tradeef du point .b., le segment .b.g. parallele a
.a.f.. On fait .c.d. égal a.c.g., du point .d. oacé la perpendiculaire .d.o. et, du point .b., la
perpendiculaire .b.i.. Du point .n., on trace .@dal a .g.s. et puis on trace .h.l.. Du point .i.,
on trace le segment .i.m. parallele a .h.l., et fait .q.r. égal & .m.n..On trace la
perpendiculaire .r.u.. Je dis qu’on aura le Cdrrién. et lesTanti .c.n.o0. égaux a la Constante
.t.q.r., parce que le parallélogramme .a.c.n. eateé .b.i.n. sont dans la méme proportion que
le parallélogramme .c.n.p. I'est avec le parall&ogme .c.n.o. et le parallélogramme .t.s.q.
avec le parallélogramme .t.q.r. Et pour suivredsofution en segment (la Constante .t.q.r.
étant un parallélogramme et non un carré€), ondearaarré qui lui soit égal (comme il a été
montré dans la résolution des Carrés égaux a unst&e) et, quand le dit carré sera fait, on
suivra la résolution comme il est montré sur laifegprécédente. Mais, si les Carrés eussent
été moins d’'un Carré, il aurait été nécessaireaite fcroitre lesTanti et la Constante en
proportion. Ainsi, par exemple : soit .a.m.g. latigad’'un Carré, que .a.m. soit Tiantoet les

Tanti .a.m.o0. égaux a la Constante .p.r.s. On allonge jussqu’en .e., de sorte que .a.e. soit
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égal a .a.m., pour faire le Carré .e.a.m. Puigragant .a.n. égal a .a.b. et, du point .d., le
segment .n.d. et du point .e. le segment .e.lllpera .d.n.. En prolongeant .a.n. jusqu’a ce
qgu’il coupe .e.l. et en prolongeant .a.b. jusquen faisant .a.c. égal au segment .a.l. et sur

.a.c. et .a.m., en faisant le parallélogramme aned.ceux-ci seront |€ganti, et, de la moitié
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de .m.a. et ceux-ci seront [€anti, et, de la moitié de .m.a. et .a.e. en faisacateé .m.a.e.,
cela sera le Carré. Pour faire croitre la Constaiates la méme proportion, on trace le
segment .m.i. égal a .r.s., du point .g. le segntentet, du point .f. le segment .f.h. paralléle
.g.i. de la méme facon que pour .e.l. C’est-a-duon prolonge .m.i. jusqu’en .h. et qu’on
prolonge .r.s. jusqu’en .t.,, de sorte que .r.tt &gal a .m.h. De .p.r. et .r.t. on fait le
parallélogramme .p.r.t. Je dis que le Carré .e.ethesTanti.m.a.c. sont égaux a la Constante
.p.r.t., parce que le tout a cri en proportiorietglie le parallélogramme .m.a.d. est au carré
.m.a.e. comme le parallélogramme .m.a.b. l'est aralfglogramme .m.a.c. et le
parallélogramme .u.p.r. au parallélogramme .pAirtsi, la résolution est menée comme il est

montré sur la figure ci-dessus et on aura la valedranta
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CAS DES CARRES EGAUX A DESTANTI ET UNE CONSTANTE (ax = bx + c)

Ayant a résoudre des Carrés égaux aTdedi et une Constante, on divise le tout par le
nombre de Carrés puis on prend la moitié du norderéanti et on la quarre. Ce qui est
produit s’ajoute a la Constante et, de la sommerend le coté. A ce dit coté, on ajoute la
moitié du nombre dd@anti et la somme est la valeur danta Ainsi, quand on a a résoudre
15 egal a 121] + 11, on prend la moitié du nombre Tanti qui est 6, son Carré est 36, qui
joint & 11 fait 47, dont le c6té far.q47. Lui adjoignant la moitieé du nombre danti, cela
fait R.q47 + 6 et ceci est la valeur danta Mais, voulant réduire ce Cas a celui desti
€égaux a la Constante, afin que cela serve a celui’'g pas en téte ces Cas qui ont été donnes,
il y a toujours besoin que leBanti soient avec les Carrés. Donc, si de chaque patie
retranche 121] on aura ]5 - 125 €gaux a 11. En prenant le c6té du Carré, on aéra 1
auquel on ajoute la moitié du nombreTamti, c’est — 6, on aura[ll — 6. Son carré est[zrl—
125 +36,ilya+ 36 avecél - 125 Alors, en ajoutant 36 aux deux parties a la fomsaura
15— 125 + 36 égaux a 47, de sorte qu’en prenant a laléot®té des deux parties on aura
15 — 6 égal e&R.g47. En ajoutant 6 a la fois aux deux parties,te&degire en I'enlevant des
Tanti et en I'ajoutant &.q47, cela voudra dire que.q47 + 6, qui est égal aéu, est le
Tantq c’est-a-dire quék.q47 + 6 vaut leTanta Ce Cas peut se résoudre de I'autre maniere
qui a été donnée, sans diviser chaque chose pambere de Carrés. On multiplie le nombre
de Carrés par la Constante et a ce qui est prodwajoute le carré de la moitié du nombre de
Tanti. De la somme on prend le c6té, auquel on adjaimaitie du nombre d€anti. Cette
somme est divisée par le nombre de Carrés et deaguient est la valeur diianta Comme
par exemple : en égalisanmzma 85 + 18. En multipliant 4, le nombre de Carrés, @rcela
fait 72, et a cela on ajoute 16, carré de la md@gT anti, cela fait 88 duquel on prend le c6té,

qui estR.q88. A cela on ajoute 4, moitié d&anti, cela faitR.q88 + 4 et ceci est divisé par 4,
le nombre de Carrés, il en vieﬁthS% +1 etR.qS% + 1 est la valeur dlianta

En égalisantEIZJ —R.qSﬁ ao6.
E—R.q.Sé €gal a6
0 —R.q.Sﬁ +2 égala8
é—R.qZ égal R.q8
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ﬁ égal &R.q8 +R.g2, c’'est-a-dirdR.q18 etR.q18 vaut leTanta

En prenant la moitié desR-q8, il en vient -R.q2, qui joint a ﬁ c6té du Carré, donnera
15 —R.g2 ; son carré sera[zn—R.qSﬁ + 2, ce qui fait 2 en plus. Alors, en joignant 25&
- R.qsﬁ et & 6 cela fait @ — R.qsﬁ + 2 égal a 8. En prenant le c6té de chacune déspa
on aura ﬁ —R.g2 égal aR.g8, en joignanR.q2 aR.q8 cela faitR.ql18 et ceci est égal a

1 1
10. Alors, leTantovaudraR.ql18 et je dois prévenir que.q80 n’ayant pas le symbole des
R.g.d"un tout’, c’est seulement IR.q.du nombre sans l'inconnue.

" Le tout désigne une expression entre parenthé&ses slagit de\léx et non de\/&.
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DEMONSTRATION DU CAS PRECEDENT DES CARRES EGAUX A DESTANTI
ET UNE CONSTANTE

Soit le Carré .s.g.e. égal aanti .l.Lk.m. (.L.Lk. étant égal a .s.g. et .k.m. étapteBa la
surperficie .0., laquelle est 9. Ici, il est magstieque si du carré .s.g.e. on enleve une partie
égale au parallélogramme .l.Lk.m., le restant sgah & la superficie .0. pour que .l.k.m. et .0.
soient égaux a .s.g.e. Et .s.g.e. étant un cas2c8tés seront uhanto et, .I.k.m. étant 8
Tanti, .l.k. est uriTantoet .k.m. vaut 8. Pour enlever du Carré .s.g.e pante égale a .l.k.m.,
on divise .k.m. en deux parties égales en .u. ettrape .u.n. parallele a .lLk.. Le
parallélogramme .l.k.m. sera divisé en deux paggaes. Maintenant, on met la partie .l.k.u.
sur .e.f.c. faisant I'angle .e. commun, il en resta partie .s.g.f. de laquelle on veut enlever
un morceau égal a la superficie .n.u.m. En le pgodassus et en faisant I'angle .g. commun,
on en viendra a tailler le parallélogramme .a.guiguel il manque, pour étre égal au
parallélogramme .n.u.m., le carré de .f.e. leqtl 16, parce qu’il est composé de deux
segments égaux a .k.u. et .u.m., chacun desquek #lors, si du carré .s.a.b. on enleve le
carré .r.p.b. égal au carré .b.f.e., toute la digeera.p.r.g.c.h.e.g. est égale a .I.k.m. panee q
.c.e. est égal a .L.k.u. et .a.p.r.q.f.g. est égamorceau .n.u.m. C’est pourquoi, le gnomon
.s.a.p.r.q.c. est égal a la surface .o., de sagdegdit gnomon, en se joignant a la surface, .r.b.
qui est 16, deviendra un carré. Mais, si on jointd& gnomon et a la surface .0. un carré égal
a .r.b. et qui soit le carré .t., alors le carré..sera égal a la surface .0., qui est 9, et a la
surface .t. qui est 16. Alors, le carré .s.b. 28, parce qu’égal aux dites surfaces, et le carré

.S.b. étant 25, son

g f ] f‘i 11 m
o P2 b 4 °
11 ¢
r ? {
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cOté est 5, .a. sera 5 et .a.g. 4 parce qu'édabiaqui est la moitié de .k.m. qui est 8. .a.qg.
étant 4 et .a.s. 5, .s.g. entier sera 9. Au dé&béitait un Tantq alors leTanto sera donc 9,

parce que le segment .s.g. esifamtoet 9 pour la raison dite et avancée.

46



DEMONSTRATION DU CAS SUSDIT PAR SEGMENTS

Soit le carré .a.b.c. égal aux inconnues .d.ed latsurface qui sera notée .h.i.l. Que .d.e.
soit égal a .a.b., c’est-a-dire que chacun sit @n veut alors trouver combien doit étre .a.b..
Si la surface .h.i.l. n’est pas carrée on la réduin carré en faisant un carré qui lui soit égal.
Mais, étant supposé gu’elle soit un carré, on divesf. au point .g. en deux parties égales et
puis on prolonge .p.l. jusqu’en .0. Puis on faih.légal a .e.g., on trace .i.m. et .m.n. égaux a

.m.i. Le segment .n.l. sera la valeurthntoet chacun des segments .a.b., .b.c., .d.e. safa ég

e
f gl u

.

au dit segment .n.l. De la sorte, le carré .adstégal au parallélogramme .d.e.f. et au carré
.h.i.l.. En présupposant que .h.i.l. est égal &tl&.f. a 6, le segment .l.m. sera 3, pour étre
égal au segment .e.g., moitié de .e.f. .Le segmerest 4, parce que le carré .h.i.l. est 16, et
le segment .n.m. sera 5 parce qu’égal au segment et le segment .I.n. en entier sera 8.
Alors, les segments .a.b., .b.c. et .d.e. de@tmet autant et chacun d’eux étant 8, le carré
.a.b.c. sera 64 et le parallélogramme .d.e.f. 48rpour que .d.c. soit 8 et .e.f. 6. .d.e.f. étant

48 et .h.i.l. 16, joints ensemble, ils sont égauxcarré .a.b.c. qui est également 64 (comme

cela a éte dit).
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CAS DES CARRES ET CONSTANTE EGAUX AUX TANTI (&€ + ¢ = bx)

Dans l'étude de ce Cas, les racines carrées de nesnlmégatifs apparaissent.
Contrairement a ce qui se passe pour les Cas dmtpikls devraient apparaitre des solutions
négatives que Bombelli ne mentionne pas, les sakiticomplexes” dans notre langage
actuel sont mentionnées comme telles.

Quand on a a résoudre des Carrés et Constante agawanti, on prend la moitié du
nombre deTanti et on les quarre et de ce qui est produit onmeb@la Constante. Du restant,
on prend le c6té et on I'ajoute ou le retranchédaoitié du nombre d&anti et la somme ou
le restant sera la valeur dianta Mais, on doit étre averti que dans ces cas (s
rarement) le reste ne sert pas alors que, bierlss8gmme sert toujours. On doit étre aussi
averti que lorsqu’on ne pourra retrancher la Caonstau carré de la moitié désnti, une
telle résolution ne pourra se faire. Cela ne sa® yn défaut du Cas mais il s’agira d’'un
probleme impossible ou gqu'on n'aura pas su metiréguation. De I'un et de l'autre je vais
donner un exemple. D’abord on égalisﬂlz a 83 On prend la moiti€ du nombre de
Tanti, qui est 4, quarrée c’est 16, dont 12 étant ratiréste 4 dont le c6té est 2. Ceci s’ajoute
ou se retranche de 4 (qui en l'ajoutant sera 6neleeretranchant sera 2) et ainsi, d'une
maniere et de I'autre donnera la valeurTntg cela concerne le premier exemple. Mais,
quand on aura a égaleél+ 20 a 85 dont le carré de la moitié du nombreTdmti est 16,
lequel est inférieur a 20, cette résolution ne geufaire sinon de la maniere sophistiquée. En
retranchant 20 de 16, il reste - 4 dont le cotgiesti mena2?® et ceci se retranche et s'ajoute
a la moitié du nombre dEanti, cela fera 4iu di mena2 ou 4meno di men@ et chacune de
ces quantités sera la valeurTanta

Il'y a de méme un autre mode sophistiqué tel qum sie peut retrancher le 20 du 16 on
I'ajoute, cela fait 36, dont le coté est 6, ceoudg a la moitié du nombre denti, fait 10 et
ce 10 n’est rien moins que la valeurtantd”®.

Mais, en voulant ramener ce Cas a celuiasti égaux a la Constante (comme cela a été

fait dans les deux précédents), on prend la voeelgm va voir dans I'exemple ci-dessous.

289,

29 Cet autre Cas donné par Bombelli est erroné.
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On doit étre averti que lorsque cette résolutiersarvient pas, ce n’est pas un défaut du Cas
mais un défaut de la mise en équation, c’est-aglirau début, la mise en équation a été
fausse ou gu'il est impossible de trouver ce qae €herche (comme cela sera éclairci en son
lieu).

En égalisant HZJ +12 a 85 on enleve 811 a chacun des membres, cela feéa—l 85 +2
€gaux a zéro. On prend la moitié du nombrd aeti, qui est — 4, en I'adjoignant au c6té du
Carré cela feraElll — 4. Quarré, cela fait[zl - 85 + 16, de sorte qu'a 12, on a besoin
d’ajouter 4. Alors, en ajoutant 4 a chacun des dearmbres, on aura[ZIL- 85 + 16 égal a 4,
dont le c6té de chacun des deux étant membrescpties,donnera[flll - 4 égal a 2, de sorte
gu’en enlevant ce qui est moins on auéadgal a 6 et 6 est la valeur @anta

Je dois avertir que, lors de la prise du c6té [czje—18 ﬁ + 16, cela pouvait étre encore 4 —
15 dont le carré est aussi%l— 85 + 16, de sorte qu'ayant 4 —élégal a 2 et le moins étant
enlevé cela ferait 4 égal éél+ 2 et leTantovaut 2 qui d’'une maniere comme de l'autre est
bor®.

Ce Cas peut également se résoudre comme de laredite dans les deux précédentes.
Sans diviser le tout par le nombre de Carrés, misetranchant du carré de la moitié du
nombre deTanti, le produit de la Constante par le nombre de Gaié prenant le c6té du
restant et ajoutant ou retranchant celui-ci de taticndu nombre ddanti, la somme ou le
restant étant divisé par le nombre de Carrés, cergadviendra sera la valeur @anta

Comme par exemple[23+ 20 égalisé a 1£16 . En prenant la moitié du nombre Tanti, qui
est 8, quarrée cela fait 64, duquel on retranche&luit de la Constante par le nombre de

Carrés. Il reste 4, dont le coté, qui est 2, retnérde 8 et ajouté a 8 fait 6 et 10, lesquels sont
divisés par 3, nombre de Carrés. Il en vient ZéeteBchacun d’eux est la valeur @anta

Pour ne pas en rester a toujours dire la méme closdis que c’'est ce méme Cas qui est

celui a utiliser dans tous les autres cas semlsabtes trois la.

%9 1ci Bombelli, sans en faire la remarque, dit quexdeombres opposés ont le méme carré, ce qui pautesre car il
prend toujours soin de ne pas évoquer les solutiégatives.
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DEMONSTRATION DU CAS CI-DESSUS DES CARRES ET UNE CONSTANTE
EGAUX A DES TANTI

Soient le carré .g.i.m. un Carré @lantoet la surface .f. qui fasse 16 nombres et ensemble
soient égaux au parallélogramme .a.b.d., lequell€oranti. Faisant que .a.b. soiélet que
.b.d. soit 10., i.m. étant égal a .a.b., on didggomme avant) le parallélogramme .a.b.d. en
deux parties égales par le segment .c.e. et tha@de seront chacun 5, pour que .b.d. en entier
soit 10. Alors, en taillant dans le carré .g.i.enimorceau .h.i.m. égal a toute la partie .a.btc., e
du restant .g.h.m. (si on en a a enlever un mojcégal a .e.c.d. et en enlevant le morceau
.p.l.m. égal au morceau .e.c.d., il vient a mandeerarré .o.l.m. Mais, du carré .g.h.o., on

enléve le carré .r.o.s. égal au carré .o.l.m. etwa fait comme il était propose.

Et, parce qu’il nous manque le gnomon .h.s.r.pgue nous avons la surface .f., il y a
nécessairement besoin que ce gnomon soit égaleascgerficie .f., en sorte que le carré .i.m.
avec la surface .f. soient égaux au parallélogramaried. Le gnomon .h.s.r.p.g. étant 16,

c’est a dire égal a la surface .f., tout le cargéa.

e o & / i
X
f |~ = h s
Z ¥
C L F P £

est 25, parce gu'il est composé du segment .sal.2&.l. lequel est égal a .b.c. Mais, le
gnomon .h.s.r.p.g. étant 16, le carré .g.h.o. 8ede sorte que tout le carré .r.s.o. soit 25. Le
carré .g.h.o. étant 9, le segment .0.h. sera 8i-a'eire le coté de 9. Alors, .0.n. est 5 parce
qu'égal a .b.c. et .h.n. en entier sera 8, legsieégal a .g.i. Alors, le coté du Carré .g.i.maser
8, c’est-a-dire le coté .g.i. qui est la valeurThnta .g.i. étant 8, .a.b.c. sera 8 pour étre lui

aussi unTanto et tout le parallélogramme .a.b.d. sera 80. LaéCay.i.m. sera 64 et, en lui
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joignant la surface .f., cela fera 80. On voit dgiearré .g.i.m. avec la surface .f. est égal au
parallélogramme .a.b.d. (comme il a été propos&@isMen voulant faire une telle résolution
géomeétriqguement, il faut que I'on réduise la swefac a une surface carrée sur le segment
.b.c. Que l'on trace le demi-cercle .b.u.c. et..égal a .x.y. Du point .u., on trace .u.b. et on
prolonge .c.b. jusqu’en .t., de sorte que .b.t &gal a .u.b., tout .c.t. sera la valeurTduntq

c’est-a-dire quand il doit étre .b.a. ou .g.i.

TRANSMUTATION DES CAS PRECEDENTS

Quand on voudra transmuter un Carré et Tasti égaux a une Constante, on pourra
transmuter en Carré égal a desiti et une Constante en divisant la valeur de la Gotestpar
la valeur duTantq il en viendra la valeur dlianto avant la transmutation. Ainsi, si on a a
egaler ]5+ 65 a 16, on pourra transmuter e ¥gal a 6% + 16, dont la valeur dlianto
sera 8 et ,du 16 divisé par 8, il vient 2 et castda valeur darantoavant la transmutation. Et
le Cas des% €gaux aﬁ et Constante peut se transmuteréeret é €gaux a une Constante,
laquelle transmutation, bien qu’elle ne serve pregiment a rien dans ces Cas, sert beaucoup
dans le Cas de Cubes, Carrés et Constante. Catmutation nait de la démonstration ci-
apres.

Soit le parallélogramme .a.b.d. dont .a.b. s&itél b.c. ﬁ et .c.d. 6,. Alors, tout .b.d. en
entier sera ﬂlj + 6. Que le parallélogramme .a.b.d. soit égalamalf@logramme .f. lequel soit
16. Alors, le parallélogramme .a.b.d. qui est Irg@tre égal a .f. et .a.b.d. vaut 6 de plus que
.a.b. Alors, on peut dire : trouve un parallélogm@nqui soit de surface 16 et dont le grand
cOté soit 6 de plus que le petit. En posant que dies cotés soit[ll, 'autre sera 16 sur[ll,

de sorte que I'un multiplié par I'autre fasse 16este a voir si I'un des c6tés est 6 de plus

i —]
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1 1
que l'autre. En prenant le 16 sur Jpour le plus petit, en lui joignant 6, cela fait 4 60 sur
1 1
10, et ceci est égal au plus grand des cétés, g posé 1. La fraction étant levée on aura
1 2
16 + 60 égaux a 11, dont la résolution donnera dranto qui vaut 8. Ceci sera la partie

supérieure et la partie inférieure qui valait 6rdeins, sera 2, ou bien, de 16 divisé par la

1 1
valeur de 10, il vient 2 parce qu’on avait mis 16 sur 1
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V- GEOMETRIE
MODO DI TROVARE IL LATO DI UN NUMERO IN LINEA  (Livre 1, p.41)
Facon de trouver le coté (la racine carrée) d’un nobre (représentant unsegment)
géometriquement.

Il s’agit 1a d’un exemple de la construction géoniggte dela racine carrée d’'un nombre,
exercice classique de la géométrie euclidienne

Soit le segment a., une mesure donnée pour I'uror@me le seraient la palme, le pied, la
brasse ou similaire, et le segment c.b. qui vade ¢ette dite mesure dont on veut le c6té. On
prolonge c.b. jusqu’en g., faisant b.g. égal aurseyg a. et, sur c.g., on fait le demi-cercle
c.g.h. et, a partir du point b., on trace b.h. glardroit sur le segment c.g. jusqu’a la
circonférence en .h.. Le segment -b.h. sera led®teé.c., c’est-a-dire de 7, et le segment b.h.

sera ainsi :

racine de 7 qui est le c6té de 7, ce qui nesteaw@n terme de nombres, que trouver un
nombre qui, multiplié par lui-méme, fasse 7, eteame de segments, signifie avoir un carré
construit sur le segment a. et puis vouloir fairecarré qui soit égal a 7 carrés faits sur le
segment a., dont le coté sera le segment b.h.e pare g.b., qui est 1, par b.c., qui est 7, est
autant que b.h. par lui méme et parce que moyeropogionnelle entre g.b. (qui est égal au

segment a.) et b.c.. On peut encore opérer deadite facon, c’est-a-dire sur le segment c.b.

construire le demi-cercle c.b.f. et, sur le segnuemt, placer le point e. en faisant le segment
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e.b. égal au segment a.. Puis, tracer du poinusguja la

d .o,
/\,\ circonférence en f., le segment e.f. perpendicailair segment
b.c. et tracer le segment b.f., lequel sera le dét& que I'on

c I3 4
cherchait, parce que le segment b.e. par b.c.utashtaque b.f.
d. f
par lui-méme. Mais, quand les nombres sont gramisie peut
L — comprendre en quel endroit doit se faire la dénmmatish : on

s’en tiendra a l'ordre soussigne, comme si on avaibuver le

cOté de 32 et que la mesure de l'unité soit un segro.. Il se trouve deux nombres qui
multipliés ensemble font 32., ce sont 4 et 8. Trdeesegment b.c en faisant pour a.b. 4 et
pour b.c. 8, c’est-a-dire, I'un quatre fois le segino., qui soit a.b., et I'autre huit fois. Sur
cette a.b.c., que l'on fasse le demi-cercle a.cet.,du point b., on trace jusqu'a la
circonférence le segment b.d. perpendiculaire gmsat a.c.. Je dis que le segment b.d. est le
cOté de 32, parce que a.b. par b.c. est autanbgluear lui-méme. C’est encore par cette
autre régle qu’on peut trouver le cété d’'un nomlemmme par exemple, si le nombre était
40et la mesure de l'unité le segment d.. Il sevieodeux nombres qui multipliés I'un par
I'autre fassent 40, ce sont 5 et 8 qui est hud feisegment d. et le segment b.e. cinq fois. Sur
le segment b.c. on fait le demi-cercle b.f.c. etpdint e., on trace la perpendiculaire e.f. au
segment b.c., puis on trace le segment b.f. lesgra le c6té de b.c., parce que -b.e. par b.c.

est autant que b.f. par lui-méme.
TRISECTION DE L’ANGLE |, Livre 5, Ex. 135p.639)

C’est dans ce passage que Bombelli établit undiogleentre la résolution de I'équation
cubique dans le cas irréductible et la trisectianl@ngle.

Soit le cercle a.b.c.d.e.f., dont le diametre #.R5 132, dans lequel nous voudrions
construire un ennéagone de cotés eégaux. On se dend@ncombien sera un de ses cotes.
Cette demande, jusqu’a présent je la tiens poupssiple, ceci jusqu’a ce que la méthode
générale de résolution du Cas du Cube et de lat@urségaux auXanti ne soit retrouveée.

Et pour donné que ce Cas se retrouve, ce sera chifiee que dans cette résolution

n’intervienne pas quelque Racine Cubique, ce guaitsen indice que cet ennéagone on ne

55



peut le faire autrement que par la voie instrunertigen que Oronce (Finé) et Albert Durer
ont donné des regles pour le construire, lesqusbes totalement inexactes et pour que ce
soit une chose claire, je ne m’épuiserai pas aowold démontrer, mais que j'en viendrai a la

question présente.

On construit dans le dit cercle le triangle éqeilat a.b.f., qui par les régles données fera
12 de co6té et sous le cbté a.b., on supposera divisé la portion .a.b.c.d. en trois parties
egales et avoir tracé les trois segments a.b.ebcd., les trois seront égaux, chacun d’eux
étant ainsi le coté demandé.

Alors, on pose que chacun des trois segmentg oiPour savoir combien sont .b.d. et .a.c.,
lesquels sont égaux, on multipliera .b.c. par,.asqui fait 245, .a.b. par c.d., ce qui fai1154
et, ajoutés ensemble, cela fait 4 +é2£C’est autant de faire a.c. par b.d. car ce ssteux
diagonales du quadrilatere a.b.c.d.. Il suffit alde prendre, parce qu’ils sont égaux, la racine
carrée de 4 + Zﬁ qui seraR.q[4 + 245] et égale a .a.c. ou .b.d..
Pour pouvoir faire une égalisation, on chercheragar cette autre méthode.
On trace le diamétre b.e. et, le carré de a.lnt é&diré de celui de b.e., il restera 192[3— 4
dont la racine carrée eRtq[192 - 4w], qui est autant que a.c. ou c.e. pgtcis sont I'un et
l'autre égaux et les angles e.a.b. et b.c.e. diGiest autant de faire le coté b.c. par a.e.let a.
par c.e., que b.e. par a.c., qui sont les deuxodalgs du quadrilatere a.b.c.e., et que
multiplier a.b. par c.e. et b.c. par a.e. Les pitscajoutés ensemble feront :

R.q[30720) — 6401]

qui divisé par .b.c. donnera :
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2 1 4
R.q[l6 O ~3 0]

et ceci est égal a :
2 1
R.gq[40 + 240].
En quarrant I'une et I'autre partie cela donnera

2 1, .2 4
40 + 240 égala l@ — = 0O

wlk

Réduit a ﬁ , le plus petit Carré et le — enlevés on aura
10) + 720 égal & 36)
de sorte que chacune des parties étant divisébépaela donne
15 + 72 égal asé
De ceci, jusqu'a présent, il n'y a pas de Cas dm®ludéion parce quil n’y a pas de

proportion entre eux, comme il a été dit au debut.
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VI- CALCULS DE RACINES CARREES ET APPROXIMATIONS

Bombelli s’est intéressé aux méthodes de calcthiragtique. Il donne dans son ceuvre les
méthodes de calcul manuel des racines carrées gvdassous), de racines cubiques mais

aussi les méthodes de calcul approché.

Méthode pour trouver le coté carré duquel on veutd valeur (Livre 1, p. 34)

Si on avait a trouver le c6té, comme par exempée &678, que I'on fasse comme on voit
ci-dessous. On tire la ligne a. suffisamment loiurpgue sous le nombre soit contenu un
autre agencement de caracteres. Sur le 8 on fgbum, ensuite en venant a main gauche,
laissant un caractére au milieu, sous le 6 on medauire point et, si le nombre était plus
grand, on poursuivrait a mettre les points, maisirgarposant un point d’'un caractére a
l'autre. Ceci fait, on recommence a l'autre débumha@n gauche en allant vers la droite, on

prend les caracteres qu’il y a jusqu’au premienpalis se mettent sous la ligne .a., Ces

5678

7 7 5 a
e _7 56

145 49 b

f 5 778
150 725 ¢
53 d

150

caractéres qu'il y a jusqu’au premier point, ilsnsettent sous la ligne .a., c’est 56. Ceci fait
on trouve un nombre carré le plus proche de 56 opgisie soit pas supérieur, ce sera 49,

dont le coté est 7. Ce 7 se met au dessus denla la, sous le 6 au dessus duquel est le
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premier point. Deux autres 7 se mettent de cotds sesquels se tire le trait .e., ensuite on
additionne, ce qui fait 14. Le produit de ces déuxin par l'autre est 49, il se met sous le 56,
on tire le trait .b., retranché de 56 il reste ¢’est fini pour le premier point. Pour continuer
plus avant ce reste s’adjoint au 7 qui est au dedsurait .a., entre le 6 et le 8, cela fera 77.
Maintenant on voit combien il va de fois le 14 gst sous le trait .e. dans 77, il y va 5 fois,
ce 5 se met a coté du 14, cela fera 145. Un audeerbet sous cela et ils s’ajoutent (en tirant
le trait .f.) et cela fait 150. Le méme 5 se maisste 8, sur lequel est l'autre point. Le 8 se
met sous la ligne .b. auprés du 77, cela fait B sequel se met le produit de 145 par le 5
qui est en dessous, c’est 725. On retranche 'ubadee (en tirant le trait .c.) et il reste 53,

sous lequel se tire la virgule .d., on Iui met dessle 150 qui est sous le trait .f., c%?s%

signifiera et I'extraction est finie. Alors, le &@approché de 5678 sera 751—5% qui en seront

seulement différents d’autant que le carré de datifon, c’est-é—dire%. Mais, voulant

faire que la différence soit inférieure, j'en doraida regle ci-dessous et pour encore plus de
clarté, jen mettrai un autre exemple semblablesaiwvant avant qu’'on en vienne a la dite
regle.

Ayant a prendre le c6té de 5267890134, on met tstp (comme il a été enseigne
précédemment), le premier sur le 4, le secondesiy le troisieme sur le 9, le quatrieme sur le
7 et le cinquiéme sur le 2 et ensuite on tracedi .. En dessous se met le 52 qui est le
nombre qui va jusqu’au premier point en commengamain gauche et en allant vers la

droite.
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5267890134

7 7 258 0b
a_7 52

142 49 ¢

h_ 2 367

1445 d_284

i 5 8389
14508 e 7225
L8 116401

145160 116064

33734
145160
2
nda | 0Op
m 4 I 0q

Ensuite, on cherche le carré le plus proche dend®s ne lui soit pas supérieur, ce sera 49.
Il se met sous le 52, on trace le trait .c. eteiranche I'un de l'autre, il reste 3. Le c6té de 49
qui est 7, se met de c6té et en dessous de lun ane¢ un autre. On trace le trait .a., ils se
somment et font 14. Un autre 7 se met sous le Bquel est le premier point et, au 3 qui est
sous le trait .c., on adjoint le 6 qui est entreptent du 2 et celui du 7, cela fait 36.
Maintenant, on regarde combien de fois le 14 qusess le trait .a. va dans le 36 qui est sous
la ligne .c., il y va 2 fois. Alors, a c6té du 14 met un 2, en dessous d’ou le 2 se tient, on en
mettra un autre et on trace le trait h.. lls sersenont et feront 144, un autre 2 se met sous le
7 sur lequel est le second point. Au 36 qui éaitssle trait .c., on lui adjoindra le 7 qui est
sous le second point. Cela fera 367, sous lequeleattra 284, produit de 242, qui est sous le
trait .a., multiplié par 2 (qui lui est en dessous retranchant il reste 83 et c’est fini pour le

second point. Voulant aller plus loin, au 83 qui@s dessous du trait .d., on adjoint le 8 qui
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est celui qui suit le 7 du second point, cela888. Maintenant on regarde combien de fois il
y va 144 qui est sous le trait .h., il y va 5 féitors, a coté du 144 on adjoindra un 5, cela fera
1445 sous lequel on met un autre 5. En tirant desskotrait .i., ils se somment et font 1450.
Un autre 5 se met sous le 9 qui est sous le troesigoint. A 838, qui est sous le trait .d., on
adjoint le 9 qui est sous le troisieme point. Gala8389 duquel on en retranche le produit de
1445, qui est sous le trait .h., par 5 qui luiestessous, c’est 7225, il reste 1164 qui est sous
le trait .e., et c’est fini pour le troisieme poiNoulant continuer encore, a 1164 on adjoint le
0 qui suit le 9 du troisieme point et cela fait 4Q6Alors, on regarde combien de fois il y va
1450 qui est sous le trait .i., il y va 8 fois. Adpa c6té de lui on met le 8, cela fait 14508net e
dessous de lui, on met un autre 8 et on tire le.ttalls se somment, cela fait 14516, et un
autre 8 se met sous le 1 qui est sous le quatnpime. A 11640, qui est sous le trait .e., on
adjoint 1 qui est sous le quatrieme point. Cela ¥46401 duquel on en retire le produit de
14508, qui est sous le trait .i., par 8, qui lui @ dessous, cela fait 116064, il reste 337 et
c’est fini pour le quatrieme point. Voulant ausscere poursuivre, on lui adjoint 3, qui est
celui qui suit le 1 sous le quatrieme point et ¢ait3373. Alors, on a besoin de voir combien
de fois il y va 14516, qui pour lui étre supérialy va pas. Alors, on lui mettra un 0 a c6té, et
cela donnera 145160, un autre 0 se mettra sougle &st sous le cinquieme point et a 3373,
on adjoindra le dit 4 du cinquieme point. Cela 28734 et pour que cela soit fini, on lui

mettra en dessous 145160 qui est sous le tr&n.ly placant entre I'un et l'autre la virgule
.g., il se formera la fraction et le c6té prochendunbre proposé sera 725%%% . Voulant

en faire la preuve (bien qu’elle ne soit pas réelies échouera de trés rares fois) on procede
dans l'ordre suivant. On fait la croix que I'on dans la figure, a son sommet on met le 2,
nombre qui reste de la preuve par 9 de 33374. Buifgit la preuve par 9 de 72580, qui est le
4 qui se met dans I'angle .m. de la croix, un as&enet dans I'angle .n. et on les multiplie
'un par l'autre, cela fait 16. Ensuite, on ajolee2 qui est au sommet de la croix, cela fait 18
et sa preuve par 9 est 0 qui se met dans I'anglde.fa croix. Puis on fait la preuve par 9 de
5267890134, qui est 0 qui se met dans I'angleedadroix. et, 'angle .p. étant égal a I'angle

.q., 'extraction peut étre bonne. Mais, s'ils matspas égaux, il est certain qu’elle est fausse.
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Bien que tous les autres auteurs aient fait ute éatraction par la galera» (galére¥* a
moi il m'estparu néanmoins, nécessaire de la faire pardand&? », parce qu’on voit plus
clairement que lgalerane le fait. Et bien qu’il soit plus intelligent plus charmant d'utiliser
la galeraque ladanda,a cause de la difficulté de son écriture, les ¢aras étant effaces, et
que cela géneére de la confusion chez celui quargas, j'ai mis ladandaplus par nécessité
que par volonté. Maintenant, il me reste a direnfo@ je I'ai promis) comment se forme la

fraction, cela sera dans ce qui suit ...

Une méthode de recherche de la valeur approchée die racine carrée « irrationnelle»
(p.37).

De nombreuses méthodes de formation des fractiahgt@ données dans les travaux
d’autres auteurs, I'un attaquant et accusant leesagans cause valable (selon mon opinion)
parce que finalement elles se ressemblent todtest tcependant vrai qu’'une méthode peut
étre plus rapide qu’une autre, mais il est suftispre toutes soient utilisables et que celle qui
est la plus facile soit sans hésitation acceptéaqua et utilisée sans lancer de calomnie sur
une autre méthode.

C’est pourquoi il se peut qu'aujourd’hui jenseigmee regle qui soit plus acceptable que
celles données par le passé mais il se peut quéebasoient découvertes plus tard. Si 'une
d’entre elles était trouvée plus plaisante et fphesle, elle devrait étre acceptée sur le champ
et la mienne abandonnée parce que, comme lediitttEn : «L’expérience est notre maitre et
le résultat fait I'éloge du travailleus. Je vais établir brievement la méthode qui nagét
mieux actuellement et il restera au jugement ds tbévaluer ce gu’ils voient. En attendant je

continue mon discours et entre dans la discussiem&me.

31 Cette méthode de calcul est appelée ainsi a aride ressemblance de son aspect global avec leega
antiques. Dans cette méthode on reporte seulemesntektes des soustractions comme dans nos dgvision
actuelles, c’est la méthode « courte ».

%2 Dandavient dedare, donner. Danse pratiche,Cataneo déclare « Cette méthode est appetiandaparce
gu’'a chacune des soustractions faites on lui dam&ou plusieurs figures du cété droit ». C'estiéthode

« longue » dans laquelle on écrit a chaque fois deudividende le produit du diviseur par le quatien
effectuant ensuite la soustraction.
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Description de la méthode

Admettons d’abord que, si nous voulons trouver ragne approximative ce 13, celle-ci

sera 3 et le reste 4. Ce reste doit étre divisé e double du 3 donrgvant) ce qui donne
é. C’est la premiére fraction qui doit étre ajoudée3, faisant% qui est la racine approchée

de 13. Comme le carré de ce nombre e% J18est trop grand deg.

Si quelqu’un veut une meilleure approximation, |géi est le double de 3, doit étre ajouté
ala fraction%, donnant &3 Avec ce nombre, on doit diviser 4, qui est ldéldnce entre 9

et 13. Le résultat esg qui , ajouté au 3, fait%. C’est une meilleure approximation de la

racine carrée de 13 parce que son carré % @i est plus proche que celui dé 3

Mais si je veux une meilleure approximation, jdmicette fraction au 6, faisantgG
divisant 4 par cela et obtenarég. Ceci doit étre ajouté au 3 comme précédemmesariai

32—2. C’est une meilleure approximation parce que sorécest 1%%) qui est trop grand de

4
1099

Explication de la méthode

Etant donné que, si on a a trouver la racine la ptoche de 13, le carré de I'entier le plus
proche est 9 et la racine est 3, alors, je posdaguaine la plus proche de 13 est 3 Fahto

et son carré est 9 +Tanti + 1 Carré. Et ils ont seulement égal@dhti a 4, de sorte que le
Tantovaudrait% et ont fait que I'approximation vaudrait§3 parce que la supposition 3 + 1

Tantovient a étre % )

Mais voulant encore tenir compte du carrél@dmtq le Tantovalant%, le Carré vaudr&3
du Tanto qui, étant ajouté aux Banti du début donnera :—;6 de Tanti égaux a 4, que je

résous. Ler antovaudrag et parce qu’il a été posé 3 Hantqg on aura % et leTantovalant
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3%, le Carré vaudra% de Tanti et on aura § de Tanti égal a 4. C’est ainsi que I'on voit

d’ou naissent les régles vues ci-dessus.
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Traductions Complémentaires figurant sur le site dd¢'IREM de Rennes

Equations du troisieme degré
Bombelli revoit Cardan

Dans le paragrapheRes transformations de différentes maniésake son livre |l dd.’Algebra®,
Bombelli résout seize équatidieitées par Cardan dans sérs Magna chapitre XXV «Sur les régles
imparfaites et particulieres. Il montre qu'a l'aide des régles de résolutab@quations qu'il a
données dans les paragraphes précégenpeut résoudre toutes ces équations du trosiéegre.

Bombelli a successivement donné les méthodes diitié des équations suivantes :

- X +px=qpuis le passage a I'équatigh=py’ + o ;

- X3 =px+qen proposant, pour le cas irréductible (troismasiréelles obtenues sous une forme
qui leur donne une apparence complexe), quand pessible, une méthode par division
permettant de passer a une équation de degréeunféiCe paragraphe est complété par le
passage a I'équatiofi + py’ = ° ;

- X3 +qg=pxpuis le passage a I'’équatigh+ o = py’;

- X =rx*+qpuis le passage a I'équatigh+ rqy’ = ° ;

2_ - 2p®, _ p? _p? 2p° .
- X+ =qet sa transformation af + (q—W) =5 ouy® = SV (q—W) :

3 2
- X +qg=rx’et son passage suivant les cgs&(q — %) = %yz ouy® + g =rqy.
Toutes ces régles de résolution sont associées damonstration géométrique.
Nous donnons ci-apres la traduction de la partizespondant a la page du manuscrit qui est
jointe.

Il faut remarquer qu'il y a plusieurs différencesportantes entre le manuscrit composé vers 1580wtrage
édité en 1572, année de son déces. On reléve qadedmanuscrit I'inconnue est désignéelpatosaalors que
c’estil Tanto qui est utilisé dans I'ouvrage imprimé. Le maniistit regola sofisticaalors que le livre ditegola

di piu di menoqui correspond a I'introduction de notrinaginaire. Ainsi le nombre dont le carré estestinoté
piu di mena2 et son conjugumeno di men@. De la méme maniére la régle de résolution déoeation de la
formex® = px + g ne conduisant pas a I'utilisation des imaginaiess désignée paegola de Scipione del Ferro
alors qu’elle est désignée paagola del taglio del cubaans le livre. On trouve aussi dans le manusest d

écritures commdr.c[12 p. R.q(0. m. 1069% )] et dans I'ouvrage imprimé des nombres qu'ilsigiés par

sophistiquéscommeR.c[12. piu di meno R...q069g]. L'utilisation de ces nombres que nous désignons
aujourd’hui par imaginaires est d'autant plus parade gu'il ne cite pas les racines négatives dpmtions
gu’il examine. Ceci est d’ailleurs confirmé parfaé qu’il n’écrit pasm. 1069% mais 0.m. 1069%.

Dans le méme ordre d’idée, il faut remarquer guedragraphe du livre imprimé en 1572 : « Démotistralu
cube égal aux inconnues et au nombre en aire Blanee figure pas dans le manusrit

Traduction de la page correspondant a celle du marserit représentée en fin de document

% Rafael Bombelli (1526 — 1572) a édrilgebra vers 1560, la publication s'est faite en 1572.

% Nous présentons les six équations correspondanpage du manuscrit qui est représentée en fiaxte. t_eséquations
traitées par Cardan sont de la fonie px+q, X2+ q=px 3+ n® = qetx® + q =%

%1 s'agit de la transformation des équations pugsielr simplification par un polyndme diviseur commramenant a la
résolution d’'une équation du second degré, ddisation des imaginairespiu di meno, meno di menoet de la régle de
résolution des équations du troisieme degré divédgoar Cardan apres avoir été mise au point paio8eiplel Ferro d'un
cOté et Tartaglia de l'autre.

% Dimostratione di Cubo eguale a Tantoi e numerauipesficie plane.

57 Cette remarque est faite par Ettore Bortolotti dadditlon intégrale (Milan : Feltrinelli, 1966) d@Algebra, dans son
analyse d’introduction aux livres I, Il et I1l.
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Et c’est parce qu’en arriére sont mises de nombeeéguations algébriques ne pouvant se résoudre
et que pour cela Cardan a donné autant de Reglesrgepudre de tels cas imparfaits, certes de trés
belles inventions (comme on le voit dans la vinggérégle de résolution de son Ars Magna), mais

néanmoins tous peuvent se résoudre par les regheeds, comme je le montrerai un par un.
3 1

O O
e premie¥ dit : résousl égal 420 p. 32. Ceci peut se résoudre en ajoutant 8 a laafois
3 1

m] ]
deux parties et on aurp. 8 égal a20 p. 40 de sorte que les deux parties étant divisées p
1 2 1

m] O ]
1p 2, ilenvientl m 2 p. 4 égal a 20 et en suivant la régle de résolutmrthose
vaudr&R.ql7.p. 1.

3 1

O O
e second dit : résousl égal a32 p. 24. Ceci peut se résoudre par la reglepaudi

mendiquej'ai démontrée et la choderaudraR.c[12 piu di meno R.ﬂ,069%] p. R.c[12
meno di menR.quGQ%] et parce que les dedkc conjuguées ont pour valéus plus

de moins?.qlé et 3moins de moinR.ql% qui, ajoutées ensemble, font 6. Par conséquentitdse
vaut 6. Ces racines pourront facilement se retnoemeecourant aux régles données ci-dessus dans le
livre premier
§ 0
e troisiemeé dit : résousl égal a10 p. 24. Ceci peut se résoudre par la regle de laecoup
du cub¢ (comme cela se montre en son lieu) de sorte quadae vaudrdr.c[12 p.

R.quG%S] + R.c[12m. R.q106 ?] et parce que les deux racines ont pour valeyrs 2

R.q% et 2m. R.q%qui ajoutées ensemble font 4, alors la choselt 4.

3 1

O O
e quatriemé dit de résoudrel égal a19 p. 30. En ajoutant 27 a chacune des parties, on
3 1 1 2

O m] O O
aural p. 27 égal a0 p. 57. Chacune des parties étant diviséelpar 3, il en vientl m.
1

O
3 p. 9 égal a 19 qui, résolu, donnera 5 pour valela @¢bosé.

#|| s’agit de I'équationd = 20« + 32.
% Solution 1 ++17 . Bombelli omet les racines négatives — 2 etz .

“ Equation = 32 + 24.
4l Le manuscrit diRegola Sofistica

42 Avec I'abus d'utilisation du symbole racine cubicBembelli écrit ?(/12“1/1069% - ?{/12—i1/1069% .

43 Dans le manuscrit Bombelli écfreatorepourlato, c6té ou racine, écrit dans I'ouvrage imprimé. Belilomet les

racines négatives — 345 et -3 _\/E .

“ Equationé = 1k + 24.

5 Le manuscrit diRegola di Scipione del Ferro

6 es solutions non réelles — 4 1/5 et—2-i4/2 sont omises.
4T Equation< = 1% + 30.

“ Les solutions — 2 et — 3 sont omises.
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3 1

O ]
e cinquiemé& dit : résousl égal a7 p. 90. Ceci peut se résoudre par la réegle de laggoup
du cube et il en viendma.c[45 p. R.q2012%] p. R.c[45m. R.q2012%] dont la racine

de chacun étant prise, on auréﬂ R.q31—21 et 2% m. R.qSi—; qui ajoutés ensemble font

5 et la chosévaut 5.

3 1 3

O ] O
e sixieme dit : résousl égal a16 p. 21. En ajoutant 27 a chacune des parties, onlapra
1 1 2 1

O m] m] m]
27 égal a6 p. 48, chacune des parties divisée par. 3, il en vientl m. 3 p. 9 égal & 16

et ainsi en résolvant selon la méthode, la C‘Ef?(osmdraR.qB% p. 1%.

3 1

m] m]
De la méme maniére, dans le méme chapitre, Cantdlarrésous 1 égal a4 p. 15. Cela peut se
résoudre par la taille du Cubdl en viendraR.c[7 % p. R.g53 %] p.R.c[7 % m.R.g53 %] de

sorte que chacune des racines étant calculée,ranlézl:up. R.qli—; et 1% m. R.o,li—21 qui ajoutés

ensemble font 3 et I'inconnti&aut 3.

Gérard HAMON
Irem de Rennes
Octobre 2009

“ Equationd = 7x + 90.
% e manuscrit diRegola di Scipione del Ferro
*1 es solutions non réelles — 547 et—5-iy/47 sont omises.
52 Equation< = 16x + 21.
3-437
2

%3 Les racines négatives — 3-et—— sont omises.

% Equation = 4x + 15.
% Le manuscrit dit Regola di Scipione del Ferto
. —3+iy11 | -3-iV11 .
% Les racines non réelles > et > sont omises.
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Une résolution plane d’une
Bombelli A

éguation du troisieme dgeé
LGEBRA®’

Dans ce chapitre, en écho a la décomposition dube csur lequel s'appuie la résolution des équatihns
troisieme degré, Bombelli démontre comment on péstudre, en s’appuyant sur un raisonnement daslare
une équation du troisitme degré de la fohes Px + Q. De maniére « matérielle », il s'agit de déplacer
convenablement deux équerres pour « lire » engn#esolution de I'équation.

Traduction
Démonstration duCubeégal auxTanti’® et
nombrepar les aires planes

3 1
Soit 10 égal a 61 plus 4 et soitg. 'unité. Tracer
.m.e et faire m.l. qui soit égal ag., c'est-a-dire qui so
1, et Lf. 6, c'est a dire autant que le nom
d’'inconnues Tanti). Sur Lf., on construit un rectang
tel que son aire soit 4, c'est-a-dire autant qu
nombre, ce sera le rectang&eb.f. Ensuite prolonge
.a.b. jusqu’en d. et a.l. jusqu’enr., puis ayant deu
équerres, on en pose une avec l'angle sur la ligae
de sorte que I'un des bras touche I'extrémité Cette
équerre s’éléve ou s’abaisse jusqu'a ce qu'on @
tracer une ligne a partir de I'angle de I'équerasgan
par I'extrémité f. qui va toucherb.d. en un endroit te
gu’en mettant une autre équerre avec l'angle e
point de contact et avec I'un des bras sua., elle va
croiser le bras de I'autre équerre sur la lignesaaspa
.f.. Ceci étant fait, je dis que la ligne qui va dunp I.
jusgu’a I'angle de I'équerre est la valeur Tantoet je
le prouve de la maniére qui suit.

Je suppose qu'on a élevé ou abaissé I'équerre’ars
i. je tracei.f. jusqu’a c. et que le bras de I'équerme
coupe l'autre équerre eg. sur la ligneg.e. Ceci fait,
je dis que la lignel.i. est la valeur diTanto parce qué

1 2
Li. étant 10 et ml. 1, .lg. sera 10 du fait que m.l.
par l.g. est autant qué.i. par lui-méme (I'angle en.|
étant droit). Le rectangld.l.g. vaudra un cube et

1 1
rectanglei.l.f. vaudra 61 parce queil. vaut 10 et
.f. vaut 6. Le rectanglén.f.g vaudra 4 parce qu'il e
égal au rectangla.l.f. qui valait 4. Commei.l.g. vaut

1
en tout 1 et 4 et que par l'autre raisonnement il
3 3 1
prouvé étre Tl alors,10 sera égala B .p. 4 et.i.l.

1
vaudrald.
Selon le mode de résolution enseighg,vaudra R.q.1
p. 1, L.g. vaudra 4p. Rq. 12 ;.f.g. vaudra R.q. 12n. 2,
le rectanglei.l.f. vaudra R.q. 10§. 6 parce que |
ligne i.l. vaut R.q. 3p. 1 et Lf. 6, le rectangleh.f.g
vaut 4 qui joint avec R.q. 108 6 fait R.q. 108. 10
qui est égal au cubel.g. (comme il a été proposé).

Aide a la lecture

Démonstration de la résolution par les aires
planes de I’équation x3 = Px + Q

L'équation & résoudre est= 6x + 4.

{On définit une unité qui aura pour valeur 1. Sur
hekemi-droite fnq on place les pointistel queml = 1 etf
del quelf = 6 (coefficient de I'inconnue). On constr
~lejgectangldfba d'aire 4 (a =fb = 4/f etab=1If = 6) ;
yson aire est égale a la constante de I'équation.

xOn trace la demi-droiteafl) contenantb et la demi-
droite [ar) contenant.

On utilise ensuite deux équerres :

Iiskt premiere d’angle droit en(mobile) placé surdfr)

O
de sorte que l'angmrg soit droit, g étant

H'igtersection de la perpendiculaire ea (nr) avec [f),
- la deuxieme d’angle droit gn(mobile) placé surdd)

O
de sorte que I'anglbpg soit droit.

l'alignement der avecf et p. Cette position de est
qJ?Jotéei et celle dg est alors notée. Bombelli affirme
e

‘nous notonx.o

(Ii) étant la hauteur relative a I'nypoténuse du gia
li I I

rectanglemlg: =9 9
Im

li X

5.

L'aire du rectanglélgk serail x Ig =x x x* =, celle
sflu rectanglelfh sera & parce quel vautx etlf vaut 6
et celle du rectanglbfgk sera 4 parce qu'égale a I'a
du rectanglealfb qui est 4. Le rectangldgk les
gdunissant a pour aire x6+ 4 et par [lautre
raisonnement, elle a ét¢ démontrée vaididonc x*
sera égal a6+ 4 etil vaudrax.

Selon la méthode de résolution enseignée danstim

3chapitre, on di = J3 +1,Ig=4+\/ﬁ,fg= V12 -
512, I'aire du rectangldfh vaudray/108 + 6 parce qud
3 + 1 etlf vaut 6. L’aire du rectanglefgk vaut

. X
soit 1 = et dondg sera

vaut
4 qui ajouté ay108 + 6 fait /108 + 10, ce qui est ég

la

t

La position der recherchée est celle qui entrajne

nsuite qudi représente la valeur de l'inconnue que

=

au

au cubalgk.

La résolution de Bombelli fait appel a deux équergei sont amenées a se chevaucher ainsi qu'uhe reg
permettant de vérifier I'alignement des points. iQ@est guére réalisable d’'une maniére pratiquemnmé&n

57 Algebralivre 2, p 228, préface Bortolotti, éditeur Feltili,
3

Milan 1966.

1
°8 parCube Bombelli désigne le cube de l'inconnue naté L'inconnue est désignée pBanto(Tanti au pluriel) notéel .
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utilisant des matériaux trés minces. Aujourd’huiusiodisposons cependant de logiciels géométriques
dynamiques nous permettant des réaliser la suggedi Bombelli. C’est ce qui est réalisé un pes foin.

La proposition 43 du livre | des Eléments d’Euclide ]
Dans sa démonstration, Bombelli fait référence grégoosition 43 du livre | des Eléments d’Euclid@ans tout
parallélogramme les compléments des parallélograsngue entourent la diagonale sont égaux entre®ux

Rectangle
AHLG de mém
aire que le

rectangleECFL

B H

[#1]

Quelques explications sur la démonstration

d’—_"__'_—b\ T
o x?
0
n

h

On se référe a la figure tracée ci-aprés avec @aopl

1 2
L'aire du rectangléabf vaut% x 6 = 4. Si on admet que= 10, on a vu qu'alordg = 100 et donc que l'aire

1 2 3 1
du rectangle de diagonaiéestil X Ilg=10 X 10 =10. L'aire du rectangle de diagonafeestlf X il = 60.
Comme l'aire du rectangle de diagonafequi vaut 4 est égale a l'aire du rectangle de ahategh (Euclide

proposition 53 L 1), I'aire de ce dernier est adsdie rectangle de diagonajeétant la réunion des rectangles
1 3 1
de diagonales respectivgh et if, son aire vaut Bl + 4. On en conclut que[1l = 600 + 4. La longueuti

représente bien la solution de I'équation proposée.

% Euclide d’Alexandrie, traduction et commentairesBégenard Vitrac, Presses Universitaires de Francis P290.
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Tracé et résolution réalisés a I'aide de Géoplan
————— OBJETS CREES —————
m point libre
1l image de m par la translation de wvecteur f?

f image de 1 par la translation de wvecteur —G_i,
4 =
a image de 1 par la translation de wvecteur Ej

(unité de longueur U__ )
oXy

=2

image de f par la translation de vecteur :—E?
(unité de longueur T __ )
oxXy
Demi-droite [al)
Demi-droite [mf)
Demi-droite [ab)
r point libre sur la demi-droite [al)
Segment [mr]
Pl droite perpendiculaire & (mr) passant par r

g point d'intersection des droites P1 et (ml)

p projeté orthogonal de g sur (ab)

E image de g par la translation de vecteur ﬁ:

h image de f par la translation de wvecteur ﬁ"
Segment [pg]

Segment [gk]

Segment [bf)]

Segment [fh]

Segment [kr]

Segment [pr]

f' point d'intersection des droites (pr) et (ml)
S:l polygone bfla

SQ polygone gfhk

————— LFFICHAGES ————

A affichage des coordonnées du point f (repére Rox'j] (6 décimales)

Ar1 affichage des coordonnées du point [' (repére Roxy] (6 décimales)

affichage de la longueur du segment [lr] (unité de longueur UD )

Arz Xy

(6 décimales)

Il va de soit qu’excepté des cas particuliers égsations du troisieme degré n’étant pas résolublasreégle et
au compas, il n'est pas possible, méme par cettauié de trouver des solutions théoriquement eza&e
effet, 'approximation vient du fait que l'alignemte des pointsp, f eti ou encore la coincidence de
(intersection deig) et (ng) avecf est réalisé par glissement. Ainsi, en ayant agfarfigure au maximum afin

d’avoir une coincidence optimale fleetf, on obtient le résultat ci-dessous= 2,733 alors qua/§ +1 apour
valeur approchée 2,732.

£:(-4.1004%94,1.902224) £':(-4.105984,1.902224) 1i:2.73318%
o] b a
1 m
£

Les méthodes de résolution exactes de Bombelli
Bombelli donne une des solutions exactég, + 1. C'est en fait I'unique solution positive déduation, donc
pouvant étre associée a une longueur, alors queitess solutions sont 1VL§ et—2.

Pour la solutiony'3 + 1, Bombelli dit gu’elle est obtenue suivant unéthode précédemment explicitée. Il sait

résoudre les équations dt"3degré y compris en passant par l'intermédiairerdesbres complexes, il en est
l'inventeur. Cependant, il ne précise pas laquidie méthodes il utilise dans ce cas précis.
Il en a développé trois dans des paragraphes gtdes voici :
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Premiére méthode

Si*® on veut résoudre le cube égal & I'inconnue etaambme k* = Px + Q]°®%, on prend le tiers du coefficient de

3
'inconnue [—] qu'on éléve au cube(g) ] qui est retranché du carré de la moitié du nonjé%j (E]

puis on ajoute ou on retranche sa racine car, %e—[] ( j ] & la moitié du nombre% ]{

2 3
et% - (%j —(gj ]. On prend la racine cubique de cette somme eette différence et ces deux racines

2 3 2 2 3
verra dans les exemples donnés ci-apres).

2 3 2 3
jointes ensemble?i{%+ (gj —(Ej + PJQ— (gj —(Ej ] sont la valeur de l'inconnue (comme on le

3 1
Pour résoudf@ 10 égal & 61 + 40, on prend le tiers de I'inconnue, c’est 2tdercube fait 8. De ceci on retire
le carré de la moitié du nombre, qui est 400, stee392 et de ceci on prend la racine carrée qurRes 392

[v392] et elle s’ajoute a la moitié du nombre, cela f2Ba+ R.q. 392 [20 +/392] et la racine cubique de ce
binbme ajoutée a la racine cubique de son conjugjast a dire avec R.c20 — R.q. 392[3\/ 20—-+/392]. Ces

deux racines cubiques sont 2 + R.q. 2 [3/5] pour I'une et 2 — R.q. 2 [2@] pour l'autre. Ajoutées
ensemble elles donnent 4 et 4 est la valeur deolfinue.

Deuxiéme méthode

3 1
Pour la résolutiotf de 10 égal a 121 + 9, Bombelli indique que la résolution ne peueé&géalisée par la
méthode indiquée précédemment parce que le cuberdwlu coefficient de I'inconnue est supérieucarré de

la moitié du nombre. Dans ce cas, il propose, sklaggle indiquée par Carddnd’ajouter ou retrancher un
nombre cube a chaque membre de sorte qu'on par/i@none simplification faisant baisser le degré de

3
I'équation (en fait, cela revient a trouver uneimacdvidente, ce qui est rarement possible). Aosir 10 égal a
1 3 1 3
120 + 9, il propose d’ajouter 27, ce qui le condulk@ + 3* égal & 121 + 36, soit encore M + 3 égal a 12
1 1 2 1 2 1
(10 + 3). En divisant chaque membre pafl(# 3), il parvienta 11 —30 + 9 égala 12 sét 100 =30 +
1 3+J_1

3 dont la résolution donne R. q—5+ 1 > [ >

Troisieme méthode
Bombelli propose enfin ceci : on peut encore precédla résolution de ce type d’équation de la Brangui

3 1
suit. Pour résoudf® 10 égal & 151 + 4, on prend le tiers de I'inconnue, c’est 5. $abe fait 125 et on le
retranche du carré de la moitié du nombre qui editréste — 121 dont la R.q. sepau di menoll [11] qui
ajoutée a la moitié du nombre faipi di menoll [2 + 11], dont la racine cubique et celle de son conjugué
2 piu di menol [2 +i ] et 2meno di mend [2 —i] qui ajoutés ensemble font 4 et 4 est la valeulfideonnue.

2 3
. . 4 15 S " . - .

Pour cette équation, on E’;\E) _(3) = — 121 qui, bien que du méme type que I'’équatjonva suivre est

60 Page 222 « = 6x + 40 ». Cette équation est traitée par Cardan dan#\rs Magnaau chapitre XII. Il s'arréte aux

écrituresd20++/392 ety/20-+/392 .

®1 Les notations entre crochets ne figurent pas datexte.

2page 22X = 12 + 9 ».

83 p 224, équatior® = 12 + 9.

64 CardanArs Magna chapitre XXV « A propos des régles imparfaitepaticuliéres ». Il prend 'exemple de résolution
rédigé sous une forme actuelfe= 16« + 21 qui donnec + 27 = 16& + 48 puis¢ = 3x + 7 par simplification pax + 3.

852 = 3¢ + 3 dont la solution positive est 1,5\/;5,25 .

%633 = 15¢+ 4.
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traitée difféeremment car Bombelli sait détermines chombres dont le cube est 2y321i par des méthodes
d'encadrement «a tatons ». Sa métholigniére de trouver la racine cubique de semblabypes

d’expression¥, est basée sur le fait queae bi = (x +yi)® on déduit que? +y? = Ya?+b? etx® - Xy =a. Il
s'agit alors de trouver les nombresty répondant & ces contraintes. En particulier ohalair X < Ya? +p?

etx® > a (x supposé positif). Pour 2 4121i, on a 2 + (v121)? = 125 = 8. On cherche donx ety répondant
aux conditions citées. Bombelli, aprés avoir vérifiuex = 1 etx = 3 ne conviennent pas, en déduit que s'il
existe une solution entiére, ce ne peut étre que qui convienne et conduit a la solution 2 gui est toujours
accompagnée de son conjuguéizt(2 +i) + (2-i) =4

2
Pour I'équationd = 12 + 9 vue en deuxiéme méthode, 06—2&1) —(1—32j =-— %Sqw n'est le carré d’aucun

réel, ce qui justifie que Bombelli napplique paspremiére méthode. Il lui faut déterminer des n@slaont le

cube est% + iJ%S , ce gu'il ne sait pas faire avec de tel nombres.

La résolution de I'équationx® = 6x + 4

Par la méthode de Cardan et Tartaglia (ou par egijih de formules), avec= u + v, I'équationx’ = 6x + 4
devient (1 +v)® = 6 + v) + 4 soitu® + V¥ + 3uMu + V) = 6(u + V) + 4. En fixantuv = 2 on déduit que®® = 8 et

u® +V2 = 4. Alorsu® etV sont solutions de I'équatioff — 4X + 8 = 0. Cette équation de discriminant — 16 apou
solutions 2 + Ret 2 — 2, solutions que Bombelli écrivait@@u di menol et 2meno di men@. Il s’agit alors de

trouver des complexes dont le cube est égal aarebres. Pour 2 +i2on ada?+b? =2eta=2, donc le carré

dex doit étre inférieur a 2 et son cube supérieur ki 12y a pas de nombre simple répondant a cettelition.
La méthode « a tatons » ne fonctionne pas.

Dans ce cas, on peut supposer que Bombelli uldliseuxieme méthode, tout en se disant que ceti@iéq n'a
pas été choisie au hasard, mais pour son adapéatieite méthode sans doute par une création areebd =
6x + 4 donnec + 22 = 6x + 4 + 8 s0itbC + 2 = 6(x + 2). AyantC + 2 = (x + 2)(¢ — 2 + 4), la simplification par

X + 2 conduit & I'équation’ = 2x + 2 dont les solutions sont 1 v@ qui est positive et peut étre retenue par
Bombelli, et 1 —/3 qui est négative.

Méthode actuelle

L IT
i
Ona2+2=242 (% + % i) = 242 e 4 etil s'en déduit 3 nombres complexes dont le eedietgal a 2 +

2i, ce sont :

moo. T \/2+\/§ \/2—\/5._
\/E(cosﬁﬂsmﬁ)—ﬁ( > + > i);

J2 [cos(g—”) + isin(g—”)] =2 [cos(37ﬂ) + isin(3—”)] =2 (- £ + £ )=—1+;
\/_[cos( )+ |5|n(m)] =2 [cos(%[ —1—]-;) |5|n(— - E)] = \/_( sml—r; _ICOSE) =

3 JZ;ﬁ _J2+J§ )

2

Les conjugués sont aussi sqution@:( iyet—14

V2443 2-43 . J2-3  42+43
2 2 0. V2 ( 2 T 2

Il'y a 9 combinaisons possibles de ces valeurss laatonditionuv = 2 contraint a une association des valeurs
possibles de et dev donnant seulement 3 solutions qui sont :

\/—(\/2+\/_ y2- \/_ x/—(\/zh/_ y2- \/_ )= 42 {2443 = a+23 = {1+2/3+43" =
V@+4/3)? =1+\/§;

(1+)+(=1-)=-2;

67 AlgebralLivre 1 page 140 et suivantes.
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V2 ( JZ;‘E - Jz;\/é iy +
V1-2V3+43° = J1-43)? =1-43.

La méthode fonctionne bien parce qu’elle condudiea arcs multiples d(E dont les lignes trigopnométriques

V2 ( “2;*@ + “2;*@0 = V2y2-3 = J4-2/3 =

exactes sont connues.

Gérard HAMON
12/11/11

Recherche de la racine cubique par la géométfie

Trouver la racine cubique d'une ligne dont la mesest donnée n'est rien d’autre que trouver le dit cube
qui soit égal a un parallélépipede donné dont felest un carré sur la mesure donnée et dont tauraest la
ligne dont on doit extraire la racine cubique. @Mea@e, c’est trouver deux moyennes proportionnedlgse la
mesure commune et la ligne dont on veut extrairadae cubique. La plus petite sera cette racine.

Nombreux sont ceux qui se sont usés a trouver @es lijnes, mais jusqu’a présent il ne s’en esttpas/é qui

en ont fait la démonstration sinon par la méthodérimentale dont je donnerai deux maniéres, l&taat plus
utilisée que l'autre. Soit la ligne .d.i"., la lignn. la mesure commune et on doit extraire laneacubique de .d.i.
On trace .d.b. a angle droit avec .d.i". et ongmgk .d.i". jusqu’en .m. On fait .d.c. égale aendu point .i". on
trace .i".h. égal a .n. et paralléle a .d.c. Puigrace .d.h. qui partage le parallélogramme idi.dpuis on trace
.C.I". qui coupe .d.h. en .e. point sur lequel dacpra la pointe immobile du compas. On trace larc. d'un

cercle au hasard puis on trace le segment .@askera au-dessus ou au-dessous ou sur le pdyit gasse sur
le point .h. on aura réussi. Mais au cas ou il @assdessus on réduira le compas et on tracera.tigs. d'un

cercle ; et au cas ou passe au-dessous, on fenat et cercles ayant toujours pour centre .e. Jastpique la
corde de I'un touche I'angle .h. On remarque quepaaties de cercle touchent a I'extrémité la lighb. et la
ligne .d.m. de sorte que la corde .a.l. touchamigle .h., .i".Il. sera la racine cubique demandée.

Et cette démonstration ne consiste en rien d’ayieede trouver deux lignes moyennes entre .n.ietedqui est
une proportion continue. Ainsi par cette démonisinabn aura .h.i". (égale a .n.) a .i".l. commec.a&st a .c.h.
qui est égale a .d.i". Le rapport de .n. a .i'dt eomme le rapport de .i’l. & .a.c. et le paratiéhmme construit
sur .i".l. et .a.c. est égal au parallélogrammd.iich. Cela se démontre ainsi : étant donné lalfEépipéde
.c.d.i.h.f.g. dont la base .g.h.i".k. est un cadetcbté égal a .n., c’est a dire a .i".h. et dartauteur est égale a
.d.i". Bien que sur cette figure le parallélépipestit couché et non dressé et que si tu chercheétéed'un
Cube, il est par quadrature égal a ce parallélépipé

Il'y a plusieurs manieres de démontrer que k', pdimtersection de (le) et de (hc), est situé kucercle de
centre e. Parmi elles, la suivante qui ne pouvai @roposée par Bombelli : la symétrie centralecdatre e
laisse globalement invariants le cercle adéquateetre e et la droite (le). La droite (di) a poymsétrique la
droite (hc). Il en ressort que le point | interseatde (le) et (di) situé sur le cercle a pour syimée le point k
intersection de (hc) et de (le) situé sur le méeeecle. On en conclut que I'angle en a est droii. fBit que (ca)
est hauteur du triangle k’ac rectangle en a, OHE?(;- = % et donc% = % car ch = di'. Si on considére

. . s hi ac : : n ac
les triangles semblables ach et hil, on déduit qb||e: o et comme hi’ =netkc=7il, on a—I TR De
i c [ i
. LN il ac
tout ceci on dedwt_l—I vl
i C [
I'unité n et di’. On a finalement n.ac = 7let aé = i’l.di’ et comme n = 1, it =i'l.di’ soit i'l * = di’, i'l est la
racine cubique recherchée.

et que i'l et ac sont les deux moyennes propangétlas recherchées entre

%8 Cate partie n'a pas été publiée danalgebra, Feltrinelli, Livre 4, Pages 489-491.
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Gérard HAMON
08/11/15

Ce que Bombelli nous apprend des nombres complexes

Je ne vais pas reprendre in extenso ce que j'@& o#$ dans des écrits précédents, mais surtout
m’attarder sur ce qui ne s’y trouvait pas.

Dans 'ouvrage de Bombelli il est clair que c’egtaxtir des problemes de résolution des équatiartsoisieme

degré qu'émerge l'idée de créer ces nombres. Htpduit des nombres différents de ceux qui sostjyta

présent connus des mathématiciens. C'est la résoldé ces équations qui oriente toutes ses relubemet tous
ses calculs illustratifs dans ce domaine. Duraméidode ou il écrit, cette question est une desdgs affaires
qui viennent de secouer le monde mathématiqueintalfartaglia a fait état de ses trouvailles, Qaiéa lui a
extorquées et en a fait la publication en dépitcdequ’il lui avait promis. D’'aprés Cardan et soscifle

Lodovico Ferrari, ils auraient vu les travaux dégpfgme Del Ferro. Ce dernier aurait devancé Tadagfl Cardan
justifiera ainsi son parjure. Etant donné l'imparda de la question, il est pour le moins surpremget les
travaux de Del Ferro n'aient jamais été publiésafPés ce que j'en sais, aucune trace probante an'éte

retrouvée a ce jour.

J'ai trouvé&® une autre sorte de racine cubique d’expressiotre parenthéses trés différente
des autres. Celle-ci est issue du Cas traitantube @uTantd® égal auTantoet & une Constarite

69 L’Algebra, Bologne Giovanni Rossi, 157Ribro primo, Page 169 (Feltrinelli, pages 133-134).
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guand le cube du tiers du nombreTadmti est plus grand que le carré de la moitié de lastamie,
comme cela va étre démontré pour ce Cas. Cette stmtracine carrée contient dans son
algorithme de calcul, des opérations différentesaléres et a un nom différent, parce que, quand
le cube du tiers du nombre danti est supérieur au carré de la moitié de la Corstaatracine
carrée de leur différence ne peut s’appeler ni plusoins, c’'est pourquoi je I'appellerpius de

moins? quand celle-ci devra étre ajoutée et, quand eNeadétre 6tée, je I'appelleranoins de
moins.

Bombelli donne ensuite de maniére détailléerégges de multiplication de ces nouvelles entités par un
nombre puis entre elles.

Plus par plus de moins donne plus de ndins

Pill uia pit di meno, fa pilrdi mero.

Meno uia pitt di meno,fa meno dimeno.

Pili uiameno di meno, fa meno dimeno.
Meno uia meno di meno,fa pittdi meno.

Piti di meno via pitdimeno,fimeno.

Pib di meno uia mendi meno,fa pin.

Meno di meno nia piti di meno,fa pii.

Meno di menouia gien di meno fa meno.
Moins de moins par moins de moins donne moins

De fait il définit la multiplication d’'imaginairesntre eux puis avec des réels. Sans en dire @ns, sks calculs,

il décrit la multiplication de nombres complexes entre-euxA ce stade de son travail, il ne propose pas de
description de leur addition ou de leur soustractib les a rencontrés sous la forme R.@[a di menob]
expressions qui si elles se prétent a la multipbcane se prétent pasl'addition et la soustraction sauf cas
particuliers. On les trouve cependant au coursedesalculs sans qu'il attire I'attention sur celb&sAinsi :

On™ multiplie R.c.[3piu di menoR.q. 5] par R.c.[6piu di menoR.q. 20]. Pour le faire on
commence de la méme maniere par multigdierdi menoR.q. 5 pampiu di menoR.q. 20 qui fera
meno10, puis on multiplie 3 par 6 qui fait 18 qui joint avec meno 10 fait piu 8. Ensuite on
multiplie 3 parpiu di menoR.q. 20qui fait piu di menoR.q. 180et puis on multiplie 6 pagsiu di
menoR.q. 5,cela fait piu di menoR.q. 180. Ceci joint ave@iu di menoR.qg. 180 faitpiu di
menoR.q. 720 et ceci joint giu 8 et la R.c. étant prise cela fait R&gdiu di menoR.q. 72Q qui
est le produit de la multiplication.

On multiplie” R.c.[4 piu di menoR.q. 2] par R.c.[3iu di menoR.qg. 8]. Nous multiplierons
d'abord piu di menoR.q. 2 parpiu di menoR.q. 8qui faitmeno4. Nous multiplierons 3 par 4
qui fait 12 qui ajouté aumeno4 fait piu 8. Ensuite nous multiplieror par piu di menoR.q. 2
qui ferapiu di menoR.q. 18 et ensuité par piu di menoR.qg. 8 qui fait piu di menoR.qg. 128.
Joint avecpiu di menoR.q. 18 cela faitpiu di menoR.q. 242 Joint ave@iu 8 et la R.c. prise
nous aurons R.@[piu di menoR.q. 2473 pour résultat de la multiplication.

J'ai mis en gras les parties qui indiquent que palditionner des complexes, Bombelli applique (awec
langage actuel) : parties réelles additionnéesaites et parties imaginaires additionnées erles-e
C’est ce qu'il fait figurer plus loin, donc apré&slavoir déja utilisées.

Additionner® piu di mencetmeno di meno
L'addition despiu di menoet meno di mena ses regles (comme pour les autres) qui seront
indiquées rapidement comme d’habitude.
Piu ne peut s’ajouter piu di menosans dirgoiu di menocomme si on disait ajoute 5 aveit di
meno8 qui fait 5piu di mend et de méme pouneno di meno

" Tantoinconnue
71 _ P.3 4052
Formex® = px + qavec (5) supérieur B(E)

2 piu di menonotre +i etmeno di meno notrei . Il semble que ce soit urabréviation dgiu radice di menp« plus racine de moins ».
& L’Algebra (Rossi), Libro primo, page 183iu via piu di meno, fa piu di meno.

& L’Algebra (Rossi),Libro primo, page 172 (Feltrinelli, page 135).

& L’Algebra (Rossi), Libro primo, page 172 (Feltrinelli, pag8).

& L’Algebra (Rossi), Libro primo, page 1$((Bfeltrinelli, page 147).
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Piu di menacavecpiu di mencs’ajoute et faipiu di meno
Piu di mencavecmeno di menge retranche et est du signe de la plus grandditfua

Soustrairepiu di mencetmeno di meno
La soustractiofl despiu di mencetmeno di mena ses régles (comme pour les autres) qui seront
indiquées rapidement comme d’habitude.
Piu retranché depiu di menone peut se faire sinon par le moyenndeno Ainsi, si on avait a
retrancher 6 dpiu di menal2. Il restergiu di menal2meno6. Il en est de méme pour retrancher
menode piu di menocomme ce serait avaoeno8 depiu di menol3 : cela fergiu di menol3
piu 8 parce que lenenoa pour effet de devenpiu en étant retranché.
Piu di menaetranché deneno di meng’ajoute et faimeno di meno
Meno di menaretranché demeno di menoon retranche et il restmenodi meno Mais si la
guantité qui est retranchée est supérieure, i pstdi meno
Piu di menaretranché deiu di mengsi la quantité retranchée est inférieure, oméémnche 'une
de l'autre et il restpiu di mengmais si elle est supérieure il resteno di meno.
Meno di menagetranché deiu di mencos’ajoute et faipiu di meno

Dans ce méme chapitre, il précise un objet tresh@rale ce que nous désignonsquarjugué

On’® doit étre averti que de telles sortes de raciiées Ine peuvent intervenir sans que le
bindme ne soit accompagné de son conjugué, comtaeemit pouf R.c.[2piu di menoR.q.2]
dont le conjugué sera R.c.fizeno di men®.q.2]. Pour de telles sortes de R.c., il ne njiesiu’a
présent encore jamais arrivé d’avoir travaillélsure sans l'autre ...

Il y a cependant une restriction qui est précidés fpin dand 'Algebra: Bombelli désigne par Binbme
(Binomio) les seules expressions contenanpiundi meno Ainsi 2 piu di meno R.&. est un Binbme,

mais 2meno di meno R2.n’en est pas un. Seules les expressions contenanéno di mensont des

Conjugués (Residuo).

Plus loin il multiplie un nombre complexe (Binomjgdr son conjugué (Residuo).

On multipli€® R.c.[2 piu di menoR.q. 3] par R.c.[2nenodi menoR.q. 3]. On multiplie d’abord
seulemenpiu di menoR.q. 3 parmenodi menoR.q. 3 qui fait piu 3. Puis sion multiplie 2 par
2 cela fait 4qui ajouté diu 3 faitpiu 7. Si on multiplie2 par piu di menoR.q. 3 cela donnepiu
di menoR.q. 12et puis2 par menodi menoR.q. 3 cela faitmenodi menoR.q. 12 qui ajouté a
piu di meno R.q. 12 fait exactement zérgarce que lemeno est égal aupiu. Alors le zéro
ajouté aupiu 7 fait 7 dont la racine cubique c’est a dire R.c. 7 egtrdaluit de la multiplication

Comme il I'a expliqué dans I'exposé de son prdpaimbelli veut produire un écrit ordonné et complet.
Aussi va-t-il examiner toutes les occurrences cpig présenter ldivision : un complexe par un nombre,
un nombre par un complexe, ..., un complexe par umpbexe. Ceci est quelque peu surchargé par les
racines cubiques qu'il fait intervenir partout. Tefois il y montre sa maitrise totale des calculs.

Diviser piu di mencoumeno di merfd

Quand on aura a diviser une quantité ou se trgiwveli menoou meno di mengar un nombre
gquelconque ou une R.qg. simple et non composée, daras tous legiu restentpiu, les meno
menoainsi que lepiu di mencet lesmeno di meno

On divise R.q. 7iu di meno4 par R.g. 5 + 1. On multiplie le diviseur par smmjugué, c'est a
dire par R.g. 5 — 1, cela fait 4 et ceci est lasdiur et, pour plus de facilité on divise R.q.pi@ di

meno4 par 4. Il en vient R.q.% piu di menol et ceci on doit le multiplier par R.q. 5 — 1,
conjugué de R.q. 5 + 1 le diviseur. Faisant cominzeété enseigné pour la multiplication, cela
donne R.g. 2% + R.Q. 4% piu di menoR.qg. 5 — 1. C’est ce qui survient. On doit étresénque

depuis qu'a été désigné eu di menoou lemeno di mengtout ce qui suivra se comprend de la
méme maniére, comme si on digail di menoR.q. 9 — 1 sera comme dire que prise R.q. 9 dui es

" L’Algebra (Rossi), Libro primo, page lS(FeItrinelli, pages 148-149).

& L’Algebra (Rossi) Libro primo page 17((Feltrine||i, page 134).

PRe. correspond partiellement a Racine cubiquen&me que R.q. correspond a racine carrée.
8 L’Algebra (Rossi), Libro primo, page 17((Feltrinelli, page 137).

81 L’Algebra (Rossi), Libro primo, page 186 (Feltrinelli, patyet).
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3, et lemenol retranché, il reste 2, que le dit 2 it di meno Donc il revient autant a diggu di
menoR.q. 9 — 1 queiu di mena2.

On divise®® 12 par*® R.c.[2 piu di meno11] + R.c.[2meno di mendl1]. D’abord il est nécessaire
de trouver le conjugué du diviseur, c’est a dire deux R.c.[, lesquelles se trouvent de la méme
maniére que cela a été montré pour la division durdme cube. C’est pourquoi on prend les
carrés des R.c.[giu di menoll] et R.c.[2meno di mend1] qui sont R.crhenol17 piu di meno
44] et R.c.fneno117 meno di menat4] et puis on les multiplie I'une par I'auffeCela fait 5
lequel étantpiu doit étre changé de nature et indigm&no de sorte qude conjugué sera

R .c.Jmeno 117 piu di meno44] + R.c.imeno 117 meno di meno44] meno 5 qui multiplié par
R.c.[2piu di menoll] + R.c.[2meno di mend1] donne 4 avec lequel la division de 12 done¢ 3
ceci multiplié par ledit conjugué fait R.meno3159piu di menol188] + R.c.neno3159meno di
meno 1188] — 15 et ceci est le résultat de la divisi®mur faire la division sans faire la
multiplication, on ajoute les cubes des deux Rla.pindbme diviseur qui sontf@u di menoll et

2 meno di mend1 qui fait 4 parce que fgiu di mencest égal ameno di menoDe plus, comme
n'est pas intervenu que dans les R.c.[ un prenuerhme soitmenq il m’'a paru utile de montrer
comment ils peuvent intervenir. Il est évident, (e regles données, que la racine R.pi[2di
menoll] est 2piu di menol, son carré est@u di meno4 (comme cela a été démontré dans les
multiplications) c’est pourquoi il convient quepi di meno4 soit R.c.inenoll17piu di menod4]

car R.c.fmeno117 piu di meno44] est le carré de R.c.fdu di menoll]. Alors 3piu di meno4

mis au cube comme cela a été rapidement enseidesgt & dire : 3 au cube fait 27 et puis on
multiplie 3 par 16, carré de 4, cela fait 48 eti sectriple faisant 144 et c’estenq qui retiré de 27

il reste meno117 pour une partie. Pour trouver l'autre, 117camé donne 13 689 dont on
retranche 15 625 le cube de 25, somme des car@e0é. |l reste 1 936, dont la racine carrée est
44 et ceci est Ipiu di menode l'autre partie. Ainsi tout le cube serenol17 piu di meno44.
Cependant voulant cuber par la méthode ordinames multiplierons d’abord giu di meno4 par

3 piu di meno4 en multipliant 3 par 3 qui fait 9 ptu di meno4 parpiu di meno4 qui fait meno

16 et joint a 9 donneneno?7. Puis en multipliant 3 pariu di meno4 qui faitpiu di menol2 et
pour l'autre donne de maniéere identiquie di menaol2 qui ajoutés ensemble donnpit di meno

24 et ceci

3 piu di meno4
3 piu di meno4

9 menol6 piu di menal2 piu di menol2

meno7 piu di mena24
3piu di menoA

meno21 meno96 piu di meno/2 meno di men@8

menoll7piu di mend4

ajouté ameno? faitmeno? piu di menao24. Ceci doit étre maintenant multiplié papi@ di meno
4 et en multipliant 3 pameno7 cela donneneno2l. Ensuitepiu di meno4 avecpiu di meno24
cela faitmeno96 qui ajouté @neno2l faitmenoll7. Puis en multipliargiu di mena24 par 3 cela
fait piu di meno72 etpiu di meno4 parmeno? faitmenodi meno28. Etant 6té dpiu di meno72,

il restepiu di meno44 qui ajouté @anenoll7 donnenenoll7piu di menod4. Ceci est le cube de
3 piu di men4.

Leséquations du troisieme degréce sont elles qui ont motivé les travaux de Bdhplwe sont elles qui lui font
imaginer les nombres complexes et vers elles quaetd tous ses calculs avec pesdi menoetmeno di meno

3 1
Le secontf dit : résous T égal & 321 p. 24. Ceci peut se résoudre par la réglgidwi men8®

que j'ai démontrée et la chd$eaudraR.c[12 piu di menoR.q_O69g] p. R.c[12 meno di meno

82 L’Algebra (Rossi), Libro primo, page 187 (Feltrinelli, pal#b).
8 En fait 2 + 11 est le cube de 2 et par conséquent 2 —ilé cube de 2 + On a donc R.c.[piu di menoll] + R.c.[2meno di mend1]
=4 et il s’agit d’'une division par 4. Les deuxrastcomplexes conjugués dont 2 + &4t le cube sont omis.

8117 + 48 = 15625 ety 15625 = 25 puis+/25 =5.
8 L’Algebra (Rossi), Libro secondo, page 349 (Feltrinelli, 2§6). Equation® = 32 + 24.
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R.quGQ%] et parce que les delc conjuguées ont pour val&tiB plus de moinR.ql% et3

moins de moinR.ql% qui, ajoutées ensemble, font 6. Par conséquenhdse vaut 6. Ces

racines pourront facilement se retrouver en readwax regles données ci-dessus dans le livre
premier.

IL Joaxd, %w/}a Fa w &rmpwﬁwﬁwmé
c /;m at é};uzf 3( VR Y. r;fzgf

&jm@iu/)/u: %SZ'@JQ gm}é‘i&h
rﬁ.a'gfg-[un 1R/, C&"/Lérp&‘h?‘[l,ﬂri cfe mmjx«/ﬂﬁag‘
@M‘J&n‘ (\ t/aszééilﬁ f[;q(/ 'zfx:‘pr: tr

yWMMM é(y&éh}uw /wu/}rw /u«-v

3
Pour résoudre une équation dans un tel cas orepeate procéder de cette maniére. AYaht]

1
égal a 151 p. 4, on prend le tiers ddanti (le tiers du coefficient dg) qui est 5, cubé cela donne
125. Et ceci se retire de la moitié de la constgoteest 4, il resten. 121 (lequel s’appellergiu di
meng duquel on prend la R.q. qui squau di menoll. Ajouté a la moitié de la constante cela
donne 2piu di mendll dont on prend la racine cubique. Ajouté a sanjugué cela donne [@u di
menol et 2meno di mend qui joints ensemble font 4 et 4 est la valeut'ideonnue. Et pour
beaucoup cette chose paraitra extravagante paengirméme cette opinion me paraissait il n’y
a pas si longtemps plutdt sophistiquée que vragankhoins je cherchais tellement que je trouvais
la démonstration qui est indiquée ci-dessous. D&e sgue celle-ci peut encore se démontrer
géométriquemenir( linea) et que méme elle s’utilise sans aucune difficdtés les opérations. Et
assez souvent on trouve la valeur de l'inconnuenembre (comme on I'a trouvé dans cet

exemple).
3 1
(1 égala 1%l p. 4
5 2
5 2
25 4
5125
125 R.qpiu di menol21
2 2
on ajoute R.gpiu di menol21 on retranche Rpiu di menol21
R.c. [2 R.opiu di menol21] R.c. [2 R.qmeno di mend21]
Racine piu di menal @eno di mend

Ajoutés ils font 4 qui est la valewr linconnue.
Démonstratifrdes R.c. Liées avamiu di mencetmeno di meno

On a R.c.[4piu di menoll] piu R.c.][4 meno di mendll]. Pour trouver sa représentation
géométrique, on ajoute 16, le carré du 4, avedeldarré de R.q., cela fait 27. De cela on prend la
racine cubique qui est 3 et, suivant la régle, aftiplie par 3 qui fait 9 qu’on met de c6té. Puis
par la régle on multiplie le 4 par 2 qui fait 8. Cdeux R.q. sont nées de la résolution de

3 1
I'égalisation de 11 a 90 p. 8, c’est pourquoi on peut faire géométriquemardémonstration de

8 | & manuscrit diRegola Sofistica

87 R.c. désignant « un nombre dont le cube est ... Gdst R.c.[12 +1’1069g i]+R.c.[12 _1’1069% i].

88 . . apz . , . L . . P
Dans le manuscrit Bombelli éc@reatorepourlato, c6té ou racine, dans I'ouvrage imprimé. Bomhmtiiet les racines négatives — 3 +

\/g et—3—\/§.

8 L’Algebra (Rossi), Libro secondo, page 293 (Feltrinelli, 2@5). Equation = 15 + 4.
%0 L’Algebra (Rossi), Libro secondo, page 294 (Feltrinelli, p2g6).
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3 1
10 égal & 91 p. 8, c’'est a dire en surface plane (comme cel& @m/eigné dans I'exposition de
ce chapitre) et qu'il est trouvé qu’on aura la loegr de I'inconnue qui sera encore la longueur des
deux R.c. proposées.

Ayant résolu des équations du troisieme degré 'ptilidation de nombres complexes, Bombelli n'a ae
difficulté arésoudre les équations du second degdans le cas d’un, disons-nous aujourd’hui, disicramt
négatif.

Quand on a & résoudre des Carrés et Constante agatiant’, on prend la moitié du nombre de

Tanti et on les quarre et de ce qui est produit onmeb@ la Constante. Du restant, on prend le
c6té? et on I'ajoute ou le retranche de la moitié du boerdeTanti et la somme ou le restant sera
la valeur duTanta Mais, on doit étre averti que dans ces cas (hienrarement) le reste ne sert
pas alors que, bien s(r, la somme sert toujoursd@nétre aussi averti que lorsqu’on ne pourra
retrancher la Constante du carré de la moitiéTdesi, une telle résolution ne pourra se faire. Cela
ne sera pas un défaut du Cas mais il s'agira dhabl@me impossible ou qu’on n'aura pas su

2
mettre en équation. De I'un et de l'autre je vaismer un exemple. D’abord on égalfsél + 12

1

a 8. On prend la moitié du nombre danti, qui est 4, quarrée c’est 16, dont 12 étant reiliré
reste 4 dont le c6té est 2. Ceci s'ajoute ou smamehe de 4 (qui en I'ajoutant sera 6 et en le
retranchant sera 2) et ainsi, d'une maniére etadéré donnera la valeur diantg cela concerne

2 1
le premier exemple. Mais, quand on aura & éYalén + 20 & 81, dont le carré de la moitié du
nombre deTanti est 16, lequel est inférieur a 20, cette résatutie peut se faire sinon de la
maniére sophistiquée. En retranchant 20 de 168sikr— 4 dont le c6té &piu di mena2 et ceci
se retranche et s’ajoute a la moitié du nombrdaleti, cela fera 4oiu di meno2 ou 4meno di
meno2 et chacune de ces quantifésera la valeur dlianta

Ma {e fihaueta ad 10suagliare 1  p. 2048 o che
il quadrato dellametd delliTanti & ¢ 6. qual & minore
di 20, ¢ quefto agguagliamento non fipud farefenon
in quefto modo fofiftico . Cauifi 20, di 1 6. relta it 4,1
fuo lato &'m.2, e quefto fi cana jed'aggionge allametd
delliTanti, che fari 4. p. dim. 2.ouero 4. m. dim. 2,¢
ciafcuna di quefte quantitd'da fe fara la ualuta del
Tanto.

L’'apparition de solutions complexes ne trouble ameenent Bombelli. 1l franchit pourtant la une framgé dont
Cardan avait eu conscience. Le champ numériquanéte pas aux réels, ce qu’il ne formule biengds.

Pour ladétermination d’un complexe dont le cube est égal un complexe donnda méthode de Bombelli
consiste & travailler par encadrement. Certes-celie fonctionne que pour des situations relateensimples,
mais apres tout c’était déja une avancée.

Méthode pour trouver la racine cubique d’expressioantenant de telles racines carrées

Pour trouver la racine cubique de semblables esplEeadicaux, on procédera de la maniére qui
suit On ajoute le carré de la Constante au carra dacine et de cette somme on prend le c6té
cubique, puis on cherche a tatons a trouver un n@rabune racine carrée tels que leurs carrés
ajoutés ensemble fassent autant que le cété cubliopeé précédemment. Ensuite, du cube du
nombre étant retranché le triple du produit du nengar le carré de la racine, ce qui restera sera
la valeur de la racine que I'on cherche. Ce seiasi si I'on voulait avoir le cot&.c [2 piu di
meno R.d.21]. On trouve qu’en additionnant le carré d®lg, qui est 121, avec 4, le carré du 2,
cela donne 125, cube dont le coté edtlaintenant, on a besoin de trouver un nombre dontd
carré soit inférieur a 5 et dont le cube soit supéeur a 2. C'est ainsi qu’en posant que c'est 1, la

o1 L'Algebra (Rossi), Libro secondo, page 262 (Feltrinelli, gmg00-201). Equatio + a = bx.
92 La racine carrée.
93 Equationd + 12 = &,
9 Equationd + 20 = &,
95 .
2i.
% Solutions 4 + Ret 4 — 2.

o7 L’Algebra (Rossi),Livre 1, pages 180-181 (Feltrinelli, pafd6-141).
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R.g.dont on a besoin seR.q4, les carrés ajoutés ensemble font 5 et le cub®odhbre est 1. La
multiplication du nombre par le carré deRag.donne 4 qui triplé fait 12, ce qui ne peut étre
retranché du cube du nombre qui est seulementekt @burquoi 1 n'est pas bon. D’ou on prend
2, laR.g.seraR.ql. dont on voit que si on ajoute le carré de lagtamte et le carré de R.g.cela
fait 5. Le cube du nombre est 8, duquel est relr@me triple de la multiplication du nombre par le
carré de laR.q, qui est 6. Il reste 2, qui est le nombre quités@icompagné dpiu di meno
R.ql21, c’est pourquoi son c6té estptu di menol. Je dois prévenir, pour R. piu di meno
R.ql121], comme 121 est le carré du nombre dont le cotélesbn pourra dire que c’estpu di
menoll et on voit que son cdté espli di menol ou il ne vient pas d&.q, mais un cété
constitué de deux nombres (comme I'étgui@ di menall).

Ici Bombelli base sa méthode sur le fait queadebi = (x + yi)® on déduit que® + y? = Ya? +b? etx’ — 3y’ =
a. Il s'agit alors de trouver les nombreset y répondant & ces contraintes. En particulier on awir X* <

Ya?+b? etx® > a (x supposé positif). Pour 2 4121i, on a 3 + (v/121)? = 125 = 8. On cherche donk ety
répondant aux conditions citées. Bombelli, aprasraxérifié quex = 1 etx = 3 ne conviennent pas, en déduit
que s'il existe une solution entiére, ce ne pexd §ue 2 ... qui convient et conduit a la solutiof Rqui est
toujours accompagnée de son conjugué.2 —

Pour ce qui est de lgéométrie il ne s’agit pas ici d'une recherche de représtgont des nombres complexes.
Nulle part Bombelli n’aborde la question laissanijpurs en suspend le travail inachevé de Car@ast dans
les passages suivants que Bombelli établit ungigrl@ntre la résolution de I'équation cubique dé&ngas
irréductible et la trisection de I'angle.

De” sorte que (& mon avis) je tiens pour impossible@ever une régle générale.. Et je ne me

fie pas aux raisons données, quand cette résoldbane des disproportions telles qu’on n'a pas
3
pu retrancher le cube du tiers dasti du carré de la moitié du nombre, comme c’est ddur

1
égal a 97 piu 9 (cette équation me servira a diviser I'angldreis parties égales comme cela sera
vu en son moment), j'en ai donné la preuve pousiplus sortes de transmutations.

Soit” le cercle a.b.c.d.e.f., dont le diamétre be. Vw132, dans lequel je voudrais construire
un ennéagone de cOtés égaux. On demande combieilnavan de ses cOtés. Cette demande,
jusgu’a présent je la tiens pour impossible, alssgltemps que la méthode générale de résolution
du Cas du Cube et de la Constante égauxTamti ne soit trouvée. Et pour donné que ce Cas se
retrouve, ce sera chose difficile pour que danteag@isolution n’intervienne pas quelque Racine
Cubique, ce qui serait un indice que cet ennéagonpeut le faire autrement que par la voie
instrumentale bien que Oronce (Finé) et Albert Dumst donné des régles pour le construire,
lesquelles sont totalement inexactes. Pour queoiteuse chose claire, je ne m'épuiserai pas a
vouloir le démontrer, mais que j'en resterai adagiion présente.

On construit dans le dit cercle le triangle éqeéilat a.b.f., qui par les régles données fera 12 de
cbté et sous le cbté a.b., on supposera avoirdiziportion .a.b.c.d. en trois parties égaleveira
tracé les trois segments a.b., b.c. et c.d., tas seront égaux, chacun d’eux étant ainsi le coté
demandé.

%8 L’Algebra (Rossi), Libro secondo, page 321 ( Feltrinellg@&45).
% Cate partie n'a pas été publiée danalgebrade Rossi. Feltrinelli, Livre 5, pages 639-640-641.
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1
Alors, on pose que chacun des trois segment2&bit Pour savoir combien sont .b.d. et .a.c.,

1 2
lesquels sont égaux, on multipliera .b.c. par .&elqui fait 241, .a.b. par c.d., ce qui fait(4 et,

1
ajoutés ensemble, cela fait 4 +[24 C'est autant de faire a.c. par b.d. car ce sestdeux
diagonales du quadrilatére a.b.c.d.. Il suffit salde prendre, parce quils sont égaux, la racine

1 1
carrée de 4 + 24 qui seraR.q[4 + 24[1] et égale a .a.c. ou .b.d..
Pour pouvoir faire une égalisation, on cherchezapar cette autre méthode.

2
On trace le diameétre b.e. et, le carré de a.bt é&#ré de celui de b.e., il restera 192 4lont la
racine carrée esR.q[192 - 4w], qui est autant que a.c. ou c.e. paeds sont I'un et l'autre
égaux et les angles e.a.b. et b.c.e. droits. @usint de faire le c6té b.c. par a.e. et a.b. gar c
que b.e. par a.c., qui sont les deux diagonaleguddrilatére a.b.c.e., et que multiplier a.b. par c
et b.c. par a.e. Les produits ajoutés ensemblatfero

2 4
R.q[30720 —640]
qui divisé par .b.c. donnera :

2 4
Rq[l60 —= O]

wlk

et ceci est égal a :

2 1
R.gq[40 +240].
En quarrant I'une et I'autre partie cela donnera

2 1 2 14
40 +240 égala 16l —= 0O

w

4
Réduit a 17, le plus petit Carré et le — enlevés on aura
4 1 2
10 + 720 égal a 367
1
de sorte que chacune des parties étant diviséelparela donne

3 1
10 + 72 égal a 36
De ceci, jusqu’'a présent, il n'y a pas de Cas deluéion parce qu'il n'y a pas de proportion
entre eux, comme il a été dit au début.

Passons au bilan du travail de Bombelli. Il a ingeles nombres complexes. Il a décrit les réglesaleul
afférentes, a savoir multiplication, division, atituh, soustraction et donné des pistes de rechedalne
complexe de cube donné. Il a relevé une relatidream complexe et son conjugué. Il a montré lditécdes
nombres complexes par leur efficience dans ledusos d’équations du troisieme et du deuxiemeréegnsi
que pour donner une justification de I'impossiBilite la trisection de I'angle par la géométriev'dl pas abordé
la question de leur représentation géométriqueldPammbre des cas particuliers traités pour chaesnaspects
cités, il a montré son aisance acquise pour leuripnéation. Bien que I'ayant fait pour des cubésg s’est pas
intéressé a la recherche de complexes de carré&dibrenfrolé la notion de module d’'un complexesan avoir
conscience. Ainsi, en langage actuel, il a nécemsaint vu 1) que si + bi = (x +yi)® alorsa’ + b? = (¢ + y?)® et

Ya?+b? =x% +y? soitx® = a2 +b? — y? doncx® < Ya?+b? ; 2) et par identification des parties réelle qu
a = x> — 3y’ soitx® = a— 3y doncx® > a en supposant positif. Il ne pouvait affirmer ces conditions savoir
fait ces raisonnements. Il a sans doute procédélmarvation sur des cas particuliers, mais il @efen déduit
de spécifigue en ce qui concerne un complexe etceojugué. Au risque de me redire, sa tension leers
résolution des équations du troisieme degré, I'aémné de voir tout ce qu'il pouvait tirer des ndlesentités
qgu’il venait de créer. Il y a aussi quelque chose @as oublier, Bombelli est décédé a I'age dambalors que
son ouvrage n'était pas encore publié. Il lui ataieement manqué du temps pour développer sa anéati
entendre des questions, des oppositions. Bref al pu bénéficier de tout ce qui aurait pu motiver
I'approfondissement de son travail.

Gérard HAMON

16/11/15
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