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1 Objectifs, modalités, programmes







M8 (licence 99) :
A propos de problémes dans l'enseignement des mathématiques : compléments mathématiques a
partir de problémes sur quelques notions "transversales", introduction au travail de

construction de problémes.

A) Les objectifs
1) Coté enseignement des mathématigues

Il est banal d'envisager plusieurs composantes qui sont impliquées dans I'apprentissage des
étudiants (ou des éléves) : affectives, sociales, cognitives, par exemplel. Il est aussi admis que ces
composantes ne sont pas indépendantes?, et des recherches récentes ont illustré magistralement ce
propos sur la scolarité des "nouveaux lycéens", en montrant les relations individuelles, variables mais
toujours présentes, entre le social (et le culturel) et le cognitif.

L'enseignant, lui, fait le pari qu'en agissant essentieliement’ sur une des composantes (la
cognitive), il peut obtenir des résultats en termes d'apprentissage des éléves (de suffisamment d'éléves
au moins). Les choix correspondants concernent aussi bien les contenus présentés aux éléves, cours,
activités, problémes, que les modalités de travail qui leur sont proposées. En effet, dans une
description d'un enseignement en relation avec des apprentissages possibles, nous pensons que les
stricts contenus sont indissociables de la maniére dont les différents moments mathématiques
correspondants sont organisés pour les éléves : cours magistral, exercices cherchés en classe, 3 la
maison,  plusieurs, notés ou non, avant le cours ou aprés etc.

Dans ce module, nous plagant dans cette perspective, nous voulons nous restreindre 3
approfondir une partie de la question des choix de contenus : quels sont les choix mathématiques d'un
enseignant lorsqu'il décide de proposer aux éléves {aux étudiants) un probléme ? Plus précisément,
nous voulons travailler la question de la marge de manoeuvre mathématique dont I'enseignant dispose
pour cette construction de problémes, en relation avec certaines raisons de faire tel ou tel choix. Une
¢laboration de problémes sous-entend ici un travail qui va de la situation mathématique proposée, au
découpage d'un énoncé en questions (aussi bien du point de vue de l'ouverture de celles-ci que des
étapes 4 prévoir), en passant par les "outils™* 3 utiliser (aussi bien pour les choisir que pour décider de
les indiquer ou non).

Plusieurs variables, plus ou moins objectives, influencent le choix, le moment du cours
(introduction ou contrdle de fin de parcours par exemple), ce qui a déja été fait dans la classe ou
antérieurement, mais aussi le niveau de la classe, les habitudes de la classe avec ce professeur, par
exemple. Mais nous n'en tiendrons pas compte ici : nous nous limiterons ici 4 dégager des variables

"internes" aux contenus envisagdés : nous voulons travailler sur ce qui peut changer un énoncé

1On pourrait ajouter culturelles et psychiques.

2 Par exemple si un étudiant “va mal” sur le plan personnel, il y a de fortes chances qu'il ait plus de mal & se
concentrer et il aura plus de difficultés 4 apprendre, sauf si au contraire il se mobilise entiérement sur son
apprentissage pour &chapper au reste !

3 Méme s'il essaie aussi de faire jouer par exemple la motivation, c'est plus subjectif, et partiel...

4Raisonnements ou propriétés ou définitions, dans un cadre ou un registre donnés.



mathématique attaché 4 une situation fixée, en fonction des conséquences éventuelles sur les
apprentissages. Ce travail participe donc de la composante cognitive que nous évoquions ci-dessus
comme un des leviers potentiels & la disposition de l'enseignant en vue des apprentissages des éléves.
Nous développerons un certain nombre de caractéristiques permettant d'analyser les contenus &
enseigner dans l'objectif de faire des choix de problémes répondant 3 des conditions, ou a des
contraintes imposées.

Nous laissons aux formations ultéricures le soin a la fois d'introduire les variabies liées 3 la
gestion de la classe et de discuter des choix effectifs, compte tenu de variables "externes" comme
celles que nous citions ci-dessus. Cependant apprentissage, gestion et contenus sont tellement liés que
nous serons obligés de faire quelques empiétements dans les deux premiers domaines pour introduire

certains choix strictement liés aux contenus.

2} Coté complements de mathématigues

Nous avons d'autre part choisi de revenir 4 cette occasion et pour développer nos analyses, sur
des points délicats du DEUG, notamment ceux qui peuvent avoir une position transversale dans le
découpage en modules’. Nous estimons en effet qu'une telle réflexion, "aprés-coup”, participe d'une
formation a I'enseignement des mathématiques. Toutefois, nous abordons ces compléments grice 3 des

problémes, ce qui permet de compléter les réflexions précédentes.

C'est donc & partir de quelques notions délicates abordées en partie en DEUG que nous
construisons cette double réflexion sur les problémes. Pour résumer, nos objectifs sont d'une part de
mettre au point des analyses des contenus facilitant la construction de problémes : il s'agit de
contribuer & mieux préciser certaines marges de manoeuvre mathématique des enseignants lorsqu'ils
ont & élaborer un texte de probléme répondant 4 des conditions données. D'autre part nous voulons
travailler & ce que les étudiants élaborent en méme temps, et grice aux mémes réflexions, une vue plus
globale sur certains contenus de DEUG, habituellement sources de difficultés, et souvent dispersés

dans les enseignements précédents.

3Qui sont abordés de plusieurs points de vue, sans recollement.



B) Les modalités

Ce module comprend 8 semaines de cours (6 heures), un stage en lycée (en bindmes), moitié
"filé" (une demi-journée pendant 4 semaines et une semaine, avec suivi d'une classe de lycée) et un
projet (qui peut étre en partie commun 3 deux étudiants).

Pendant les séances de cours, on travaillera & partir de problémes trés divers, a résoudre et 4
commenter aux différents niveaux qu'on va introduire (types de notions mathématiques en jeu,
niveaux de fonctionnement des notions, entrées dans le probléme, variables des énoncés, etc.).

Un certain travail sera demandé en dehors des séances, synthéses de questions déjd rencontrées,
résolutions et analyses d'exercices faisant suite aux cours, élaboration d'un probléme.

L'évaluation se fait sur trois notes : une note d'écrit (trois heures a la fin de I'année) - 60% de la
note finale, un projet (moins de 10 pages, tapé), en partic basé sur le stage, et permettant de faire
fonctionner les analyses de problémes effectuées pendant les cours et une soutenance orale du stage.

L'examen comportera d'une part une analyse d'exercice et d'autre part des exercices portant sur
les mathématiques ayant été approfondies pendant le cours.

Un projet classique consiste plus précisément en une description globale des contenus observés
pendant le stage, puis une analyse des exercices et problémes proposés aux éléves observés pendant
deux séances choisies du stage, avec analyse des exercices proposés dans le manuel correspondant, en

mettant en oeuvre les catégories introduites dans le cours de licence.

C) Programme

Contenus mathématiques :

* les quaternions, un exemple d'un corps non commutatif.

Révisions sur les différentes structures algébriques, les exemples élémentaires, et les théories qui s'y
rattachent.

* convergence uniforme - un exemple de notion ol il y a deux points de vue pour I'introduction,
révision des deux points de vue local/global en analyse

* nombres réels (et complexes) - des points de vue d'analyse, d'algébre et de géométrie,

révisions des principales définitions des sous-ensembiles importants de |R (décimaux, rationnels, etc.)

Notions introduites pour l'analyse et l'élaboration de problémes :

* types de notion, types de raisonnements |

* les cadres, registres et jeux de cadres et registres ;

* les niveaux de fonctionnement (technique, mobilisable, disponible) ;

* le travail de I'énoncé (découpage en questions, indications, application ou adaptation ou
transformation d'un théoréme, moyens de contrdle, type de production, etc.) ;

* I'élaboration de problemes a partir de documents existants (exploration d'une situation, exploitation
d'une situation, synthése d'énoncés disponibles, avec mise en évidence et déclinaison de paramétres,

adaptation d'un théoréme de niveau n a un niveau n-1).






Il Une double chronique

Introduction
Le cours d'algébre
Le cours d'analyse

Conclusion







Introduction : présentation des objectifs, des modalités et du programme ; éléments de

justification des choix.

1) Présentation des objectifs : une expérience ""en vraie grandeur" sur le rapport entre énoncé et
activité mathématique enclenchée.

Pour expliquer les objectifs du module, une expérience préliminaire est proposée : cing énoncés
différents d'un méme exercice sont présentés aux €tudiants, qui les cherchent, en groupes de quatre, et
expliquent ensuite les activités mathématiques enclenchées chez eux par ces énoncés. Voici ces
énonces :

a) Montrer que le produit de deux nombres qui s'écrivent comme somme de deux carrés d'entiers est
encore une somme de dewux carrés d'entiers.

b} Est-ce que le produit de deux nombres qui s’'écrivent comme somme de deux carrés d’entiers est
encore une somme de dewx carrés d'entiers 7

¢} En utilisant les nombres complexes, montrer que le produit de deux nombres qui s'écrivent
comme somme de dewx carrés d’entiers est encore une somme de deux carrés d’entiers.

d) Soient m, n, p et q des entiers. Est-ce gque le produit (m2 +n2)092 + qz) petut toujours s 'écrire
sous la forme 2 + 52, it r et s entiers ?

e) L’ensemble des nombres qui s’écrivent comme somme de deux carrés d’entiers est stable par

produit.

Une liste des mots clefs des activités mathématiques est établiec 4 partir des dires des étudiants et
complétée (puis distribude).

Mots clefs des activités mathématiques

Appliquer (calculer, appliquer des formules, un théoréme, une définition, une propriété, une
méthode)

Adapter

Chercher

(Re)formuler (modéliser, changer de domaine, d'écriture)
Reconnaitre

Se poser des questions

Faire des expériences (numériques, graphiques ...}
Rapprocher, mettre en relation, interpréter

Transformer

Vérifier

Rédiger

Démontrer

Expliquer



Choisir

2) Eléments de justification des choix
a) Enoncés de problémes et activités mathématiques de résolution du probléme sont liés de
maniére spécifique, par dela la situation mathématique étudiée.

L’énoncé d'un exercice ou d'un probléme constitue un enjeu pour l'enseignant dans la mesure ol
il est reli¢ de maniére variable & Iactivité¢ mathématique déclenchée chez les éléves a partir d'une
situation mathématique donnée. Un énoncé algébrisé enclenche davantage un travail algébrique qu'un
énoncé en frangais, un énoncé "ouvert" entraine plus un travail de questionnement, etc.
Par dela le “facile/difficile ", c'est cette variabilité¢ des énoncés, et les possibilités de choix des
enseignants gue nous vous proposons d’explorer en partie dans cet enseignement.

Donnons des exemples plus précis.

* Entre I'énoncé a) et b)ci-dessus, la différence des énoncés fait que I'étudiant se centre sur la
démonstration ou sur le résultat 4 montrer (question fermée ou non). Cette deuxieéme position peut
amener 3 reformuler la question ou & faire des expériences numériques pour se donner une idée, et
d'une certaine fagon & mieux cerner le probléme, qui est en quelque sorte ainsi retravaillé, reformulé,
plus approprié.
De maniére générale les questions qui aménent & reformuler, donc & décrire avec d'autres mots, ou &
centrer sur une propriété qui peut alors étre généralisée, permettent des mises en relation, ou des
rapprochements entre différents points de vue, ou différentes propriétés, ou différents domaines des
mathématiques. De méme les changements de domaines, les interprétations forcent 4 ce travail,

* Entre I'énoncé a) et 'énoncé c) une méthode est indiquée ou non {(indication de méthodes ou non).
La encore le travail est de ce fait autre, le questionnement sur une méthode permet encore une
reformulation, une prise de distance, pour rapprocher de quelque chose de connu. Cependant
I'application d'une méthode indiquée n'est pas toujours immédiate.

* L'énonce €) est général, et pourrait amener 4 une recherche sur des propriétés d'ensembles, alors que
les autres aménent 4 des solutions locales, sur. les éléments.

* La différence entre les énoncés d) et les autres tient 4 'écriture : 'exercice est déja formalisé, ce qui
peut modifier le travail des étudiants, encore plus entrainés a adopter le registre algébrique.

* Plus généralement, plus un énoncé est découpé, moins les questions présentent d'étapes, plus le
travail qui reste 3 faire risque d'étre technique, travail d'applications d'une propriété a la fois,
(définitions, méthodes etc). De méme si I'énoncé porte sur un seul domaine, un seul registre (écriture).
Cependant méme la mise en oeuvre d'une propriété peut différer selon les questions : selon le cas
traité (particulier, générique), selon le nombre de choses a faire successivement (appliquer deux fois
de suite, adapter, transformer), selon qu'il y a ou non des choix 2 faire.

Dans ['utilisation des identités remarquables, il fallait par exemple ici bien regrouper les deux carrés

choisis pour retrouver le début d'un carré, et le faire deux fois.
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b) Pourquoi attacher de I'importance & ces facteurs ?

Nous faisons donc I'hypothése que l'enseignant a une marge de manoeuvre en ce qui concerne
ces énoncés, et que selon la mani¢re dont il utilise cette marge de manoeuvre en classe, dans les
exercices qu'il propose, les effets en termes d'apprentissage peuvent différer pour un certain nombre
d'éléves.

De plus nous admettons qu'un certain nombre d'activités mathématiques sont intéressantes 3
déclencher. Par exemple, il y a une différence selon nous entre appliquer une propriété parce que
I'énoncé le suggére, adapter les données pour appliquer une propriété indiquée, et décider d'appliquer
une propriété alors que I'énoncé n'y fait aucune allusion (a) avec les complexes). En effet le travail
mathématique qui conduit a ce dernier niveau peut contribuer a dégager du sens, ou & organiser les
connaissances correspondantes, parce qu'il y a eu des mises en relation faites par I'étudiant
Or un tel travail ne peut avoir lieu sur n'importe quel énoncé : tout énoncé peut méme devenir une
suite de demandes d'applications techniques...

Certes la variable "énoncé", relative a une situation mathématique donnée, n'est pas une
variable isolée : par exemple un énoncé qui permet aux éléves de se questionner, avec un enseignant
qui ne laisse pas suffisamment de temps pour chercher, ou qui intervient sans arrét, n'enclenche peut-
étre pas de questionnement réel. Mais ceci n'est pas notre histoire actuelle.

Plus en smont, dans notre théorie cognitive des apprentissages mathématiques, issue de
théories comme celle de Piaget, mais spécifiée aux mathématiques (cf. didactique) trés
schématiquement, il y a deux types d'activités fondamentales : les activités qui permettent de passer
des énoncés généraux 4 des applications variées, et réciproquement (si possible), et les activités qui
permettent de mettre en relation, d'organiser des connaissances (entre elles). Activités sous-entend ici
qu'il y a engagement des éléves dans le travail, et pas seulement une mise en oeuvre automatisée, ou
une mémorisation ou une imitation totale, cela sous-entend également un questionnement & certains
moments, par exemple, voire des initiatives.

11 s'agit donc de pouvoir proposer des questions qui peuvent enclencher ces activités variées,
plus riches que les seules applications isolées (qui sont aussi indispensables !). Ce peut étre parce que
les questions sont ouvertes (et aménent des questionnements de type conjectures, ou recherches de
méthodes), ou parce que les résolutions ne sont pas immédiates, et font fonctionner plusieurs

domaines, plusieurs écritures, ou plusieurs outils, ou un outil a transformer.

Ainsi, les constructions de problémes peuvent faire intervenir trois types de facteurs

* Des éléments permettant de catégoriser a priori les mathématiques & enseigner (selon les
programmes), type de notions, types de raisonnements, cadres, registres...

* Des éléments permettant de caractériser les mises en oeuvre demandées, et en particulier la part
d'initiative laissée aux étudiants :

- différents niveaux de fonctionnement (technique, type "gammes”, ou plus complexe} en ce qui

concerne les mises en application de propriétés,

M



- différents types d'entrées dans un probléme (conjectures 4 €lucider par analogie, ou
expérimentalement, interprétations pour retrouver du connu, changements de domaines,
modélisations...).

- différents types de productions (€crites, orales, graphiques, numériques, générales)

* Une liste des variables sur lesquelles jouer dans un énoncé de probléme : ouvertures des questions,
découpages et enchainements, indications, choix du domaine d'application d'une propriété,
changements de domaine ou de registre, application d'une propriété isolée, reconnaissance de
propriétés, adaptation ou transformation de propriéiés, travail sur cas particulier ou sur cas général,

travail sur exemples, moyens de contréles internes a ['énoncé, etc.

3) Présentation des modaliiés et du programme du module (cf. introduction générale ci-dessus).
Cette introduction est exposée aux étudiants.

Sont alors distribués aux étudiants 1a liste des notions qui vont intervenir dans l'analyse d'énoncés (cf.
ci-dessus) et les trois types de facteurs cités dans le paragraphe précédent comme variables de la

construction de problémes.
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A) Le cours d'algébre

Formes et contenus de l'enseignement (généralités)
I Les quaternions : séance par séance, documents joints : énoncés sur les quaternions, éléments pour
l'analyse d'énoncés, résumés de cours et texte de I'exercice & remetire, €laborations d'énoncés non

strictement "techniques"”

II Décimaux, rationnels et développements décimaux : énoncés et €léments de corrigés.






Le cours d'algébre

Gestion des séances
Le travail de résolution de problémes et d'analyses d'énoncés, pendant les séances, s'effectue en petits

groupes de 4, il y a souvent un petit travail 4 la maison & préparer (corrigé en début de séance).

Documents joints (au fur et & mesure de la description des séances)

* Le probléme sur les quaternions et les trois autres énonceés.

* Rappels sur les structures algébrigues (un distribué avant la résolution du probléme, I'autre aprés).
* Les documents sur les analyses d'énoncés et les comparaisons.

* Les documents distribués pendant les moments d 'exposition des connaissances.

* Le texte du probléme & la maison.

* ] es textes sur rationnels et développements décimaux.

Les contenus mathématiques : quaternions et développements décimaux

I Quaternions

Un travail sur les quaternions est prévu sur 6 séances : il est fondé sur la résolution d'un "grand"
probléme (synthése sur les quaternions) et sur des analyses (comparatives) d'énoncés issus de ce
probléme.

Nous allons décrire successivement le probléme initial et le travail de chaque séance.

1) Le probléme sur les quaternions

Ce probléme comporte cing parties (le texte est joint ci-aprés).

11 s'agit de présenter le corps des quaternions dans diverses présentations isomorphes (couples de
complexes, matrices carrées d'ordre 2 4 coefficients complexes, matrices engendrées par 4 matrices
particuliéres, couples {scalaire, vecteur de IR3}) et de montrer, en utilisant les quaternions, le
morphisme de SU(2) - isomorphe aux quaternions dits unitaires - dans SO(3).

La premiére partie consiste a (faire) démontrer que l'ensemble des quaternions, défini des 4 maniéres
envisagées, est un corps non commutatif et une algébre de dimension 4 sur R, les 4 définitions
correspondant & des ensembles isomorphes.

Cette partie permet de réviser plusieurs structures algébriques (espace vectoriel, groupe, anneau,
corps, algébre) et de metire en fonctionnement certaines propriétés algébriques (notamment sur les
bases, l'inversibilité des matrices, le transport de structures). Un document de rappel de ces structures,
distribué aux étudiants, est joint.

La deuxiéme partie permet de travailler sur des sous-ensembles remarquables du corps des
quaternions, les quaternions purs et les quaternions unitaires.

La possibilité de choisir une présentation des quaternions parmi les 4 qui ont été données ouvre un

certain éventail de démonstrations, qui restent cependant assez techniques.
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La troisi¢éme partie, du méme style que la précédente, est une étude plus détaillée des quaternions
unitaires {dont I'ensemble est isomorphe & SU(2)).

C'est dans la quatriéme partie qu'on fait établir le morphisme entre SU(2) et SO(3), en faisant
intervenir les quaternions unitaires et purs. La démonstration est découpée et guidée, ef reste assez
difficile & concevoir globalement lors de la résolution des différentes étapes.

La cinquiéme partie est une petite application a l'arithmétique.

16



Les quaternions - corps non commutatif, algébre de dimension 4 sur |R...

1 Définitions et premiéres propriétés
1) Le point de vue sous-ensemble de c?
a) Montrer que C? muni de I'addition naturelle est un groupe commutatif.
b) Est-ce que Ia loi interne définie par, pour tout (zj , wj) de c?
(z1,w1) (Z2 , w2) = (2172, W1W2)
est telle que C? - {0,0}, muni de cette loi, soit un groupe ?
¢) On définit une autre deuxiéme loi par, pour tout (2 , wj) de C2:
(zy, W) (22 , W2) = (2122 - WiW2 , 21 W2 + W1 Z3).
Montrer gue 2 muni de I'addition "naturelle” et de cette deuxiéme loi est un corps non commutatif,
noté A.
d) Montrer que I'application de C dans H qui 4 z associe (2,0) est un morphisme injectif de corps.
Montrer que, si A appartienta[R, (A, 0) (z, W)=z, 2 w)=(z,w)(A,0).
¢) On appelle N(zw) le réel (212 + fw|2 ), identifié 2 I'élément (2|2 + w2, 0).
Montrer que, si un élément {z,w) est donn¢, non nul, I'éguation
(z W) (Z, w)=N(z,w)
admet une solution unique, notée (z,w)*, que 'on explicitera en fonction de z et w.
Montrer les égalités suivantes, pour tous (z ,w), (Z', W'} ...
N(z,w)=(z,w)(z,w)*=(z,w)* (z.w)
[z, W) (&, )" =@, w)* 2, )"
Ni((z, w) (', w)] =Nz, W) N(Z', W').
f) En déduire que le produit de deux sommes de 4 carrés d'entiers est encore une somme de 4 carrés
d'entiers.
2) Montrer que si on veut démontrer que tout nombre entier positif s'écrit comme la somme de 4
carrés d'entiers (théoréme des 4 carrés), il suffit de le démontrer pour les nombres premiers.

Examiner les entiers 2, 3, 5, 7 et 11. Pourrait-on envisager un théoréme des 3 carrés ?

2) Un point de vue matriciel 7
On définit 'ensemble H des matrices carrées d'ordre 2 de la forme
M=agl +aj E| +ap Ep +a3 E3, o les aj sont des réels, T est la ma.tric«::(:7 O)et
1

TS
Pour simplifier les notations, on remplacera éventuellement I par Eq.
De quelle algébre de matrices H est-il sous-ensemble ?
Donner la forme générale des matrices de H.
a) Montrer que H est un espace vectoriel de dimension 4 sur IR.
b) Démontrer les égalités suivantes, pourk=1,2,3

EqgEx =ExEp =Ek
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E1 Ep= -E9 E] =E3, et les 2 égalités obtenues par permutation circulaire des indices
Ex~ =-Eg
A quoi peuvent servir ces égalités 7
¢) Montrer que le sous-ensemble de H formé des 8 éléments (E;, -E;) pour i €{0,1,2,3} est un sous-
groupe non commutatif dont tous les éléments sauf +Eq sont d'ordre 4.
d) Montrer que H est une algébre sur [R. H est-il un corps ? N
¢) Pour tout M de H, on définit M* = agl -aj E;-apEp-azE3 et N(M) =L§a12 .

Montrer que M* = tM

Montrer que MM* = M*M =N(M)E .

Calculer N(AB) en fonction de N(A) et N(B).

Montrer que toute matrice M non nulle de H est inversible.

En déduire que H est un corps non commutatif.

f) Comparer les deux démonstrations du fait que H est un corps.

£) Y a-t-il des questions que I'on peut enlever dans cette partie IT (et avec quelles conséquences) ?

3) Le recollement des points de vue

Montrer que A et H sont des corps isomorphes.

On appelle quaternion un élément de H ou H.

Montrer que, si (z,w) et M se correspondent dans l'isomorphisme entre HetH, on a
N(M)=N(z, w)=detM (norme du quaternion)
et M* =(z,w)* =M (conjugué du quaternion).

Cet isomorphisme est-il aussi un isomorphisme d'algébres (sur quel corps) ?

Pourquoi le mot norme est-il utilis€ ?

4) Un dernier point de vue, géométrique.

On appelle E l'espace euclidien orienté IR3 (muni du produit scalaire usuel, et d'une base orthonormée
directe). On considére 'ensemble H de |Rle3 muni de l'addition canonique et de la multiplication
suivante : pour tous (t;, Vi) de H, (i = 1,2), on pose
(t1,V1)(t2,V2) = (t1t2 - V1.V2, 1 V2 T oV + V1 AVY)

Retrouver les structures de H.
La définition des lois sur H est-elle "intrinséque” ?
Est-ce que H est isomorphe 4 H et H ?

Comment s'expriment la norme, le conjugué, et 'inverse de (t,V), supposé non nul ?

3) Un bilan

a) Combien faut-il se donner de nombres (réels, ou complexes) pour déterminer un quaternion ?
Exprimer un méme quaternion de 4 fagons différentes, en précisant & chaque fois ce qui est donné au
départ.
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Dorénavant, il y a lieu de choisir un point de vue pour résoudre les questions posées.

b) On appelle ¢ le quaternion élément neutre pour la muitiplication, et on note q un quaternion

quelcongue.
Résoudre q2 =g, q2 = -e.
¢} Trouver le centre de H.

II Quaternions unitaires, quaternions purs et SU(2).

Pour tout quaternion A, on pose S(A) = (A + A*%)/2.

On appelle quaternion unitaire un quaternion A tel que N(A) = 1.

On appelle quaternion pur un quaternion A tel que ag =0 .

Donner des exemples numériques de quaternions pur, unitaire, pur et unitaire : dans chaque cas, on
indiquera plusieurs formes (matricielle, développée sur la base Ej, etc.), la trace du quaternion, sa
norme, son conjugué et, s'il y a lieu, son inverse .

1) Vérifier que S(A) =(1/2) tr(A) .

2) a) Montrer qu'un quaternion A est pur si et seulement si S(A) = 0, ou encore si et seulement si

A =-A*, Calculer A2,

b) Démontrer que I'ensemble Hy des quaternions purs est un espace vectoriel de dimension 3 sur R.
On appelle ¢ I'isomorphisme canonique de Hy sur IR3.

3) Montrer que l'ensemble des quaternions unitaires peut étre muni dune structure de groupe
multiplicatif.

4) On définit SU(2) comme l'ensemble des matrices U de M(C) vérifiant tOU =1 (on dit aussi
unitaires) et de déterminant 1. Donner la forme générale d'une matrice de SU(2).

Est-ce génant d'avoir utilisé le méme mot (unitaire) pour deux objets a priori différents ?

5) Montrer qu'il y a équivalence, pour un quaternion pur U, entre

i} U est unitaire

f) U2 =]

iii) a2 +ap2+a32 =1.

6) Montrer que tout quaternion pur peut s'écrire X = 38U o U est un quaternion pur et unitaire et  est

un réel tel que 82 = detX.

7) Soient U et V deux quaternions purs ; on pose $(U) =u et (V) =v.

Montrer qu'il y a équivalence entre

DUV+VU=0 et ii) uv=0

Comment s'interpréte cette condition i) dans |R3 ?

Montrer que si U et V vérifient I'une des conditions ci-dessus, et sont unitaires, si W = UV, alors W

¢st pur et unitaire et u,v,w forment une base orthonormée directe de |R3.

Donner un exemple numérique de tels quaternions.

8) La question 5) est-clle bien posée ?
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III Structure des quaternions unitaires
1) Montrer que si A est unitaire, il existe un réel a tel que
A=cosal +sina U , ol U est pur et unitaire.
Est-ce que cette représentation dépend d'une base de H ?
Montrer alors que A = cos(no) I + sin(nee) U
et A-l= cosal -sina U
Déterminer o. et U dans le cas du quaternion B = 1/2(Eg + Ey + Eg + Ej3) (vérifier d'abord qu'il est
unitaire).
2) Montrer que tout quaternion unitaire est le produit de deux quaternions purs et unitaires : on
utilisera la décomposition précédente et la question 7) I1.
Faire le calcul pour le quaternion B de la question précédente.
3) Trouver tous les éléments de H qui commutent avec tous les quaternions purs. Trouver tous les

quaternions unitaires qui commutent avec tous les quaternions purs.

IV Morphisme de SU(2) sur SO(3)
0) Montrer que pour deux matrices M et N de M>(C) on a tr(MN) = tr(NM).
On rappelle que les éléments de SO(3) sont les matrices carrées d'ordre 3 réelles telles que tMM =T et
det{M) = ! (matrices orthogonales directes, associées aux rotations de IR3 dans lui-méme).
Donner la forme réduite d'une matrice de SO(3}.
1) On se donne A quaternion unitaire et on considére I'application
Yy Hp—> H
X > AXA"]
a) Montrer que Hy est stable par v.
b} On pose $(¥(X)) = x' =p(x).
Montrer que p est une isométrie de ER3.
c) Déterminer p si A est de la forme xql.
d) Sinon, on pose A = cosBl + sinBU, ot U est pur et unitaire.
Déterminer y(U) puis I'image u' de y(U) par ¢, soit p(u).
On appelle v un vecteur orthogonal 4 u de norme 1, et V son antécédent (par ¢). Et on définit W par
W=UV.
Montrer que, si on pose W = ¢(w), la base (u,v,w} est une base orthonormale directe.
Déterminer V', image de V par v, en fonction de V et de W.
En déduire que v' se déduit de v par une rotation p, fonction de A, notée pA_ dont on précisera
'angle-
3) Pour le quaternion B introduit en III, trouver y(B), b, p(b) et pg.
4) On définit donc une application p de SU(2) dans SO(3) en associant & A unitaire la rotation pp
précédente.

Montrer que p est un morphisme de groupes, surjectif et déterminer son noyau. Conclure.



5) Montrer que si A est pur et unitaire, pa est un demi-tour. Retrouver un résultat précédent.
6) On note R(w,B) la rotation de |R3, d'angle 9, et d'axe w.
Trouver R(e3,8)0R(e2,0)0R(¢e,0) . Traiter le cas particulier ot 8 = /2.

7) Peut-on enlever ou ajouter des questions ?

V Application & I'arithmétique

On appelle quaternion entier un quaternion qui s'écrit ag I +ay Eq + agp Ep + a3 E3 avec aj tous de
la forme p (p € Z) ou 1/2(2n+1) (n €Z).

On rappelle qu'on a posé B = 1/2(Eg + E1 + Ep + E3).

1) Montrer que si q est entier, N(q) est dans |N.

Montrer que la somme de deux quaternions entiers est un quaternion entier.

2) Montrer qu'il v a 24 quaternions unitaires entiers.

3) Montrer qu'un quaternion de la forme kgb + Zk;E; (1 i < 3), ol kg et k; sont des ¢léments de Z,
est entier.

Réciproquement montrer que tout quaternion entier peut s'écrire sous la forme kgb + TKiE; (1 €15 3)
ou les k; sont des éléments de Z.

En déduire que le produit de deux quaternions entiers est entier.

Questions sur le probléme

Chercher toutes les questions ol intervient la notion de "groupe”.

Est-ce seulement & des fins d'étiquetage, de reconnaissance, y a-t-il seulement a appliquer la définition
ou des propriétés (technique) ou y a-t-il une autre mise en fonctionnement ?

Citer une connaissance qui a l'air "disponible” dans cet énoncé, c'est & dire qui doit étre utilisée sans
avoir été citée explicitement.

Comparer divers énoncés de problémes sur quaternions.
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Groupe

Loi interne, associative, élément neutre, tout élément admet un symétrique
Commutatif ou non

Possibilité de résoudre a*x =b

Sous-groupe, morphisme

Exemples

Anneau

groupe commutatif, deuxiéme loi interne, associative, distributive par rapport a la premiere (élément
neutre). Commutatif ou non.

Possibilité de travailler sur ax + ..+ g

Caractéristique d'un anneau : le plus petit entier tel que pl =0

(entier premier si l'anneau est intégre).

Arithmétique (anneau euclidien, principal, factoriel)

Sous-anneau, idéal, morphisme

Exemples

Corps

anneau unitaire, tout élément non nul admet un symétrigque pour la deuxiéme loi.

Commutatif ou non.

Possibilité de résoudre ax +b = 0

Caractéristique d'un corps (méme définition) - si la caractéristique est nulle, I'équation rx=b, our
entier ou rationnel, a une suele solution.

Extensions de corps (résolutions d'équations)

Sous-corps, morphisme

Exemples

Espace vectoriel sur un corps K

Groupe commutatif, loi externe telle que 1L.x =x, u(X +y) =ux +uy, (U + V)X =ux + vx, (uv)x =
w(vx).

Possibilité de travailler sur des combinaisons linéaires.

Modules

Sous-espace vectoriel, morphisme (application linéaire)

Exemples

Algébre sur un corps K
Espace vectoriel, et deuxiéme loi interne, et distributive sur la premiére, avec de plus

(uv) (xy) = (ux)(vy)

8i la deuxiéme loi est associative, anneau.

Si la deuxiéme loi admet un élément neutre (resp est commutative), I'algébre est unitaire (resp.
commutative).

Si l'espace vectoriel est de dimension finie, I'algébre aussi (méme dimension).

Sous-algébre, morphisme
Exemples
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2) Le travail de chaque séance
a) A chaque séance on propose aux ¢étudiants de résoudre une partie du probléme : la premiére partie
est abordée dans les deux premiéres séances, la troisiéme et la quatriéme dans les trois séances

suivantes. Une ou deux questions sont préparées (2 la maison) d'une séance sur l'autre.
b) Dans le méme temps, a chague séance, est proposée une réflexion sur ce qui a €té résolu par les

étudiants, 4 partir d'analyses d'énoncés de questions du probléme. On distribue en particulier trois

autres énoncés (niveau deug ou capes) sur les quaternions (documents ci-joints) et on les compare.
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SoitV un espace vectoriel enclidien orienté de dimension 3. On considére I'espace vectoriel
produit R x V, de dimension 4 sur R, dont les éléments sont les couples (z, 5’).

On définit sur R xV une multiplication par: (z, Tf’)(y, V) = (zy—ﬁ.v, ::I_/'+y?+?f/\"17)
ol U.V estle produit scalaire et TAV e produit vectoriel des vecteurs Tet V.

Cette multiplication a pour élément neutre e = (1, 6). L'espace vectoriel de R x V muni
de la multiplication est noté H et ses éléments sont appelés les quaternions.

Partie I

1. Déterminer les quaternions ¢ = (z, —If) tels que g2 = e puis ceux tels que g* = —e.

2. Soit -I", -f, K trois vecteurs de V.
a) Montrer que (?, 7, ?) est une base orthonormale directe de V si, et seulement si, les
trois guaternions i = (0, “f),j = {0, 7), k= (0, ?) vérifient : i = jP=—eetij=k.
b) Lorsqu'il en est ainsi, vérifier que ji = —k et calculer k2, ik, kj, ki, ik. Vérifier les 5 égalités
% =1i?, #j = i(ij), (if)i = i(ji), (i5)F = ij%, (i7)k = i(jk).
¢) En déduire sans autre calcul que la multiplication de H est associative. (On pourra utiliser
le fait (évident) que la multiplication est une application bilinéaire de 1 x H dans H.)

3. Etant donné un quaternion ¢ = (z, I_f.) , déterminer les quaternions r = (y, V) tels qgue
rq = gr. En déduire les quaternions g tels que rg = gr pour tout quaternion r ; ces
quaternions sont dits réels.

4. Montrer que I’addition et la multiplication de M lui conférent la structure de corps (non
commutatif).

5. A tout quaternion g = (T, ﬁ) on associe son conjugué J = (z, —ﬁ) et le réel
N =2+ T.T. Ainsi les quaternions égaux a leur conjugué sont les quaternions réels.

Les quaternions opposés & leur conjugué, c’est 4 dire de la forme (0, —I?) sont dits purs.
a) Exprimer les produits ¢g et gg en fonction de N{g).
b} Exprimer le conjugué gr du produit ¢gr de 2 quaternions g et r quelconques en fonction
des conjugués § et 7. En déduire N(gr) en fonction de N(g) et N(r).
¢) Montrer que les quaternions ¢ tels que N(g) = 1 forment un groupe pour la multiplication
des quaternions. Ce groupe est noté § dans toute la suite.
d) Montrer que pour tout quaternion ¢ non nul il existe un unique (p,u}oip€ Rl et u e §
tel que ¢ = pu.

6. L'application ¢ — /N{q) de H dans R est une norme euclidienne. Ceci permet de considérer
aussi dorénavant H comme un espace euclidien pour cette norme.
Soit ¢ = (0, ﬁ) et r = (0, V} deux quaternions purs. Exprimer le produit scalaire de ¢ et r
(pour la structure euclidienne ci-dessus de ) en. fonction de TetV.
Montrer ’équivalence des propriétés suivantes :
(i) q et r sont orthogonaux. (ii) gr est un quaternion pur. (iii) gr +rg=0.

Partie II

l.a)Soit#€Ret T un vecteur unitaire de V. On considére le quaternion s = {cos 4, sin 97’)

de S et Papplication ¢, : H — H,q — sgs™ 1.

= —
Montrer que si q = (z, U), et si ®,(g) = (=, U"), alors = = 2’ et U" = R,(TU) out R, est
une rotation de V, ne dépendant que de g, laissant 7 fixe, et dont on précisera Pangle.
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114 Deuxiéme épreuve 84

b) Vérifier que par s — R, on établit un morphisme surjectif du groupe S sur le groupe
O+ des rotations de V. Quel est le noyau de ce morphisme 7 En déduire un isomorphisme

faisant intervenir les groupes S et O7.

.a) Montrer que si p et g sont des quaternions purs de §, alors il existe un quaternion s de
S tel que ¢ = sps™!. Le quaternion s peut-il étre choisi pur ?
b) Démontrer que tout quaternion pur de § est produit de 2 quaternions purs de S.

.On se propose de démontrer qu'il existe un seul morphisme de O* dans S. Pour cela on
considére la partie T de O* formée des rotations d’angle m.

a) Soit 1 un morphisme de O+ dans S. Montrer que : Vo € L, ¢{o) =eou ¢(0) = —e.
b) Montrer que : ¥(c,0') € ¥2,30" € £, o/ = 0"ogo0”. En déduire que : (o) = ¥(a’).
¢) Montrer que $(0%) = {e}.

. Soit G un sous-groupe distingué de S. On suppose que G contient un élément distinct de e
et de —e. On se propose de démontrer que G = 5. On pourra utiliser qu'un sous-groupe G
de S est distingué si, et seulement si, ¢s5(G) C G pour tout s de S.

a) Montrer & l'aide de I1.2. que si G contient un quaternion pur, alors G = §.

b) On considére deux quaternions purs i et j de S orthogonaux (selon la définition donnée
en 1.6.) et k = ij = —ji. On suppose que G contient un quaternion ae + bi, olt a et b sont
deux réels non nuls (avec a? + b = 1). Montrer que G contient ae + bj, puis a’e + ci, avec
e = by/1 + a?. En déduire que G contient un quaternion s = ae + Fi ott & et 3 sont deux

réels tels que 0 < a £ ﬁ Montrer que G contient un quaternion pur. (On le cherchera

sous la forme sgs—1g~!, ol ¢ = ze + yj, avec z,y réels, est un élément de S.)
¢) Montrer que G = S. En déduire que Ot n’a pas de sous-groupes distingués non triviaux.

Partie II1

, Vérifier que 'application ¢, : ¢ — sgs~! est un automorphisme du corps et de I’espace
vectoriel H.

. Soit 7 un morphisme du corps des réels dans lui-méme (en particulier, on a 7(1) = 1).
a) Montrer que 7(r) = r pour tout rationnel.
b) Montrer que si z € RY, il en est de méme de r(z). En déduire que 7 est croissant.

¢} Montrer que T est 'identité.

. Soit 4 un automorphisme du corps H des quaternions.
a) Montrer que u laisse stable I'ensemble des des quaternions réels, puis, qu'il laisse fixe tout
quaternion réel. En déduire que p est un autormorphisme de ’espace vectoriel H sur R.
b} Soit ¢ et r deux quaternions purs et orthogonaux de S. Montrer que u(g) et u(r) sont
encore purs, orthogonaux et dans 5.
Soit ¢’ et r’ deux quaternions purs et orthogonaux de §. Montrer qu'il existe un unique
automorphisme du corps H transformant g en g etrenr
c) Montrer qu'il existe un s de S tel que u = ¢s.

Partie TV

. On considére une base orthonormale (e, i, j, 1j) de H.
g) Soit r = ae + b oll {a,b) € RZ et a2 + b2 = 1. Montrer que l'application §, de H dans
lui-méme définie par é.(q) = rq pour tout quaternion g est une transformation orthogonale
directe de 'espace euclidien X en donnant sa matrice dans la base {e,1,7,%7).
Montrer plus généralement qu'il en est de méme pour I'application &, , de H dens lui-méme
définie pour tous r et s de S par 6. ,(q) = rqa™! pour tout quaternion g.
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Enoncé

b) Vérifier que par (r,s) — &, on établit un morphisme surjectif du groupe produit

S x S sur le groupe 2 des transormations orthogonales directes de l'espace euclidien H (on
pourra utiliser le fait que, d'aprés le I1.1.b), les éléments de {2 qui laissent e fixe sont les ¢5)
Quel est le noyau de ce morphisme ?

En déduire un isomorphisme faisant intervenir § x § et .

.a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les quaternions r et s pour que &, , soit
une involution distincte de [dy (identité de H) et de —fdx.
b) Montrer que tout élément de (2 est produit de deux symétries orthogonales de H par
rapport & des plans vectoriels.
¢) En déduire les morphismes de (! dans Sx38S.

.2) Donner un exemple de groupe produit G x G possédant un sous-groupe distingué qui
n’est pas le produit Hy x Hy de deux sous-groupes distingués H; et Hy de G.
b) Dans toute la suite K est un sous-groupe distingué du groupe produit § x 5. On note
K, et K3 les images respectives de K par les applications (r,8) — r et (r,s) —» sde S x §
dans §. Vérifier que K; et K2 sont deux sous-groupes distingués de S et que K est un
sous-groupe distingué de K x K.
¢) Déterminer K lorsque K = {e}, puis lorsque K, = K; = {e, —e}.
d) montrer les résultats suivants :
(i) S'il existe un quaternion pur p tel que (e, p) soit un élément de K, alors {e} x S est inclus
dans K. En déduire qu’alors K = K| x K».
(ii) S'il existe un quaternion pur p tel que (—e, p) soit un élément de K alors il existe un

quaternion pur p’ tel que (e, p’) soit dans K.

(iii} il existe un quaternion non réel s tel que (—e, s} soit un élément de K, alors il existe
un quaternion pur p tel que {e, p) soit dans K.

(iv) 8i K, = K3 = S, alors il existe un quaternion non réel s tel que (—~e, s} soit dans K {on
pourra considérer le carré d'un élément (p,7) de K, avec p pur.)

e) Donner le nombre et la liste des sous-groupes distingués de S x S, puis de 1.
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i) La premiére séance permet ainsi d'introduire différents niveaux de mises en fonctionnement de
certaines notions : ainsi pour montrer une structure de groupe, on a le choix entre dérouler les axiomes
de groupe ou montrer qu'on a un SOUs-groupe, c¢ qui est plus économique. Comme I'énoncé ne précise
rien, ce choix doit étre pensé par les étudiants, ce qui correspond 4 une connaissance supposée
mobilisable, ou peut-&tre rendue mobilisable par cette expérience, commentée par I'enseignant.

Peu d'étudiants pensent seuls a la structure de sous-groupe.

De méme l'existence d'un inverse pour la loi multiplicative améne & résoudre un systéme de deux
équations 3 deux inconnues. Mais les étudiants peuvent ne pas reconnaitre qu'il y a un systéme et
résoudre de maniére élémentaire et longue (substitution). L3 encore, si la reconnaissance d'un tel
systéme n'est pas disponible, cette résolution (choix maladroit puis explicitation du meilleur choix)
peut contribuer a I'apprentissage de cette reconnaissance, c'est du moins ce que nous analysons avec
les étudiants.

ii) Aux deuxiéme ct troisiéme séances, on aborde les descriptions globales d'un probléme ("portrait”
du probléme) et on donne des éléments de vocabulaire pour décrire des énoncés (documents joints).
On analyse aussi quelques questions de maniére détaillée, en faisant intervenir les niveaux de
fonctionnement déja introduits, et on compare deux énoncés sur la méme situation mathématique
(structure de corps des quaternions). '

Voici la grille générale et un exemple de ces analyses et comparaisons sur le probiéme en cours.






Quelques interrogations "techniques” qu'on peut utiliser systématiquement devant un énoncé
Globalement est-ce que les objectifs du probléme apparaissent ?

Pour chaque question on peut s'interroger sur :

* Quverture/fermeture (aussi bien sur la question posée que sur les méthodes)

* Découpage : peut-on supprimer des questions, faut-il en ajouter ?

* Mises en fonctionnement des notions visées : sont-elles techniques ou non ? Sinon quel degré de
transformation est nécessaire ? Certaines notions doivent-elles étre disponibles ?

* Moyens de contrdle (internes) : y en a-t-il ? indiqués ou non ?

* Quelles initiatives pour les ceux qui résovent ? y a-t-il des choix & faire ?

Rédaction du probléme * est-ce que tout ce qui est introduit est bien défini ?

* est-ce que les notations sont introduites au bon moment ?

* gst-ce qu'on ne suppose pas implicitement des existences, des unicités etc. ?

* y a-t-il des ambiguités (loi non précisée par exemple) ?

Pour comparer plusieurs énoncés sur la méme situation mathématique

1) Lisibilité "superficielle” : est-ce qu'a la simple lecture on comprend l'objet (les objets) du probleme
les objectifs sont-ils annoncés ? A la simple lecture y a-t-il des différences de "facilité"” ? Pourquoi ?
Dans les énoncés, y a-t-il des commentaires, un titre, une "morale” ?

Y a-t-il des questions qui sont utilisées pour déboucher sur "autre chose" ? Quelles sont les questions
"terminus" ?

2) Est-ce que les contenus mathématiques abordés sont les mémes (préciser les différences) ?

Pour cela, "raconter” pour chaque probléme ce qui est démontré, et comparer (on pourra faire un
"graphe" de I'enchainement des questions).

Déterminer des parties analogues (arrivant au méme résultat mathématique), des questions analogues.
3) Sur des parties analogues, le découpage, la taille des étapes, et l'ordre des questions sont-ils les
mémes ?

4) Pour des questions analogues, comparer I'énoncé de la question : entrée dans la question et
ouverture, indications (méme implicites), production attendue, nature des mises en fonctionnement
attendues, du raisonnement attendu. En particulier, y a-t-il des changements (de cadres, de registres,
de points de vue) - et & la charge de qui sont-ils ? Y a-t-il des exemples, des cas particuliers ?

5) Les notations sont-elles équivalentes ?

6) Y a-t-il des différences dans les prérequis supposés ?

7) Prendre une ou deux notions qui sont sollicitées dans les différents problémes et comparer dans
toutes les questions les mises en fonctionnement attendues.

8) Globalement, dans chaque texte, quelles initiatives sont nécessaires, sont possibles ? Dans quelles
questions y a-t-il possiblité d'utiliser plusieurs méthodes ? Quels moyens de contrble possibles ?
Pouvez-vous détecter des connaissances supposées disponibles ? y a-t-il des ambiguités, des implicites

dans les énoncés ?
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9) Attribuer 4 chaque énoncé quelgues objectifs possibles (globalament) et comparer les différents

textes. Revenir sur l'impression de facilité du début, 3 quoi pouvez-vous l'associer ?



Quelques éléments de vocabulaire spécifique pour analyser un probléme : I'exemple des
quaternions

A propos de notions mathématiques

Le probléme porte sur un exemple de structure (groupe) et non sur un théoréme ou une propricté.
Degré de généralisation de ce qui est travaillé par rapport & ce qui est connu :

Par exemple dans le probléme sur les quaternions, on généralise des exemples de corps dja
rencontrés.

En revanche les structures a mobiliser sont connues, il n'y a pas de recours a une quelconque
unification d'éléments antérieurs.

Formalisme : dans le probléme sur les quaternions, rien de nouveau (sauf le nom)

Conséquence didactique : c'est un cas oll on peut proposer un probléme pour introduire I'exemple,
sans toutefois faire découvrir la deuxiéme loi.

Pourquoi ces questions : A cause de l'importance de la maniére d'introduire le nouveau, du lien avec ce
qui est connu, pour donner du sens aux notions, grice au travail de résolution.

Registres
Ce sont des modes de représentation symbolique (des modes d'écriture) d'une méme notion.
Ici on a deux registres algébriques : CxC et Ma(C), et un registre géométrique (RxR3).

Pourquoi s'intéresser a ce caractére :
Parce que le travail de passage de 'un 4 l'autre, si on arrive 2 l'organiser, permet souvent de donner
plus de sens. Cela permet des mises en relation.

Cadres
Ce sont des domaines d'intervention différents pour une méme notion.
Ici on a affaire aux cadres algébrique et géométrique.

Pourquoi s'intéresser a ce caractére

Parce que 13 encore le travail de passage de I'un  ['autre, si on arrive & l'organiser, permet souvent de
donner plus de sens (mises en relation).

De plus, c'est souvent un moyen de travail de l'expert.

Niveaux de mise en fonctionnement

* technique : mise en fonctionnement isolée, indiquée, sans adaptation (type "gamme")

* mobilisable : il v a une adaptation, mais indiquée, ce peut éte une double utilisation, ou une
utilisation non isolée, efc.

* disponible : il faut penser tout seul 3 utiliser ce qui est en cause.

Dans le probléme, par exemple, dans la question de la stabilité des sommes de 4 carrés par produit, on
devait interpréter cette somme en terme de N (z,w) : cette reconnaissance induit un fonctionnement de
type mobilisable de la définition de N(z,w).

La notion de groupe est 4 utiliser de maniére technique dans "montrer que...", en revanche la mise en
focntionnement en est supposée disponible dans la résolution de ax = b.

La reconnaissance d'un systéme linéaire est supposée disponible, la définition du produit vectoriel est
supposée mobilisable.

Mots clefs : Explorer / exploiter une situation

‘est-ce qui fonctionne ? Pourquoi faire 7 Comment ?
q q
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Portrait du probléme sur les quaternions (premidre partie)

* On présente I'ensemble des quaternions et ses structures de trois maniéres différentes et on les met
en relation. Il s'agit donc d'un exemple généralisant des ensembles de nombres déja connus. Ni
formalisme, ni théorie nouvelle.

* Plus précisément, on commence par présenter les quaternions comme CxC muni des deux lois qui en
font un corps non commutatif.

On introduit pour chaque quaternion la norme et le conjugué (sans les nommer) et cela permet
d'exprimer l'inverse.

On déduit la stabilité des sommes de 4 carrés d'entiers, et on prépare le théoréme des 4 carrés...
{conséquence).

- Puis on définit les quaternions comme sous-cnsemble de My(C) de deux manicres différentes, en
faisant retrouver la structure de corps et en rajoutant celle d'algébre de dimension 4 sur R.

On introduit dans ce nouveau registre norme et conjugue.

Mais on ne fait pas communiquer les deux registres.

- Enfin on introduit les quaternions comme (RXR3), dans un cadre géométrique donc.
On fait retrouver la structure de corps et on introduit norme et conjugué.

- La demiére partic de ce bloc permet de se poser la question de la communication entre ces
définitions, on annonce que ce sont des isomorphismes.

On fait travailler cette pluralité de représentation en posant deux questions ot I'étudiant doit choisir
un registre pour travailler.

* Question par question : on en choisit certaines.

I 1) le point de vue CxC

a) On utilise la structure de groupe additif de C pour passer aux couples (prérequis suppos¢
disponible).

b) On adapte les propriétés de groupe pour trouver que ce n'en €st pas un,

<) mise en fonctionnement technique (fastidieux) des définitions d'un corps.

Pour trouver I'existence d'un inverse, utilisation de résolution de systéme (supposée disponible)

d) mise en fonctionnement technique des définitions de morphisme et d'injectif.

e) Résolution d'une équation ax= b dans un groupe {supposée disponible)

Calculs (mise en fonctionnement technique des nouvelles opérations définies plus haut).

f) interprétation de la définition de N(z,z'), avec adaptation au cas des seuls entiers (mobilisable).

g) adaptation d'une propriété qui vient d'étre démontrée. Décomposition en facteurs premiers supposée
disponible,

expérience numérique. disponibilité du questionnement sur l'unicite.

2) a) Connaissance du fait que Mo(C) est une algébre supposée disponible.

Travail technique sur matrices (somme, produit, muitiplication par scalaire supposés connus)...
Adaptation a 'ensemble de la caractérisation de sous-espace vectoriel et de dimension (il faut ajouter
la liberté du systéme générateur, a reconnaitre).

b) Travail technique sur matrices.

Questionnement : est-ce que la notion d'anneau va étre mobilisée ?

¢) Technique : sous-groupe, ordre d'un élément.

d) Technique sur algébre et corps, mais trés ennuyeux pour l'inverse...

¢) premiers calculs techniques sur matrices, reconnaissance de I'inversibilité (mobilisable).

4) Mises en fonctionnement techniques de produit scalaire et produit vectoriel, a adapter pour trouver
I'inverse.
On peut s'inspirer de ce qui précéde pour deviner.
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Réflexion sur le réle d'une base.

3) 4) fin, Mises en fonctionnement de la notion d'isomorphisme.: adapter pour proposer un candidat.
Une question de réflexion : sur le mot norme (prérequis & adapter).

5) a) Réflexion sur ce qui vient d'étre fait (interprétation, perte d'information, bilan).

b) ¢) choix de registre... indispensable.
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- Comparaison de deux énoncés : le probléme initial (pb1) et le probleme "TA 95" (pb2).

I Global

* Dans les deux énoncés, on présente I'ensemble des quaternions de plusieurs maniéres (deux ou trois)
et on fait démontrer qu'il s'agit d'un corps non commutatif et d'une algébre de dimension 4 sur R.

Le premier énoncé utilise un peu plus la structure (préparation du théoréme des 4 carrés) et présente
un point de vue de plus (registre).

Les titres sont différents : strictement liés aux résultats 4 montrer dans le 2), liés aux différents
registres dans le pb 1.

Ul y a plus de rappels préliminaires dans le pb2 (prérequis supposés disponibles dans le pb I).
Plus généralement, il y a plus de questions ouvertes, voire de réflexion dans le pb 1).
* Sont comparables les parties 2) du pbl et I du pb 2, 4) du pb1 et Il du pb 2.

I Parties comparables

*2)dupbletIdupb?2

Pour montrer qu'on a un anneau : laissé & un questionnement dans le 1), demandé explicitement dans
le 2}.
Mémes mises en fonctionnement techniques.

Ce qui differe, est Uinitiative des étudiants pour trouver la structure & utiliser, et pour traduire un
termes de loi interne un calcul.
Pour espace vectoricl, au lieu de donner précisément un systéme générateur, on le fait deviner en
l'écrivant formellement. Au lieu de demander la dimension, on demande une base (connaissance &
mobiliser sinon).
Méme démarche pour trouver l'inverse - on a fait calculer MM*, mais on n'indique pas de s'en servir.

*4)dupbl et dupb2
La structure d'anneau est explicitement déduite de ce qui a déja été fait dans le pb2). dans le pb 1)

c'est plus flou - on a intérét a s'en inspirer pour l'inverse.
En revanche cet inverse est indiqué dans le pb 2).
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iii) Aux quatriéme et cinquiéme séances, on ajoute une autre expérience : on fait un moment de

"cours" (exposition de connaissances). Les documents correspondants, distribués aux étudiants, sont
Joints.

Mais deux modalités sont pratiquées : d'une part, sont exposés deux théorémes (1 et 1') qui reprennent
ce qui a été cherché dans le probléme par les étudiants, d'autre part on expose un nouveau théoréme
(2). On illustre ainsi "en vraie grandeur" la différence entre une exposition de connaissances

suivant une recherche, ou la précédant.

La sixiéme séance permet de terminer le probléme, et de reprendre certaines comparaisons.

W)



3) Le cours

Pour introduire les quaternions, discussion : par quel ensemble commencer ? quel ordre adopter ?
quelles étapes reconstituer ?

Avantages des matrices ; sous-structures, pas nouvelles lois. Le mieux : M = ap I +ajEjtayky+
a3 E3, oit les a; sont des réels (on a sous-algébre de dimension 4 sur IR, il ne mangue que l'existence
de l'inverse).

Ceci suppose un prérequis, l'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 sur C forme une algébre de
dimension 4 sur C, de dimension 8 sur R, pour les lois usuelles sur les matrices (addition,
multiplication interne, multiplication par un scalaire complexe ou réel.

Théoréme 1

On considére I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 a coefficients dans C qui s'écrivent M =ag I +
aj Eq +ay Ep +a3 E3, ol les a; sont des réels.

Cet ensemble est une algebre de dimension 4 sur [R, et un corps non commutatif.

On introduit en méme temps conjugué et norme d'un quaternion (définitions annexes).

Théoréme 1'
Ce corps est isomorphe & I'ensemble C? muni de deux lois adéquates et & [RxR3, muni de deux lois
adéquates. L'isomorphisme est aussi un isomorphisme d'algébre.

Tableau récapitulatif.

Démonstration du théoréme 1

a) Espace vectoriel de dimension 4 sur [R, comme sev engendré par 4 matrices libres.
b) Anneau et algébre, grace aux calculs des produits des Ej.

¢) Corps gréce 2 l'introduction de q*, N(q) et & P'égalité qq° =N(q) L.

Démonstration du théoréme 1'

a) Pour chacun des deux ensembles, on introduit 'ensemble et les deux lois.

Pour la premiére loi, on sait déja dans les deux cas qu'on a un groupe commutatif,

b) On exhibe ensuite explicitement une application bijective qui transporte la structure multplicative
de H sur le nouvel ensemble. Ceci permet de conclure (pour la structure de corps). On introduit
conjugué et norme.

¢) On vérifie le caractére d'isomorphisme pour la structure d'algébre.



Tableau récapitulatif

Quaternion q (z,w), z=ap+ia) {{(ap. V) ( z w) agl +aj By +ap
4 nombres réels a; |w=ap +ia3 V =(a1,32,33) W Z Ey +a3 E3
N(q) 2% + lw]? ag> + Vi det(Q) % a2
qq* = N(g)e =
tr(q) 2a)
q* (conjugué) | @ W) (30 -V) 7w ) agl -a1 B - &
W OZ E2 - a3 Eg
q-i(inverse) @-w)lllz2 + w2 | (g, -V)lag® +|Q/det(Q) [apI -aj Ej -ap
ql=q¢*N@ vII2] Ej - 23 E3IN(Q)
pur ap=0 0, V) (ia1 w) he-0 |81 F1+t a2 Ep+
A=- A N A e L
unitaire : N(@) =1 |z + [w|< =1 ap2 + |[ViZ=1 det(Q) = 1 Ta2=1
il s'écrit (cosB, sinbU) L=
cosOl + sinBU, ot
U est pur et
unitaire.
A~l = cosBi-sinBU
ur et unitaire : el 3
%2=-I fo,u) fiti=L ;Z;Qf =1
ouU*=-.U=u!
centre (A,0), A réel {t, 0) I 11 + OE;
Exemples

(0,1,1,1) : pur, norme 3, conjugué (0, -1, -1, -1).
(1/2, N3/2, 0,0) : unitaire, conjugué (1/2, -¥3/2, 0,0).

Théoréme 1
['ensemble des quaternions est un corps non commutatif, et une algébre de dimension 4 sur [R.



Prérequis : rappeis sur SU(2) (en bijection avec les quaternions unitaires)

Matrices unitaires, vérifiant tUU=].

On traduit et on trouve ( T B }
A

rappels sur SO(3)(rotations vectorielles)

Rotation vectorielie

matrice réduite ( 4 ©° © )

o W _ B
C ot e

isométrie dwude ( oumeie Gy voume | do'lesu wad 1)

Les quaternions permettent de trouver un morphisme surfectif de SU(2) sur SO(3).

Théoréme 2
It existe un morphisme surjectif de SU(2) sur SO(3), de noyau {-LI}.

Démonstration.

A chaque quaternion unitaire il faut faire correspondre une isométrie directe. Puis montrer qu'on a
un morphisme, et trouver le noyau.

a) Construction des images des quaternions unitaires et de p.

i} Soit A un quaternion unitaire.

A ce quaternion, on associe I'application de Hy) dans Hy qui 4 X, quaternion pur, associe AXA-1
(on vérifie que ce nouveau quaternion est encore pur, grice a la caractérisation par les traces).

A cette application est associée canoniquement une application fde R3 dans IR3, grice a
I'isomorphisme canonique de Hg sur IR3.

On vérifie que cette application jest une isométrie (conservation des normes, grice au caractére
multiplicatif de N).

ii) Plus précisément, déterminons l’isométriejselon les valeurs de A.

* Si A=tl, p aussi.

* Si A =cosBl + sinbU, ou U est pur et unitaire, on détermine l'application p en cherchant les images
de trois vecteurs formant une base orthonormee.

premier vecteur : U

On trouve qu'il est invariant (on fait le calcul sur les matrices).

deuxiéme vecteur :vorthogonal a0, ol V est pur et unitaire. On introduit W pur et unitaire, défini
par W=UV. = o s

On trouve que son image est c0s26 V + sin20 W (ou W =U AYV),

On peut faire le calcul sur les matrices ou sur la forme (t,\/?).

troisiéme vecteur : Worthogonal a E’etv

On trouve que son image est c0s26 W - sin20 V

On reconnait la matrice d'une rotation vectorielle d'axe U et d'angle 20.

b) p est un morphisme
Cela se montre sur la forme matricielle.

¢) noyau et antécédent d'une rotation. b

Le noyau est le sous-ensemble des quaternionsqui commutent avec les quaternions purs : c'est [ et -I.
Les antécédents d'une rotation (U.0) sont les deux quaternions cos 8/2 I + sin 8/2 U (deux valeurs
pour 8/2).




3) Travail personnel d'élaboration d’énoncés & partir des quaternions

Un probléme a rédiger par écrit (en groupes) a ét¢ propos¢ a l'issue de ces séances (fexte joint).

Les énoncés proposés ont été€ en général corrects mais aucune question n'a permis de faire fonctionner
une notion de maniére disponible, et trés peu ont engagés des connaissances supposées mobilisables.

Cela nous a amen¢ & ajouter une séance (paragraphe 4).

Enoncé proposé aux étudiants
A partir des quatre énoncés sur les quaternions qui ont €t distribués, choisir un théme d'exercice
(exploration d'un point de vue, une question transversale, exploitation d'un point de vue, une

application, etc.). Choisir un niveau (deug 1, 2, licence) (& titre indicatif).

Rédiger un exercice consistant (5 questions au moins), qui pourrait figurer dans un recueil d'exercices.

Précisez dans quel contexte vous proposez cet exercice (avant ou aprés un {des) cours a indiquer, etc.)
Rédiger une solution qui pourrait étre proposée a des étudiants.

Ecrire I'analyse de I'énoncé : présenter d'abord un "portrait” global, se référant a votre choix initial
(une ou deux phrases) ; puis pour chaque question, indiquer ce qui fonctionne, pour quoi faire, et
comment {en distinguant en particulier les mises en fonctionnement des connaissances ou

raisonnememts aux niveaux technique, mobilisable, disponible).

Si vous avez fait des choix d'énoncés, vous pouvez les exposer en justifiant votre décision finale.
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4) Construction d'énoncés de problémes répondant 2 des contraintes données.

Une séance est ainsi consacrée aux ¢énoncés de problémes ol on veut faire fonctionner des
connaissances de maniére non technigue (niveau de fonctionnement mobilisable ou disponible).

a) On propose aux étudiants d'analyser un probléme de terminale.

Il S'agit d'étudier le polyndme p(z) =z + 22 .. + 201} + 1 - (z- )z - ©2) ... (z - 0(0-1)), o1 © est
la racine nieéme de I'unité exp(2in/n).

It faut montrer que le polyndme est de degré inférieur ou égal & (n-2), qu'il a (n-1) racines citées (@,
mz, e m(n'l)), qu'il est donc nul. Puis d'en déduire, en "faisant" z = 1, une égalité numérique
(obtenue par un petit calcul sur les complexes).

Les étudiants résolvent le probléme, analysent {'énoncé et proposent un autre énoncé comportant des
mises en fonctionnement moins strictement techniques.

On reprend plus systématiquement ces analyses et propositions.

b) Pour modifier les activités des éléves provoquées par un énoncé sur une méme question
mathématique.
On peut jouer sur
* le découpage en questions (laisser des questions avec plus d'une étape ou non)
* l'ouverture des questions - sur ce qu'il y a & montrer

- sur les méthodes (formule, théoréme, propriété, raisonnement ...) & utiliser
* le niveau de mise en fonctionnement des outils : technique (application simple) ou non
(adaptation, changement de cadre, interprétation, etc.).

Exemples d'énoncés différents sur une méme question :
On donne un polyndme par une formule un peu compliquée (non ordonnée selon les puissances de x).
On peut demander {par exemple) :
* Montrer que P est un polyndme de degré n en calculant le terme de plus haut degré.

question fermée, avec indication, application de calcul algébrique.
* Quel est le degré du polyndéme P ?

question semi ouverte, sans indication de méthode (mais il y a peu de choix, on ne prend pas un
grand risque !)
* Que peut-on dire de P ?

question ouwverte, sans indication, mais ce qui doit fonctionner est un calcul algébrique qui
correspond a une application directe.
Pour faire fonctionner autre chose qu'un calcul algébrique simple, il faudrait changer la donnée du
pelyndme.

Ce polynbme s'annule pour (n+1) valeurs distinctes de x, soit aj.

On peut demander

* Montrer que P est le polyndme nul [en calculant P(a;)].

selon qu'on qjoute ou non lindication entre crochets, les éléves vont se poser ou non les questions de
savoir comment démontrer qu'un polyndme est nul, puis de chercher s'il y a des valeurs de x qui
annulent P. Si on met l'indication, ils vont avoir & faire un calcul algébrique d'application.

En déduire une égalité...

on peut ou non expliciter d'oil vient la déduction, ce gui prive ou non les éléves de la question
du lien entre les deux (prendre une valeur particuliére de x et appliquer la nullité du polynéme).
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¢) Types d'exercices oi les mises en fonctionnement ne sont pas seulement technigues.

L'analyse de I'activité provoquée par un énoncé ne peut pas se faire indépendamment de la
connaissance de l'insertion de I'exercice dans I'ensemble de ce qui est proposé aux éléves.
Cependant certaines généralités peuvent étre données sur ['élaboration de cing types d'exercices,
moins fréquents que les exercices d'application (ol on joue surtout sur les valeurs des paramétres
numériques et les juxtapositions), et qui peuvent provoquer chez les éléves des activités plus
complexes que I'application isolée, précédée éventuellement d'une reconnaissance.
* Applications non directes : mélanger deux domaines, généraliser ou particulariser, jouer sur un
paramétre.
- trouver le centre du corps (non commutatif) H, reconnaitre si une matrice est ou non un guaternion.
- montrer que I'ensemble des nombres qui sont somme de quatre carrés d'entiers est stable par produit.
- suites récurrentes : pour quelie valeur du premier terme ...
* Changements de cadres, jeux de cadres . transporter et interpréter.
- construction d'un triangle, d'un quadrilatére, dont on connait les milieux des c6tés : passer 3 la
géométrie analytique.
- dans certaines questions sur les quaternions (trouver le centre), choix d'un registre.
* Exercices comportant des moyens de contrile internes : figures (constructions), calculs. Il faut avoir
deux moyens d'arriver au méme résultat et comparer.
- I'agrandissement du puzzie
- tout triangle est isocéle...
- construction d'un triangle, d'un quadrilatére, dont on connait les milieux des c6tés
* Exercices ot certaines connaissances doivent étre disponibles : une ouverture est nécessaire,
- Résolution d'une équation (z,w)(z',w") = (t,u} (pour une loi multiplicative donnée} en reconnaissant
qu'on est ramené 3 la résolution d'un systéme de deux €quations lindaires, ou, si on sait déja qu'on est
dans un groupe multiplicatif, en utilisant I'existence de l'inverse.
- Vrai ou faux 0,99999...=1°?

reconnaitre dans le premier membre la limite d'une série géométrique, qu'on sait calculer,
Enfin, la modélisation et d'autre part la recherche de paramétres dans un énoncé standard sont de

bonnes occasions pour construire des problémes avec des mises en fonctionnement disponibles, soit 3

partir de situations non mathématiques, soit 3 partir d'énoncés standard.
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1I Décimaux, rationnels (deux séances).

Il s'agit de compléter d'un point de vue plus algébrique des notions sur les réels rencontrées dans
l'autre volet du cours. On s'intéresse aux développements décimaux des réels (décimaux, rationnels,
irrationnels).

Une discussion s'engage sur la définition d'un développement terminé par ...

On résout trés rapidement 4 la fin de la premi€re séance un autre texte sur le méme sujet, en
comparant les énoncés.

Sont joints les textes de problémes, et des éléments de corrigé.



Entiers décimaux, rationnels, réels.

Préliminaires
Quels sont tous les sous-groupes additifs de Z 7

Donner la définition des nombres décimaux, des nombres rationnels

1) Montrer queV2 n'est pas rationnel.

2) Trouver deux irrationnels dont la somme est rationnelle, deux autres dont le produit soit rationnel.
Montrer qu'il existe deux irrationnels positifs r et s tels que r® soit rationnel.

Qu'en est-il des rationnels ?

3) Montrer que si x est racine de I'équation suivante, ol les coefficients cj appartiennent & Z, alors x
est soit entier, soit irrationnel :

XM +cp x4 e =0

4) Déduire que V2 + V3 est irrationnel, en considérant I'équation x4 - 10x2 + 1 =0.

5) Comparer 0,457999... et 0,458.

6) Est-ce que le nombre dont le développement décimal est 171,17403403403... est rationnel ?

7) On considére I'écriture 0,a1apa3....ap...(*) ol les a; sont des entiers vérifiant 0 < a;<9.

Montrer que cette écriture a toujours un sens.

Caractériser les nombres décimaux et traduire la propriété "x est un nombre décimal" en terme de
développement décimal.

8) On pose x = 0,a1a7a3....8y... , aVec X non décimal.

Donner une expression de ay, ay, aj... en fonction de X, par récurrence en faisant intervenir les parties
enticres de 10x, 100x, etc.

Est-ce que, réciproquement, tout nombre réel a un développement décimal de la forme (*) ?

On montrera que la suite précédente vérifie, pour tout o, |x - 3(a; /10i) | < 1/100

9} Montrer que si un nombre n'est pas décimal, il a un seul débveloppement décimal (illimité).

On se restreint & partir de cette question aux rationnels positifs et strictement inférieurs & 1, écrits
sous la forme de fractions irréductibles p/q.

10) Ecrire le développement décimal iflimité de 2/13, puis de 1/17, puis de 1/12.

En s'inspirant du caleul précédent, écrire Vexpression des entiers a; qui interviennent dans le
développement décimal d'un rationnel p/q (compris entre 0 et 1) en fonction de p et q.

On introduira les restes r; des divisions successives utilisées.

1) Montrer que le développement décimal d'un nombre rationnel est périodique.

Montrer que, si un nombre a un développement décimal périodique, il est rationnel.

12) On pose p/q = 0,a1aza3....agb1bz...bgb1ba...by...

Le nombre k s'appelle période du développement, et on a noté n le dernier cran avant la partie

périodique du développement.
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Montrer que, en écrivant g = 2P 5T g', ou1 ¢' et 10 sont premiers entre eux, la période du développement
décimal de r divise le plus petit entier positif h te] gue 10N soit congru a 1 modulo ¢, c'est & dire anssi
Yordre de 10 dans [Z/q'Z]*.

13) Soit x un réel non décimal, et y un décimal tels que

x=0,aj2383....84... ,,

y=0biby...by,

x>yet|x-yl £ 101,

Montrer que by=aj ... by =ap.

Traduire cette propriété par une phrase en langage courant.

14) Pour quelles questions peut-on utiliser une calculatrice ?

II Irrationnels

1) Comment montrer que 7 &t ¢ sont irrationnels ?

Donner d'abord une définition de ces nombres.

Voici deux plans de ces démonstrations (joints en annexe), les lire et les expliquer.

2) Montrer que si y est un nombre rationnel non nul, alors €Y est irrationnel.

3) Rappeler ce que veut dire que l'ensemble des rationnels est dense dans [R. Est-ce vrai de I'ensemble
des irrationnels ?

4) Montrer qu'enire deux réels il existe une infinité de rationnels, une infinité d'irrationnels.

5) Démontrer te théoréme de Dirichlet suivant :

Soit a un irrationnel ; étant donné un entier positif n, il existe deux entiers p, q tels que p< q < n, et
tels que

la-p/q|<1lign< /g2 .

6) Quels sont tous les sous-groupes additifs de R ?

Soit a un irrationnel. On pose {a} = a - E(a). Montrer que l'ensemble des {na},-7 est dense dans

[0.1]. Montrer que si 8 n'est pas commensurable avec =, I'ensemble {cosnf},-7 est dense dans [-

1L1].






Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deug A1 ' Réels. Ex.002.03
Introduction aux nombres réels

Ex 1. Les nombres suivants sont-ils des rationnels 7 des décimaux ?
a = 1/3, b = 1/15, ¢ = 1/25, d = 1/125, ¢, f = 0,333---3-+-, g = /2, h =
0,123456780123456789123 - - -, i = (,1234567891011121314 - -, j = x, k = 13/7, [ = 27/17.

Ex 2. Vral oufaux:1=0,90999999...9...7

Ex 3. Connaissez-vous une propriété caractéristique du développement décimal des nom-
bres rationnels 7 Démontrez cette propriété. Réciproquement si un développement posséde
cette propriété, comment calculer le rationnel associé a ce développement décimal 7

Donnez le développement décimal de 13/7, 27/17.

Mettre sous forme de fraction 1,12615384615384 - - -,

Ex 4. Un nombre peut-il avoir plusieurs développements décimaux 7 Si oui, caractérises
les nombres qui ont plusieurs développements décimaux.

Ex 5. A propos de V2.

1) Prouvez qu'il n'existe pas de nombre rationnel dont la carré soit éral a 2.

2) Pouvez-vous proposer des méthodes pour approcher +/2 par des nombres rationnels,
ou par des nombres décimaux.

3) Que connaissez-vous du développement décimal de /2. Ce développement s’arréte-il
ou est-il illimité ? Ce développement est-il périodique 7

Ex 6. Un procédé géométrique d'approximation de v/2 :

Dans le plan zOy, on porte sur Oz une suite de points ay, as, ..., an,... et sur Oy une
suite de points by, by,..., b4, ..., construites de la maniére suivante :
a)ay =2et b =1,
b) an = an—l’;bnvl,
c) anbn = 2 (le rectangle de cétés an et by a pour aire 2).

1) Représentez cette suite de rectangles de cotés a, et by.

2) Démontrez successivernent que : {(¥n) br < an ; (@n)nenw décroissante ; (B )rew
croissante,

3) Calculez a, — b, en fonction de a,.; — bn_1 et a,. Montrez que I'on a l'inégalité :

< (an—l - bnﬂ])z
4
4) Calculez les premiers termes de la suite ay, as, . . . , ag. Combien de décimales exactes
de v/2 obtenez-vous & chague pas 7 Utilisez l'inégalité précédente pour montrer que le nombre
de décimales exactes obtenues double grosso modo 2 chaque pas.

an — bn







Propriétés algébriques élémentaires de [N

1) |N est archimédien

2) Toute partie majorée de [N admet un plus grand élément
3) Toute partie non vide de [N admet un plus petit élément

Propriétés algébriques élémentaires de Z
Anneau euclidien (division euclidienne), principal (tout idéal est engendré par un seul élément),

factoriel (tout élément admet une décomposition en facteurs premiers).

Propriétés algébriques élémentaires de D
Anneau commutatif unitaire.

Propriétés algébriques élémentaires de Q
Corps commutatif.

Questions de cardinal
N, Z, D, Q sont dénombrables.
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B) Le cours d'analyse

Formes et contenus de I'enseignement : prévisions et déroulement

Documens distribués.
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Le cours d’analyse

Comme annoncé dans I'introduction, nous avons tenté dans le cours d’analyse de mener de front
la. consolidation d’acquis mathématiques en privilégiant une approche transversale et une réflexion
sur la construction d’énoncés d’exercices.

Lors des séances, nous avons aussi souhaité que les étudiants tirent profit de leur expérience de mise
en situation de recherche pour expérimenter sur eux-mémes comment différentes formulations de
question, comment différents énoncés sur un meéme théme peuvent amener des éclairages différents
sur les notions en jeu.

Les contenus mathématiques

Les contenus mathématiques étudiés ont été organisés de la maniere suivante :

-1 Réorganisation des connaissances des étudiants autour de la notion de la
convergence uniforme de suites et séries de fonctions.

Il s’agit de présenter aux étudiants plusieurs facons d’aborder et de reconstruire leurs connaissances
sur ce sujet en essayant de privilégier la recherche du sens.

Nous avons proposé pour cela deux types d’activités complémentaires : une étude des différents
modes de convergence de suites de fonctions & travers leur représentation graphique et trois
exercices.

Deux exercices permettent de revoir les critéres de convergence et de mettre 'accent sur le caractere
global de la convergence uniforme. Le troisidme exercice requiert une compréhension plus fine du
concept de convergence uniforme car il ne peut pas &tre résolu par Papplication de méthodes
standard.

Un bilan des situations mathématiques rencontrées en Deug ol la convergence uniforme intervient
de fagon essentielle est élaboré par les étudiants.

Apres ce travail sur la convergence uniforme, il est espéré que les étudiants évaluent de maniére
plus claire les difficultés conceptuelles liées & cette notion.

Nous leur proposons alors une étude épistémologique du concept de convergence uniforme 3 travers
deux textes :

Luniformité, un concept implicite efficace chez Cauchy. Henri Lombardi repéres Irem n5 Octobre
91 et Histoire de la convergence uniforme Jacqueline Robinet Irem Paris VII cahier de didactique
ng.

L’utilisation dans ce cours de ces deux articles a comme but de

- sensibiliser les étudiants sur le développement de la discipline mathématique, discipline qui a
evolué au cours du temps non seulement par son contenu mais aussi par ses méthodes et son
discours,

- d’étudier plus précisément "erreur de Cauchy” (opposition local-global, dépendance de n et €),

7

- de montrer que le Critere de Cauchy uniforme pour les séries ne peut pas étre "démontré ” sans

une axiomatisation ou construction des réels.

Le deuxigdme théme abordé sera précisément la construction de R, en parallele avec le cours d’algébre
autour des développements décimaux.

-2 Construction des réels.

Les objectifs sont de

- présenter dang les grandes lignes deux constructions de B : les coupures de Dedekind et les suites
de Cauchy
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- faire découvrir Péquivalence entre 'axiome de la borne supérieure et la complétude.
Cette étude est complétée par la classification des sous groupes de R.

-3 Suites récurrentes, points fixes.

Cette derniere partie a pour but principal d’illustrer comment réinvestir des connaissances niveau
n au niveau n — k.
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Les séances : déroulement et analyse

Pendant toutes les séances les étudiants travaillent en groupe ( 4 étudiants par groupe).

Séance 1

Cette séance est une adaptation de la séance présentée par J. Robinet dans Le pourguoi et le
comment d’une ingénierie { la convergence uniforme) J.Robinet Cahier Didirem ni12 PVII.

Les documents distribués aux étudiants sont : Les représentations graphiques des suites et la liste
1.

Dans la premitre partie de la séance l'accent est mis sur l'interprétation graphique de la
CONVETgence.

Elle est consacrée a la classification des suites, tiche qui s’avére étre trés difficile pour les étudiants.
Il apparait que les étudiants ne visualisent pas du tout graphiquement la convergence uniforme
d’une suite de fonctions.

La deuxiéme partie est consacrée au theme 2 de la liste 1.

Elle débute par une étude détaillée des concepts nécessaires a la formulation de la définition de la
limite d’une suite de fonctions. En particulier il est mis en évidence que cette définition nécessite
la maltrise du concept "fonction” et du concept ”limite de suite numérique”.

Ceci a pour but de sensibiliser les étudiants 4 la complexité conceptuelle de certaines notions
mathématiques, complexité qui doit étre prise en compte lors de l'enseignement de la notion.

Séance 2

Cette séance est consacrée a la résolution des exercices 1, 2 et 3. Il est explicitement demandé aux
étudiants d’avoir un regard critique sur leur propre démarche , d étudier I'influence de I’énoncé sur
leur démarche. Il leur est aussi demandé d’analyser les raisons de leurs erreurs, en particulier les
conceptions erronées qui les soutendent. _

Il apparait que les étudiants en général décelent difficilement les erreurs relevant de la dépendance
implicite qu'’ils font de "n et €”. Ils ont aussi des difficultés a reconnalitre le caractére global ou
local d’une propriété.

Cette séance est aussi 'occasion de faire le bilan des différentes méthodes et critéres de convergence
uniforme et convergence normale.

La difficulté & résoudre 'exercice 3 illustre pour un grand nombre d’étudiants la différence entre
savoir appliquer une méthode ou un critére pour démontrer une propriété et mettre du sens sur
cette propriété. Cet énoncé (extrait d'un probléme de concours ENSI) avait pour but de mettre
Paccent sur 'importance du choix d’énoncés : tous les exercices ne jouent pas le méme réle dans
Papprentissage d’une notion et ceci en partie parce qu’ ils mettent en jeu différents niveaux de mise
en fonctionnement des connaissances.

Travail a faire : proposer des modifications d’énoncés pour les exercices 1 et 2 en les analysant du
point de vue des mises en fonctionnement des connaissances.

Séance 3
La séance commence par une mise en commun des modifications d'énoncés, puis se poursuit par
un bilan sur la convergence uniforme :

Voir document joint : polycopié "suites et séries de fonctions” qui sera distribué en fin de séance.
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La démonstration du critére de Cauchy fait 'objet d’un exercice.

Il est ensuite demandé aux étudiants de rechercher des situations mathématiques rencontrées en
Deug faisant intervenir de maniére essentielle la convergence uniforme. Cette recherche a pour but
de provoquer chez les étudiants un début de synthése et d’organisation des connaissances sur ce
théme.
Un élément commun aux situations de convergence uniforme est la question d’interversion de
lirnites.

Historiquement comment et pourquoi est apparu le concept de convergence uniforme ? précisément
pour répondre a cette question d’interversion de limites dans un cas particulier : continuité de la
limite d’une suite de fonctions continues.

Travail & faire pour la prochaine séance : lire dans P'article de H. Lombardi les écrits de cauchy
concernant limite d’une fonction, théoréme erroné et ce qui deviendra le "critére de Cauchy”.

Séance 4

L’étude des textes de Cauchy fait prendre conscience aux étudiants que le discours mathématique
des contemporains de Cauchy est trés éloigné du discours formel actuel.

Dans les séances précédentes, il avait été mis en avant les limites du langage mathématique formel
pour la transmission du sens de concepts mathématiques. Par contre ici, 'utilité et la force d’un
tel langage sont mises en évidence.

Une premiere phase est consacrée a reconnaitre, dans le théoréme sur la continuité de la limite
d’une suite de fonctions continues, "Verreur mathématique ” de Cauchy.

L’accent est ensuite mis sur ’énoncé de Cauchy du "critére de Cauchy ”. Pourquoi Cauchy ne le
démontre pas?

Les étudiants se rendent compte que Cauchy ne "savait pas que R était complet I”
Pour clore la séance le concept de convergence uniforme est présenté comme étant aussi une

généralisation {ou extension) de la convergence simpie dans un ensemble de fonctions muni de
la distance associée & la norme sup.

Cela permet de sensibiliser les étudiants sur le fait que toutes les notions mathématiques n’ont
pas toutes le méme statut : extensions de notions déja introduites, réponses a4 de nouveaux
problémes, notions généralisatrices et unificatrices. Les facons que nous avons de présenter une
notion dépendent fortement de son statut dans la théorie mathématique.

Séance 5

L’étude des écrits de Cauchy nous a amenés 4 poser le probléme de ”1a construction ” de R

Cette séance sera consacrée aux construction des réels par les coupures de Dedekind et les suites
de Cauchy de rationnels.

Nous nous inspirons pour ces études des présentations qui en sont faites par K. Mainzer dans Les
Nombres ed Vuihert 1998

Les objectifs sont
- de faire sentir aux étudiants la complexité conceptuelle d’un réel,
- de montrer ’équivalence de I'axiome de la horne supérieure et de la complétude de R,

A cette occasion il est demandé aux étudiants de lire les démonstrations trés formelles qui leur
sont proposées. Apres qu’ils les aient lues, les étudiants doivent les exposer dans les grandes lignes
sans utiliser de langage formel ni de quantificateur. Ils s’apercoivent alors que {rés souvent, ils

te



n’arrivent pas a mettre du sens sur ce gu’ils lisent et comprennent formellement. Par exemple,
reconnaitre dans un exposé de type formel que : * On a extrait une sous suite convergente d’une
suite de Cauchy, donc la suite de Cauchy converge ” leur pose de grandes difficultés.

Iis sont confrontés & la différence qu’ill peut y avoir entre manipuler correctement un formalisme
et mettre du sens sur ce qu’on manipule.

Séance 6
Il g’agit de résoudre un probleéme visant & déterminer les sous groupes de R.

Séance 7

1l ’agit de réinvestir des connaissances universitaires sur les suites au niveau lycée.

Dans un premier temps, les étudiants étudient les suites récurrentes proposées
Upt1 = VaUn + 3, ug =3 et upt1 = expleuy) suivant les valeurs de a. Ils doivent ensuite
construire des énoncés visant 4 étudier ces suites.

L’objectif est ici de montrer sur un exemple
- comment investir des connaissances niveau n {Théoréme du point fixe..) au niveau n — k,

- comment exploiter une situation mathématique pour construire des énoncés. On peut ict dans un
premier temps choisir des valeurs de a pour illustrer certains phénoménes et ensuite amener I’éleve
4 étudier le comportement de ces suites dans le cas général. :
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Université de Versailles
Licence Maths UES8 : Enseignement des Mathématiques

Expérimentation autour de la convergence de suites de fonctions

1 Etude grahique de la convergence de suites de fonctions .

On se donne les suites de fonctions suivantes :

(S1)

(S2)

(Sg) .

{Ss):

{56)

(58):

(Se)

(S10) :¥ne M,n > 1,

:YRENn >1, et ¥x € R g&):%
X
P VnENet ¥R fi(x) = {y
VRENetVkeR  folx)= ——s
T 1 4+ nx?

falz) = 0,¥z €] — 0,0

:¥neN falz) =2,z € [0,1]

falz) = 2 ¥z €]l +oof

2n
Vn € Net¥x € R g&)=fé;g

ful@) = fu(—2),Vz €] - 00, +00]

'V¥n € Nn > 1, fo(z) = nz,¥z € [0,

fo(z)=1Vz e]%, +00[
( fo(z)=0,Vz €] — 00,0]
falz) = %,Vﬂ: €[0,1]
Fal®) = 155755 Vo €1,

L falz) =0, Vz z>n?

VneNn >?2

( falz) =0,z €] — 00, 0]
falz) = na,Vz € [0, 1]
fale) = —nz+2Vz €]l 2
L fn(z) = 0Vz €], +oc]

YneNn =1, 4

falz) = fol—2) ¥z € [~00, +o0)

:¥neNn >1 fnlz) =n?z vz € [0, 1]

falz) =n Yz €], 400]
Fa(@) =0 Yz €] — 00,0
falz)y=n’z Vzel0,z
falz) = —n’z+2n vreld 2
falz) =0 Vze]2, +oof

69

1998/99
Liste 1



Licence UES 1998/99 Liste 1 page 2

n

(Su):¥neNn>1,vVzeR f.z)= %

zv/n

(S12):¥neNVzeR folz)= Tt

- Tracer les graphes des fonctions fi, fz,... fo pour les suites de fonctions données ci-dessous. Faites
tous les graphes correspondants & une suite sur un méme graphique et faites un graphique par suite.

- Classer les suites de fonctions par groupe en vous référant a leur représentation graphique.

On s’efforcera d’effectuer le minimum de calculs. ( On vous demandera de décrire votre démarche :
comment avez vous opéré ? ) '

2 Etude mathématique .

- Définir la convergence simple et la convergence uniforme d’une suite de fonctions .

- Vérifier que votre regroupement des suites selon leur mode de convergence est correct.

- Quelles connaissances avez vous utilisées ?

- "Comment” avez vous utilisé les définitions ? Comparer avec 'approche graphique.

3 Approfondissement -

Résoudre les trois exercices suivanis.

Exercice 1.
On pose fo(z) = cos™(z) pour z € [0, 7/2] et n > 0.

1.1 Montrer que la suite converge simplement sur {0, 7/2].

1.2 Soit a €]0,7/2]; montrer que La suite (f,) converge uniformément sur [a,7/2]7
1.3 La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur }0,7/2] ?

1.4 La suite (fn) converge-t-elle uniformément sur [0,7/2]7?

Exercice 2.

Soit pour p entier > 1 et x = 0,up(z) = ze 7%,

2.1 Montrer que Z u,{x) converge simplement si z € [0. +-00[. On note f{z) sa somme.
P2t '

2.2 Montrer que Va > 0.37 ., u,(z) converge normalement sur lintervalle [a, +o0].
2.3 Est-ce-que 3 uy(7) converge uniformément sur Uintervalle |0, +o00[ 7

Exercice 3.

Soit (an)n>1 une suite réelle telle que Vn,a, # 0. Soit (fi)kz1 la suite de fonctions définie par
fulz) =arsik— 1<z <k, fi{z) =0 sinon.

La série de fonctions de terme général f,
3.1  converge t-elle simplement sur R ?
3.2 uniformément sur tout intervalle fermé borné de R ?

3.3 normalement sur tout intervalle fermé borné de R ?
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3.4 Les assertions suivantes sont-elles vraies 7 Justifier vos réponses.

- 1) Pour toute suite {a,), la série de terme général f, converge uniformément sur R.

- 2) 1l existe des suites {ax }r>1 pour lesquelles la série de terme général f,, converge uniformément
sur R

- 3) Il n’ existe pas de suite (ap)n>1 pour laquelle la série de terme général f, converge
uniformément sur R

- 4) Tl existe des suites (a,)n>1 pour lesquelles la série de terme général f, converge normalement
sur R.

- Quelles difficultés d’ordre mathématique avez vous rencontrées 7

- Proposer des modifications d’énoncés,
- Comparer les énoncés en mettant Paccent sur les différentes mises en fonctionnement des
connaissances requises.

4 Pourquoi la convergence uniforme ? -

Rechercher des situations (niveau deug) faisant intervenir la convergence uniforme.
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II Rationnels, irrationnels
1) Montrer que¥2 n'est pas rationnel.
2) Trouver deux irrationnels dont la somme est rationnelle, deux autres dont le produit soit rationnel.
Montrer qu'il existe deux irrationnels positifs r et s tels que r° soit rationnel.
Qu'en est-il des rationnels ?
3) Montrer que si x est racine de I'équation suivante, ol les coefficients ¢; appartiennent & Z, alors x
est soit entier, soit irrationnel :
xM+cy xl 4 e =0
4) Déduire que V2 + V3 est irrationnel, en considérant I'équation x4-10x2+1=0.
5) Comment montrer que T et € sont irrationnels ?
Donner d'abord une définition de ces nombres.
Voici deux plans de ces démonstrations (joints en annexe), les lire et les expliquer.
6) Montrer que si y est un nombre rationnel non nul, alors e¥ est irrationnel.
7) Rappeler ce que veut dire que l'ensemble des rationnels est dense dans |R. Est-ce vrai de l'ensemble
des irrationnels ?
8) Montrer qu'entre deux réels il existe une infinité de rationnels, une infinité d'irrationnels.
9) Démontrer le théoréme de Dirichlet suivant :
Soit a un irrationnel ; étant donné un entier positif n, il existe deux entiers p, q tels que p<q < n, et
tels que Ao
la-p/q|<lign< 1/q2.
10) Quels sont tous les sous-groupes additifs de [R ?
Soit a un irrationnel. On pose {a} = a - E(a). Montrer que l'ensemble des {na}pcz est dense dans

[0,1]. Montrer que si © n'est pas commensurable avec ®, l'ensemble {cosnB}pe7 est dense dans [-

L.
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MoouwlLo
Théoréme 9.4 Le nombre e est irrationnel. :Eh‘"p‘i’*d'm alo I'&a(m.m °l°'
nowbw . DRKouninch ¥loius
DEMONSTRATION  On procéde par contradiction en supposant que e est un nombre
rationnel, ¢'est-a-dire que e = a/b, ot ¢,b € N. Si k > b, alors b|k! et le nombre

o 1 1 1
= k(i -1-=— = =
(b 2 k!)
est entier. Mais alors,
.1 1 1 1 1
. RN _’---~-:--<1,
O<e= 1t osn+sn k1t Er e g =

On obtient ainsi que ¢ est un entier positif satisfaisant 0 < ¢ < 1. donc une contra-
diction. 8

Ce procédé qui consiste a construire un entier positif ¢ satisi:isant 0 < ¢ < 1,
menant ainsi 4 une contradiction, peut &tre exploité davantage p-ur démontrer que
d’autres nombres sont irrationnels. par exemple que e¥ est irrationns! pour tout nombre
rationnel y # 0. Pour ce faire, on introduit d'abord une fonction izportante.

Soit n un entier positif quelcongue. On pose

IO} F itk E g™

n!

ou les ¢, sont des entiers. Pour0 <z < 1,on a
1
0< ,J_'(:c) < par (9.2)

Il est clair que f(0) = O et que f{™(0) = 0si m < noum > 2n. Par ailleurs, si
n<m<2n,ona

(mygy — T
f (0) - n! Cm,

qui est un entier. Il s’ensuit que f(x) et toutes ses dérivées p:=nnent des valeurs
entigres & x = 0. Comme f(1 — x) = f(z). la méme chose est vrzie a = 1.

Théoréme 9.5 Siy # 0 est rationnel, alors €¥ est irrationnel.

DEMONSTRATION On procéde par contradiction en écrivant y = - 'k et en supposant
que ey est rationnel, auquel cas eV = e* est aussi un nombre rat nnel. Posons donc
h= £, ol g et b sont des entiers positifs, et constdérons la foncZon

Fz) ¥ déf p2n fl@) - hzn—lff(x) e m hf(zn-l)(l‘) . —‘(.Zﬂ)(m).

Etant donné la nature de f(z) mentionnée ci-dessus, on a que F ) et F(1) sont des
entiers. On a aussi que

%{e"‘F(m)} = " (hF(z) + F'(z)} = h¥"1e" *(z).

i
lotc fomquen b [T Doy dr < Gt Fm] =a F()-F )b
“u-f e Dalian °

[+
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Bn dimonhs gus Pk s dricion frommant dos woliuns onbine foor x =0
b x=T, oo mame gua Fo} dF(M).

Monhor tumick gus F(r0) -Feo) :lm#{L)oﬁ\xdf
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Les nombres e et &t sont irrationnels

La démonstration, esquissée plus loin, de Firrationnalité de x est
nettement plus complexe que celle de l'irrationnalité du nombre e (le
nombre qui définit les logarithmes). Pour vous faire godter cette pro-
gressive montée de la complication des raisonnements par l'absurde,
voici celui, assez facile, concernant e ; il fut proposé par Euler en 1744.
Théoréme : le nombre e, défini par la série :
e=1+ﬂ+§];!+ﬁ+"' +E+---
est irrationnel.
Démonstration : si e est rationnel, il $'éerit p/g (avec g > 1, car on
sait que e n’est pas un entier, e = 2,718284590...). Multiplions les deux
cOtés de Pégalité parg!:
_ g! g! q? g! q! g!t ‘
q!e—q!+ﬁ+'2—!+m+'"+—q—s+m+m+,"‘ La}:amrmhﬂ-ﬂ.
Le premier membre, g ! ¢, est un entier, car, par définition, (M’" - b“"""‘"“”ﬁ")
gl=glg-1{g-2)..2x1,dou glplg=lg-1!p.
Les premiers termes du second membre, jusqu'autermeg!/q!=1,
sont aussi des entiers (car ¢!/ m! se simplifie si g > m). Done, par sous-
traction, on trouve que :
q! q! ¢! gh__q! q!
gle={gi+ ity 3t +Z;E"!]=(c,-g+1)z"(q+2)1"'"
est aussi un entier.
Aprés simplification, le second membre de l'égalité devient :
1 . 1
g+1 (g+lg=+2
Le premier terme de cette somme est strictement inférieur 4 1/2
{car g > 1), le deuxizme inférieur & 1/4, le troisiéme inférieur a 1/8,
etc. La somme est donc strictement inférieurea 172+ /4 + /8 + ... = i.
Par conséquent, elle n'est pas un entier, ce qui constitue une contra-
diction. Fin de la démonstration.

)+---
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Théoréme : le nombre ¢ est transcendant.
Démonstration : observons d’abord que si f{x) est un polynéme a
coefficients réels de degré m, et si:
¢
1= L e~ 4w du
alors, par intégration par parties répétée, on obtient :
m m
I0=e'X 0~ X A0 (1)
j =0 J' =0
Si f*(x) désigne le polyndme f dans lequel on a remplacé chaque
coefficient par sa valeur absolue, alors :

¢
)< |0 et~ dus(t| eI fe) @

Supposons maintenant que e est algébrique, c'est-a-dire quiil

existe des entiersn >0,¢,#0,etq,,...,q, tels que:
Go+gq,e+..+g,e" =0 (3)

Nous allons comparer dans la suite deux estimations différentes
de J =g, 10) + g, K1) + ... + g, I(n) , o I(t) est défini comme précé-
demment, avec f{x)=xP1(x—1)#..(x-n)P, p désignant un grand
entier premier. De (1) et (3), nous tirons : '

m n )
J=-2 X gV
j=0k=0
oum=(n+1)p-11Ilestclairque A/ (k}=0sij<petk>0,ou
sij<p-1etk=0.Donc, pourtoutj, k autresque j=p -1,k =0,
fY'(k) est un entier divisible parp . En outre :
Pl =@~ RnH?r
et done, pour p > n, f'-1'(0} est un entier divisible par l'entier (p — 1}!
mais pas par lentier p |. Il en résulte que, si an prend p > |g, |, alorsJ
est un entier non nul divisible par (p - 1} !, et done |[J| 2(p - 1) L
Toutefois la majoration évidente f¥(&) < (2rn)", utilisée avec (2.
donne l'inégalité :
|J1< gyl e D+ ..+ |g,|l ne"fin)<scP
pour une certaine constante ¢ indépendante de p. Lorsque p est suffi-
samment grand, les deux inégalités concernant |J{ se contredisent,
ce qui démontre le théoréme.
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TES

Sous Groupes de R

On se propose de montrer que st le réel w est irrationnel, alors pour fout € B, i existe deux
suites d’entiers relatifs (n;) et (k;) telles que

lim kjw+mn; =z
Fiamh o=

{ Siw ¢ Q le groupe wZ + 7 est dense dans R)
A)

E désigne 1a fonction partie entiére.

1) Soit e, 8 € R. Montrer que

Ela) + E(B) < E(a+8) < E(a)+ E(B) +1

Soit & €]0, 1]
2) Montrer que pour tout couple (p,q) d’entiers naturels tel que p < g,

0 < E{qa) — E(pa) < E((q—p)a) +1<g¢-»p

3) Soit n e N,
a) Prouver qu'il existe p € N, p < n tel que

1
b2 <
Tt n

b) Montrer que Papplication
{0,1,---,n} = N

m = B[n(ma - E(ma))|

n'est pas injective.
En déduire qu’il existe un couple (p, g) d’entiers naturels tels que

1
0<g<n,p<q et |gu—p| <=
Il

B)
Soit G # {0} un sous groupe de R. On pose

a=inf{z >0,z € G}

1) On suppose que & > 0. Montrer que a € G.

2) En supposant toujours o > 0, vérifier que pour tout réel b > Oilexisten e Net § c R0 € é <«
tel que b == na + & et en déduire que G = 0.

3) On suppose maintenant que o = 0. Soient € > 0 et x € R. Montrer qu'il existe § € G et un entier
m € Z tels que 0 < § < e et [z — md| < &. En déduire que pour tout z € R, il existe une suite (a;)
de (7 qui converge vers x.

C) Applications

1) Soit w ¢ Q et G = wZ + Z. Montrer que G est dense dans R.

2) Déterminer toutes les valeurs d'adhérence de fa suite (cosn).
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Exercice 1.
Aprés avoir étudié, suivant la valeur du réel positif @ la suite définie par

Unt1 = vJaud +u,¥n > 0,u9 = 3, proposer un texte d’exercice en argumentant le choix
de vos questions.

Exercice 2.
Méme question avec #ny1 = exp(auy). On discutera suivant les valeurs du réel @ et de ug
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111 Conclusion

En conclusion :
Il nous manque les stages pour conclure de maniére plus définitive.
Nous joignons cependant le texte du projet demandé aux étudiants sur leur stage, notre conclusion qui

ouvre sur des questions plus générales, et le bilan provisoire que nous pouvons faire de ce module.
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TPremiére partie du projet

Exercice n°

1) Rédiger une solution de I'exercice.
2) En donner un "portrait" global en une phrase, puis un peu plus détaillé en deux, trois phrases.
Toutes les questions sont-elles indispensables ?
L'ordre des questions a-t-il une importance, y a-t-il indépendance entre certaines questions ?
Le probiéme porte-t-il sur une situation particuliére ou sur une situation générique ? Pourrait-on
généraliser (tout ou partie) 7

3) Analyser chaque question (ou groupe de questions).

On pourra s'aider des interrogations habituelles :

* y a-t-il des pré requis importants ?

* quest-ce qui fonctionne (propriété(s), théoréme(s), définition(s), formule(s), méthode(s),
raisonnement(s)...) ? comment (simple application isolée, adaptation ...) ? y a-t-il plusieurs étapes ?

* plusieurs cadres ou registres sont-ils impliqués (et comment) dans le travail demandé ?

* quelle production est demandée ?

* qu'est-ce qui est indiqué (y a-t-il & conjecturer) ?

* les méthodes 3 utiliser sont-elles indiquées ?

* y a-t-il des choix possibles ?

* y a-t-il des moyens de contrdle pour les éléves ?

* qu'est-ce qui reste a la charge des éléves ?

* quelles initiatives les éléves peuvent-ils prendre ?

* y a~t-il une connaissance supposée disponible ?

* y a-t-il des ambiguités (voire des erreurs !) dans V'énoncé ?

* y a-t-il des implicites (existence, unicité, cas particuliers omis, ...) ?

* les notations sont -elles bien définies ?
4) Faire un bilan des activités qu'on peut attendre des éleves lors de la résolution de cet €énonce.

A votre avis, 4 quel moment du cours proposer cet exercice (justifier) ?

5) Rédiger un autre énoncé sur la méme situation mathématique. expliquer le rapport entre les
modifications proposées et les activités attendues des éléves. A quel moment du cours destinez-vous

cet énoncé ?
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11 Retour sur la question suivante : comment apprend-on les mathématiques ? Marges de

manoeuvre de 'enseignant en mati¢re de problémes...

Nous avons abordé la question de l'élaboration d'énoncés, mais nous n'avons évoqué ni la
gestion de la classe, ni les programmes, pourtant indissociables et fondamentaux.

En réalité les choix en matiére de gestion de classe dépendent des conceptions de
l'apprentissage qu'ont les enseignants. Nous exposons trés rapidement certaines conceptions des
didacticiens ci-dessous, qui correspondent a la spécification aux mathématiques et a la classe
d'hypothéses plus générales sur les apprentissages (cf. Piaget, Vygotski, efc.).

Méme s'il y a des différences selon l'dge dans ce qu'on admet & ce sujet en didactique des
mathématiques, cependant les définitions sont les mémes.

Qu'est-ce qu'apprendre ? Est-ce apprendre le cours, les propriétés, est-ce apprendre & appliquer
un cours, est-ce apprendre 2 résoudre des problemes 7 Qu'est-ce que savoir 7

Pour nous, c'est finalement (et trés rapidement) se construire un accds aux concepts
mathématiques visés, aussi bien coté des savoirs formels que du c6té des mises en application, sachant
que les deux semblent complémentaires. Le mot "conceptualisation" résume cette acception de la
notion d'apprentissage.

De plus, résoudre des problémes fait apprendre, mais c'est aussi un bon moyen de tester qu'on a appris.
En définitive, nous faisons nétre la formule schématique "les résolutions de problémes sont source et
critére des connaissances”.

Autrement dit nous attendons d'un apprentissage "réussi" 3 la fois des prises de sens et des capacités
techniques (opérations, etc.), et nous pensons que ces apprentissages résultent en particulier d'activités
de résolution de problémes bien choisies, en relation avec des cours, également "bien choisis".

Chez les petits, G.Brousseau en particulier a adapté les théories de Piaget & la classe et aux
mathématiques en proposant de faire "passer” autant que possible les éléves par les étapes suivantes
pour apprendre une nouvelle notion : action, formulation, validation, institutionnalisation. Ceci
engage les enseignants sur des scénarios précis, initiés par un "bon" probléme (au moins sur bon
nombre de notions). R. Doudy a proposé une organisation voisine, mais en la justifiant par le passage
d'une utilisation "outil” des notions (permise par la résolution de problémes particuliers) 4 une
utilisation "objet" (initialisée par l'enseignant).

Pour les plus dgés, on admet qu'il est efficace de leur faire vivre une dynamique entre
contextualisation des connaissances (2 l'oeuvre dans des exercices) et décontextualisation (savoir
exposé, définition, propriétés, etc.) par l'intermédiaire d'une suite bien congue cours/exercices, ou
encore par ['utilisation alternée objet/outil, etc. La suite ne commence pas toujours par du cours. Mais
il est aussi fondamental pour ces apprentissages d'arriver & une certaine organisation des
connaissances (mises en relation notamment).

Ceci engage & proposer des activités précises (exercices, problémes) ot on fait exprés de

proposer aux éléves des activités, notamment des questionnements qui sont l'occasion de mises en
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fonctionnement spécifiques, adaptées a faire organiser les connaissances. Par exemple les
connaissances devront étre adaptées pour changer de cadres (transférées, interprétées), ou utilisées de
maniére non isolée, ou encore ce sont les éléves qui devront choisir en partie quoi utiliser. Ou bien les
connaissances des éléves sont déja disponibles, et cela le testera, ou bien ce n'est pas le cas et alors les
questions, qui ont du sens dans le contexte du probléme, aideront les éléves a transformer leurs

connaissances, a les faire devenir plus aisément utilisables sans indication, a bon escient.

L'enseignant doit ainsi utiliser ses marges de manoeuvre pour aider a faire devenir disponibles
des connaissances grice a des énoncés qui aident les étudiants tant 4 mettre en fonctionnement des
notions pour acquérir des automatismes qu'd se guestionner et & pouvoir répondre 3 leurs questions.

Les interrogations sur les énoncés font partie de ce travail - on appelle par exemple variable
didactique une variable qui ne change dans un énoncé que la procédure utilisée par les éléves.
L'enseignant doit s'interroger notamment sur les conséquences des choix des paramétres numériques
sur les méthodes utilisées par les €léves, pour faire ses choix, tous les choix étant sans doute

également justifiés mais & doser selon le moment de I'enseignement et les objectifs visés.
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II1 Un bilan provisoire
1) Le probléme rendu par les étudiants

La correction des copies a montré que les analyses des énoncés sont correctes, mais qu'aucune
question ot les connaissances attendues devaient étre disponibles n'a €té posée.
Les énoncés présentent quelques maladresses de rédaction, et minoritairement des erreurs, qui
apparaissent dans les corrigés simultanément, mais dans l'ensmeble ce sont des productions trés
correctes. Le fait d'analyser I'énoncé semble avoir entralné un certain contrfle des productions,
supérieur & ce qui est produit d'habitude.

Plus généralement, il apparait qu'un des effets potentiels de ce module soit de rendre les
étudiants plus vigilants sur leurs propres productions mathématiques... Ceci n'est pas entiérement
nouveau : en formation des professeurs d'école, c'est pour un effet analogue que sont appréciés

notamment les cours de didactique des mathématiques...

2} Le bilan des étudiants

Nous les avons questionné sur leurs attentes, les points positifs et les points négatifs de cet
enseignement.

Voici un résumé des réponses

* les attentes étajent un peu différentes de l'offre, plus centrées sur une préparation "pédagogique" (?)
a I'enseignement.

* Les points positifs concernent

- Panalyse d'exercices (citée 11 fois sur 15)

- la prise de recul obtenue (6 fois), avec des conséquences sur les activités mathématiques des
étudiants (en petits cours, en partiels...)

- le travail en petits groupes (5 fois)

* Les points négatifs concernent

- la mauvaise organisation des stages..;

- le niveau des mathématgiues étudiées (5 fois), trop élevé

- le manque de cours de pédagogie (5 fois).

A23






Pour tout renseignement sur les publications diffusées par notre IREM,

Vous pouvez soit :

Coensulter notre site WEB

hitp://www.ccr.jussieu.fr/iremParis7/welcome.html

Demander notre catalogue en écrivant a

IREM Université Paris 7
Case 7018
2 place Jussicu
75251 Paris cedex 05



TITRE :

Comment élaborer des énoncés en mathématiques? L'exemple d'un enseignement de licence de
mathématiques sur ce théme

AUTEUR (S) :

Pian]
Robert A

RESUME :

Il s'agit de la présentation d'un enseignement réservé aux étudiants de licence de mathématiques.
Cet enseignement est construit & partir de trois thémes, les quaternions, la convergence uniforme
et les nombres réels. Les différentes activités proposées aux étudiants et présentées en détail dans
la brochure ont un double objectif annoncé aux étudiants : un objectif mathématique de
réorganisation de connaissances de niveau DEUG et un objectif plus pédagogique de construction
d'énoncés de problémes. Dans ce but, on donne aux étudiants quelques notions €lémentaires sur
les mises en fonctionnement des connaissances et on leur apprend & repérer dans un énoncé ce
qui fonctionne et comment

MOTS CLES :

mathématiques
énoncés de problémes

Université PARIS 7-Denis Diderot
Directeur responsable de la
publication : R. CORI

Case 7018 - 2 Place Jussieu

75251 PARIS Cedex 05

Dépot 1égal : 1999

ISBN : 2-86612-180-5



