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Mnémosyne
personnification de la mémoire.
Elle s’unit a Zeus pendant 9 nuits de suite ;
de cette union naquirent les neufs Muses.

{Dictionnaire Robert des noms propres)

lustration de la couverture : « La mémoire »

gravure allégorique d’aprés Gravelot (XVII° siécle)
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EDITORIAL

------------

En ce printemps 1999, nous vous proposons un numéro d’algébre centré sur le second degré.

Bien que la résolution numérique des équations du second degré & une inconnue soit pratiquée depuis la haute
€poque babylonienne, ces équations oni toujours gardé la méme actualité. Elles sont au Xvigme siécle un sujet
sur lequel se penchent tous les nouveaux algébristes, lecteurs éclairés des textes grecs anciens, en quéte de
symboles ef de régles.

Il s’agit pour le mathématicien francais Guillaume GOSSELIN, en 1585, 4 la fois de valider les algorithmes
numériques griice A des propositions du second livre des Eléments d'Euclide, et de les appliquer 2 la résolution de
problémes. Nous présentons un chapitre de sen De arte magna dans la rubrique « Bonnes Vieilles Pages ».

Le mathématicien et théologien allemand Michael STIFEL, lui, est & la recherche, dés 1544, d’un algorithme
unique pour la résolution de toutes les équations du second degré. Dans le « Premier conte du Iundi », nous
expliquons sa régle AMASIAS et nous donnons des indications sur fes fagons dont il met la géométrie au service
de 1’algébre qui s"élabore.

I article central examine les liens profonds qui unissent les deux problémes que sont la résolution des
équations du second degré et la recherche de deux grandeurs comnaissant leur produit et leur somme ou lenr
différence, lesquels liens n’ont été découverts que progressivement en occident. Quand vers 1592, Frangois
VIETE, qui s’est respectueusement approprié¢ les textes d’Euclide et de Diophante, construit les grandeurs
géométriques racines des équations du second degré, il met un terme aux ambarras gue révélent les texies de ses
prédécesseurs.

Si I'intérét d’un probléme se mesurait an degré de I’équation algébrique associée, la rubrique « Dans nos
classes » vous semblerait modeste. De fait, elle rend compte d’une triple expérience pédagogique, puisque le
probléeme du premier degré que livre le manuscrit de AL-KHWARIZMI {Bagdad, 1X&me siécle) a été exploité avec
un succés €gal en classe de cinquieéme, en classe de seconde et en classe de STT, dans une présentation adaptée &
chaque niveau.

Les autres rubniques sont destinées a vous faire réver :

Nous avons I pour vous Images, Imaginaires, Imaginations, une perspective historique pour U'introduction
des nombres complexes. C’est Je dermier ouvrage de la commission Inter-IREM Epistémologie et Histoire des
Mathématiques.

Nous avons voyagé pour vous. L'océan indien au carrefour des mathématiques arabes, chinoises,
européennes et indiennes, ¢’était & Saint-Denis de La Réunion du 3 au 7 novembre 1997, et les actes sont parus.

Un « Deuxiéme conte du lundi », n’est-ce pas trop ? Non, puisqu’il s’agit de penser ou de repenser les

relations entre mathématiques et littérature. A vos plumes done, mais lisez d'abord !






BONNES VIEILLES PAGES &

GUILLAUME (GOSSELIN, ALGEBRISTE DE LA RENAISSANCE

« L’équation seconde, que 1’on nomme composée »

GVLIELMI
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Nous ignorons touf de [a vie de Guillaume GOSSELIN, mais nous connaissons de lui deux ouvrages, une
traduction &ditée en 1613 de 1'Arithmétique de Niccolo Tartaglia (1499-1557), et le traité d’Algeébre De arte
magna, seu de occulta parte numerorum, quae & Algebra, & Almucabala vuigo dicitur!, {Paris, 1577), dont la
page de titre est reproduite en introduction de {a rubrique. Des commentaires sur ce traité sont parus sous la
ptume de H. Bosmans dans Bibliotheca Mathematica, (19006).

Le De arte magna est, comme d'autres ouvrages marquants du XVI® siécle, un ensemble de « canons »,
regles et algorithmes, pour ce qui deviendra le calcul algébrique. Aprés ’apparition en Europe an XV© siecte des
traductions en latin des Eléments &’Euclide, la tradition mathématique grecque qui s'était développée grice aux
mathématiciens arabes, s’est trouvée renforcée ; aussi, au moment o 'algébre commence 4 évoluer du fait du
passage progressif del’expression rhétorique 3 ’expression symbolique, au moment ol les nombres négatifs font
leur apparition, la référence obligée & Euclide prend des formes différentes selon les auteurs. Gosselin est & ce titre
tout 2 fait intéressant.

Nous présentons en « Bonnes vieilles pages » une traduction, volontairement proche du texte original, du
chapitre 1111 du Livre [11 du De arte magna que Gosselin consacre a la résofution des « équations secondes », les
équations du second degré A une inconnue 4 trois termes.

Gosselin, qui n’admet pas encore dans les équations d’autres coefficients que positifs, distingue, & la manigre

des Arabes, trois types d’équations secondes, respectivement, en écriture symbolique actuelle,

+dx=p @
X*=dx + p (Ih)
4 p=sx (I

oit p, s et d sont des nombres positifs. [} en cherche les racines positives.
Pour chaque type d’équation, il fait une étude qui comporte trois parties :
1- la description de l'algorithme, générale d’abord, puis reprise sur un exemple
Bien qu’il s’agisse d’une technique calculatoire étudiée et utilisée régulizrement depuis la haute époque
babylonienne (2000 a 1600 avant J.—C.), Gosselin la détaille 4 nouveau. Les équations de type I et II ont une
unique racine positive ; les équations de type III ont deux racines posilives, ou exceptionnellement une seule,
Gosselin expliquant la racine double mais ne parlant pas du cas impossible.
2- une « démonstration arithmétique » de Palgorithme
Gosselin la conduit en faisant référence & des propositions du Livre [I des Eléments d'Euclide qui sont
géométriques, dans leur forme au moins. Clest un travail original dans lequel Gosselin apparait tout & fait
emblématique de sonr époque, & la fois dépendant de P'héritage euclidien et sachant le mettre au service de sa
démarche algébrique.
3- un exemple d’utilisation pour la résolution d'un probléme
Gosselin fait ia mise en équation de problemes plus ou moins inattendus, dont il calcule les racines en
appliquant les régles énoncées. Nous avons choisi de donner, comme « vraie vieille page », face & sa traduction,

le probléme d’apptication du premier algorithme. Ce probléeme est au départ de la réflexion menée dans larticle

L« Le grand art, oula partie cachée des nombres, que I'on appelle couramment Algébre et Almucabale »
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centrai de {a brochure, « Recherche de deux grandeurs connaissant leur produit et leur somme ou leur

différence ».

ddes

Pour faciliter I'accés au texte de Gosselin, nous signalons, dans les lignes qui suivent, quelques
caractéristiques de sa forme, intermédiaire entre F'expression rhélorique et 'expression symbolique, puisqu'il use

de symboles mais que les expressions de type algébrique qui en résultent restent intégrées au texte.

¢ Gosselin n'a recours & aucun symbole pour décrire les opérations sur des valeurs numériques
connues ; il écrit en toutes lettres qu'il « gjoute », qu'il « retranche », qu'il « obtient », que « reste » ou
que « restent », ... ; quand il retranche 9 de 9, il obtient « rien ». Mé&me si 'absence du chiffre « O » n’est
certes pas tout & fait indépendante des difficultés conceptuetles qui ont précédé puis accompagné le nombre zéro,
il apparait que Gosselin a le souci d'introduire des symboles pour les grandeurs inconnues spécifiquement ;
["algebre symbolique est encore et toujours la science de 'inconnue qu’était dépa 'algébre non encore symbolique

pour les Arabes au [X° siecle.

¢ Gosselin introduit donc des symboles pour désigner les termes inconnus de l'équation et il les
emprunie au registre géométrique, ce qui le laisse encore loin d'une notation numérotée des puissances
successives de l'inconnue : Q comme Quadratus, pour le carré inconnu,
L comme Latus, pour te cdt¢ inconnu (du carré inconnu),
Le géométrique est assez prégnant pour que les termes de « coté-Quarré » ou simplement « c&té » soient

utilisés pour désigner une racine carree.

 Ce sont également des initiales, P (plus) et M (minus), que Gosselin introduit dans |'expression d'une
somme ou d'une différence algébriques, comme précurseurs de nos signes opératoires + et —.
Mais il n'utilise pas de signe pour exprimer 1'égalité de deux expressions algébriques : il a recours a des
formes verbales conjuguiées s'apparentant & « égaler » ou « &tre égal & ».
Pas non plus de signe pour [a multiplication : Gosselin parle de ce que « produit » un nombre « par » un
autre.
L'esperiette « & » est trés fréquemment utilisée,
— dans le texte, pour la conjonction de coordination « et »
— dans le texte, pour lier les deux termes d'une somme, 4 calculer ou déja calculge :
« & biensir49 & 5 font 54 »
« donc le produit du nombre A par 10 & A, clest-a-dire dix fois le nombre A & le quarré de A sont
€gaux a 56 »
- exceptionnellement, dans I'expression al gébrigue d'une somme, a fa place du symbole P :

« sofent 40 égauxa 1Q & 6L »



* Les différents usages du mot nombre méritent aussi notre attention.

Une équation seconde compléte comporte carrés, cotés et nombres. Le coefficient du terme carré est égal a 1
et est toujours écrit.

Prenons l'exemple d'une équation seconde de type I, « quand un nombre est égal 2 1Q & des cdiés » :

« [10sontégauxa IQPIL »

i estle « nombre des cbtés », le coefficient du mondme de degré un,
110 est e « nombre absolu et dépourvu de valeur », notre monéme de degré zéro. Le contexte de l'époque
permet de comprendre que le nombre absolu est dépourvu de valeur <cossique>, au sens ol il n’est pas attaché a
une puissance de 'inconnue, la coss, désignée par un signe cossique ; Jacques Peletier du Mans (1517-1582),

dans son Algebre (1554), en frangais, dit du nombre absolu qu'il est « sans signe adjoint ».

 Nous noterons enfin une démarche propre & Gosselin, un détour qui ne peut étre gratuil.

Aprés avoir expliqué le probléme, aprés avoir fait sa mise en équation, c'est-d-dire choisi la grandeur du
probleme qui devient le c6té inconnu L, et traduit la contrainte du probléme par une égalité algébrique mettant en
jeu L et Q, Gosselin n'opere pas avec les symboles introduits. Il note A le nombre valeur du ¢dt€ inconnn 1L ;
« A par A » devient alors 1a valeur du carné inconnu 1Q et Gosselin détaille de fagon rhétorique el non
symbolique les calculs qu'il fait avec le nombre A, donc avec les valeurs inconnues, comme si elles étaient
connues. Ce qui semble remarquabile, c'est donc 1'écart que Gosselin maintient entre le symbole qui désigne la
grandeur inconnue et la letire qui en est la valeur numérique inconnue. S'agit-il d'une prudence 7 Tout se passe
comme si l'écriture symbolique, ressentie comme une nécessité, n'était pas encore opcrationnelle, alors méme
que la démarche consistant 4 calculer sur des nombres inconnus comme sur les nombres connus €lait déja

construite.
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Le grand art du Breton? de Caen GUILLAUME GOSSELIN
ou la partie cachée des nombres, que |’on appelle couramment
Algebre, & Almucabale,

(QUATRE LIVRES.

o sont présentées les équations de Diophante,
les Régles de la Quantité simple, & de la Quantité sourde.
Au trées Révérend Pere dans le Christ
RAYNAUD DE BEAUNE,

Evé&que de Mende, Chancetier du tres [llusire Duc d’Alengon,

Gouvemeur du Gévaudan, et conseiller en questions sacrées et intimes.

A PARIS
chez Egidius Beys, rue Jacob,
a 'enseigne du Lis blanc.

1577.
LIVREIIL

L’Equation seconde, que I'on nomme composée. Chap. TP,

On parle d’équation seconde, quand de ces quantités, que sont quarrss, cotés, & nombres, 1'une est finalement
présentée égale aux deux autres, et comme cette équation peut prendre trois formes, nous donnerons aussi trois
algorithmes, que nous démontrerons séparément.

Premier algorithme.

On parle du premier Algorithme de I’équation seconde, quand un nombre est égal a 1Q & des cdtés*, alors
nous prendrons le quamé de la moitié du nombre des ¢oi€s, que nous ajouterons au nombre absolu et dépourvu de
valeur, nous chercherons le cté-Quarré de cefte somme, de ce cOE<Quarré> nous retrancherons [a moitié du
nombre des cOlés, le reste sera la valeur d’un cdté, ainsi soient 40 égaux & 1Q & 61., nous ajouterons 9 Quarré de
3 moitié du nombre des Cotés 4 40, ils feront 49, somme dont le cHté-quarré est 7, dont nous retrancherons 3
moitié du nombre des cotés, restera 4, et ¢’est la valeur d’un c6té, et en effet le Quarre de 4 est le nombre 16, 6L,
¢’est-i-dire six fois 4, sont 24, qui avec 16 font 40.

Notre démonstration de cet algorithme
Arithmétique.

Soient 100 P 1Q égaux & 56, & soit le nombre A la valeur du c¢6té, donc le produit du nombre A par 10 &

A, c’est-a-dire dix fois le nombre A & le quaré de A sont égaux & 56, or le produit de A par 10 est égal au

2 Nous signalons quelques hardiesses dans la traduction de la page detitre.

3 GosseLn G., De arte magna, Paris, 1577, p. 57 4 63. Traduction de [’extrait dve 4 la collaboration de I. Boyé,
O. Kouteyniko!fT et H. Plane. Nous avons choisi de rester trés proches du texte latin, et d’en respecter la ponctuation
méme, bien qu’elle soit chaotique parfois.

4 Nous gardons les notations latines de Gosselin : Q pour Quadratus, le camré inconnu, et L pour Latus, le ¢6té inconnu
(du carré inconnu),
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produit de A par 5 & 5 parties de 10 d’apres [a premiére <proposition> du second <livre des Eléments>
d"Buclide. C’est pourquoi nous séparerons 5 P A en 5 & A, ainsi d'aprés la quatnéme <proposition> du second
<livre> le Quarré de 5 P A sera égal anx Quarrés de 5 & de A & au double du produit de 5 par A, mais le double
du produit de 5 par A & le Quarré de A sont égaux 4 56 par hypothése, donc lequarr€é de 5 P A est égal 4 56 &
au quaré 25 de l'une des deux parties 3, ajoutons-les & 56, ils feront 81 évidemment Quarré de 5 P A | ainsi le
cOté<quarré> de 81, c’est-i-dire 9, est égal 3 5 P A, de quantités égales retranchons des quantités égales, de l'une
et I'autre 5, restera 4 égal 4 A, donc le nombre inconnu est 4, & 10L sont 40, 1Q est 16, lesquels ajoutés
donnent 56.
Utilisation de cet Algorithme.
Probleme.

Cherchons deux nombres, tels que ces nombres mémes éant retranchés de leurs quarrés, il reste 48, & que
ceux-la mémes étant ajoutés au résultat du produit de F'un par antre, il vienne 31.

Posons que les nombres ajoutés sont 1L, donc 48 P 1L seront €gaux 4 leurs Quarrés, & 31 M 1L seront
égaux au produit de I’un par "autre, & ainst 62 M 2L le seront au double du produit, mais d’aprés la quatridme
<proposition> du second <livre des Eléments> d’Euclide, les Quarrés des parties avec le double du produit de
’upe par PPautre sont égaux au Quarré du tout, or on a posé que le tout émit 11, donc 48 P 11, P 62 M 2L
sont égaux & 1Q, c’est-d-dire 110 M 1L sont égaux & 1Q, & en ajoutant de part et d'autre 1L qui manque i 1’un
des deux membres, 110 sont égaux 4 1Q P 1L ; et ainsi [’équation releve de cet algorithme, la moitié du

n 1 .1 . . 441 . . 21
nombre des cOtés 1 est =, le Quarré 1 ajoutons-le aux 110, ils feront - dont le cBté-Quarré est -,
.. R W g 1 20 . . 3 R ey
enlevons fa moitié de 1 ¢’est-a-dire = resteront ==, ¢ est-d-dire 10, & ¢’est la valeur du ¢6té, donc la somme de

ces nombres que nous avons posée étre 1L est 10, ainsi le produitde Pun par autre est 31 M 10 Cest-d-dire 21,
pour connaitre ces nombres séparément, nous partagerons 10 en deux parties de sorte que le produit de {’une par
["autre soit 21 d’aprés le probléme du chapitre 14 du livre premier <du Grand Art>, & ces parties seront les
nombres 3 & 7 qu’il fallait trouver, & ce calcul est beaucoup plus facile que celul gui est transmis par Peletier a
la question 5 de |"équation composée.

Second algorithme.

On parle du second algorithme de I"équation seconde, quand 1Q est égal & des cités & des nombres, alors nous
calculerons le Quarré de la moitié du nombre des ¢dtés, auquel nous ajouterons le nombre absolu ou dépourvu de
valeur, nous extrairons le coté-Quarté de cette somme, 4 laquelle nous ajouterons la moifié du nombre des cdtés,
cette demigre somme sera bien la valeur d’un ¢dié, comme pour 1Q) égal 2441 P 12, nous ajouterons 4 Quarsé de
2 moitié du nombre des ¢Otés 4 an nombre dépourva de valeur 12, ils feront 16, somme dont le cHié-Quaré est
4, auguel nous ajouterons 2 moitié du nombre des c6i€s, la somme 6 sera évidemment la valeur du c&t€, car 41,
sont 24, qui ajoutés A 12 font 36 Quarré du cbié 6.

Notre démonstration du second algorithme
Arithmeétique

Soient 61. P 16 égaux a 1Q. 1l apparait manifestement que le c6té inconnu est plus grand que 6 le nombre

des c6tés : si en effet il était ou égal ou plus petil, alors la partie serait égale au tout, ce qui est absurde, puisque

36 P 16 seraient égaux & 36. Soit donc 6 P A le nombre inconnu, ainsi le Quarré de ce nombre est €gal an

12



Vi ﬁts huius Canonis,
Prollema,

Veftigemus duosnumeros,vta qua-
draus illorum fubduétis iplis nume-
ris, reliqua fint 4 8,8 ipfis additisad
id quod fit ex ductu vniusinalterum, -
cxurgant 3l :

Faciamus illos numeros additos efle
1L,crgo 48 D1 Lxqualia erunt illo-
ri Quadratis,& 3 1M1 L zqualia facto
ex vno inalterd,quare & 62M 2 L du-
plum facti, {ed ex quarto fecundi Eu-
clidis, Quadrata partit cum duplo fa-
& ex vnainalterd equalia funt Qua-
drato totius, totus auté numerus fictus
eft 1L,ergo 48P1LP62M2L fune
zqualia1 Q,hoceltiro M1L zqua-
lia 1Q, & addito vtrinque 1L qued
deficit tn altera parte, 110 xqualia1 Q_
P 1 L,flicq; ftat gquatio fuper hoc cano
ne, femiflis 1 numert later{l eft -, Qua-
dratum 1, addamus ad 110, exiftér =,

quorum latus Quadratum et ¥ tolla-
mus femiffem 1 hoc eft’, reftabie 22
hoc eft1o, & tantusclt lateris valor,
fumma ergo horum numerorum qua
fecimusefler Left1 o, quare factus cx
vnoinalteri;t M1ohoceftz1,veco-
gnofcamus hos feparatim numeros,
particmur 1 o in duas etnfmodi partes,
vt factus exvyna in altcram {it 21 ex
ﬁrob]cmatc ad 1 4 caputlib. primi, &
¢ partes erunt 3 & 7 numeri quos in--
uenifle ‘oportuit , & hzc cft facilior
multo ratio , qua ca qug traditura Pe-
letario queft. sad ¢quat. compofitam.

GOSSELIN G., De Arte Magna , Paris, 1577, p. 59
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produitde 6 par 6 P A & 16, mais le quarré de ce nombre 6 P A est aussi égal au produitde 6 par6 P A & de
A par6 P A d’aprésla premi2re <proposition> du second <livre> d’Euclide, ¢’est pourquoi le produit de 6 par
6 P A & 16 sont égaux au produit de 6 par6 P A et de A par 6 P A, de quantités égales retranchons des
quantités égales de 1'une et l'autre le produitde 6 par6 P A, resteront 16 égaux au produitde A par6 P A. Ceci
étant ainsi établi, séparons 6 P 2A en A & 6 P A, lamoitié de6 P 2A est 3 P A, donc d’apres le cinquieme
théoreme du second <livre> d’Euclide, le produit de A par 6 P A avec le Quamé de Pexcédent de 6 P A sur
3 P A estégal au Quarré de la moitié du tout, c’est-2-dire 3 P A, mais le produitde A par6 P A est le nombre
16, comme cela a été démoniré, I'excédentde 6 P A sur3 P A est la moiti€ de6 donc 3, carl'excédent de A sur
A est 0, le Quarré de cet excédent 3 est 9, ajoutons-les a 16 ils feront 25, qui sont égaux au Quarré de la moitié
de6 P 2A doncde3 P A, ainsi les cOtés<quarrés> seront aussi égaux, le cOté<quarré>de 25 est 5, nombre qui
est finalement égal A3 P A, de quantités égales enlevons des quantités égales, de 1'une et 'autre 3, restera A égal
4 2, donc le c6té inconnu que nous avons posé élre 6 P A ¢mait 6 P 2, c’est-a-dire 8, puisque aussi 6L seront

48, qui avec 16 donnent 64 Quarré du cdté 8, ce qu’il fallait démontrer.

Utilisation de cet algorithme.

Probléme.

Partageons 12 en deux parties de sotte que le Quamé de I'une avec auire fasse 54, Soit 1L P'une des parties,
I'autre sera donc 12 M 1L, ajoutons le Quareé de 1L, c’est-d-dire 1Q, a4 12 M 1L, ils feront 1Q P 12 M 1L
égaux i 54, ajoutons 11. de part et d'autre, ils feront 1Q P 12 égaux a 54 P 1L, enlevons 12 de part et d'autre,

resteront 42 P 1L égaux a 1Q, et ainsi I'équation releve de cet algorithme : nous ajouterons donc le quarré de fa

"y , N i 169 e 13 . 1 .
moitié de 1 ¢’est-a-dire ” a4 42, viendront = dont le cHté<quarre> sera =, ajoutons 3 moitié de 1 nombre des
Atde 4, . ) ALe - . .
cOtés, ils feront — , c’est-a-dire 7, et ¢’est la valeur du cOt€, c’est pourquoi la partie de 12 que nous avons posée

8tre 1L était 7, donc Vaufre était 5, ou 12 M 7 ¢’est-d-dire 5, & bien str 49 & 5 font 54.
Troisiéme algorithine.

1l s’agit enfin du troisiéme Algorithme de I'équation seconde quand des cOtés sont égaux a 1Q & un nombre,
alors nous calculerons le Quarré de la moitié du nombre des c6tés, dont nous retrancherons le nombre dépourvu
de valeur, nous chercherons te coté-Quarré du reste, et ou bien nous Fajouterons a Ia moitié du nombre des cBiés,
ou bien nous Ven retrancherons si c’est ce qu'il convient de faire, ce sera la valeur d’un c6té, ainsi soient 6L
égauxd 1Q P 8, nous retrancherons 8 de 9 Quarré de 3 moitié de 6 nombre des cbtés, restera 1, reste dont le
cOté-Quarré est 1, nous ajouterons 1 4 3 moitié de 6 nombre des c6tés, ils feront 4, ou bien nous retrancherons |
dece 3, il restera 2, ¢’est pourquoi nous dirons que soif 4 soit 2 est la valeur d'un c6té, 4 assurément, parce que
six cotés sont 24, 1Q est le nombre 16, ce nombre 16 avec 8 donnent le méme 24, et il est tout aussi vrai que le
cHié soit 2, son Quarré est 4, si on I'ajoute 4 8, la somme est 12, et six cdiés font autant, soit 12,

Or s”il armve que le nombre proposé soit égal au carré de la moiti€ du nombre des ctiés, alors la moiti€ du
nombre des cHiés sera ba valeur d’un ¢Oté, ainsi soient 6L égaux 2 1Q P 9, je dis que 3 est la valeur d’un cO1€,
car d’aprés 1’algorithme ci-dessus, nous retrancherons le Quarré de 3 ¢’est-a-dire 9 de 9, et il restera rien, dont le
cHE-Quaré est rien, et parce que rien ne peut ni &tre ajouté ni étre retranché de 3 puisqu’il est rien, 3 sera de 'une

et {’aufre maniére la valeur d’un cOté.

14



Notre démonsiration du troisiéme algorithme
Arithmétique

Scient 32 P 1Q égaux & 18L, ou bien le cbt¢ inconnu est plus grand que 18, ou égal, ou plus petit, on
démontre qu’il n’est ni plus grand, ni €gal, assurément pas plus grand, parce que s’il est plus grand il est
précisément égald 18 P A, & ainsi 18 P A multipliés par 18 seront égaux & 18 P A multipliés par 18 P A,
c’est-d-dire 1a partie au tout, ce qui serait contraire 4 la raison, il n’est certainement pas non plus égal, car s’i
était égal, 18 multipliés par 18 seraient égaux a 18 multipliés par 18 & 32, ce qui est absurde : il reste donc que
le cbté inconnu est plus petit que 18, soit précisément le nombre B & ainsi le nombre B multiplié par 18 sem
égal au Quarré du nombre B, c'est-2-dire 3 B multiplié par B, & 32, & puisque le nombre B est plus petit que 18,
comme cela a été démontré, qu’on le retranche de 18, resteront 18 M B, ainsi d’aprés la premiére <proposition>
du second <livre> d’Euclide, le produit de B par 18 sera €gal au produit du m€me B par les parties de 18 c’est-a-
dire le nombre B & 18 M B, mais alors le produit de B par B, c’est-a-dire le Quarré du nombre B, & 32 sont
égaux au produit du nombre B par 18, donc le produit du nombre B par B, ¢’est-d-dire le Quarré de B, & 32 sont
éganx au produit de B par B & au produit de B par 18 M B, retranchons de part et d'autre le Quarré de B, ¢’est--
dire le produit de B par B, resteront 32 égaux au produit de B par 18 M B, or parce que e nombre 18 a €1€ séparé
enB & 18 M B, il s’ensuit que 32 est le nombre produit d’une partie de 18 par 'autre. Maintenant donc nous
séparerons 18 en deux parties de sorte que le produit de I'une par I’aufre soit 32 d'aprés le probleéme du chapitre
14 du livre premier <du Grand Arf>, et les parties seront 2 & 16, & 1'une et 'autre sont la valeur du cHé
inconnu.

Utilisation du troisiéme Algorithme.
Probléme.

Cherchons deux nombres dont {a différence soit 7, & tels que leurs Quarrés ajoutés solent égaux au Quarré de
13 c’est-a-dire & 169

Posons que [’un des nombres est 11, Pautre sera donc 11 P 7, leurs Quarrés sont 1Q, & 1Q P 141 P 49,
leur somme est 2Q P 14L P 49 égale & 169, retranchons 49 de part et d'autre, resteront 2Q P 14L égaux i
120, donc la moitié sera égale & la moitié, évidemment 1Q P 7L égaux i 60, el ainsi 'équation reléve du
premier algorithme, procéde seton celui-ci & tu trouveras que la valeur du c&i€ est 5, & ["autre nombre 7 P 5
évidemment 12, cela va sans dire.

Partageons 17 en deux parties de sorte que la somme des Quarrés soit 169.

Nous aurons alors posé que I"une des parties est 1L, donc I'autre 17 M 1L, la somme des Quarrés est
2Q M 34L P 289 égale & 169, de part et d'autre retranchons 169 & ajoutons 34L, ils feront 34L égaux a
2Q P 120 et de plus la moitié sera égale a la moitié, c’est-d-dire 171 égaux & 1Q P 60, et ainsi !"équation

. . i 17 . 289 . 49
reléve de ce demier algorithme, la moitié de 17 est >y de Quarré - dont je retranche 60, restent - dont le
. 7 . L 17 . :
cOté<quané>est —, ou bien je 'ajoute, ou bien je le retranche de -, il en résulte les parties 3 & 12 comme

précédemment,

3alaplace du« 5 & 7 » nécessairement erroné que comporte 1'édition dont nous disposons.
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DURRET N., L'Algebre, Effections Géométrigues,

& pariie de 'Exégétique nombreuse de 1'Tllustre F. Viéte, Paris, 1644, p. 102-103.
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Recherche de deux grandeurs .
connaissant leur produit :
et leur somme ou leur différence

) o e o
a 0 o

Odile Kouteynikoff

Introduction

Le terme « grandeur » est intentionnellement utilisé dans le titre, 4 la place du mot « nombre »,
pourtant plus usuel dans ce contexte. C'est dire d'emblée que notre réflexion nous portera en dehors du registre

purement algébrique, trés rapidement aprés les rappels de rigueur que voici.

Les recherches de deux nombres connaissant leur produit et leur somme ou leur différence ne sont pas des
questions triviales pour nos €éleéves. Ce sont, au premier abord, des problémes 4 deux inconnues, susceptibles

d'une traduction par un systtme de deux équations, non linéaire, a résoudre par snbstitution,

RESULTAT PRELIMINAIRE :
Si I'équation x? + ax + b = 0 admet deux racines X, et X,, les deux polyndmes x* + ax + b et (X — x)(X ~ X,)
sont identiques, ce qui permet d'écrire les égalités X, + X, = —a el x; X, = b.

PREMIERE RECHERCHE : trouver deux nombres x et y de somme s et de produit p.

. X+y=58 .
Soit le systéme a résoudre.
Xy=p

Par substitution, Ou encore

X=8-Y Jx=s—y (1)
{ -yly=p ¥*-sy+p=0 (2)
Si 1'équation résolvante (2) admet deux racines y, et y,, celles-ci ont pour somme v, + ¥, = $ d'aprés le résultat
préliminaire, et I'on trouve dans (1)
X;=S-Yi =Yz el % =s-y, =y, soit (x1,y1) = (y2.%2) = (y2.71).
C'est ici qu'on voit poindre la particularité de Ia situation : sans qu'aucune des deux racines de P'‘équation
résolvante du second degré ne soit parasite, on obtient une seule paire de nombres comme solution du systéme

syméirique en x et y ; la solution unique du probléme & deux inconnues, est constituée par les deux racines de

I'équation du second degré & une inconnue.
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SECONDE RECHERCHE : trouver deux nombres x et y connaissant leur différence d et teur produit p.
Le sysiéme peut s'écrire {x -y=d
Xy="p
Il n'est pas tout & fait symétrique et il ne peut avoir une solution unique au sens strict car, si un couple {a,b) est
solution, le couple (~b,—a} l'est aussi.
{x=y+d x=y+d (1}

soit
(y+d)y=p [y2+dy—p=0

On obtient par substitution,
Quand {'équation résolvanie admet deux racines y; et y, qui, d'apres le résultat préliminaire, vérifient I'égalité
vy, + V¥, =~-d, on trouve dans (1")
X=ytd=-y; et o=y +d=-y
soit (x,.yy) = (~¥2.31) et (%2.¥2) = {~y1.¥2)

Ce sont & nouveau les deux racines de l'équation résolvanie du second degré 4 une inconnue qui fournissent
« la » solution du probléme 4 deux inconnues.

Sans nécessairement nous appesantir avec nos éléves sur les subtilités de la résolution du second systéme,
nous leur demandons de RETENIR
~ que si I'équation x* + ax + b = 0 admet deux racines, efles ont pour somme — a et pour produit b
~ que, réciprogquement, pour trouver deux nombres de somme s et de produit p, il suffit, si le probleme est

possible, de résoudre 'équation y* ~ sy + p = 0, dont les racines sont alors les nombres cherchés.

Je crois me rappeler ma propre perplexité d'éléve devant ces deux énoncés d'une efficacité technique
incontestable, mais dont la concision méme enfermait le mystére. Je me souviens aussi de la rigueur presque
volontariste avec laquelle, jeune professeur, je disséquais fa correspondance entre les deux problémes d'algebre
devant des éléves dont le regard me renvoyait quelque chose du genre « tout ¢capourga ! ». Je m'étais finalernent
résolue a classer ce sujet qui m'avait troubiée, dans le registre du « banal et sans saveur » dont il faut bien
accepter qu'il ne soit pas vide. Mais le jour vint oli, travaillant sur des textes de la Renaissance & propos de la
résolution des équations du second degré®, je ressentis, grice aux détours et aux interrogations des nouveaux

algébristes, un vif regain d'intérét pour cette question qui se révélait historiguement délicate.

It me semble, en I'étal actuel de mes lectures, que l'essentiel de l'action se situe au XVI°® siécle, en cetle
péricde d'innovations décisives, donc de tensions fortes et de dénouements rapides.

A cetle époque, 'apparition des symboles suscite la rédaction de traités d'algébre, incite & se poser des
questions sur la formulation mathématique, autorise la recherche d'une simpliciié relative daps les démarches, et
amene 2 s'interroger sur la signification des résultats obtenus. En examinant des textes de Guillaume Gosselin’,
de Jacques Peletier du Mans (1517-1582) et de Simon Stevin (1548~ 1620), nous cernerons d'assez prés la nature

des obstacles épistémologiques.

& KOUTEYNIKOFF O., « Aspects durdle de la géométrie dans la construction de l'algébre : Regard historique sur la
résolution des équations dusecond degré », in Repéres-IREM, n° 28, juillet 1997, p. 114.
7 dont nous ignorons les dates de naissance et de mort.
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La Renaissance en Europe, c'est aussi comme le mot !'indique, P'époque oil la féquentation accentuée des
textes de I'Antiquité influence les modes de pensée. Les Eléments dEuclide (Alexandre, lIF sigcle avant J.C.)
sont disponibies en latin, en Occident, depuis te XV* si¢cle et constituent une référence incontournable ; les
Arithmétiques de Diophante (Alexandrie, III° siecle aprés J.C. selon la datation la plus courante) sont diffusées
depuis le milieu du XVI® siécle et stimulent les algébristes. Bien siir, la prégnance de [a géométrie euclidienne
crée des entraves sévéres telles que 1''mpossibilité de considérer des grandeurs autres que positives, mais elle
perpétue aussi des outils puissants comme la théorie des proportions, doat nous allons apprécier le rdle
déterminant pour notre sujet. Et en cette époque d'émergence de l'algébre, le poids de la géométrie euclidienne et
l'enthoustasme pour les problémes diophantiens se conjuguent pour générer des intuitions heurcuses: les
recherches de Stevin (Arithmétique, Leyde, 1585) pour « consiruire » de la méme maniére le numénque et le
géométrique apportent, dés avant les travaux de Frangois Viete (1540-1603), une contribution non négligeable a
'élaboration de la géométrie analytique que le XVII® sigcle consacrera.

La modemité de Viete, celle de son Algebra Nova (Tours, A partir de 1591), est, pour une part, le produit
de sa fidélité a Euclide et Diophante®, C'est en pratiquant une releciure respectueuse des textes des Anciens, en en
pénétrant les lignes de force, qu'il fes met en relation et en restitue le rayonnement. La maniére dont il démontre,
dans Les Effections géométrigues (partie sept de l'Algébre Nouvelle), que construire les grandeurs racines des
éguations du second degré, ¢'est construire des grandeurs dont on connaft le produit et la somme ou la différence,
est exemplaire de son art. En raisonnani sur une figure euclidienne, il met en évidence une construction
géométrique dont les ¢tapes sont exactement celles de la résolution numérique du probléme & deux inconnues,
telle qu'il la conduit dans Les Zététiques (partic trois de l'Algébre Nouvelle), & la maniére de Diophante.
Llexamen du travail de Viéte va donc constituer une partie essentielle de cet article et, dans ce cadre modeste, le

dénouement de la question-titre.

Cependant fa lecture préalable des textes grecs s'impose, non seulement pour I'éclairage qu'ils apportent
aux textes de la Renaissance, mais aussi pour ce qu'ils nous disent a nous, directement. Nous allons prendre le
temps et la place d'un travail gui en fasse émerger la simplicité, celle qu'il nous est permis de transmettre, 3 force
de la construire et de la faire construire, celle qui pourrait faire que la question délicate ne s'installe pas dans les

zones d'ombre d'une conscience mathématique mal éclose.

I. La relecture des textes grecs

Quelques propositions da Livre Il des Eléments d'Euclide

Des treize livres qui constituent le gigantesque ouvrage que sont les Eléments d’Euclide, les six premiers
sont consacrés a la géométrie plane. Nous ne noterens, au Livre I, que la proposition XLVII qui permet de
construire un carré d'aire égale A celle de deux carrés donnés. Cest la proposition immortalisée sous ’appellation

de théoréme de Pythagore :

B KeEIN 1., Greek Mathematical Thought and the Origin of Algebra, M.LT. PRESS, Cambridge (Mass.) and London
{Engl.), 1968, p. 1573 161.
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Dans les triangles rectangles, le quarré du cété opposé & I'angle droit est égal aux quarrés des cétés qui

comprennent l'angle droif’.

Le Livre I qui, au XIX® siécle, sera intitulé le livre de l'algébre géomeétrique!®, contient quatorze
propositions qui énoncent et démontrent des relations d’égalité entre aires de rectangles et de carrés combinés.
Aprés avoir rappelé la proposition IV que chacun connait, parfois sans le savoir, nous étudierons les propositions
v et VI qui sont essentielles A notre propos puis nous examinerons les propositions XI et XIV, les deux seules du
Livre II gui résolvent des problémes de construction.

Bien que Euclide n'aborde pas la théorie des proportions avant le Livre V, nous signalerons les situations
de proportionnalité identifiables sur les configurations étudiées, pour 'utilisation qui peut en &tre faite, au XVI*®
siecle on en classe anjourd'hui, et ceci, malgré le décalage que cette liberté engendre avec le projet de 'auteur, iel
qu'il est perceptible dans les premiers livres.

Enfin nous ne donnerons dans leur forme authentigue que 'énoncé des propositions, nous accordant la
facilité ou l'efficacité de présenter dans une forme modernisée les résultats, les démonstations ou les

commentaires.

La proposition IV

8i la droite est coupée a volonté, le quarré de la droite entiére est égal anx A _C B
quarrés des segments, et a deux fois le rectangle contenu sous les deux F
segments!L.

[AB]donné, C quelconque E D

carré AD = carré AF + carré FD + 2 Rect. FB

Nous pouvons aussi lire sur cette configuration la proportionnalité des aires des canés et des rectangles ayant
deux & deux un cdt€ commun :

carré FD _ Rect. FE
Rect. FB  camé FA ’

soit

&%
It
mmlg_

en écriture littérale actuetle, en posant CA = a et CB = b.
C'est exactement la visualisation que Peletier proposera pour ce résultat algébrique, jugé sans doute moins banal

au XVI° siecle qu'anjourd'hui.

Les propositions vet vl
L'étude des proposttions v et VI nécessite la connaissance du gnomon, qui fait I'objet de la définition 2 du

Livre II :

¥ BucLIpE, Les (Euvres, traduction F.Peyrard, Paris, 1819, réédition Blanchard, Paris, 1993, p 38.

10 BucimE, Les Eléments, traduction et commentaires B. Vitrac, P.U.F., Paris, 1994, t. 1, p- 366 : A propos de
Falgébre gdoméirique, Bernard Vitrac fait référence 3 P. Tannery (1843-1904) et H. G. Zeuthen (1839-1920}.

H GucLior, Les (Euvres, p- 43.
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Que dans tout paralldlogramme, 'un quelcongue des \ v
parallélogrammes décrits autour de la diagonale avec les \

dewx compléments soit appelé gnomon’2. A

gnomon G = parallélogramme GA + complément GB + compié¢ment GD

La proposition v A c D B
Si une ligne droite est coupée en parties égales et en parties
inégales, le rectangle sous les deux segments inégaux de la é—
droite entiére avec le quarré de la droite placée enlre les sections, L~
est égal au quarré de la moitié de la droite entiére!3. F
C milieu de [AB], D quelconque
Rect. AE = gnomon E, donc carré FE + Rect. AE = carmré FB
ou de fagon plus moderne, DA . DB + CD? = CB? (I1,v)
La proposition V1 E
Si une ligne droite est coupée en deux parties égales, et si on A c )f'}; D

lui ajoute directement une droite, le rectangle compris sous la

droite entiére avec la droite ajoutée, et sous la droite ajontée,

avec le quarré de la moitié de la droite entiére, est égal au quarré

décrit avec la droite composée de la moitié de la droite entiére F
et de la droite ajoutée, comme avec une seule droire’?.
C milieu de {AB], D guelconque
Rect. AE = gnomon B, donc carré FB + Rect. AE = carré FE
ou de fagon plus moderne, DA . DB + CB* = CD? (IL,vD)

Les propositions Xl et XIv
L’une et 'autre réalisent, sous des contraintes différentes, I’égalité en aire d'un rectangle et d’un carré. Ce

sont donc deux problémes, qui sont pour nous des probleémes du second degré, que Euclide formule et traite de

maniére complétement géoméirique.

La proposition xi
Couper une droite donnée, de maniére que le rectangle compris sous la droite entiére et U'un des segments, soit

égal au quarré du segment restant’.

12 1pid., p. 41.
13 1pid., p. 45.
4 1pid., p. 46.
15 1bid., p. 53.



Un segment étant donné, e tout, on demande de le partager en deux segmenis nécessairement inégaux, le
mineur et le moyen, de fagon que le rectangle construit sur le mineur et le tout ait la méme surface que le camé
construit sur le moyen.

Sur le segment donné BE, on construit le carré BEFA, puis on marque le milieu C de [AB], et le point D
de la demi-droite CB tel que CD = CE ; le point G cherché est le point du segment BE tel que BG = BD. La

démonstration, écrite ici en langage moderne, repose sur la proposition vil6 présentée plus haut.
gag PO propo p p

DADB+CB® =cCD’ A C B o

DA.DB + CB® = CE?

DADB+ CB® =CB® + BE
H

DA.DB = BE c '
Rect. DH = Carré BF
Carré DG = Rect. GF
F E
GB’ - EG.EB

L'égalité EG.EB = GB? exprimant que les grandeurs EG, GB et EB sont proportionnelles, il s'agit en fait de
construire l'extréme mineure EG et la moyenne GB, connaissant 'exiréme majeure EB, et sachant qu'elle est la
somme de la mineure et dela moyenne ; ce que, & la proposition XXX du Livre VI, Euclide appelle Couper une
droite finie et donnée en moyenne et extréme raison!’. C'est un probléme de partage d'une somme en deux

parties, satisfaisant 4 une condition de proportionnalité.

DANS LE REGISTRE NUMERIQUE :

GB
La nature de la contrainte permet de prendre pour inconnue le rapport , ce qui revient & poser EB = AB =1
et GB = DB = x, et 4 traduire 'égalit€ en aire DA.DB = BE? par I'égalité en nombres (x + 1). x = 1. le

GB . - .
rapport E . inférieur & 1, est la mcine positive de I'équation x* + x = 1.

EB
On peut aussi prendre pour inconnue le rapport inverse EE ; cela revient &4 poser GB=DB =1,
EB = AB = x et & traduire I'égalité en aire DA.DB = BE? par I'égalité en nombres (x + 1).1 = x? ; il apparait
alors que le rapport B supérieur 1, est la racine positive del'équation x> = x + 1.

Dans {'un et ['autre cas, la résolution numérique fournit la premiére inconnue GB en fonction de EB donné, et fa

seconde inconnue EG se déduit de la premigre par soustraction.

16 pour des démonstrations détaillées des propositions Vi et X1, et des suggestions d'activités pour les éleves, on
consuftera « Dans nos classes : La section dorée dans les Eléments d'Eunclide », in Madmosyne 0° 1, IREM de Paris
VI, avril 1992,

17 EucLipg, Les (Euvres, p. 174,
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La proposition X1V

Construire un quarré égal & une figure rectiligne donnée'8,

Au terme d'un parcours dont les étapes sont repérables au tong des Livres I ¢t I, il est acquis que pour
faire la quadrature d'une figure rectiligne donnée, il suffit de faire la quadrature d'un rectangle : clest la
construction que détaille la proposition XIv.

On cherche le carré de c6té DF = DG ayant méme aire gue le rectangle donné de cbtés DA et DE. B est
construit sur la droite AD de fagon que DB = DE, C est le milieu de [AB], F est le point de la demi-droite ED
tel gue CF = CB, et G le point de la demi-droite DB tel que DG = DE. La démonstration, écrite ici en langage

maoderne, repose sur la proposition v présentée plus haut.

F

2 2
DADB+CD’ =CB
DADB+CD =CP

A C D B G

DADB+CD° =cCD’ + DE /
DA.DB = DF’
Rect. AE = Carré FG =

L'égalité DA.DB = DF? exprimant que les grandeurs DA, DF et DB sont proportionnelles, la quadrature des
figures rectilignes tient tout entiere dans ce résultat central qu'est la construction de la moyenne proportionnelie
de deux grandeurs données. C'est la méme construction que Euclide détaille a nouveau, 2 la proposition XIII du
Livre VI, pour Deux droites étant données, trouver une moyenne proportionnelle!?, et qu'il justific alors par un

argument appartenant au registre de la proportionnalité, le corollaire de la proposition VIII qui précede :

Proposition Vil

Si dans un triangle rectangle on méne une perpendiculaire de l'angle droit sur la base, les triangles adjacenis d la
perpendiculaire sont semblables au triangle entier et semblables entre eux.

Corollaire.

De 1a, il est évident que. dans un iriangle rectangle, la perpendiculaire menée de Uangle droit sur la base, est

moyenne proportionnelle entre les segments de la base®®, {...J

Cette construction, susceptible de la transcription en écriture littérale actuelle ¢ = fab , résout géométriquement
P'équation du second degré Ja plus élémentaire x* = A, et potentiellement elle les résout toutes : Vigte utilisera
la figure précédente, dans les Effections géométriques, comme représentation canomque de trois grandeurs

proportionnelles, pour mettre en évidence sa construction des grandeurs racines des équations du second degré.

B 1pid., p. 55.
19 1bid. p. 151.
20 Ibid. p. 147 et 148.



Quelgues problémes du Livre I des Arithmétiques de Diophante

Il semble qu'il n'y ait, dans les ceuvres actuellement connues de Diophante, que de rares occurrences
d'équations du second degré ; on peut signaler celle du probléme XXX1 du Livre IV, qui se présente comme une
étape sophistiquée du calcul. Diophante résout habituellement des problémes & plusieurs inconnues, deux ou
plus, souvent indéterminés>!.

Les problémes XX VII & XXX du Livre [ sont propres a retenir notre attention :
~ les problémes XXVH et XXX parce qu'ils fraitent exactement la recherche de deux nombres connaissant leur
produit et leur somme putis leur différence,
~ les problémes XX VIII et XXIX parce qu'ils nous renseignent clairement sur les roles joucs dans ces recherches
par la somme et la différence, et ceci d'autant mieux que les quatre problémes se présentent comme une varation
sur des valeurs numériques communes.

Les résolutions que Diophante propose pour les problemes XXVII et XXX sont tout 4 fait différentes de
celles rappelées en introduction ; outre I'apport qu'elles fournissent 4 notre sujet, elles ont une valeur algébrique
propre incontestable.

Pour chaque probléme, l'énoncé est suivi d'une condition de possibilité, qui est ainst commentée © chose
qui est d'ailleurs (ou aussi) figurative. Que cette précision sott due & Diophante ou & l'un de ses copistes importe
peu : ce qui compte, c'est l'indication que la démarche numérique, nevve dans la forme théorique qu'elle prend,
n'est pas pour autant détachée des mathématiques euclidiennes géométriques. La perception par Viete de ce lien
profond entre Euclide et Diophante explique vraisemblablement, pour une part, la fécondité de son travail.

Nous ferons & nouveau le choix de présenter dans une forme un peu modernisée les démonstrations,

parfois succinctes, de Diophante.

Le probléme XXVII
Trouver deux nombres tels que leur somme et leur produit forment des nombres donnés.

Il faut toutefois que le carré de lo demi-somme des nombres a trouver excéde d'un carré le produit de ces
nombres ; chose qui est d'aillenrs figurative.
Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que leur produit forme 96 unités.

Que l'excédent des nombres soit 2 arithmes??. [...]

Une originalité notable de Diophante consiste 4 introduire une inconnue auxiliaire, qu'il nomme arithme.
Puisque I'excédent des nombres est 2 arithmes, l'arithme désigne ici la demi-différence des nombres cherchés.
Leur somme est donnée égale 4 20 unités. Diophante établit avec une certaine insistance que 10 unités plus 1
arithme et 10 unités moins 1 arithme sont les deux nombres de somme 20 et de diftérence 2 arithmes que l'on
cherche. 11 leur impose d'avoir pour produit 96. De I'égalité & 96 du produit 100 unités moins 1 carré d'arithme, il
déduit que I'arithme vaut 2 unités, le plus grand nombre 12 unités et le plus petit 8 unités, et que ces nombres

satisfont a la proposition.

21 GuiLEMOT M., « Un conte dulundi : A propos de Diophante d'Alexandrie », in Mnémosyne n° 14, IREM de Paris
VII, juin 1998.
22 INOPHANTE, Les Arithmétiques, traduction P. Ver Eecke, Brouwer, Bruges, 1926, p. 36.
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Une relecture de la proposition v du Livre 11 des Eléments d'Euclide permet d'illustrer 2 1a fois [a démarche

calculatoire et Ia condition posée.

Figt
Le segment AB étant coupd en parties égales au point C et en parties inégales au point D, on peut écrire :
DA.DB + CD*= CB?
En cotésnstruisant L symétrique de D par rapport 2 C, on fait apparattre a coté de
la somme donnée AB = DA + DB, la différence LD = DA — DB.

La proposition 5 s'écrit alors
2
LD AB
DA .DB+(—2—) =(""‘") :

soit encore

2 2

-

DA —-DB\> DA +DB)’

DA . DB +( ) = ( ) ,

ce qui montre que Ion peut calculer la demi-différence, si le camé de la demi-somme excéde d'un carré le produit
des nombres. 11 est difficile, & ce stade de la lecture, de se prononcer sur la nature de la restriction posée au départ
dans le texte de Diophante, simple inégalité néoessaire ou, (non exclusif), condition de résolution en nombres

entiers.

Le preobleme XXX
Le probléme XXX n'est pas séparable du précédent.

Trouver deux nombres tels que leur différence et leur produit forment des nombres donnés.
Il faut toutefois que le quadruple produit des nombres, augmenté du carré de leur différence forme un carré ; chose
qui est aussi figurative.
Proposons donc que la différence des nombres soit 4 unités, et que leur produit soit 96 unités.
Que la somme des nombres soit deux arithmes.
f...J et le plus grand nombre devient de nouveau 12 unités, et le plus petit 8 unités ; nombres qui satisfont an

probléme?3.

C'est la différence des nombres qui est connue ; l'arithme désigne ici leur demi-somme. Diophante établit
que 1 arithme plus 2 unités et 1 arithme moins 2 unités sont les deux nombres de différence 4 unités et de
somme 2 arithmes que I'on cherche ; 1 carré darithme moins 4 unités valant alors 96, 1 arithme vaut 10 unités,
et I'on retrouve les nombres attendus.

Examinons de quelle fagon une relecture de la proposition VI du Livre Il des Fléments dEnclide peut

rendre compte de la situation :

3 1bid., p. 40.



Fig 2

Le segment AB est coupé en parties égales au point C et le point D est marqué sur la droite AB, & lextérieur du
segment. On peut &crire
DA.DB + CB? = CD?
En construisant 4 nouveau L. symétrique de D par rapport & C, on fait apparaftre a cdté de
la différence donnée AB = DA - DB, la somme L.D = DA + DB.
La proposition 6 s'éerit alors
s
on e +(22)"_(12)"

801t & nouveau

DA —DB)Z B (DA +DB)2

DA.DB+( > >

ou bien
4DA.DB + (DA - DB)* = (DA + DBY.
On obtient le caré de la demi-somme, comme somme du produit des nombres et du carré de la demi-différence ;

il semble bien que la restriction posée dans le texte soit ici condition de résolution en nombres entiers.

Les problémes XXVIII et XXIX
{ls ne sont pas séparables des précédents, ni séparables 1'un de H'autre.

XXVl @

Trouver deux nombres tels que leur sommne et la somme de leurs carrés forment des nombres donnés.

1l faut toutefois que le double de la somme des carrés des nombres excéde d'un carré le carré de la somme des
nombres ; chose qui est aussi figurative.

Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que la somme de leurs carrés forme 208 unités.
Que la différence des nombres soit 2 arithmes. [...]

XXIX -

Trouver deux nombres tels que leur somme et la différence de lenrs carrés forment des nombres donnés.
Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que la différence des carrés des nombres forme 80
unites,

Que la difffrence des nombres soit 2 arithines??. [...]

Certains commentateurs signalent le probléme XXIX comme un probléme du premier degré isolé parmi
des problemes du second degré, pour 1a raison, bien sir, que la différence des nombres cherchés peut &tre obtenue
directement comme quotient de la différence de leurs carrés par leur somme ; or ce n'est pas ainst que Diophante

procéde. Sa solution est accordée aux trois autres ef, en cela, tout a fait élégante. Pour les problémes XX VIH et

4 Ibid., p. 38 e139.



XXIX, la somme des nombres est donnée, et arithme désigne leur demi-différence. 10 unités plus 1 arithme et 10
unités moins 1 arithme sont & nouveau les deux nombres de somme 20 et de différence 2 arithmes que I'on
cherche. La somme des carrés forme 2 carés d'arithme plus 200 unités, égalée & 208 unités, dans le probleéme
XXVIH ; la différence des carrés est 40 arithmes, égalée 4 80 unités, dans le probiéme XXIX ; dans I'un et Fautre

cas, 'arithme devient 2 unités, et la résolution est achevée.

Les propositions IX et X du Livre II des Eléments d'Euclide, sont susceptibles, ainsi que les propositions

v et V1, d'une formulation moderne unigue, attachée aux figures I et 2 respectivement, & savoir :
2(DA? + DB? ) = (DA + DB +(DA - DB)”

Cette relation peut illustrer la restriction que contient '’énoncé du probléme XX VIII : la somme des nombres et la
somme de leurs carrés étant données, on peut calculer leur différence, si le double de la somme des carrés excide

d'un carré le carré de la somme des nombres.

Pour illustrer la spécificité de la démarche de Diophante dans la résolution du probleéme XXIX, nous
prenons l'initiative de la figure suivante :

Pour connaitre les grandeurs inconnues DA et DB, de A L C D B

somme donnée AB, il suffit de connaitre leur différence

Jes]

U S

LD. Or la différence de leurs carrés, qui est .
également donnée, apparait comme gromon LDJHEIL, \

donc aussi comme rectangle EFGH, dont la longueur .

/

EF est la somme donnée et dont la largeur EH est la N

difTérence cherchée. H I

-—

Alors que la méthode numérique, algébrique, pouvons-nous dire anjourd’hui, qui consiste 3 obfenir la
différence des nombres cherchés comme quotient de la différence de leurs carrés par leur somme, échappe a toute
visualisation, la solution proposée par Diophante suggére, dans sa forme mé&me, le socle géométrique commun

aux quatre probléemes que nous venons d'étudier. Viete utilisera dans les Effections géoméirigues la configuration

A L C D B

EN

sur laquelle est lisible 'équivalence entre les deux systémes -

f
DA + DB = AB t J
{DA—DB=LD © ]

[



II. L.a nature des obstacles

(’est en examinant un probleme que pose Gosselin, au chapitre TII du Livre if du De Arte Magna, (Paris,

1577, que nous allons initier la réflexion. Gosselin consacre le dit-chapitre 4 1a résolution de £'équation seconde.

On parle d'équation seconde, quand de ces quantiltés, que sont quarrés, c6tés, & nombres, Unne est finalement
présentde égale aux deux auires, et comme cetle équation peut prendre trois formes, nous donnerons aussi trois

algorithmes, que nous démontrerons séparément®>.

Parce que Gosselin ne considére que des équations a coefficients tous positifs, il distingue, & la manitre

des Arabes, trois types d’équations quadratiques®® 2 trois termes, respectivement, en écriture symbolique actuelle,

4 dx=p D
X*=dx + p (I
X4+ p=sx (I

oll p, s et d sont des nombres positifs. Il en cherche les racines positives. Pour chaque type d’équation, il fait une
étude en frois parties :
— la description de l'al gorithme ; c’est un acquis historique qui ne retiendra pas notre attention dans le cadre de cet
article.
- une « démonstration arithmétique » de algorithme, que Gosselin conduit en faisant référence a des
propositions évidemment géométriques, au moins dans leur forme, du Livre II des Fléments d’Euclide ; c'est un
travail criginal.
- la résolution d'un probiéme plus ou moins inattendu, c'est-a-dire sa mise en équation, et le calcul des racines
grice a l'algorithme décrit.
Les équations de type I et II ont une unique racine positive ; les équations de type IIl ont deux racines positives,
ou exceptionnellement une seule?’,

Le probléme d’application attaché au premier algorithme éveille la curiosité. En voici le texte,

accompagné de sa traduction en termes actuels, sans arrét sur l'algonthme lui-méme :

2 jed
{x +y ~x-y =48 Utilisation de cet Algorithme. Probléme <I>.
Xy+x+y=31 Cherchons deux nombres, tels que ces nombres mémes étant retranchés de leurs
quarréds, il reste 48, & que ceux-la mémes élant ajoutés an résultat du produit de I'un
X+y=35
2 2 par Uautre, il vienne 31.
X“+y =48+s Lo : R
l 31 Posons que les nombres ajoutés sont 1128, donc 48 P IL seront égaux i lenrs
Xy =31l-s

Quarrés, & 31 M 1L seront égaux au produit de I'un par Uautre, & ainsi 62 M 21

25 GossELIN G, De Arte Magna , Paris, 1577, p. 57. Les traductions des extraits cités sont dues & la collaboration de
1. Boyé, G. Kouteynikoff et H. Plane.

25 pour nomumer les équations, nous préférerons, dans la suite dutexte, le terme d’équation quadratique & celui d'équation
dusecond degré & une inconnue, parce qufil a Ie double mérite d'expliciter que le terme de plus haut degré de M'équation est
le terme « carré de 'inconnue », et d'étre utilisable pour tous les auteurs, y compris ceux qui n'ont pas adopté la
notation numérotée des puissances de I'inconnue.

27 Gosselin explique la racine double, mais ne parle pas ducas impossible.
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XEy==s le seront au double du produit, mais d’aprés la quatriéme <proposition> du second

2. .2
XY ~4Bs <livre des Elémenis> d’Euclide, les Quarrés des parties avec le double du produit de
2xy =62-2s

(X +y =58

U'une par Uautre sont égaux au Quarré du tout, or on a posé que le tout était 1L,

donc48 P 1L P 62 M 2L sont égaux a IQ, C'est-d-dire 110 M 1L sont égaux a

V)
j(x+y) = 110-s 10, & en ajoutant de part et d'autre 11. qui manque & I'un des deux membres, 110

XY= 31-s sont égaux @ 1Q P 1L ; et ainsi U'équation reléve de cet algorithme,f...J ¢’est-a-dire
s +5 =110 10, & c’est la valeur du coté, donc la somme de ces nombres que nous avons posée
1REy=s étre 1L est 10, ainsi le produit de Unn par Uauntre esi 31 M 10 c’est-i-dire 21, pour
:)’:=1§1 - connaitre ces nombres séparément, nous partagerons 10 en deux parties de sorte que
x+y=10 le produit de 'une par Uautre soit 21 d’aprés le probléme du chapitre 14 du livre
xy =21 premier <du Grand Art>, & ces parties seront les nombres 3 & 7 qu'il fallait
trouver, & ce calcul est beaucoup pius facile que celui qui est transmis par Peletier

(xy) = 3.7) a la question 5 de I’équation composée®®.

C’est ici que Gosselin nous surprend puisqu'il achéve la résolution en affirmant que les parties de 10 dont
Te procluitest 21 sont 3 et 7 ; il dit avoir traité la question au chapitre X1t du Livre | de son Grand Art.

Or c’est le chapitre intitulé La division des raisons, dont la tencur semble réduite a la premidre lecture,
Aprés avoir introduit le chapiire en soulignant l'intérét, pour {a division des raisons, de Ia technique d'insertion
des moyennes proportionnelles, Gosselin résout l'insertion entre deux nombres donnés, d'une moyenne
proportionnelle, puis celle de deux moyennes proportionnelles. Avec les deux outils dont il dispose alors, il
traite, de maniére inégalement rigoureuse, l'insertion de trois, quatre et cing movennes proportionnelles. I
termine le chapitre en résolvant deux problémes :
— le partage de 10 en deux parties dont ia moyenne proportionnelie est 4
— 1a recherche pour trois nombres donnés de leur quatrigme proportionnelle.

Le premier probléme semble étre 1'extrait du chapitre le plus proche de nos préoccupations.

[x+y=10 Probléme.
Jﬁ =4 Partageons 10 en devx parties, de fagcon que 4 soit le nombre milieu proportionnel
42 « ( E)z () entre elles. Or il faut que le quarré de ce nombre, soit moindre que le quarré de ln
2 moitié du nombre 10 qu'on se propose de diviser. De fait ceci n'est rien d'autre que
{x +y=10 diviser 10 en deux parties, de fagon que multipliées l'une par l'autre elles fassent
xy =4 16 quarré de 4, et voici ce que commande la cinquiéme proposition du second
(19)2 -42=3* (2) <Livre> d'Euclide, nous calculerons le quarré de la moitié de 10, c'est-a-dire de 5,
5 i3 -8 hien stir 25, nous en retrancherons 16 quarré de 4, resteront 9, dont le cté-Quarré
5_3=2 est 3, nous ajouterons 3 a 5, ils feront 8, la partie majeure évidemment, nons
4 - 8 enléverons 3 de 5, il restera la partic mineure 2, et entre 2 & 8 s'intercale 4 Ile
2 4

nombre milieu proportionnel®®,

28 Nous avons fait Ie choix, pour la traduction, de garder les notations latines de Gosselin : Q pour Quadratus, le carré
inconnu, et L pour Latus, le c6té inconnu (du carré inconnu).

29 GosSELING., op. cilé, p. 59.

30 fbid., p. 19.
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Cetie démarche calculatoire confirme l'influence de Diophante, que Gosselin connait, comme l'atteste le
titre complet de son trité>!. Pour trouver les deux nombres de somme 10 et de produit 16, Gosselin calcule le
carié de leur demi-différence en retranchant leur produit du caeré de leur demi-somme. I1 obtient alors le grand
nombre en ajoutant la demi-différence a la demi-somme, le petit en retranchant la demi-différence de la demi-
somme. C'est bien ainsi que Diophante procede pour la résolution du probléme XXVIL. Quant & la référence 4 la
proposition (I{, V) des Eléments dEuclide que Gosselin fait ici, elle nous avait sembl¢ naturclle dans la
présentation du probléme XX VII, tant pour soutenir le calcul (2), que pour itlustrer 1a condition (1).

Donc, on identifie bien ici la technique de calcul de Diophante pour le partage d'une somme en deux
parties dont on connait le produit, mais cette observation reste vraisemblablement incompléte, pour deux
raisons :
~ La place dela question du partage dans le chapitre sur La division des raisons ne s'en trouve pas €claircie.
~ La fagon dont Gosselin traite, dans le chapitre sur L'équation seconde, en application du troisieme algorithme,
la recherche de deux nombres copnaissant leur somme et la somme de leurs carrés est trop différente de la
résolution du probl2me XX VIII par Diophante, pour ne pas suggérer une préoccupation propre 4 Gosselin. Nous y
reviendrons.

La remarque que fait Gosselin en achevant la résolution du probléme 1 ouvre une piste tnattendue. It
souligne que son calcul est beaucoup plus simple que celut de Peletier, qui traite la méme question comme

exemple de probléme 2 plusieurs inconnues, au chapitre XXX du premier livre de son Algebre.

Exemple v.
Il vy a deux nombres, lesquels soustraicts de leurs quarrés, laissent 48 : & adjoustés au produit de la

multiplication des deux l'un par lautre, font 31 : Qui sont ces deux nombres? ?

De fait, Peletier introduit trois inconnues pour résoudre ce probléme: 12, la racine de l'équation

résolvante, de carré 1€, pour le premier nombre cherché, 1A pour le second nombre cherché, et 1B pour la
somme des deux nombres. Nous ne nous 3t£airder0ns pas ici sur cet aspect des choses, quoique fort intéressant en
soit33,

Avant d’entamer la résolution, Peletier rappelle deux reigles de l'Algebre, la quatrieme proposition du
second livre d'Euclide, puis

f...] que deux nombres multipliés I'un par U'autre, produisent le miliew proportional entre leurs deux quarrés.

Comme, 4 multipliés par 5, font 20 : qui seramilieu proportional entre 16 & 254 [...]

31 Gosselin y annonce la présentation d'équations de Diophante.

32 ppr ETiER DU MANS 1., Algebre, 1554, réédition Jean de Tournes, 1620, p. 112,

33 RaproRD L., « L'invention dune idée mathématique : la deuxiéme inconnue en algébre », in Repéres-IREM, n° 28,
juillet 1997, p. 81 498.

34 PeLETIER DUMANS )., op. cité, p. 113.
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renvoyant, pour demonsirance oculaire de la propriété, a la figure de la proposition (II, 1V) des Elémenis
d'Euclide, sur laquelle nous avons plus haut mis en évidence cette proportionnalité.

Pour la résolution elle-méme, Peletier établit dabord, comme Gosselin, et sans que ses calculs ne
présentent de particularité importante pour notre sujet, que la somme des nombres fait 10 et que fe produit de1’un
par 'autre vaut 21. Mais l'exploitation de ce résultat partiel est 4 premitre vue différente chez I'un et l'antre
auteurs. La technique de Gosselin, qui consiste 4 renvoyer au chapilre sur La division des raisons, nous a
d'emblée intrigués. La méthode de Peletier, que nous allons détailier maintenant, a également de quoi surprendre

puisqu'elle comporte la résolution d'une équation bicarrée.

{xz + yzm X-y =48 Donc, puis que je scay que 1B fait 10 : par mesme moyen, je scay que le
Xy +X +y =31 suppliment, quiest 31 m.1B, fera2l : & les deux quarrés, scavoir est, 48 p.IB,
{S =X +y =10 Seroni 58. Done le second guarré, qui est 48 p. 1B m.1( fera58 m.1C. Or, par ce
xy =21

que 21 est milieu proportional entre 1C & 58 m.1C, il s'ensuit qu'en multipliant
[x?+y* =48 +10=58 1C par 58 m.1C le produit, qui est 58C m.1CC, sera egal au quarré de 21 :

[x%y? =21 scavoir est a 441. Et par deué transposition, 1CC sera egal & 58C m.441%,
y? =58-x" Duquel premierement faut tirer la R censique : c'est 49, pour la plus grande (car il
(58 X ) 411 y en a deux, d cause du signe m.) & la moindre sera 9. Donc, si vous prenez la R

de 49 : vous aurez 7, pour le plus grand de vos deux nombres : El le moindre
sera 3 (car tous deux font 10.) Ou bien, si vous prenez la R de 9 : vous qurez 3
pour le moindre nombre : & le plus grand sera 7.

x” =49
7 x=3
{ -3 {y =7 Cette question est belle [...]. Elle est de Stifel, seulement les nombres changés®.

Remarquons que Peletier va jusqu'au bout de la résolution, et exploite les deux racines de 1'¢quation
bicarrée. Mais, compte tenu du degré de l'équation, nous sommes encore loin de l'équivalence visée enfre la
recherche de deux nombres de somme et de produit donnés, et 1a résolution de I'équation quadratique associée.

Ainsi le développement de Peletier nous éclaire sur la nature de la simplification appori€e par Gosselin :
il s'agit, en termes modernes, d'un abaissement du degré algébrique du probléme. Le résultat déi évoqué, par
lequel Gosselin ouvre le chapitre sur La division des raisons, y apporte une coniribution simple mais

déterminante :

Deux nombres étant donnés, trouver une moyenne proportionnelle.
Cherchons la moyenne proportionnelle entre 4 & 9. Nous multiplierons 4 par 9, cela fera le nombre 36, dont le

cOé-Quarré est 6, le nombre demand?é, tel que la raison de 4 d 6 soit la méme que de 6 4 9. Trouvons la moyenne

35 peletier écrit les équations i la maniére de Michae! Stifel (1487-1567), en isolant le terme de plus hant degré, ce qui
suppose de s’étre familiaris€ avec les coefficients négatits. Il résout donc les équations quadratiques en appliquant la
régle aMasias que Stifel a mise au point, et qu'il a décrite au chapitre m du livre III de son Arithmetica inlegra,
(Muremberg, 1544). C'est ce qui expligue 2 la ligne suivante la référence au signe de (—41). La régle amasias est
présentée dans la rubrique « Conte dulundi » de cetie brochure.

35 PELETIER DUMANS I, op. cité, p. 115.
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proportionnelle entre 5 & 7. Nous multiplierons 5 par 7, ils feront 35, & le coté de 35 est le nombre demandé,

et la démonstration est évidente d'aprés la vingtiéme proposition du sixiéme <Livre> d'Euclide’”.

{xz +y =58 [x2+y° =58 Peletier énonce et exploite que le produit de deux nombres est
Xy =21 Ix y2 = 21? la moyenne proportionnelie entre leurs carrés.

x+y=I0 {x +y=10 Gosselin rappelle que la moyenne proportionnelle entre deux
t‘/xy =4 Xy = £ nombres est la racine carrée de leur produit.

L'un et 'autre auteurs expriment en termes de proportionnalité la propriét€ que le produit est connu. Plus
rien d'étrange alors au fait que Gosselin piace, 4 la fin du chapitre sur La division des raisons, la question du
partage d’un nombre en deux parties de moyenne proportionnelle donnée, et qu'il y renvoie pour e partage d'une

somme en deux nombres de produit donné.

A ce stade de 1'étude, nous avons done confirmation que Gosselin, s'il maitrise la technique calculatoire du
partage, ne recense pas le probléme parmi ceux qui se résolvent par équation quadratique (de type III). Au
contraire, la technigue du partage est apparue, & la fin du probléme [, comme un outil pour la résolution des
équations quadratiques elles-mémes ; et le rdle de cette technique reste exemplairement ambigu dans la
démonstration arithmétique que Gosselin donne du troisiéme algorithme. Nous proposons des extraits de ce texte,
suffisants pour montrer ce qui n'est pas dit ~pour aucune de ses démonsirations arithmétiques, Gosselin
n'explicite la confrontation des valeurs issues de la démonstration, aux valeurs des racines qué fournirait

l'algorithme~ et nous résumons les étapes dela démarche, en termes actuels :

32+ x2 =18x Soient 32 P 1Q égaux a 181, ou bien le cdté inconnu est plus grand gue
18, ou égal, ou plus petit, on démontre qu’il n'est ni plus grand, ni égal,

{...J il reste donc que le c6té inconnu est pius petit que 18, soit précisément

;_;}332 _BIS le nombre B & ainsi le nombre B multiplié par 18 sera égal an Quarré du
B.B+32 = B(B+18-B) nombre B, ¢’est-a-dire a B multiplié par B, & 32, [...] resteront 32 égaux au
B.B+32 - BB +B(18-B) produit de B par 18 M B, or parce que le nombre 18 a éié séparé en B &
37 = B.(IS— B) 18 M B, il s’ensuit que 32 est le nombre produil d’une partie de 18 par
( 1_8) 2 P lawtre. Maintenant donc nous séparerons 18 en deux parlies de sorte que le

produit de I'wne par 'autre soit 32 d’aprés le probléme du chapitre 14 du
z + ;= 126 livre premier <du Grand Art>, et les parties seront 2 & 16, & l'une et Uautre

sont Ia valeur du cété inconmi>S.

37 GosSELING., op. cité, p. 16. Les éditions des Eléments d'Fuclide auxquelies nous faisons référence suggérent phutédt
un renvoi aux propositions xviet xviduLivre VI,
38 GossELN G., op. cité, p. 62.
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En démontrant que résoudre I'équation x* + 32 = 18x, c'est partager I8 en deux parties de produit 32,

Gosselin prend-il réellement conscience de la signification qu'ont les deux racines des équations de type [II 7 La

réponse est incertaine, comme en témoigne Ia lecture du probléme IH ; lequel résout, aux valeurs numériques

prés, 2 méme question que le probléme XXVIII de Diophante.

Xx+y=17
{x2+y2 =169
{x=17-y
{L(H—y)z-r-yz - 169
x=17-y

{2)3 ~ 34y + 289 = 169
x=17-y
{y2+60=17y
y=5ou y=12

Utilisation du troisiéme Algorithme. Probléme <I11>.

L[]

Fartageons 17 en deux parties de sorte que la somme des Quarrés soit 169,
Nous aurons alors posé que I'une des parties est 1L, donc Uautre 17 M 1L,
la somme des Quarrésest 20 M 34L P 289 égale a 169, de part et d'autre
retranchons 169 & ajoutons 34L, ils feront 34L égaux a 2Q P 120 et de
plus la moiti¢ sera égale a la moitié, c’est-a-dire 17L égaux a 1Q P 60, et
ainsi Iéquation reléve de ce dernier algorithme, [...]il en résulte les parties 5

& 12 comme précédemment™.

Belle aisance apparente : Gosselin cherche deux nombres de somme 17 et les obtient comme racines de

I'équation quadratique de type 111, y* + 60 = 17y. Un indice troublant pourtant: les racines fournies par

l'algorithme sont précipitamment adopiées, comme précédenment. 1l nous faut donc examiner ce qui précéde, la

premiére partie du texte que nous avons d'abord omise, dans fa présentation du probléme 111 :

X-y=7

{xz-tyz =169
(x=y+7
i(y+7)2+y2 =169
X=y+7
{2y2+14y +49 = 169

X=y+7
{y2+7y=60

y=35
{x=5+7=12

Cherchons deux nombres dont la différence soit 7, & tels que lenrs
Quarrés ajoutés soient égaux au Quarré de 13 c’est-d-dire @ 169.

Posons que un des nombres est 11, Uautre sera donc 11. P 7, leurs
Quarrés  sont  1Q, & 1Q P I4L P49, lewr somme est
2Q P 14L P 49 égale a 169, retranchons 49 de part et d'autre, resteront
2Q P I4L égaux & 120, donc la moitié sera égale a la moitié,
évidemment 1 P 7L égaux a 60, et ainsi I’équation reléve du premier
algorithme, procéde selon celui-ci & tu trouveras que la valeur du cowé

est 5, & Uautre nombre 7 P 5 évidemment 12, cela va sans dire®,

Adinsi, avant de traiter le probléeme qui conduit & une éguation de type 11, Gosselin résout dans le genre

*variation sur des valeurs numériques communes’, un probléme qui met en ceuvre une €équation de type I dont la

racine unique fournit les nombres cherchés sans ambiguité ; il peut alors les adopler, sans risque d'erreur ou de

contestation, comme solution du probléme 111

39 1bid., p. 63.
40 1pid.
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En conclusion, Gosselin conduit ane étude sérieuse et fouillée sur la résolution des équations quadratiques,
mais il faut bien convenir qu'il parait circonspect devant les équations de type III, et ceci, d'autant plus que la

technique du partage reste un outil indépendant.

Stevin, quelques années plus tard, pose avec précision la question restée en suspens. Dans son
Arithmétique écrite en frangais (Leyde, 1585), il comsacre le probléme LXVII & la résolution des équations
quadratiques 4 trois termes. Pour lui qui, 2 1a maniére de Stifel, s'est familiansé avec les coefficients affectés d'un
signe —, et qui, & la manitre de Rafael Bombelli (1526-1573), a adopté I'écriture numérotée des puissances de
l'inconnue, les équations quadratiques expriment toutes 1'égalité d'un terme carré et d'un bindme ordonné du
premier degré. Si Stevin distingue encore les (trois équations que, en &criture symbolique actuefle, nous

écrivons :

X = 4x + 12 ou premiere difference
= -6x+16 ou deuxiesme difference
X=6x-35 ou froisiesme difference?!

c'est, dit-il, uniquement par souci de les décrire, puisque leur résolution numérique se formule en une régle
unique.

La régle « unique » est trois fois détaillée sous l'intitulé Construction ; les nombres obtenus font alors
l'objet d'une vérification systématique dans la Demonstration Arithmetique ; suit pour chacune des frois
« differences », une Construction Geometrigue, essentielle au propos de Stevin, puisqu'il a l'ambition de
montrer que tes grandeurs géoméiriques et les grandeurs numériques sont susceptibles des mémes traitements. 11
ne calcule toujours que les racines positives.

Sans nous appesantir, dans le cadre de cet article, sur la formulation propre 4 Stevin, pour gui la recherche
du nombre inconnu s'apparente 2 une recherche de quatriéme proportionnelie, nous donnons sa conclusion aprés

le calcul des racines de la troisiéme différence :

Explication du donné. Soyent donnez trois termes selon le probleme, tels :

le premier 1(2), le second 6(1)-5, le troisiesme 1(1). Explication du requis.

Il faut trouver leur guatriesme terme proportionel.

[...]Jedique & 5 & 1 est le quatriesme lerme proportionel requis*?.

I1 revient en fin de chapitre sur la signification de la double solution de cette troisiesme difference, et, pour
persuader ses lecteurs que les deux racines ont du sens, il choisit 'exemple le plus probant qui soit, la résolution

d'un partage de somme en deux nombres de produit donné :

4L STEVINS., Arithmétique, Leyde, 1585, p. 285.
42 Ibid. p. 293.
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NOTA 2. Quelqu'un pourroit doubter, que veult signifier la double solution de cette troisiesme difference (qui se
peuvent rencontrer, COmme en aucuns exemples suivans en six diverses sortes) & comment l'une & l'autre pourra
estre bonne. Or combien que cecy apparoisira assez en diverses exemples d'algebre suivans ; Toutesfois pour
" ceux qui ce pendant pourroyent estre en doublte, nous en dirons icy quelque chose. Posons le cas, qu'il y a
proposé de partir 6 en deux parties telles, que leur produict soit 8. On frouvera par la premiere maniere que l'itne
nombre requis sera 4, & par l'autre maniere, se trouvera 2. Mais que l'un & lautre solution soit bonne, est
manifeste. Car si on dict que 'un nombre est 4, doncques soubstraict 4 de 6, reste 2 pour l'autre nombre, lesquels
4 & 2 donnent produict selon le requis 8. Ou si on dict par la seconde maniere, que I'un nombre est 2, ergo
soubstraict 2 de 6 reste 4 pour l'autre nombre, lesquels 2 & 4 donnent le mesme produict requis 8. En cefte

question doncques & semblables voit on l'usage de cette double solution®.

La mise en équation n'est pas explicitée dans la note, mais le texte ne laisse pas de doute. Le partage de 6
en deux parties telles que feur produit soit 8 se résout en posant que l'une des parties est l'inconnue x ; {'aufre est
alors 6 ~ x et le produit des deux, x(6 — x) vaut 8 ; I'équation quadratique x* = 6x — 8 admet les deux racines
4 et 2. Chacune séparément fournit entiérement {a solution du probléme i deux inconnues ; c'est ce que Stevin
met en évidence ; ce faisant, il fait voir l'usage de la double solutior qui, dun coup, donne les deux partics

cherchées.

Nous sommes ici au cceur de la question. Nous avons vu Gosselin mettre au point ia technique du partage
indépendamment de la résolution des équations quadratiques, mais fransformer précautionneusement en un
probléme de partage la résolution d'une équation de type IIl. Stevin, dans le passage que nous venons de lire,
montre inversement que les nombres du partage sont les racines d'une équation de type III, évidemment |'éguation

résolvante de l'introduction, et sa note constitue une phase repérable du rapprochement des deux problémes.

Comment Viéte franchit-il I'étape décisive ? Nous savons déja que, travaillant sur une figure euclidienne
et exploitant une configuration qui nous a semblé présente dans le texte de Diophante, il n'écarte aucune des
contraintes que comporte 'héritage des Anciens.

A linstar de ses prédécesseurs, il ne recherche toujours que les racines positives des équations
quadratiques ; or historiquement, cette restriction a pu retarder 1'intuition du lien entre les problémes a deux
inconnues et la résolution des équations quadmtiques, pour la raison que celles-ci ont, de fait, plus souvent une
unigue racine (positive) que deux. Quant A la configuration de proportionnalité sur laquelle Viéte fonde sa
démonstration, elle n'est pas en soi garantie d'innovation: nous avons noté que c'est, pour une part,
l'attachement de Gosselin 4 la moyenne proportionnelle qui explique la place & part dans son ouvrage, du
probléme du partage.

Le saut opéré par Viéte, c'est la transcription algébrique de la situation géoméirique: 1'écriture

symbolique des propriétés géoméimnques considérées provoque la visualisation de la structure du probléme,

B Ibid. p. 297.
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111. L.a solution de Viéte

Quelques probléemes des Zététiques

Sans entrer ici dans les distinctions importantes mais délicates quexprime la terminologie adoptée par
Vigte, nous dirons seulement que les zététiques sont des problemes, du grec Entsw, chercher. Les Cing livres de
Zététiques constituent la troisieéme partie de 'Algébre Nouvelle, vaste ouvrage pour lequel Viéte prévoyait dix
parties (nous disposons de sept d'entre elles), destinées & metire en pratique, en géoméirie et en algébre, la
méthode de représentation littérale qu'il avait élaborée.

Le zététique 1du Livre 1
Du Livre [, nous ne retiendrons pour notre travail, que le zéi€lique 1, préliminaire essentiel, puisqu'il

permet de ramener, chaque fois que cest possible, la recherche de deux nombres 2 celle de leur différence et de leur
somme. Le texte en est simple et tout de méme exemplaire du style de Vigte ; le vocabulaire est géométrique,

les consonnes sont utilisées pour représenter ies grandeurs données et les voyelles désignent les inconnues.

Etant donné la différence des deux cotés, & leur somme, trouver les cotés.

Soit donnée B la différence des deux cétés, & donnée aussi D leur somme. Il faut trouver les ctés.

Que le petit c6té soit A, ainsi le grandsera A+B. D'oit la somme des cités deux fois A+B. Laquelle donnée est
D. C'est pourquoi deux fois A+B égale D. Et par antithése, deux fois A égale D-B, & tous étant divisés par
deux, A égalera la moitié de D, moins la moitié¢ de B.

Ou bien, que le grand coté soit E, Ainsi le petit sera E-B. D'oni la somme des cotés deux fois E, moins B.
Laguelle donnée est D. C'est pourquoi deux fois E moins B égalera D. & par antithése, deux fois E égalera
D+B, & tous étant divisés par deux E égalera la moitié de D, plus la moitié de B.

Ainsi étant donné la différence des deux cotés & leur somme on trouve les c6tés. En effet La moitié de la somme
des cdités diminuée de la moitié de la différence est égale au petit ¢dté, augmentée de la méme chose, au grand.
Cela méme que monire l'exemple.

Soit B 40. D 100. A fait 30. E 70.#4

Les zététiques iitetnndu Livre I
Les zététiques IT & VIII du Livre Il se présentent comme une variation sur les valeurs 2 et 10 qu'il faut

trouver en catculant leur différence 8 et leur somme 12, griice 4 la donnée de deux des cinq valeurs des produit,
somme des carrés, différence, somme, ou différence des carrés, des deux nombres « inconnus »,
Pour la recherche, au zététique 11, de deux nombres dont on connait le produit et la somme des carrés,

Viete souligne la symétrie des rSles joués par la somme et la différence des nombres. 1 explique :

Et en effet le double du plan sous les ¢6tés $'il est ajouté i la somme des o5 est deal au ¢ de la somme
P 41 quarr $:4 quarm

des c6tés. Mais retranché, au quarré de leur différence™.

“vigreF., Zeteticorum libri quingue, Tours, 1593, p. 1. Traduction des extraits par O.Kouteynikoff.
5 fbid., p. 7.
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Soit en termes actuels :
(x2 + y2)+ 2xy = (x+ y)2 et (xz + yz)-— 22Xy = (x-— y)2

Les problémes qui suivent sont groupés de fagon 4 accentuer ce balancement somme-différence. Les
zééliques 1T et 1111 résolvent les deux problémes dont nous suivons la trace : la recherche de deux nombres
connaissant leur produit et leur différence puis leur somme. Ce sont les répliques, aux valeurs numériques prés,
des problémes XXX et XXVII du Livre [ des Arithmétiques de Diophante. Les zététiques V et VI résolvent la
recherche de deux nombres connaissant la somme de leurs camés et leur différence puis leur somme. Les
Zététiques VII et VIII enfin, résolvent la recherche de deux nombres connaissant la différence de leurs carrés et leur
différence puis leur somme.

Les zététiques VI et VIII reprennent donc les problemes XXVIII et XXIX des Arithmétiques de Diophante,
que nous avons examinés plus haut. Mais a la différence de Diophante, Viéte, l'inventeur de l'algébre modeme,
obtient la différence des nombres cherchés au zététique VIII, comme quotient de la différence de leurs carmrés par

leur somme, sans aucune référence géométrique méme implicite.

Le zététique 111

Etant donné le rectangle sous les cétés & la différence des cotés on trouve les cdtés.

Et en effet le quarré de la différence des c6tés ajouté au quadruple du rectangle sous les c6tés est égal au quarré de
la somme des cOtés.

On aen effet déji la régle, que le quarré de la somme des c6tés moins le quarré de la différence égale le quadruple
du rectangle sous les cotds, de sorte qu'il est besoin d'une seule antithése. Ayant déja la différence des deux corés
et aussi leur somme on a les cotés.

Soit 20 le rectangle sous les deux cotés dont la difffrence est 8. Que la somme des cotés soit IN¥S. 1Q égale
144.

Le zé¥étique 11l

Etant donné le rectangle sous les cotés & la somme des cotés on trouve les cotés.

Et en effet le quarré de la somme des cotés, moins le quadruple du rectangle sous les cO1és, est égal au quarré de la
différence des céltés.

Ce que a nouveau a partir de la régle qui vient d'étre redonnée il est permis de produire par antithése.

Soit 20 le rectangle sous les deux c61és dont la somme est 12. Que la différence des cotés soit IN. 1Q égale
64.47

Soit en termes actuels :
la premigre régle (x+y )2 —(x- y)2 = 4xy
par iransposition (x +y )2 = (x - y)2 + 4xy (0

qui permet de calculer le carré de Ia somme des nombres en fonction de leur produit et de leur différence,

4 N désigne la quantité trés temporairement inconnue qu'on obtient par son carré Q.
47 yierEF., op. cité, p. 7.
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- 2 2 "
par nouvelle transposition ( X+ y) —4dxy = (X —y) (i1}
qui permet de calculer le carré de ta différence des nombres en fonction de leur produit et de leur somme.

Nous allons trouver dans les Effections géométriques des consiructions dont le canevas est déja lisible sur

les relations (i} et (ii).
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Quelgues propositions des Effections géométriques

Parmi les nombreux traducteurs et adaptateurs des travaux de Viéte qui ceuvrent au début du XVII® siecle,
figure le cosmographe Nogl Durret (1550-1650). Dans son Algébre (Pans, 1644), il présente des parties
importantes de l'Algébre nouvelle de Viete ; la traduction frangaise qu'il donne des Effections géoméirigues étant
compléte et fidele™®, c'est de son texte que nous tirons les extraits cités.

Dans les six premiéres propositions des Effections géoméiriques, Viéte rappelle des « effections
canoniques » ; & partir de la proposition 7, il explique des effections pas entierement régulicres, & toutesfois
recommandables, & cause de leur frequent usage. Nous ne lirons pas les propositions 1 et 2 qui donnent les
practiques de l'addition et de la soustraction. La proposition 3 est incontournable, et difficilement séparable des
propositions 5 et 6 ; l'ensemble est exemplaire de l'utilisation libre et panachée que fait Viete des différentes
propositions des Livres II et VI des Eléments d'Euclide. Les propositions 9 2 13 constituent la contribution

originale de Vidte 2 la question gue nous étudions.

La proposition 3
D Descrire trois lignes droites proportionnelles.

Du centre A, de quelcongue intervalle soit décrit un cercle, &

A soit mené le diametre BAC. Soient prises en parties contraires

G F les arcs égaux CD, CE, & que DE conjointe coupe BC en F.
Je dy qu'on a fait ce gu'il a fallu. Car BF, FD, FC sont

E proportionnelles™.

Ce texte présente la configuration qui a retenu notre attention a la lecture de la proposition Xiv du Livre II
des Eléments d'Enclide, appelée description canonique des trois proportionnelles par Viete quand il y fait référence
ensuite. I s'agit ici de sa part d'un simple rappel pratique : un cercle, un diaméire et, en langage 'actuel, une

« corde admeitant le diamétre comme axe de symétrie » ; pas de référence théorique™P.

Les propositions 5 et 6
Ce sont des reconstitutions de la figure précédente, des constructions de la froisiéme grandeur quand deux

sont données, les deux extrémes, ou la movenne et une extrtéme.

Pour FB et FC donnés, la proposition 5 construit le produit FB.FC= FD*.

Pour FB et FD donnés, la proposition 6 construit le quotient FC = FD?.

2
—

48 voir LEFEBVREJ ., « L'Algébre de Nogl Durret », in Actes de la 6° Université d'été interdisciplinaire sur l'histoire des
mathématiques, IREM de Franche-Comté, Besangon, 1995, p. 155,
49 DURRET N., L'Algebre, Effections geometriques, & partie de I'Exegetique nombreuse de ['llustre F. Viete, Paris,

1644, p. 86.
N Pour une démonstration « trés programme », qui n'est aucune de celles dBuclide, il suffit de développer le carré

BC? = (BF + FC)?, puis d'écrire I'égalité de Pythagore dans les triangles BDC, BFD et CFD. L'égatité FIF = FB.FC
en résulte.
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La proposition 5

Estant données deux lignes droites, trouver la moyenne proportionnelle entre icelles.

C'est la practique de la muitiplication. Car il a esté enseigné que le plan des extremes est égal au quarré de la
mayenne.

Soient en la figure précédente les deux lignes droites domnées BF, FC, & il faut trouver la moyenne
proporiionnelle entre icelles.

Soit continuée BF de la longueur de FC, & coupée BC en deux également au poinct A. Et du centre A, de
lintervalle AB, ou AC soit descrit un cercle, & du point F soit élevée FD perpendiculaire & BC coupant lo
circonférence en D. Je dy qu'on a fait ce qiti estoit requis.

Car DF est la moyenne requise, comme il est évident par la description canonique des trois proportionnelles.

Ainsi l'on donne un quarré égal & un plan donné>!,

Viéte reproduit fidélement la construction deux fois décrite par Euclide, et prend ta liberté de proposer
simultanément les deux registres d'interprétation :
~ le carré de la grandeur construite est €gal au produit des deux grandeurs données, (proposition XIV du Livre II
des Eléments)
~ la grandeur construite est la moyenne proportionnelle entre les deux grandeurs données, (proposition X111 du

Livre VI).

La proposition 6
Estant donndes deux lignes droites, trowver la
H troisiesme proportionnelle. C'est la  practigue  de
l'application ou division. Car cela est appliquer un plan
donné ou un quarré <égal>"? a un plan a une ligne

droite ; & monstrer la latitude qui en vient.

il xF ] o .
C'est a dire qu'on applique le quarré de la moyenne a la

premiere, & il en vient la troisiesme.
Soit les deux lignes droites donndes BE, FD. Il faut trouver la troisiesme proportionnelle, Soient inclindes a
angles droites BF, FD, & soit mende BD, laquelle soit conpée a angles droites par {a droite AH, coupant la
mesme BD en G, & BF en A. Et du centre A, de lintervalle AB, ou AD, soit descrit un cercle, & la circonférence
duguel soit prolongée BF, jusqu'en C. Je dy qu'on a fait ce qui a esté proposé. Car FC est la froisiesme
proportionnelle requise aux données BF, BD, comme [l est evident par la description canonique des trois

proportionneiles?.

31 DURRET N., op. cité, p. 87 et 88.

32 La correction est faite d'apres : VIETE F..The analytic art, translated by T. Richard Witmer, Kent State University
Press, Kent, 1983,

33 DXURRET N, op. cité, p. 89.



L'algébriste Viéte ne retient pas ici la construction de {a troisiéme proportionnelle™ proposée par Euclide
a la proposition X1 du Livre VI. Parce gu'il a Ie souci de donner la technique de la division aprés avoir donné celle
de la multiplication, celui de construire le quotient-droite d'une grandeur-plane par une grandeur-droite aprés avoir
construit le produii-plan de deux grandeurs-droites, il donne pour les propositions 5 et 6 des constructions qui se
répondent.

A noter une certaine imprécision des consignes, bien faite pour nous rappeler que la rigueur est une qualité
wute relative, fonction du niveau de développement du cadre théorique, de la richesse des modes d'expression

disponibles, et des exigences que l'on se fixe.

Les propesitions 9, 10, 11
Les propositions 9, 10 et 11 ne sont pas des constructions. En mettant en jeu {a somme et la différence

des extrémes, Viete fait émerger de la situation de proportionnalité initiale des relations d'galités entre grandeurs
planes, camés ou rectangles : relations encombrantes dans leur formulation rhétorique, mais susceptibles d'une
écriture algébrique simple qui leur donne lcur forme d'équations quadratiques. Elles éiablissent trois résultats

similaires, dont nous donnons les énoncés, et, en langage actuel, un schéma démonstratif.

D Nous savons que :

FB . FC = FD*()

FB + FC =BC (2) & FB ~ FC = FG(3).
Les égalités (2) et (3) permettent d'écrire :

FB = BC - FC(2) & FC = BC - FB(2",
FB = FG + FC (39 & FC = FB - FG(3"),

¢
@

N

E
respectivernent.

En remplacant, dans la relation fondamentale FB . FC = FD?, chaque extréme FB (colonne () ou FC
(colonne (")} par son expression en fonction dela somme BC (ligne (2)) ou de la différence FG (ligne (3)), nous

obtenons les résultats que Viete énonce ainsi :

Proposition 9
S'il y a trois lignes droites proportionnelles, le quarré de la moindre extreme adjoint au rectangle sous la
différence des extremes & la mesme mineure extreme est égal au quarré de la moyenne>>.

(Lyet (3" = (FG + FC). FC = FD* = FG . FC + FC? = FD? (Prop. 9)

Proposition 10
Sl v a trois lignes droites proportionnelles, le quarré de la majenre extreme diminué du rectangle sous la
différence des extremes, & sous la mesme majeure extreme, est égal au quarré de la moyenne?®.

(1) et (3" = FB . (FB - FG) = FD?= FB? - FB . FG = FD? (Prop. 10)

54 (st une construction de triangles semblables.
55_ DURRET N., op. cité, p. 94
35 1hid. p. 96.
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Proposition 11
S'il y a trois lignes droites proportionnelles, le rectangle sous la composée des extremes, & de I'une de celles-cy
majeure ou mineure, diminué du quarré de la mesme extreme, est égal au reciangle sous les extremes’’.
(1) et (2% = (BC-FC) . FC = FD? = BC . FC-FC?*= FB . FC (Prop. 11)
(1) et (2" = FB.( BC-FB)= FD? = FB . BC-FB*= FB . FC (Prop. 11)

[} reste & comprendre les relations obtenues.

Si dans l'égalité FG . FC + FC? = FD? (Prop.9),
nous posons FC=a, FG=betFD =4,
il vient ba + a® = d%, équation quadratique de type .

[1 apparait alors que chercher a connaissant b et d, c'est chercher FC connaissant FG et FD.

De méme pour 1'égalité FB* - FB . FG = FD? (Prop. 10},
en posant FB = a et, anouvean, FG = betFD =d,
nous obtenons a* - ab = d%, équation quadratique de type II,

et chercher a connaissant b et d, c'est chercher FB connaissant FG et FD.

Ainsi la résolution d'nne équation de type I ou Il sinterpréte comme la recherche d'une exiréme, la
mineure ou la majeure, connaissant la moyenne proportionnelle et la différence des extrémes. C'est ce
qu'énoncent les textes par lesquels Viéte achéve le développement des propositions 9 et 10, On passe de I'un &

l'autre par simple ajustement de termes et de notations. Voici la conclusion de la proposition 9 :

Pargquoy quand on proposera a quarré, plus b en a estre égal d d quarré, on entendra d moyenne enire les extremes,
b la différence d'icelles. Et de la moyenne & différence des extremes on cherchera les extremes, dont la moindre
dont est question sera a.

Comme icy estant données GF, FD, on construira les proportionnelles BF, FD, FC, & FC sera la moindre
requise. Comme on peut voir es Zetetiques, & que maintenant la figure géométrigue le demonstre par la

synthese, ou composition’8.

Cette demi¢re remarque entrouvre la question délicate des différents modes analytiques et synthétiques
selon Vigte : de facon trés schématique, on peut dire que la démarche algébrique est analytique puisqu'elle procéde
par conditions nécessaires, en opérant sur des quantités inconnues comme si elles étaient connues et que la

démarche géométrique est synthétique dans la mesure ol elle donne a voir le probléme résolu.

57 Ibid. p. 98.
38 bid. p. 95.



Les résuliats de la proposition 11 s'interprétent de la méme maniere. Si dans les égalités :

BC . FC - FC*= FD? ou FB . BC - FB® = FD?,
nous posons BC=b,FD=d
et FC=a ou FB=a respectivement,
nous obtenons, dans les deux cas, ba - al= d?

équation quadratique de type 111, dont Ia résolution se rameéne a la recherche de FB et FC connaissant FD et BC.
Ainsi toute équation de type IIl s'interpréte comme Ja recherche de deux extrémes connaissant leur

moyenne proportionnelle et leur somme, ce que Viéle formule ainsi :

Parquoy quand on proposera ba—aq €g. dq”® on entendra d moyenne entre les exiremes, b l'aggregé des mesmes.
Et de la moyenne & aggregé des extremes on cherchera les extremes, desquelles l'une ou l'autre dont est question

sera d*.

Les trois résultats qui viennent d8tre établis appellent les constructions que Viéte décrit maintenant.

Les propositions 12 et 13
Ce sont A nouveaun des reconstitutions de la figure de référence. Quand Vidte construit les extrémes

connaissant leur moyenne et leur différence, il construit la racine des équations de type I et 11 ; quand il construit

les extrémes connaissant leur moyenne et leur somme, il constrait les racines de 1'équation de type II1L.

Proposition 12
Estant donnée la moyenne des trois proportionelles, & la différence des extremes, trouver les extremes.

Soit prise la fig. de la prop. 10.

[...]Soit donnée FD la moyenne des trois proportionelles, & GF la difference des extremes, il four irouver les
extremes,

Soient inclinées GF, FD a angles droits, & soit coupée D
GF en deux egalement en A. Ft du cemtre A, de

Vintervalle AD, soit décrit un cercle, a la circonference

N

duquel soient prolongez AG, AF, és points B, C. Je dy ¢

qu'on a fait ce qui a esté requis. Car les extremes qu'il

Jalloit trouver sont BF, FC, entre lesquelles la

moyenne proportionelle est FD. Es icelles BF, FC E

different de la longueur de FG ; puisque AB & AC, ont

esté construites egales. Parquoy ostant les egales AG, AF* + FD?*= AD? (i

AF des egales AB, AC, les restes BG, FC sont egales. Le carré de la demi-somme AD s'obtient comme
Et GF est la difference emire BF, & BG, ou FC. Ce somme du produit FD? et du carré de la demi-
qu'il falloit demonsirer®!. différence AF, selon le schéma du zététique 111,

59 aq et dg abrégent les a quarré et b quarré de 'extrait précédent.
60 DGRRET N., 0p. cité, p. 100.
61 1hid. p. 101.

43



Proposition 13.

Estant donnée la moyenne des trois proportionelles, & l'aggregé des extremes, trouver les exiremes.

[...] Soit donnée E la moyenne des trois proportionelles. Et BC laggregé des extremes, il faut trouver les
extrernes.

Soit coupée BC en deux egalement en A. -Et du cenire G\D

A, de l'intervalle AB ou AC soit décrit un cercle. Mais

qu'un autre diametre GAH coupe le diametre BAC a

angles droits, & de AG, soit retranché Al, egale ¢ la A F
ligne donnée E. Et par I, soit mende la droite ID

parallele a BC, coupant la circonference au point D,
duquel soif abbaissée la ligne DF perpendiculaire ¢ BC,
egale & parallele a TA.

2 2 2 s
Je dy qu'on a fait ce qui a esté requis. Car les extremes AD® - FD" = AF (i)

requises sont BF, FC, dont la composée est BC, Le carré de la demi-différence AF s'obtient en

IV .
donnée. Et se fait DF ou IA moyenne entre les retranchant le produit FD* du carré de la demi-

proportionelles®?, somme AD, selon le schéma du zététique 1111

C'est ainsi que sur une forme géomélrique ancestrale, la représentation canonique de trois grandeurs
proportionnelles, Viéte met en jeu la somme et la différence des extrémes, et, par 13, obtient des relations
géoméltriques nouvelies. En écrivant algébriquement ces relations nouvelles, il démontre que chercher les tacines
d'une équation quadratique, ¢'est chercher des grandewrs dont on connait 1a moyenne donc le produit, et la somme
ou la différence. Le résultat établi pourrait sembler pariiel puisque Viéte raisonne exclusivement sur des grandeurs
positives ; ce résultat a pourtant, dans sa forme algébrique, ta portée que nous lui connaissons actuellement.

En effet l'équation quadratique générile

Yrax+b=0

est susceptible de 'une ou l'autre écriture
x(x+a)=-Db )] ou Xx[(-a)y-x]=5b (2)

et résoudre l'équation sous la forme (1), ¢’est chercher des nombres dont on connait le produit (—b) et 1a différence
a ; la résoudre sous la forme (2), c'est chercher des nombres dont on connait le produit b et la somme —a. Nous
reconnaissons, exprimés de fagon synthétique, les résultats rappelés dans Fintroduction par le biais de démarches
purement calculatoires de type analytique.

Cette correspondance fondamentale entre 1a recherche de deux nombres connaissant leur produit et leur somme
ou leur différence, et la résolution d'une équation du second degré & une inconnue, qui n'entrait pas dans le
champ des préoccupations de Gosselin, mais que Stevin entrevoyait, s'est imposée & travers les situations de

proportionnalité que Vidte a émdides et que les relations (1) et (2) transcrivent.

62 Ibid. p. 102.
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L’Arithmetica Integra (Nuremberg, 1544) du mathématicien et théologien allemand Michael STIFEL
(1487-1567) est une synthése des connaissances de son époque, en arithmétique et en algébre, augmentée de
contributions personnelles importantes.

Stifel consacre le chapitre 111 du Livre Trois de son ouvrage & 1'étude des équations quadmtiques! 2 trois
termes, dans les registres numénque et géométrique.

Calculant avec les nombres négatifs et ayant le souci d’élaborer des regles générales, il présente, pour leur
eésolution algébrique, la fameuse « régle AMASIAS » ; c’est un algorithme positionnel en cinq €tapes que nous
allons examiner.

Mais Stifel n'est pas sculement un algébriste habile ; ¢’est un mathématicien qui explore la comespondance
entre les figures et les nombres. 11 ne lui suffit pas de donner les incontournables validations géométriques des
résolutions numériques ; il montre aussi comment on peut, a partir de figures, fabriquer des équations dont on
connait d’abord les sotutions. Réglant un jeu entre les figures et les nombres, il revitalise I"outil géométrique au

sein de Palgébre qui s’élabore & la Renaissance.

I. Larégle AMASIAS

Stifel a adopté 1'usage des nombres négatifs et mis en place un systéme de notations pour Pinconnue et ses
puissances, 1X pour 'inconnue, 13 pour son carré, 1 £ pour son cube. Il utilise les signes + et — mais écrit

« égale » en toutes lettres que nous abrégeons en « eg » dans notre transcription. Il s’intéresse a la recherche
des racines positives exclusivement.

Au chapitre T du Livre Trois, Stifel a énoncé « la régle de I'Algébre » pour la résolution des problémes :
poser que la chose inconnue est « la coss » notée 1X, traduire le probléme par une équation et réduire cette
équation, en isoler le « signe cossique majeur » (le terme de plus haut degré) dont on a rendu par division ie
coefficient égal & un, et exiraire Ia macine comrespondante du « reste de 1’équation » (le second membre de
I"égalite).

Le chapitre 110 auguel nous nous intéressons a pour litre « L'extraction des racines des nombres
cossiques ». [} traite de Ia résolution des équations quadratiques a trois fermes, présentée comme extraction de la
racine <carrée> d'expressions contenant 1’inconnue (nos actuels bindmes du premier degré).

Stifel résout par la regle AMASIAS les trois équations guadratiques

13 eg 848X (1), Beg 8X+48 (1D et 13eg 18X-72 (IH),
lesqueiles different par les places dans le second membre des coefficients précédés ou non d’un signe —. Ce sont
les équations, qu’en termes actuels nous pouvons écrire

x*+8x = 84 , a8 +d48 et x°+72 =18
pour lesquelles d’autres mathématiciens, contemporains de Stifel mais n’admettant pas Pusage des coefficients
négatifs, développent trois algorithmes différents.

Voici P'exposé de la regle? :

! celles dont le terme de plus haut degré est le terme « quarré de Iinconnue ». C’est P’ appellation que nous choisissons
de privilégier pour lire un auteur qui n’a pas adopté une notation numérotée des puissances del’inconnue.
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8 uit fa méthode d’extraction.
Premiérement. IV'A bord prends le nombre des racines, et 'ayant divisé par deux, 4 sa place, pose sa moitié,
qui restera & sa place jusqu’d ce que I'opération entiére soil achevée,
Deuxiémement. M ultiplie au carré le nombre moitié que tu as posé.
Troisiémement. A joute ou S oustrais selon Uexigence du signe d’addition ou du signe de soustraction.
Quatriémement. Il faut chercher la racine carrée de la somme de ton addition ou du reste de 1a soustraction.
Cinquiémement. A joute ou S oustrais selon Uexigence du signe ou de fon exemple.
Cette méthode d'extraction, je Uai fagonnée pour toi, mon bon Lecteur, de facon qi’elle puisse s attacher
solidement & ta mémoire aumoyen dumot A M A S I A 8. Ainsi A signifie premier point (on commence
par A) et enseigne la position de la moitié¢ du nombre des racines. La lettre M représente le second point, qui
conunande la multiplication. A & 5 représentent le troisiéme point qui requiert soil une addition soil une
soustraction selon Iexigence du cas (ainsi que les exemples le rendront clair). La lettre [ signifie que c’est
Vinvention de la racine carrée qui est requise. A & § désignent le dernier point de cette régle qui 4 nouveau

Jfait mention de I'addition ou de la soustraction de quelque chose>,

P"Sequitur modus iftc extrahendf,

Primo., 2 nuniero radictim incipe, eumq dimidiatuny,
foco eius pore dimidinms illius, quod in loco fuo fer,done
confumata fit tota operatio.

Seciido, Tultiplica.dimidinnt illud pofirunt, quadrate.

Tertio, Aode vel Subtrahe iurta figni additorii,aut fighi
fubtractoruns,erigentians.

Quarto, Jnuenienda cft radir quadrata, er funina additi
onis tux,vel er fultractionis tuxrelicto.

Quinto. Add¢ aut Subtrabe ivrta figni anterenpli tof
erigelttians.

Modum extrahendi hunctibi, mi bone Le®or,formaui, fta
ut memorizx tenaciter harere poflit adminiculo di&ionis hus
{us A MAS1A S, Significarautem A primum membram(ab A
incipiens)doc@s pofitionem dimidij numeri radicum, plirera
fecundum membrum reprfentat,quod imperat multiplicatio
nem, A & § tertium membrum reprafentant, quoduel additio
nem uel fubtractionem,{uxta rei exigentiam (ut exei wplaclare
dabunt) requirit, 1litera,inutionem radicis quadra. x vequirl
fignificat, A & s.notant ultimd regulz illius membrum,quod
irerum additfonis aut fubtractionis alicuius mentionem facit.

2 Traduction des extraits par O. Kouteynikoff, avec la coftaboration initiale de M. Defradas. La confrontation avec le
texte original permet d'apprécier la légdre adaptation qui a &€ nécessaire pour garder la suite des letires
A, M, A S, 1,A, 8.

3 STIFEL M., Arithmetica Integra, Nuremberg, 1544, p. 241, gauche.
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Ainsi, les résultats successifs s'inscrivent de facon régiée dans 'une ou l'autre des deux colonnes que
¢ 2 q

définissent les termes du bindme du premier degré égalé au carré.

(D (I1) (III)
13eg 84 -8 X l3eg 8 X + 48 13eg 18 X -T2
A - 4 A: 4 A: 9
M : =H(-4 M: @9 M (9K
A&S :84 + 16 A&S :16 + 48 A&S :81 -72

100 64 9
I: 10 I: 8 I: 3
A&S 10 -4 A&S :4 + 8 A&S :9 +3
6 12 12
6

11. Les démonstrations géométriques des réselutions numériques

Le progres algébrigue important que constitue la régle AMASIAS, tant parce qu’elle repose sur 1'audace de
calculer avec des nombres négatifs que parce qu’elle énonce presque? une régle générale, n’est pas le signe d’une
distance que Stifel aurait prise avec la géoméirie euclidienne. Au contraire, il propose pour ses aigorithmes
numériques tout neufs des validations géométriques de type traditionnel. Voici la démonstration géométrique qu'il

donne pour une équation du deuxiéme type :

De méme soit 13 égal d 6X+72.

Premiérement (pour le démontrer géométriguement) je pose la racine du carré signalé par des lettres, i, sur Ia
figure suivante : c’est la moitié du nombre des racines, évidemment 3. Celte racine je la multiplie par elle-
méme, ce qui fait le carré signalé par des lettres i. It je lui ajoute 72, c’est & dire que jajoute ou pose
autour le gnomon que tu vois signalé par des zéros. Ft ainsi tu obtiens une figure carrde.

C'est pourquoi j'en extrais la racine carrée, C’est-d-dire AB, faisant 9 par sa longueur. Enfin j'ajoute & In
racine frouvée, la moitié du nombre des racines, évidemment 3. Clest-a-dire que (a4 cause du signe de
Uaddition) j’ajoute a la racine la petite ligne AC, pour constituer un carré dont la racine est 12. Ce carré
élait figuration pour le nombre cossigue 6X+72, tout cammme pour 13. Or cette figure précisément est un

exemple de la sixiéme proposition du second <livre d’Euclide>".

4 Simon Stevin (1548-1620), parce qu'il osera poser un coefficient négatif au début d'une expression algébrique,
formulera une régle unique auchapitre LXVIII de son Arithmétique (Leyde, 1585).

SSTIFELM., op. cité, p. 243, gauche. La proposition viduLivre Il des Eléments d'Euclide est présentée dans la premiére
partie de "article central de ceite brochure.
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Ed * *
& & &
Al of of of o o of ;1 i1l i
ol o of of o o] i i
ol o of ob o o ;| il
Db ol ol of o o] off o} o} o
of ol of of o] off o] o] o
B
Le point A étant le milien du segment DC, la |1 3 eg 6 X + 72
proposition (II, vI) des Eléments d'Euclide énonce que | A 3 (DA)
le carré du segment DA, marqué par des 1, avec le | M : (E)[€)] (DAY
rectangle BD.BC égal au gnomon & marqué par des [A&S 9 (DAY +72 (&)
zéros, fait autant que le carré du segment BA. Le cdté 81 (BAY)
cherché est BC = BA+AC parce que le caré de cbt€ |1 : 9 (BA)
BC contient exactement. le gnomon ¢ marqué par des j A &S 3 (AC) +9 (BA)
zéros, et deux fois le rectangle AC.BC, soit deux fois 12 BO
3.BC, ce qui visvalise I'égalité 13 eg 6X+72, BC* eg 2.AC. BC + &

Il1. La fabrication des équations dent on connait les racines

Cette démonstration concernant une équation du deuxiéme type est suivie d’une validation géométrique pour
Ia résolution de I’équation 13 eg 18X-~72, conduite dans le méme esprit, mais présentant des embarras sensibles
& Ia lecture, évidemment liés a ’existence de deux racines positives. La difficulté rencontrée provoque alors un
rebondissement heureux. Aprés avoir détaillé le cas particulier de la racine double sans toutefois traiter le cas
impossible, et aprés avoir lourdement récapitul€ les résultats obtenus pour les trois types d’équations, Stifel
réaborde les équations du troisiéme type sous un autre angle.

Sur une figure choisie présentant trois camés solidaires de ctiés 3, 6 et 9 respectivemenl, et permettant fa
lecture des propositions 111 ou 1V du Livre Il des Eiédments d'Euclide, Stifel nous fait voir que I’équation
13 eg 9X~18 admet les deux racines 3 et 6. Mais prolongeant son geste, il montre aussi les autres équations
liées & la méme figure et ayant pour racine 3, 6 ou 9. Or dés le début du chapitre 11 de son Livre II1, Stifel
explique comment trouver des équations sur une figure rectangulaire, en utilisant la proposition ! du Livre II des
Eléments d'Euclide ; au chapitre 1111, avant de traiter plusieurs exemples d’application de la régle AMASIAS, il dit

comment former des équations quadratiques griice aux propositions I et Il du méme Livre I des Eléments. Ainsi
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il explicite de fagon répétée I'intérét des propositions du Livre IT des Eléments d’Euclide pour fabriquer des

équations se déduisant les unes des autres. Le texte qui suit est exemplaire de cette démarche :

Il faut maintenant gjouter la démonstration, par laguelle tu puisses voir et comprendre, gue les équations de
cetle sorte (ou ¢’est le signe de la soustraction qui sépare, le nombre absolu étant posé a coté de ce signe)
ont naturellement deux racines (or aucune équation n'en aura plus de deux). A cet effet reprenons la seconde

Jfigure de ce chapitre, évidemment celle-ci :

Telle qu'elle fignure ici, elle est un exemple de la troisiéme proposition, du second livre d’Enclide, comme
elle peut également en éire un de la quatriéme <proposition> du second <Iivre>.

Veis donc. Quand je dis que 13 égale 9X-18. Bien siir, d’aprés cette figure précisément, tu vois conmment
cette éqnation convient ainsi au rectangle ABCD et au rectangle CDEF. En effet le carré le plus petit, celui
évidemment qui est signalé par des lettres i, tu vois qu’il est égal a 9X-18. A savoir que le rectangle entier
ABCD contient 9X, racines qui sont celles précisément du carré le plus petit, signalé par des lettres i. Par
conséquent, si de ces racines on soustrait le nombre 18, c’est-a-dire la partie du rectangle qui est signalée par
des zéros, alors il reste 13, ¢’est-a-dire précisément le carré sighalé par des lettres I.

Elle convient aussi absolument au rectangle COEF : en effet, le carré le plus grand qui est signalé par des
points, tu vois qu’il est égal de la méme facon a 9X-18. A savoir, le rectangle entier CDEF contient 9X,
racines qui sont celles précisément du carré le plus grand signalé par les points. Par conséquent, si de ces 9X
tu soustrais le nombre 18, c’est-a-dire cetie partie du rectangle qui est signalée par des zéros, alors il reste
13, c’est-d-dire précisément le carvé signalé par des points.

Tu vois de fagon certaine qu'une seule et méme équation, celle-ci, 13 égale 9X--18, a deux racines, étant
donné qu’elle convient @ l'un et Uauire rectangles. D'une part 3 en est la racine la plus petite ; d'autre part
6 en est la racine la plus grande. Comine tu vois trés bien gie BC est le c61¢ du carré le plus petit, et DE le
cdté du carré le plus grand.

Or quand je dis, soit 13 égal @ 27-6X, tu vois de facon ceriaine gite celte équation convient seulement an

reclangle le plus petit, évidemment ABCD.



De méme quand je dis que 13 est égal @ 54-3X, tu vois que I'équation convient seulement au reclangle le

plus grand.

Et quand je dis que 13 égale 6X+27, ou que 13 égale 3X+54, 1u vois que ces équations conviennent

seulement au carré contenant Unn et Uautre rectangles, évidemment ABFFE®,

Présentés dans un tableau, les résultats expliqués par Stifel, dans une formalisation ufilisant des caractéres

gras et des caracres soulignés pour tracer le chemin de la racine 4 1'équation :

dans le rectangle ABCD :
3x9 =3x3 + Ix6
32 =3x9 - 3Ix6
i3 =0x - 18
13 =27 - 6 X

6x9
62

dans le rectangle CDEF :

= 6x6 +
= 6x9 —

=9 x -

6x3
6x3
%

3 X

81

13
13

dans le carré ABFE :

= 3x9
= 3Ix9
=3x

=27

+

-+

+

-+

6x9
6x9
54

6 X

L'équation de type 111, 13 = 9x-18, admet les deux racines 3 et 6.

13 = 27-GX est une €quation de type I qui admet la racine 3 ; I3 = 54--3X en est une qui admet la racine 6.

Les deux équations de type II, 13 = 3x+54 et 13 = 27+6X, admetient ['une et 'autre la racine 9.

Nous voyans Stifel jongler avec les figures et les nombres. Son originalité, & son époque, tefle quelle se

présente dans le cadre du chapitre émudié, réside donc 4 la fois dans sa tentative presque réussie de mise en place

d'un algorithme unique pour la résolution des équations quadratiques, et dans P'usage nouveau qu'il propose de

figures jugées, jusque la, uniqguement ilustratives.

STIFEL M.,
Arithmetica Integra,
Nuremberg, 1544,
p. 241, droite.

6 Ibid., p. 245, gauche & droite.

7 Sed ut facile pollis pducere xquationes huiufmodi,ratios
nales radices habentes,uolo repetere figuram prazcedentis caz
pitis quadrangularem, diuifam iuxta propofitionem primam
fecundi,iplius Guclidis,hoc modo.
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26 POINTS A PRECISER

A André Masson.

Ma vie finira par a
Jesuisb —a
Je demande ¢b — a

je pése les jours de féte .

.. ) ]
Mes prévisions d’avenir
p ch —

o de
Mon suicide heureux m

LY de
Ma volonté. \/(C._b———aj?

Ma force physique T —a)7 de a7 f

Mes instincts sanguinaires \/ =z ) F +h—i

Les cartes ont mis dans ma poche

V@ Za a)f+h i)
Elles ont retiré (\ / T_—W—f_ h —z) +k

I restc (C/(Tb%"’@—f k- f)j +H

Avec mon nez je sens
oy )

Avec ma langue je dis
%(\Q/(C—biia_)—ﬁk —z')j-i—kl

Avec ma bouche je mange

Avec mes yeux je vois

m{? de AYi

WV eyt if o
P

Avec mes oreilles j’entends

Vit i) +uo
Pq

Avec mes mains je gifle

m( e de AV
2V ia gyt =) v+
P
Avec mes pieds j*écrase

(pg +-71)s

Avec mon sexe je fais amour

Mon travail du matin

(\/(cb a)f—a‘-hm)—f—kl—i—o

\/(PQ +r)s

Mon travail de 'aprés-midi

(\/(cb a)f+k_z) + k4o

\/(pq+r)s

Mon sommeil

AW iaaen i)+

\/ (oa+1)s

Ma fortune
Vst th—if v uss
\/ pat7)s
Ma date de naissance
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n (Vi —i) 1 u e
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DEUXTEME CONTE DU LUNDI

Mathématiques et littérature

Anne Michel-Pajus

Dans le cadre du projet Inter IREM « Epsilon » un petit groupe s’est donné pour projet d’explorer

comment les auteurs de romans, po¢mes, nouvelles utilisent les mathématiques ou en parlent.

Les différents aspects de la relation entre mathématiques et littérature

Premier aspect : les mathématiques peuvent structurer 1’ ceuvre littéraire

Ce modéle peut étre trés simple ¢t quasiment inconscient, comme 'explique KUNDERA dans 1. 'art du

Roman ;

Ce n'est de ma part ni coquetterie superstitieuse avec un nombre magique, ni calcul rafionnel, mais impératif
profond, inconscient, incompréhensible, archétype de la forme auguel je ne peux échapper. Mes romans sont des varantes
de la méme architecture fondée sur le nombre 7.

11 est au contraire parfois trés sophistiqué, comme 1’expose Don DELILLO dans ses interviews

Il me sembie que L'éloile de Ratner est un livre qui est presque totalement une structure. La structure du livre est le
fivre. Les personnages sont intentionnellement aplatis et en carton-péte. J'ai essayé de construire un roman qui n'était pas
seulement sur les mathématiques mais qui deviendrait lui-méme un morceau de mathématiques. Ce serait un livre qui
incame schéma et ordre et harmonie, ce qui est I'un des objectifs traditionnels des mathémafiques pures. (interview de
DeCurtis)

IIl'y a un modéle structurel, les livres d'Alice de Lewis Carmolf. Les fitres des deux parties - “Aventures” et
“Réflexions” - renvoient a Alice au Pays des merveilles et A travers le miroir... Il y a aussi une sorte de guide spirituel. C'est
Pythagore. Le mathématicien - mystique. Le fivre tout entier est mis en forme par ce lien ou cette opposition, comme vous
voulez, et les personnages ne cessent de rebondir entre la science et la superstition, (interview de LeClair)

Dans ce cas, la structure est soumise au théme dominant du récit. A I'inverse, la structure peut étre
choisie arbitrairement de fagon 3 imposer une contrainte. C’est le cas des travaux de I’OULIPO. Un des
exemples les plus achevés est La vie, mode d'emploi, de Georges PEREC. Les contraintes sont exposées dans
Le cahier des charges. Parmi celles—ci, on peut retenir que l'ccuvre est construite sur le principe d'un carré
d'ordre 10 (10 lignes correspondant aux 10 niveaux de l'immeuble, et 10 colonnes correspondant aux 10 piéces
de chaque niveau). Chaque case contient un couple d’éléments tirés de multiples listes {types de personnages,

s d’actions, citations, tableaux), de fagon qu'aucun couple n'apparaisse deux fois dans le carré et qu'aucun
type q
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éiément ne figure plus d'une fois dans la méme colonne ou dans la méme rangée. De plus, la succession des
chapitres, qui correspond aux passages dans les appartements, est réglée par unc solution au « probléme du
cavalier » ou « du voyageur de commerce » qui consiste 4 parcourir toutes les cases une fois et une seule, avec

un parcours de longucur minimum,

Les recueils de poémes obéissent 4 des contraintes fondées sur les permutations.
Ulcérations, par exemple, présente 400 permutations des onze lettres de ce mot (une telle séquence

s'appelle un hétérogramme, et les poémes qui en résultent sont dits hétérogrammatiques). Voici le début :

Ulcérations :

Coeur a {finst inct saodl,

rel clus & trone i nutile,

corsaire coulant s ecourant Ig olé,
tu craing la course ind ruse...

Alphabets se complique d'une permutation spécifique des rimes appelée onzine (on quenine d'ordre 11).
[La Vie, Mode d'empioi est aussi régie par une pseudo-guenine d'ordre 10 (il ne peut exister de vraie quenine
d'ordre 10), dont l'effet est de créer un désordre maximal, en un certain sens.]

Cent mille milliards de poémes de Raymond QUENEAU (1961) est un recueil de dix sonnets découpés
en bandeleties d’un vers et superposés de fagon que chaque vers puisse étre choisi, au gré du lecteur, parmi les
dix qui occupent la méme position que lui dans les dix sonnets. Ce qui donne 10", soit cent mille milliards de
sonnets différents.

€ de Jacques ROUBAUD (1967) s¢ distingue déja par son titre (le symbole d’appartenance & un

ensemble). Ce recueil de poémes s’ouvre ensuite sur une régle du jeu de trois pages dont voici des extraits :

Ce livre se compose, en principe, de 361 textes, qui sont les 180 pions blancs et les 181 pions noirs d'un jeu de go
[...} Les textes ou pions appartiennent aux varétés suivantes : sonnets, sonnets courts, sonnets interrompus, sonnets en
prose, sonnets courts en prose, citations, Hlustrations, grilles, blancs, noirs, podmes, poémes en prose.

De ces textes (ou pions) généralement brefs, toujours précédés de chifites, signes ou symboles qui
renvoient A divers systémes de succession, de regroupements, de correspondances ¢t de séparation, quatre
modes de lecture sont possibles, privilégiant les ensembles symboliques on un développement continu, suivant

le mouvement d’une partie de go ou prenant chaque élément dans sa singularité.

Deuxiéme aspect : les termes et symboles mathématiques peuvent servir 3 des effets de stvle

Effets essentiellement poétiques ou comiques, ou poético-corniques, par le jeu des contrastes ou de

I’étrangeté, du décalage, des meétaphores, des jeux de mots, des clins d’oeil.

Benjamin PERET les utilise plusicurs fois dans Le grand Jew, (1928). Par exemple, dans I'un des
poémes dont le titre est 26 points a préciser (reproduit page 54) il exprime la vie d’un homme en 26 formules
ol apparaissent successivement comme inconnues les 26 lettres de 1'alphabet Dans Le travail anormal, 1’ anteur

joue sur le mot infini et son symbole.
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Quatre espaces blancs nous regardent
guatre espaces plus blancs que des cheveux
mais riches

quatre espaces qui sont quatre infinis

L'infini du sempent qui est horizontal

at ceux qui toument

ou sautent comme des carmpes

ou plongent

comme une pierre dans un arbre

Les surréalistes n’ont pas I’apanage de I'utilisation des termes mathématiques. Citons également un
passage de la cinguiéme des Flégies de Duino (1923) de Rainer Maria RILKE :

Et soudain dans ce nulle part besogneux,

soudain 'indicible endroit ofl ie Trop Peu

par une inconcevable métamorphose se mue en ce Trop vide
ol le caleul & plusieurs chiffres

se dissout sans faire de nombre.

Un auteur comme Léo FERRE, utilise souvent des termes mathématiques, parfois dans ses chansons,

surtout dans son roman Benoit Misere.

Parmi les utilisations humoristiques, citons Alfred JARRY et Boris VIAN, qui utilisent tous deux le
calcul algébrique pour calculer Dieu, mais aussi Pierre DAC, Raymond DEVOS, Jean TARDIEU, (on trouvera
de nombreux exemples dans la revue Alliages et dans Panthologie de Pascal KAESER, collection Jardin des

Sciences, Diderot).

Troisiéme aspect : Les mathématigues peuvent jouer un rdle thématique

De nombreux romans proposent des personnages qui entretiennent une relation aux mathématiques,
qu’ils soient chercheurs, ensecignants ou éléves. Les enseignants sont souvent bornés ou rébarbatifs, les
chercheurs distraits ou mauvais amants. On rencontre quelques personnages positifs cependant, plutét des
femmes, comme la délicieuse Tomasina d’Arcadia (cf plus bas), ou I'étonnante Karen Selby, de la piéce de
Charles MORGAN Le fleuve étincelant (1936). Cette mathématicienne, d’aprés son créateur, connait « 1'unité
de Pesprit » c’est-d-dire que son comportement - sincérité absolue, rigueur dans le travail, respect de 1'autre -
reflete son amour des mathématiques, identifié 4 I'amour de la vérité. Sans rigiditc toutefois, puisqu’un
mensonge héroique lui permettra de sanver 4 la fois homme qu’elle aime et leuwr ceuvre mathématique
COMIMune.

Ces personnages exposent au cours de leurs conversations, des mathématiques (Odile (1937) de
QUENEAU, La belle Hortense (1987) de ROUBAUD, Brazzaville Beach de William BOYD), des éléments
d’histoire des mathématiques, une réflexion épistémologique sur les mathématiques (L ‘éfoile de Ratner (1976),
Les désarrois de ['éléve Toerless (1906) et L homme sans qualités (1930) de Robert MUSIL, Le théoréme du
perrogquet (1999) de Denis GUEDYJ), entre autres.
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Les mathématiques jouent un rdle central dans certaines utopies, comme Nous autres (1920) de
ZAMIATINE, ou Paris au XXéme siécle (1863) de Jules VERNE. Eles symbolisent ou inspirent un état
dictatorial et s’opposent A U'émotion, 4 Iart, a la liberté.

Certains concepts mathématiques sont parfois le théme central d’'une ceuvre, ainsi celui de Uinfini, qui
constitue un théme récurrent dans 1’ceuvre de Jorge Luis BORGES. Dans L'aleph, le narrateur, qui est 'auteur

lui-méme, essaie de décrire une expérience de vision de l'infini actuel :

Le probléme central est insoluble : 'énumération, méme partielle d'un ensemble infini....] Ce que virent mes yeux
fut simuttané : ce que je transcrirai, successif, car c'est ainsi qu'est le langage. J'en dirai cependant quelque chose.

A la partie inférieure de la marche, vers la droite, je vis une petite sphére aux couleurs chatoyantes, qui répandait
un éclat presque insupporiable. Je crus au début qu'elle toumnait ; puis je compris que ce mouvement était une illusion
produite par les spectacles verligineux qu'slle renfermait. Le diamétre de ['Aleph devait étre de deux ou trois centimétres,
mais I'espace cosmique était 1a ; sans diminution de volume. Chaque chose {la glace du mircir par exemple) équivalait a
une infinité de choses, parce que je la voyais clairement de tous les points de {'univers...

Dans La bibliothéque de Babe!l (1944), il iliustre plutdt 1’infini combinatoire.

GUILLEVIC, dans son recueil de poemes Euclidiennes (1967), choisit un objet géométrique comme

sujet de chacun de ses poémes.

Enfin . tout 4 fait atypiques. les livres écrits par des mathématiciens,

comme Mathématique :, de Jacques ROUBAUD : ou de nombreuses autobiographies.

Etude de cas

Ces denx ceuvres, ol le héros (1"héroine) est mathématicien(ne), mélent de fagon trés concertée la forme

de I'acuvre et une réflexion sur des thémes mathématiques.

Arcadia de Tom STOPPARD

Cette piece de thedtre se déroule dans une superbe propriété du Derbyshire alternativement et parfois
simultanément en 1809-1812 ¢t en 1989,

Au XIXeéme siécle, Lady Thomasina Coverly (13 ans, puis 16 ans), discute des choses de 1a vie et du
monde, et donc de mathématiques avec son précepteur, Septimus Hodge, qui a 9 ans de plus qu’elle et qui est
impliqué dans un adultére vaudevillesque. Elle va découvrir en méme temps 1’amour et les fractals, prévoir les
conséquences de la deuxiéme Loi de la thermodynamique, avant de périr dans un incendie, Désespéré,
Septimus terminera sa vie comme ¢rmite au fond du jardin, perdu dans des calculs sans fin.

An XXeéme siécle, dans le méme chatean, Hannah Jarvis, écrivain en fin de trentaine, fait des recherches
sur I'histoire des jardins anglais, et Bernard Nightingale, universitaire du méme Age, fait des recherches sur
Lord Byron, lis y rencontrent un descendant mathématicien de Thomasina, Valentine Coverly (25-30 ans), qui
essaie de trouver un algorithme modélisant la population des grouses du domaine, et retrouvent des documents

écrits par Thomasina. Valentine les leur explique 4 la lumiére des recherches modernes.
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Les dialogues croisés posent le probléme du déterminisme. Le spectateur est conduit au constat que si le
futur est imprédictible, le passé est également inconnaissable,

L'étoile de Ratner de Don DELILLO

Billy, génial mathématicien de 14 ans, est invité dans un Centre expérimental pour décrypter un
message venu de la lointaine Etoile de Ratner. Dans ce labyrinthe sophistiqué, il rencontre une série de
personnages « en carton-pdte », scientifiques « dérangés », dont les travaux oscillent entre le futile et
I'irrationnel. 11 échange avec eux des dialogues décaléds, tandis qu’affleurent en toile de fond des bribes de sa
méditation intéricure, du travail de recherche mathématique sous-jacent, de son enfance, des fragments
d’histoire des mathématiques, de sa vision du monde imprégnée de mathématiques. Billy retrouve alors son
mentor, Softly, qui dirige un projet paraliéle et clandestin dans les grottes situées sous le Centre. Ce projet
regroupe la fine fleur des scientifiques pour mettre au point le Logicon, un langage de communication
universel, qui permettrait donc de communiquer avec les extra-terrestres. La deuxiéme partie (Réflexions) se
déroule dans cet antre. Billy ne se sent pas bien, et refuse de coopérer a ce projet dont 1’aspect essenticllement
logique I’intéresse peu. Cependant ses travaux mathématiques antéricurs sur les abstraits « zorgs » permettent
de découvrir un nouveau type de relativité, la relativité « Mohole ». Le message de 1’¢toile et son origine sont
décodes, 4 I’instant ou ils n’intéressent plus personne, et ou tout le Centre passe sous contréle d’un financier

louche. Le roman se termine sur un déréglement total du mende.

Quelques questions en guise de conclusion

Comment est regue par les différents lectcurs cetie intrusion des mathématiques dans une ccuvre
litidraire ?

Les mathématiciens sont agacés par les poncifs sur leurs personnages, mais généralement ravis par les
allusions mathématiques. Pourquoi ? Voici quelques réponses possibies :

- e clin d’ocil des initiés

- la reconnaissance du fait que les mathématiques font partie de la culture

- Ia découverte qu’il est licite d’en parler de fagon non rigoureuse dans les conversations de salon (levée

de I'inhibition liée 4 1"idéologie « rigoriste » sous-jacente)
Et pour les non-initiés 7 De la lecture des critiques unanimement élogieuses de la pi¢éce Arcadia, il

ressort que certains journalistes se sont sentis plus intelligents, alors que d’autres ont trouvé les passages

mathématiques trop longs...
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Un probléme d’al Khwarizmi
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Edition de A. M. Musharrafa et M. M. Ahmad

Le Caire 1968, pp 65- 66
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DANS NOS CLASSES

Différents niveaux pour un texte d’al-Khwarizmi.

Philippe Brin, Martine Biihler et Maryvonne Hallez

Le fexte que nous vous présentons ici est extrait du “ Kitab al—jabr wal-mugabala ™ d’ Al-Khwarizmi ( 7 ; 850).
1l s’agit d’un petit probléme dont Ia résolution, proposée par I'anteur, permet d’iniroduire la notion d’inconnue.
Le probléme en lui-mémc ne présente pas beancoup de difficultés. Il est donc possible de se consacrer
exclusivement & Ia fagon dont il est rédigé et notamment 4 ’apparition du concept d’inconnue notée “ chose ™.
C’est un probléme du premier degré, contrairement a cc qu’on pourrait penser 4 la premiére lecture, dont
Iétude a été proposée A différents niveaux :

a) en cinquidme, avec une introduction historique est des exercices préparatoires.

bjen seconde, le texte a été donné d’emblée et intégralement, accompagné de sa traduction, et le travail s’est
déroul¢ de facon quasiment autonome au cours d’'une séance de module. A cette occasion, on a essayé de
juger de ’acquisition de certaings techniques de calcul algébrique (il est a noter que le calcul faisant
intervenir le théoréme de Pythagore n’a pas &t¢ un obstacle). Nous tenons 4 faire remarquer que

‘ X

I'identification : la moitié du cété, une demi chose, ~£ X chose, 5 est cc qui nous a posé le plus de
problémes.

¢) en premidre S.T.T. , le travail effectné tenait plus d'une remédiation. Dang un premier temps, on s’est
davantage intéressé au probléme lui—-méme qu’a son traitcment algébrigue, afin de laisser 4 1'éléve toute
latitude pour résoudre celui—ci. Ensuite, un travail d’accompagnement devait lui permettre de trouver la

solution ou de découvrir une méthode différente de 1a sienne.
I. Al-Khwarizmi : activité en cinquiéme

C’est lors d°une conférence — contes des mille ef une nuits des mathématiques arabes par Ahmed Dijebbar’ que
fut présenté aux éléves de cinquieme le probléme d’ Al-Khwarizmi ainsi que des problémes d’héritage
La résolution demande wne connaissance du théoréme de Pythagore qu’ Ahmed leur donna sans démonstration.

Je précisai que la démonstration leur serait faite en classe de 4™ ou de 300,

Cependant, la semaine suivante, je leur présentai le théoréme de Pythagore de fagon plus détaillée et leur parlai

des triplets pythagoriciens, ce que je considérais comme un exercice préparatoire possible.

! Chercheur et enseignant 3 1'université d’Orsay.
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Voici ce que je leur ai proposé comme activité

Activité préparatoire :

Vous avez pu expérimenter qu’un triangle ayant pour mesures de ses cOtés 3 unités, 4 unités et 5 unités
¢était rectangle. A quelle occasion 7

Construisez un tel triangle.

Calculez 3%, 4% 5% Quelle remarque pouvez—vous faire 7

Construisez un triangle ABH rectangle en H tel que BH = 6 unités et AB = 10 unités. Mesurez [AH].
Calculez AB® —BH-.

Vous apprendrez 3 démontrer en classe de 4™ que pour tout triangle ABC rectangle en A, ona:

AB? + AC?= BC? . Nous supposerons ce théoréme démontré pour I’exercice suivant.

En Inde, en Egypte, en Gréce le triplet 3, 4 , 5 était connu, une corde & 13 neeuds permettait ainsi de
fabriquer un triangle rectangle.

& 4 & oo ——6———@ & a— L4 L S

Les triplets tels que 1a somme des carrés des deux plus petits est égale au carré du plus grand sont appelés

triplets pythagoriciens : pouvez—vous en donner d’autres exemples” 7

Travail sur le texte d’al-Khwarizmi :

Un terrain triangulaire a deux cotés égaux a dix coudées et sa base égale & douze coudées. A l'intérieur se

trouve inscrit un terrain corré. Quel est le coté du carré ?
La méthode pour cela consiste G connaitre la hauteur de la terre triangulaire, et c'est en multipliant la moitié
de la base - et c'est six - par lui-méme ; il vient trente-six. Retranche-les de I'un des deux cotes courts
multiplié par lui-méme - et c'est cent -1l reste soixante-quatre. Prends sa racine, huit, et c'est la hauteur. Son
aire est quarante-huit et c'est la multiplication de la hauteur par la moitié de la base, qui est six.

Nous considérons un des cotés du terrain carré égal & une chose et nous la multiplions par elle-méme ; il
vient un bien. Nous le conservons. Puis nous constatons qu'il nous reste deux triangles sur les deux flancs du
terrain carré et un triangle au-dessus .

Quant aux deux triangles qui sont sur les deux flancs, ils sont égaux et leurs hauteurs sont les mémes et
ils sont sur un angle droit. Leur aire est que tu multiplies une chose par six moins un demi d'une chose, i
vient six choses moins la moitié d'un bien. Et c'est l'aire des deux triangles ensemble qui sont sur les deux
flancs du carré.

Quant & Paire du trianglé supérieur, c’est en multipliant huit moins une chose, et c’est la hauteur, par la

moitié d’une chose ; il vient quatre choses moins la moitié du bien.

2 Cf. Brochure M. :A.T.H. n° 79, pp. 5770
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Ceci est Paire du carré et des trois triangles, et c'est dix choses, qui égalent gnarante-huit, et ¢'est Udire du
grand triangle.

De cela la chose est quatre coudges et quatre cinguiémes de coudée et c'est chacun des cotés de la terre
carrée.

Et voici sa figure :

10 10

12

Les éléves dtant habitués 4 la lecture de textes anciens et ayant été sensibilisés 3 ce texte précis par Ahmed
Djebbar, j’ai effectué le travail en plusieurs étapes.

Tai demandé aux éléves de calculer, en fonction de x, les aires de tous les polygones intéricurs au triangle donné,

puis je leur est fait remplir le tableau ci—dessous.

Ce tableau a permis aux éléves de constater que la somme des aires des polygones intérieurs au grand
triangle devait &étre égale & 10x.

Ensuite, ils ont calculé Paire du grand iriangle et écrit I'égalité de cette aire avec la somme des aires
calculées précédemment. Ainsi, ils ont pu déterminer la solution du probléme posé et comparer leur résultat 4

celui annoncé dans le texte.

Chacune de ces dtapes a été effectuée en liaison avec le texte d’al-Khwarizmi dans lequel ils pouvaient retrouver

les caleuls qu’ils devaient faire.
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IL. Module de seconde : Un probléme d’al-Khwarizmi
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Une page de
L'abrégé du calcul par U'algébre et la mugabala
d'sl-Khwirlzmi (IX€ 5.)

D’aprés une traduction orale d'Ahmed Djebbar lors
d'un exposé.

St on dit une terre triangulaire ayant des cbtés de 10,
10, 12 coudées dans son venire (4 Dintéricur) une terre
carrée, quel est le chié de cetie terre ?

Multiplie la moitié de la base par elle-méme,
retranche 1a de I'un des cOiés les plus petits multiplié par
lui-méme et ¢’est 100, il reste 64,

Prends sa racine qui est 8, et ¢’est la hauteur. Et son
aire est 48 et ¢’est Ie produit de 1a hawteur par la moitié de
1a base qui est 6.

Nous posons P'un des cdtés de la terre carrée une
chose, nous la multiplions par elle-méme, elle devient “ le
capital ”, nous la conservons. Puis nous constatons qu’il
nous reste deux triangles sur les flancs du carré et un
triangle au-dessus de lui. Quant anx deux triangles qui sont
sur les flancs de la terre carrce, ils sont égaux et leur
hauteur est la méme et ils ont un angle droit. Donc lewr aire
s’obtient en multipliant une chose par 6 moins une demie
chose, ce qui donne six choses moins une demi d’un carré |
et ¢’est Iaire des deux triangles ensembles qui sont sur les
deux flancs de la terre carrée. Quant A 'aire du triangle
supérieur, elle s’obtient cn multipliant 8 moins unc chose,
qui est la hauteur, par Ia moitié d’une chose, cela domme 4
choscs moins fa moitié d’un carré. Ceci est Vaire de la terre
carrée et des trois triangles, et ¢’est 10 choses et égales 4 48
qui est 1’aire du grand triangle. La chose est dont 4 coudées
et 4/5 et c’est chaque coté de la terre carrée et voici sa

figure.

Extraitde Kitab al - Jabr wal - Mugabala.
Edition de A.M . Musharrafaet M. M. Ahmad
Le Caire 1968, pp 65 - 66

1°) Lisez la traduction du texte d’al-Khwarizmi et faites une figure sur laquelle vous nommerez chacun des

points. Vous constatez que la figure originale cst cotée ; cotez aussi la vitre.

2°) Expliquez puis justifiez ce que fait al-Khwarizmi dans les paragraphes 2 ¢t 3.

Vous pourrez utiliser Ia figure mais vous devez indiquer les théorémes utiliscs.

3°) Comme al-Khwarizmi, calculez, en fonction du cdté du carré, les aires des triangles “ sur les flancs ™ et celle

du triangle sur le “ dessus ”,

4°) Effectuez la mise en équation du probléme ; résolvez I’équation ainsi obtenue.
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IIL. Un travail en premiére STT

L’excrcice suivant a été traité en module en premiére STT, ¢’est-a-dire durant une séance d’une heure en
demi groupes. 1l s’agissait d’une classe d’éléves plutdt faibles en mathematiques montrant des muotivations
extrémement varides : des éléves trés séricux a des éléves ne manifestant aucun intérét pour la discipline,

L objectif de cette lecon était de mettre en équation un probléme géometrique - qui devient ainsi facile 4
résoudre - et d’en profiter pour réviser des notions de base. La séance s'est bien passée, les €leves montrant de
1’intérét pour un exercice inhabituel (lire un texte) et tous ont accepté de faire I'effort de comprendre ce dont il
s agissait.

Tavais auparavant présenté lc texte et son auteur, cc qui a suscité curiosité et intérét chez les €léves,
principalement ceux d’origine maghrébine (mais pas seulement !). De maniére générale, j"ai toujours v cette
classe manifester de I”intérét pour des travaux “ originaux " : émde d’articles de journaux (d’aprés les travaux de
S. Gasquet au CRDP. de Grenoble), lecture d'un texte de Galilée pour introduire les probabilités, etc...
Cependant il m’a souvent fallu accepter d’y consacrer beaucoup de temps pour les mener 4 bien ; les modules a
effectifs réduits sc sont révélés - sans surprise - un moment idéal pour faire réflechir les éleves sur un support
inhabituel.

Voici donc Ies document qui a ét€ remis aux €léves :

Dans le texte suivant, les passages cn italique sont extraits du Kitab al-jabr wal-mugabala li
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi, IX™ siécle, traduit par A, Djebbar (Université Paris-Sud).

1°) Lire le texte du probléme ci-dessous et faire une figure correspondant au probléme posé, en indiquant
les données et en précisant ce qu'on cherche.
Un terrain triangulaire a deux cités égaux & dix coudées et sa base égale & douze couddes. A

Uintérieur se trouve inscrit un terrain carrd. Quel est le cbté du carré ?

2°) Si vous savez résoudre ce probléme, faites-le puis passez directement au 4°).

Si vous ne savez pas le faire, passez au 3°).

3°) La méthode pour cela consiste & connaitre la hauteur de la terre triangulaire.

a) Sur votre figure, marquez la hauteur AH du triangle, puis, a I'aide des données, calculez AH.

b) £t c'est en multipliant la moitié de la base - et c'est six - par lui-méme ; il vient trente-six.
Retranche-les de 'un des deux cotes courts multiplié par lui-méme - et c'est cent -1l reste soixante-
guatre. Prends sa racine, huit, ef c'est la hauteur.

Est-ce I¢ calcul que vous avez fait 7

c) Son aire est quarante-huit et ¢'est la multiplication de la hauteur par la moitié de la base, qui est

six.
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4°) Dans la suite du texte :

1a chose est le nom donné a l'inconnue.

le hien est la chose multiplide par elle-méme.

Précisez quelle est 'inconnue dans le texte.

Nous considérons un des cotés du terrain carré égal a une chose et nous la multiplions par elle-
méme ; il vient un bien. Nous le conservons. Puis nous constatons qu'il nous reste deux triangles sur

les deux flancs du terrain carré et un triangle au-dessus .

a) Sur la figure faite au 1°) :

colorier en bieu le bien

colorier en rouge les triangles sur les flancs
colorier en vert le triangle au dessus.

b) Calcutons l'aire du domaine en rouge :

hauteur x base
2

Donc : I"aire des deux triangles ensemble est hauteur x base.

On sait que : aire d'un triangle =

Si le coté du carré intérieur est une chose, alors :
la hauteur des triangles rouges est
la base des triangles ronges est
dong l'aire rouge est égale 3 :
Quant aux deux triangles qui sont sur les dewx flancs, ils sont égaux et leurs hauteurs sont les
mémes et ils sont sur un angle droit. Leur aire est que tu multiplies une chose par six moins un demi
d'une chose, il vient six choses moins la moiti¢é d'un bien. Et c'est l'aire des dewx triangles ensemble

qui sont sur les deux flancs du carré.

¢) Calculer de méme l'aire du triangle vert.
&) Quelle est I'aire totale du grand triangle, exprimée A 'aide d'une chose ?

5°)En 3°) ¢), on a vu que, au début du texte, al-Khwarizmi démontre que 'aire du grand triangle est égale
a quarante-huit.

a) Quelle égalité peut-on alors écrire ?

b) Déduisez-en la valeur d’une chose ?

¢) voici la réponse d’al-Khwarizmi :

ceci est 'aire du carré et des trois triangles, et 'est dix choses, qui égalent quarante-huii, et c'est
l'aire du grand triangle.

De cela la chose est quatre coudées et quatre cinquiémes de coudée et c'est chacun des cotés de la

terre carrée.
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CHRONIQUE DE COLLOQUE g

L’Océan Indien
au carrefour des mathématiques
arabes, chinoises,
européennes et indiennes

Saint-Denis de La Réunion
du 3 au 7 novembre 1997
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Michéle Bathier-Fauvet

Du 3 au 7 novembre 1997 s’est tenu 4 'LUF.M. de La Réunion, un colloque d’histoire des
mathématiques ayant pour théme : « L’océan Todien au carrefour des mathématiques arabes, chinoises,
européennes et indiennes»; il a réuni des intervenamts principalement linguistes, mathématiciens,

philosophes, physiciens et a ét¢ suivi par un public tres varié.

S’il est un lieu qui se prétait particuliérement 3 une telle initiative, ¢’est bien celui-ci : rocher volcanique
perdu dans I'océan Indien, entouré d’une mer infestée de requins an-deld de 1a barriére de corail protégeant la
seule plage sur Ia cte ouest et d’un accés difficile ailleurs que par les ports aménagés et quelques crigues. Des
petits pécheurs ont méme di, 4 un endroit, tailler dans la lave un couloir d’accés de la largeur d’une barque et
de denx hommes, et, partout ol le sol est trop rocheunx, ils protégent le fond de leurs embarcations avec une
sorte de carre métalliqne. C’est vers Ia terre et sur 1a terre qu’est orientée Iactivité de La Réunion. Des périodes
successives de prosperité et de difficultés lies aux aléas climatiques, politigues - ¢lle fut sous domination
anglaise de 1810 a 1815 - et économiques expliquent 1’impression de patchwork ethnique et religieux que
donne cette ile qui compte aujourd’hui 600 600 habitants. Les premiers colons blancs arrivérent aux environs
de 1646 ; ¢’étaient des mutins en provenance de Madagascar et envoyés 1a en punition ; ils furent suivis par des
volontaires blancs accompagnés d’esclaves maigaches et africains. Dés le début le métissage de la population
s’opéra. Aux alentours de 1850, 1a prospérité de I"agriculture ¢t 1’abolition de ’esclavage nécessitérent de faire
appel & des Comoriens, des Malgaches, des Africains, des Indiens tamouls qui, §’ils se retrouvérent 13 plus on
moins volontairement, vy restérent souvent une fois leur contrat terminé, Des commergants chinois arrivérent
aussi aprés 1860 ainsi que des musulmans du nord de I’'Inde. La conférence inaugurale de Christian Barat,
directeur de 1'Institut de linguistique et d’anthropologic de 1’Universit¢ de St. Denis, nous a bien montré
pourquoi La Réunion est 2 la croisée de multiples cultures et comment son peuplement s’est fait 4 partir de trois
continents.

Apres une premiére journée assez générale o les thémes mathématiques abordés ont, pour la plupart,
€té choisis dans les mathématiques européennes, nous avons en une journée indienne, ume journée arabe, une
journée chinoise ¢t enfin, une journée que Fon pourrait appeler « de synthése ».

Fai été particulierement séduite par cette organisation thématique du temps; chaque matin, deux
conférences plénicres nous immergeaient dans un monde de pensée autre que notre monde grec et nous
permettaient ensuite d’aborder avec un autre regard les différents ateliers proposés I’aprés-midi. Je n’ai pas pu

assister 4 tout ce qui m’intéressait ; l¢ choix était trop riche !

Soucé Antoine Pitchaya, professcur de langue hindi et de civilisation indienne & 1’Institut de linguistique

et d’anthropologie, nous plonge dans I'histoire de 1a pensée indienne, si diverse, qui s’intéresse aussi bien 2 la
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spiritnalité qu’a la science, sans forcément les séparer. Il semblerait que les mivthes indiens de la création soient

les plus proches de ce que la science moderne nous a appris sur les origines du Monde et de la vie. « Qui a vu le

premier né, lorsque I'invertébré a donné naissance au vertébré »1, peut-on lire dans le Rig-Véda qui date de
plus de 1500 av. J.-C. (Rv I, 164,4). Des textes encore plus anciens (3000 av. J.-C.) ont été découverts en 1920
dans la vallée de I'Indus ; 4 ce jour, leur écriture n’est encore pas déchiffrée, faute de textes bilingues. Des
fouilles archéologiques en cours révélent une civilisation couvrant un espace encore plus grand que celui de 1a
vallée de I'Indus et de ses affluents : « urbaine, elle cormaissait le tout-a-1"égout, 1’éclairage des rues... et atteste
une grande maitrise intellectuelle et technologique » ; « elle semble étre proche de celle des anciens Elamites,

aux confins de 1a Mésopotamie et de 1’Iran »2. Vers 1500 av. J .=C., les tribus aryennes entrent en contact avec
cette civilisation, et, vers -700, leur fusion réussie donne naissance au « miracle indien », pratiquement
synchrone du « miracle grec » avec lequel S.A. Pitchaya le met en paralléle.

L’Indien cherche & répondre a la célebre question « Ky 7» du Rig-Véda (quis et quid latins), et 4 accéder
4 la Vérité. 11 lui faudra pour cela, lever le voile de 1'Tllusion, la Maya ; chacun a trois voies pour y parvenir :
celle de Ia Religion, celle de la Philosophie, ou celle de 1a Science, « voies qui ne s’opposent, ni ne s’excluent ».
« Pour les Indiens, toute connaissance est scientifique, quel qu’en soit le domaine : les mathématiques, la
medecine, la psychologie, la grammaire, etc., sont des sciences. ». Ainsi, la géométrie, sous le nom de Sulba-
Sastra, ou science du cordeau, cst 4 1’honneur en Inde depuis au moins 1500 av. J.-C..

Dans I’atelier « Regard sur un mathématicien indien : Srinivasa Ramanujan (1887-1920) », Dominicgue
Tournés nous parle de ce mathématicien atypique, presque autodidacte et mort trés jeune. A son professeur et
ami venu lui rendre visite dans son sanatorium et qui Ini dit : « rien d’extraordinaire aujourd’hui ; j’ai pris un
taxt portant le numéro 1729 », Ramanujan rétorqua parait-il : « Non, Hardy ! C’est un nombre trés intéressant.
C’est le plus petit nombre qui s’écrive de deux facons différentes comme la somme de deux cubes ». On lui doit
des formules extrémement ¢laborées de théorie des nombres, qu’il a données souvent sans démonstration, et qui
traduisent une intuition exceptionnelle. Hardy dira de lui : « Sa perspicacité pour les formules algébriques, la

transformation des séries infinies, etc., était ce qu’il avait de plus fascinant. Sur ce point, je ne connais

certainement personne qui lui soit comparable, sauf peut-tre Euler et Jacobi. »¥. La publication commentée des
carnets de Ramanujan, commencée il y a 60 ans, est actuellement en voie d’achévement. Ce sont des formules
données par lui, sans démonstration, qui permettent aujourd’hui de calculer une valeur décimale approchée de
7 avec deux milliards de décimales ! Et justement, cet atelier se termine par la programmation sur TI 92 de
deux de ces formules.

Bien que n’ayant pas pu suivre son atelier, j'at éié trés intéressée par le travail présenté par Catherine
Morice-Singh, enseignante & 1’Ecole Frangaise de New-Delhi. 11 s’agit d’un P.A.E. réalisé avec des éléves de
6°, 4°, 3° et 1™ E.S., qui a conduit & la production d’une brochure de 100 pages: A la recherche des

mathématiques dans le monde de |'Inde Ancienne. Les trois objectifs principaux étaient :

1 Actesdu colloque, p. 34.
2 Tvid., p. 32.

3 Ivid, p. 37.

4 Ibid., p. 431.
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« - permetire aux éiéves de prendre conscience de la diversité et de la profondenr de la civilisation
indienne ;
- les amener a se rendre compte que les mathématiques sont une discipline gue chaque civilisation
développe selon les problémes qu’elle a i résoudre ;

- faire une exposition des résultats obtenus el, surtout, rédiger un « livre » pour rendre toutes ces

informations accessibles au plus grand nombre d’éléves, d'enseignants et de parents. »!

Cette brochure explique de fagon ¢lémentaire les grandes périodes de la civilisation indienne ; elle est

divisée en cinq grandes parties dont chacune, sauf la troisiéme : QUELQUES PAGES D ’HISTOIRE 2, intégre
des ¢léments mathématiques. Dans la premiére, L'FPOQUE VEDIQUE, sont indiquées des constructions
geéometriques, nées de pratiques religicuses, comme par exemple ; transformer un (autel) carré donné en un
(autel) rectangle de méme aire dont un cbié est donné ; transformer un carré en un cercle de méme aire ;
transformer un cercle en un carré de méme aire; agrandir des figures. Dans la quatriéme partie,
L’ASTRONOMIE ET LES MATHEMATIQUES, nouws sommes initiés au systdme d’écriture des nombres du
mathématicien Aryabhata (né env. 476 apr. 1.-C.), 4 sa méthode pour extraire les racines carrées. Quant 4 la
derniére partie, LES MATHFEMATIQUES VEDIQUES ??? , elle nous explique que le livre VEDIC
MATHEMATICS ou encore Sixteen Simple Mathematical Formulae from the Vedas, n’a rien a voir avec
I’époque védique : ces formules ont ét¢ mises au point par un prétre hindou an début de ce siécle ! Elles sont
surprenantes pour nous ¢t permettent de faire trés vite certains calculs. Quand vous les aurez lues, vous saurez
déterminer grés raptdement la partie périodique de 1/29, vous pourrez aussi dire si un nombre est divisible par
29, 39, etc, et trouver le quotient éventuel; vous pourrez aussi faire mentalement de trés grosses
multiplications... et chercher pourquoi ¢a marche !

C’est au cours de la troisiéme journée, la journée arabe, que «t’affaire » se confirme : et si ce colloque
était celui du zéro ? Déja, Catherine Morice-Singh nous avait parlé du zéro grammatical chez Panini et Pingala
(entre 400 et 200 av. J.-C.) et du premier zéro graveé en 683 apr. I.-C. sur une pierre trouvée dans le Cambodge
actuel ; et voila que Michel Soutif nous parle aujourd’hui de « ’usage du zéro depuis la Chine jusqu’a I’Europe
de la Renaissance 3 travers 1'Inde et U'Islam », et que Tahar Mgjri propose comme atelier ; « La découverte du
Z¢T0 »,

Ce jour-la encore le choix d’un atelier est difficile : « Thibit Ibn Qurra ¢t le théoréme de Pythagore »
par Jean-Louis Ayme 7 « La rationalisation de 1’algébre dans les mathématiques arabes » par Khalil Jaouiche ?
ou plutdt « Les carrés Magiques dans Ia tradition mathématique arabe » par Yves Martin ? et pourquoi pas
« Initiation a la calligraphie arabe » ?...

Et mainicnant, la journée chinoise. Trés intéressée par « Algorithmes de résolution d’équations
algébriques et de systémes linéaires dans la tradition chinoise », et par « Algorithmes de calcul d’aires et de

volumes dans la Chine ancienne », proposés par Karine Chemla, ¢’est 4 grand regret que je n’ai pu assister ni 3

1 4 la recherche des mathématiques dans le monde de I'Inde Ancienne, p. L. Cette brochure, rééditée, peut &tre comimandée
4 I'Ecole Frangaise de Delhi, 2 Aurangzeb Road, New-Delhi 110011, INDE, avec un réglement de 80 francs (francs
frangais), port compris.

2 Ibid., p. 62-71.
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« Démonstration grecque et démonstration chinoise : une opposition entre le discursif et Ie visuel » par Evelyne
Barbin, ni 4 « Le boulier chinois : histoire, technique, applications pédagogiques » animé par Nathalie Aymé. 11
faut savoir qu’a La Réunion, dans certains petits commerces tenus par des Chinois, on se sert encore du boulier.
Diverses expériences pédagogiques "utilisant ont été mendes avec succés auprés d’éléves de primaire et de

collége,

La derni¢re journée nous réunit pour la conférence pléniére donnée par Catherine Jami qui nous montre
comment le développement de 'empire maritimee portugais et la diplomatie francaise ont permis, de facons
différentes, la transmission des sciences mathématiques européennes en Asie orientale aux 17° et 18° sidcles ;
un¢ table ronde ayant pour théme « contacts et interactions entre les sciences arabes, chinoises, européennes et
indiennes » éclaire pour nous quelques rapports entre ces différents mondes et expose des perspectives de
recherche. En effet, Karine Chemla pense qu’a 1’heure actuelle, une voie féconde pour I'histoire des sciences
serait d’étudier quels ont pu Etre les contacts entre la Chine et I'Inde d’une part, Ia Chine et les Arabes d’autre
part. Nous termainons par un rappel du role des IREM. et de leur activité pour le développement de
Putilisation de I"histoire des mathématiques dans les lycées et les colléges ; il existe des initiatives comparables

en physique, mais ¢lles sont beaucoup moins développées.

Ce colloque s’achéve ; il a ét€ remarquablement organisé par toute une équipe de collégues de I'LU.F.M.
et de PAP.M.E.P. de La Réunion ; il s’est déroulé dans une ambiance particuliérement chaleurense et amicale.
Merci 4 eux tous et tout cela valait bien de supporter le plat national : oui, vous savez, le carri, ¢’est-a-dire du

riz, des grains, une sauce indéterminée

Les actes de ce colloque sont parus en Décembre 19981

I Tls peuvent étre commandés & Dominique Tournés, LUF.M. de La Réunion, Allée des Aigues Marines, Bellepierre,
97487 Saint-Denis Cedex, en joignant un chéque de 150 francs libellé 4 Pordre de Mime P’agent comptable de PLU.F.M. de
La Réunicn.

Le sommaire de ces actes est reproduit au verso de cette page.
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L’OCEAN INDIEN AU CARREFOUR DES MATHEMATIQUES

ARABES, CHINOISES, EUROPEENNES ET INDIENNES
Saint-Denis de La Réunion, 3-7 novembre 1997

Actes du colloque édités par Dominique TOURNES.
Un volume de 456 pages, en format 17 x 24.
Publication de I'TUFM de La Réunion
avec le concours de I’ APMEP-Réunion et de 'Institut de linguistique et d"anthropologie.
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NOTE DE LECTURE

Images, Imaginaires, Imaginations,

une perspective historique pour l'introduction des nombres complexes
par A. Boyé, J.P. Cléro, M.J. Durand-Richard, J P. Friedelmeyer, M. Hallez, G. Hamon,
O. Kouteynikoff, M. Thirion, J.L. Verley

Editions Ellipses, Paris 1998

Michéle Grégoire

Voici un ouvrage de référence extrémement riche et passionnant qui inspirera tous les enseignants qui
souhaitent réfléchir sur lenr enseignement des nombres complexes et renouveler leur pratique avec leurs éldves.
Les approches proposées et les entrées dans I'ouvrage sont multiples et variées.

Une présentation historique trés compléte est donnée par Jean-Luc Verley. Il montre comment s'est
d'abord développée unc pratique, sans justification théorique, qui s'insinue dans de nombreux domaines :
équations, division du cercle, logarithmes, exponentielles..., qui se transforme plusicurs sidcles plus tard, en

une theorie rigoureuse, dévoilant ainsi une harmonie et une régularité auparavant cachées. II nous décrit

ensuite fa marche triomphale des complexes dans les mathématiques du XIX® siécle : théorie des fonctions de
variable complexe, intégrales elliptiques, théorie des nombres, géométrie projective et géométrie des éléments
imaginaires.

Marie-José Durand-Richard explique comment I'invention des complexes nécessite I'harmonisation des
différentes traditions qui servent de référence aux mathématiques: grandeurs, nombres et pratiques
algebriques.

L'originalité et l'intérét particulier de ce livre sont les différentes propositions qui sont faites pour
construire un cours sur les nombres complexes. Un exposé historique spécifique a la démarche choisie permet &
I'enseignant d'approfondir cet aspect particulier de I'histoire des complexes ; il est ensuite accompagné de textes
encadrés, destinés aux ¢I¢ves, contenant soit des informations historiques bréves soit des exercices progressifs

qui composent une approche compléte et motivée des diverses notions.

Anne Boyé a choisi de décrire 1a logique interne de I'invention des complexes au XVIC siécle ; elle fait
comprendre 4 ses éléves que ces nombres ont été imaginés pour répondre, d'une maniére trés aundacieuse, au
probléme de la résolution des équations du troisiéme degré.

Maryvonne Hallez et Odile Kouteynikoff construisent 1’approche 2 partir de la difficulté qu'ont eue les

esprits savants, comme par exemple D'Alembert ou Carnot 4 accepter les nombres négatifs ¢t les nombres
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complexes, difficulté qui est levée & partir du moment ot une représentation géométrique invente le geste et
Fimage qui vont permettre de penser plus concrétement ces nombres déroutants.

Gérard Hamon propose une initiation a la notion de structure et unc démarche qui prépare ies ¢léves aux
mathématiques de l'enseignement supérieur : introduire a priori un nombre abstrait dont le carré est -1 et
construire de nouveaux objets et des opérations sur ces objets en ayant pour seul souci que leur manipulation
soit cohérente avec les régles du raisonnement mathématique.

Jean-Pierre Friedelmeyer, quant a lui, privilégie la réflexion interdisciplinaire et l'application des
complexes A 1'électromagnétisme. Les nombres complexes s'introduisent en effet dans cette discipline pour
généraliser aux courants sinusoidaux les lois d'Ohm développées d'abord dans 1'émde des courants continus.

Les racines d'un polyndme sont-elles toutes de la forme a + bi (avec a ¢t b réels) ? On trouvera aussi
dans cet ouvrage la réponse 4 cette intrigante question, dans un chapitre sur les démonstrations du théoréme
fondamentat de l'algtbre,

Les nombres complexes sont anssi, comme nous le montrent Maurice Thirion et Jean-Pierre Cléro, un
objet privilégié pour la réflexion philosophique sur la relation des mathémaiiques avec la réalité et sur le statut

de 1a vérité en mathématigues.
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