DANS NOS CLASSES

Une méthode de résolution d'une équation du troisieme degré

par Francois Viéte

Martine Buhler

Adriaan Van Roomen (1561-1615) proposa aux mathématiciens de 1'Europe un défi : résoudre une
équation du 45éme degré. Frangois Viéte (1540-1603) y reconnut des similitudes avec 1’expression de sin 456
en fonction de siné et réussit ainsi, par un « changement de variable », 4 résoudre I'équation dont il donna les
23 solutions positives. 11 explique dans « Ad problema, quod omnibus mathematicis totius orbis construendum
proposuit Adrianus Romanus, responsum » (Paris 1595), comment cette méthode permet de résoudre certains
types d’¢équations,

La réponse de Vidte inspire l¢ probléme suivant qui a €té donné en devoir 4 la maison dans une classe de
Terminale Scientifique.

L’intérét du probléme réside dans la résolution d’une équation du troisitme degré dans le cas dit
« irréductible » : la méthode de Cardan ménerait 4 une équation du second degré dont les solutions sont
complexes, et donc a I’extraction d'une racine cubique de nombre complexe (voir & ce sujet le conte du lundi
du présent numéro et le texte de Girard sur les équations du troisi¢me degré). Le probléme reprend une
méthode de Viéte consistant 4 faire un changement de variable introduisant les fonctions trigonométriques, puis
4 utiliser les formules permettant d’exprimer sin 34 4 I’aide de sinae. La fin du probléme permet de souligner ia
généralité des liens entre coefficients et racines d'une équation polynomiale, licns que les éicves ne rencontrent

que pour le second degré,
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A) Soit Z =
1) Mettre Z sous forme algébrique ¢t sous forme trigonométrique.

1 . 1
2) En déduire : cos%=5 2+J§ et sin ln—zzgxﬂfﬁ

B) 1) Développer (cosc +isino) 3

2} En déduire Yexpression de sin 3x en fonction de sino et celle de cos3a en fonction de coso

11 Etude du nombre de solutions réelles distinctes de 'équation ( £): x° -3x+a=0 (a elR)

1) Montrer, ¢n justifiant soigneusement toutes vos affirmations que si 2 € -2 ; 2[ , (E)} posséde trois

racines réelles distinctes x{, x,, x, , toutes trois situges dans }-2 ; 2[.

61



2) En indiquant rapidement la méthode employée, mais sans justifications précises, indiquer le nombre

de racines réelles distinctes de (E) lorsque :
a a=2 bya=-2 cla=2 dya<-2

Pour ¢) et d), on pourra examiner le signe de x° —3x+a pourx=—a.

III Interméde pour les latinisies
Viéte éerit le texte suivant a la fin du XVI®™ siécle. 1N désigne 'inconnue ( notre « x »). 1C désigne le

cube de I'inconnue (« X3 »)
1) Pouvez-vous traduire le texte? (Attention! « radicem binomiae 2 - J§ » désigne le nombre V2- J3

Vous interpréterez de facon analogue I'expression « radicem trinomiae a+b+c ».)
p Xp

Prosrema L

Data magnitudine cuizquatur3 N ~1 C, invenire 1N.

I. 3N -—1C,zqueturs” 2. Dico 1N efle radicem binomiz 2 —#/ 3
Veletiam, ¢ 2.
II. 3N —1C, zqueturradici binomiz % —#/ 2. Dico1N efleradicem trinomiz 2 —
5 I 43 4 %
W/ S —r1ad. bin. -4 &/ o
Vel ctiam, radicem binomiz $ + ¢/ 2.
I1f. 3N —1C, =zquetor radici binomiz ¥ + 4/ +. Dico1 Nefle radicemttinomix?;
— ¢/ %+ rad.bino. 5L+ o/ 44,

Velc:i:m, rad.binc. #/  — 3.
Sed 3 N —1 C, zquetur 1. Ecquisveros N primam, {ecundam-ve (et erim daplex) ac-

curate conftouxerie?

2) A quel cas étudié au II se rapporte chacun des exemples de Viéte?
Plus loin dans le texte, Viéte indique sa méthode de résolution que la partie I'V du probléme va reprendre dans

notre langage moderne.

IV Résolution de (E) : x° —3x++/2 =0
1) a) En utilisant les résultats obtenus au II, indiquer le nombre de racines réelles distinctes de (E) et

teur localisation.

b) Pourquoi peut-on poser, pour résoudre (E), x=2sincaveca € } %=§[ 7
. T W
2y On pose x = 2sino avec E}E;EI:

. . 2 -
a) Montrer : x solution de (E) <> sin3o = - avec o E]“zi §|i
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b) Résoudre dans R, puis dans J— -;E%[ , I'égnation d'inconnue o : sin 3o = {%

" 5 . .5
c) En utilisant ;T déterminer les valeurs exactes de coss—n et smmltm
12 2 12 12 12

d) Déduire de ce qui précéde les valeurs des trois racines xj, x,, x;.de (E). Comparer vos résultats avec

ceux donnés par Viéte.

V_Remarque sur les coefficients et les racines de 1'équation.

1) Factoriser x° —3x++/2

2)Ca1cujer:-\/2—\f37+\/_—\/2+\/§ puis \/2—J§.J5.\/2+J§

VIETE (1540-1603) est une figure dominante du XVI*™ siécle. Il est célébre pour son traité d'algébre In
artem analvticam isagoge, publi€ en 1591, ot il développe 1'algébre symboligue.

Il fut un des premiers & mettre en évidence les relations entre les formules trigonométriques et la

résolution d'équations polynomiales.
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FRANCISCI VIET &
AD

PROBLEMA,QVOD OMNIBVS

MATHEMATICIS TOTIVS ORBIS
CONSTRUENDUM PROPOSUIT

ADRIANUS ROMANTUS,

ReEsronsvy M

#89 I toto terrarumorbe nonerrat ApR1aANvVS Ro.

<8¢ M A NV 5, dum Mathematicos totius terrarum orbis u-

§ B J& nius fui Problematis folutioni vix cenfer idoneos, non ille

a8 {alcem Gallias, nec Galliarum Lycia fuo dimenfus eft ra-

) 1@ dio. CedatR oM A~ oBelga,cedat Rom a v v s Bel-

< Xald g% vixiiner Gallusd RoMa No velBelgagloriam fuam

~ 1ibi praripi. Ego qnime Mathematicum non profiteor;

fed quem, fi quando vacar, deleGtant Mathemarices ftidia , Problema

ADRIANICVYM utlegiucfolvi, nec me malus abftulit error. Sicrt1-

horio ingens prodii Geometra.Neque vero placet barbarum idioma,id eft;

Algebricum, Geometrica Geometrice tratto, Analytica Analytice. Cu-

rabo tamen ut me, five quafi Geomertam five novum Analyftam; vulgus
Algebriftarum fatis exaudiat.

Carvr L
Proponentis Adriani Romani verba.

PRimumigicar Adriani R omani proponentis ipfa verba refero, ne immu.
taro quidem commate., -

PrROBLEMA MATHEMATICYM OMNIBYS ORBIS Ma-«
THEMATICIS AD CONSTRVENDVM PROPFPOSITV M. <<

Si duotum terminorum priotis ad pofteriorem proportio fit, urr@®ad «
450—3795 O+9,5634 O— 1138500 @ + 78,1375 O —3451, 2075 () + 1,
0§30, 6075 (13} +~2,3267, 6280 (17) -+ 3,.8494, 2375 (1) — 4, 8849, 4125 (13) «
+ 48384, 1809 (1) —3, 7865, 8800 (13) + 2, 3603,0652 (i1) —1, I767, 9100 ¢
(i7) + 4695, §700 (37) — 1494, §040 (31) 3765 4565 (13) — 74» 0459 (1) + ¢
IL 1150 (37) — 1, 2300 (33) + 945 (41) =~ 45 (13) + I (31)detlrque terminus
pofterior, invenire priorem:

Viete Opera Mathematica recognita F. a Schooten, Leyde, 1646, p 305.
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