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EDITORIAL

Voici enfin le 14éme numéro de MNEMOSYNE, longtemps atiendu. ..

Ses Bonnes vieilles pages vous proposent la premiére traduction en frangais de 1'introduction
a une réédition de ! Fuclide Danois, ouvrage du XVIéme si¢cle, présentant la résolution au compas seul
d’un certain nombre de problémes euclidiens.

L' Etude analyse sur quelques exemples et de fagon trés précise la méthode des pesées
qu’Archiméde a développée au Illéme siécle avant J.~-C., pour résoudre des problémes qui relévent
aujourd’hui du calcul intégral : évaluer des surfaces limitées par des lignes courbes, des volumes de
solides de révolution, déterminer des cenires de gravit€.. Michele Bathier-Fauvet y défend que les
démarches d’ Archiméde dans le traité¢ de La AMéthede peuvent étre rapprochées de celles qui seront
développées au XVIIkme si¢cle dans ke cadre de 1a méthode des indivisibles.

Les Contes du fundi rendent compte de deux exposés de nos réunions du lundi aprés-midi,
aunxquelles tous nos lecteurs sont cordialement invités (demandez le programme ) :

Marianne Guillemot nous a parlé de Diophante d’Alexandrie et fait une sélection parmi les
problemes de ses Arithmétiques.

Martine Biibler, dans le second, présente, 4 partir d’un extrait de /’fnvention nouvelle en
l'algeébre de A. Girard, une méthode trigonométrique de résolution d’une équation du troisiéme degré
dans le cas dit « irréductible », ot la méthode de Cardan conduirait 3 extraire la racine cubique d'un
nombre complexe. Girard a généralisé un procédé, ébauché par Vidte. Un probléme pour des terminales
S, que vous trouverez dans la rubrique Dans nos classes, s'inspire de ces idées.

Un de nos fideles lecteurs nous a adressé un courrier en réaction au dernier numéro de
MNEMOSYINE et a propos des recherches de courbes quadratrices d’autres courbes... Nous 'en

remercions vivement... et espérons que c¢ numéro inspirera également nos lecteurs...
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BONNES VIEILLES PAGES

Préface de { EUCLIDES DANICUS de Georg Mokir

par Johannes HJELMSLEV (1928)

Avertissement

Le mathématicien danois Georg Mohr fit paraitre en 1672 un ouvrage de géoméiric élémentaire intituld
PEuclide danois, présentant la résolution au compas seul d’un certain nombre de problémes euclidiens. En
1928, le mathématicien Johannes Hjelmslev préfaga en allemand la publication du fac-similé de 1'édition de
1672. C'est cette préface que nous vous proposons aujourd’hui, traduite en francais par Jean-Pierre
Friedelmeyer de I'IREM de Strasbourg.

Le livre qui parait ici en une nouvelle publication en fac-similé de Védition danoise originale et
accompagnée d'une traduction allemande, 256 anndes aprés sa premicre parution, est [l'euvre du
mathématicien danois Georg Mohr. Elle fut imprimée en Hollande du temps de la splendeur de ses universités,
mais n'a recueilli jusqu'a présent aucun intérét.

L'ceuvre qui parut en 1672 en deux éditions, I'une danoise, I'autre hollandaise, contient le traitement
élégant et complet des constructions euclidiennes, en n'utilisant que le seul cercle. On sait que Mascheroni
(Geometria del compasso, Pavia, 1797) a moniré que toutes les constructions que I'on peut effectuer i la régle et
au compas peuvent U'étre aussi & Vaide du cercle seul. Georg Mohr connaissait ce résultat de Mascheroni,
souvent admiré, 125 ans plus 6t et I'avait présenté sysiématiquement. Le livre est composé de deux parfies,
dont la premiére donne les véritables fondements systématiques. En voici les idées principales, re-exposées
librement dans les termes actuels de la géométrie.

1. Etant donné deux points A et B, on peut décrire un cercle de centre B passant par A. Reportant le rayon de
proche en proche, & partir de A, on retombe sur A au bout de six étapes. Aprés trois reports, on arrive au point
C diamétralement opposé a A et aprés deux reports, a Uextrémité d'une corde correspondant a un angle de 120°,

Atnsi, 'on met en évidence la facon de trouver sur la ligne AB le point C tel que AB = BC et comment

construire les longueurs 2a et a3 lorsque a est donné.
2. Soit donné une longueur AB ; en construire une seconde BC, perpendiculaire i AB. La longuenr de BC n’est
pas imposée, on demande tout an plus que BC soit plus grand gu'une longuenur donnée.
Prolongeons AB = a au-~delid de B jusqu'a D, de telle facon que AD = 2 AB. Avec AD comme base,
construire un triangle isocele ADC dont les ctés soient suffisamment grands. Alors, BC est la longueur

cherchée.




3. Avec la construction décrite en 2. On résout également le probléme suivant : étant données deux longueurs
p et g (p>q), construire x tel que x2 = p? + 42,

Ensuite, si I'on a construit 2q, on peut élever sur q un triangle isocéle de cités égaux p. Enire autres, cela
.. . . 2 2 2
permet ainsi de construire ay2 du fait que (a\/i) = (a\/g) —a
4. Soit & résoudre I'équation x2 = p2 + ¢2 ol p et g sont deux longueurs données.
2 2 _f2_ 2 P {2 2 T
Comme x~ =2p° ~ (p -q )= (pﬁ) - (p -q ), on peut effectuer la construction d’aprés 3.

A partir de cette solution, Mohr en donne encore une seconde, dans I'édition hollandaise (qui avait paru

aprés sa traduction en danois avec quelques compléments).

Celle-ci se décrit ainsi : x* =4p* - (3p” - ¢*)=(2p)’ - [(pﬁ)z - qz]

Comme on le voit le principe fondamental de U'artifice de Mohr réside en ceci que I'on peut choisir une
longueur y (y > g) arbitraire, puis construire x 4 partir de I'"équation x? = (p2 + yz) - (yz —qz). Comme on

peut élever une perpendiculaire BC sur AB, puis trouver un triangle rectangle BCD, dont le second coté de
I'angle soit donné par BD, on est en mesure de construire a + b et a - b, lorsque a et b sont donnés.

5. I suffit maintenant de savoir trouver le milieu d'une longueur AB = a. Mohr donne plusieurs solutions
distinctes de ce probléme. La premiére consiste en ceci qu'il détermine sur Ia droite AB les points C et D fels que
CA = AB = BD ; puis il construit le triangle isocele ECD avec EC = ED = 2a, et enfin il décrit les demi-cercles
de diametres EC et ED, qui se coupent au milieu cherché de AB.

Dans la foulée, on trouve la projection de A sur BC en construisant le triangle BCA; symétrique du triangle
BCA donné, et en prenant le milieu de AA.

Lorsque I'on projette orthogonalement deux segments a et b situés sur une méme droite et se rencontrant en
un point, sur une droite passant par ce point, on obtient deux segments c et x qui sont dans un méme rapport
que @ et b. Cela permet de fonder la construction de la quatrieme proportionnelle x, lorsque a, b et ¢ sont donnés
avec a > c. Il suffit en effet de construire un triangle rectangle d'ltypoténuse a et de coté ¢, de construire dans le
prolongement de a, la longuer b et de projeter ce b dans le prolongement de c.

Si a <c, on prendra des multiples ma et mb, m étant choisi assez grand pour que ma > c. La moyenne
proportionnelle est alors facile a trouver. Il suffit de remarquer que 'on trouvera le point d’intersection du
demi—cercle et des droites considérées, en cherchant I'image symétrique du demi—cercle par rapport a la droite.

La premiére partic se termine avec les exercices d'application des aires, dont la solution est équivalente a la
résolution/construction de I'équation générale du second degré.

Au total, la premiére partie de cet écrit comprend un traitement de tous les problemes de constriction
survenant dans les Eléments d'Euclide. La seconde partie contient des applications supplémentaires, par
exemple la résolution de certains problémes d'interpolation qui conduisent a une équation réciprogque du 4
degré. Mohr traite encore d’autres problemes intéressants, tels celui-ci par exemple : déterminer tous les
triangles de base a donnée, tels que le rapport de b2 + ¢ a l'aire du triangle ait une valeur donnée ; également,

on trouve traité par Mohr le probléme dit de Pothenot, déja résolu par Snellius dans son Eratosthéne Batavus




(1617). Le livre se termine par quelques applications i la perspective, Dans les constructions fraitées ici, la
détermination du point d'intersection de deux droites présente un intérét majeur : ce probléme n’avait pas été
considéré en effet comme fondamental dans la premiére partie ; dans la seconde partie il est raité dans les
applications et résolu au moyen de la quatrieme proportionnelle.

On ne connail pas d'autre écrit de Mohr! que celui présenté ici. Mais il est mentionné en passant, par
Leibniz dans une letire adressée d Oldenburg datée du 12 mai 1676, comme « Georgius Mohr Danus in
Geometria et Analysi versatissimus ». Comme Leibniz Vindigue, il avait appris, par Uintermédiaire de ce
mathématicien danois, que Collins, en Angleterre, était en possession de développements en séries pour sin x et
arcsin x, et il sollicite Oldenburg pour qu'il lui fournisse des renseignements sur leurs démonstrations, du fait
qu'il §’occupe lui—méme de questions semblables. De cette maniére, Georg Mohr auait déjd gagné une place
certaine quoigue modeste dans I'histoire des mathématiques. Mais personne n'avait guére soupgonné qu'il est
Vauteur d'un écrit que "on aurait pu compter parmi les ceuvres classiques de la Géométrie.

Euclides Danicus est signalé dans plusieurs catalogues d'auteurs (J. Worm, Forfatterlexikon, Kobenhavn,
1773 ; Murhard, Bibliotheca mathematica, Leipzig, 17971805 ; et quelques uns plus récents, entre autres
Niels Nielsen, Mathematiken i Danmark 1526-1800) ; mais les indications parcimonieuses qui y sont données,
montrent que I'on considérait le fraité comme une compilation, ou méme comme une traduction d ‘Euclide.

Le signe le plus manifeste que le livre fiit effectivement lu, a été que I'un de mes auditeurs, Herr stud. Math.
V Beck, trouva un exemplaire de U'édition hollandaise chez un antiquaire, et m'interrogea sur la valeur du livte.

Jusqu'a présent, il n'a pas été possible d'établir des données biographiques sur 'auteur, en dehors du fait
qu'il est né & Copenhague le 1er avril 1640, comme il est indiqué dans le lexique de |. Worm mentionné. On
peut conjecturer qu'il a été étudier dans les célébres universités hollandaises, qui était fréquentées par nombre de
ses contemporains nordistes. Dans la préface se dessine le portrait d’une personnalilé sympathique, modeste et
pourtant consciente de sa valeur. Il écrit dans la dédicace au roi du Danemark : « L'amour pour sa pairie qui
accompagne un homtme & su naissance ne s'oublie pas facilement, mais aspire continuellement a lui témoigner
son service, d'une facon ou d'une autre, et particulierement par ce que 'on comprend ou que l'on aime le plus.
C'est pourquoi, poussé par le sentiment de la reconnaissance et du devoir, je n'ai pu négliger de composer avec
mes modestes possibilités ce petit ouvrage mathématique, le premier fruit de mes investigations
tnathématiques ; je I'ai écrit dans notre langue maternelle danoise, d'aprés la présentation d'Euclide et quelques
autres autenrs, mais résolu d'une foute autre manicre, ce qui, je présume, n'a été éclairé, jusqu'a présent, dans
aucune autre langue de cette facon ».

Dans I'épilogue, son point de vue scientifique est exposé avec esprit : « ['espere que ce qui est contenu dans
ce petit ouvrage pourra étre reproduit (refait) par quicongue a quelques connaissances des débuts d’Euclide (car
cela ne s-emble pas étre difficile) ; de méme les démonstrations (et les prémisses manquants d'Euclide) qui sont

laissées de coté, seront facilement effectuées par chacun. Cependant, s'1l devait s'en trouver ceriains a qui cette

' J. Hjelmslev ignorait Iexistence d’un second ouvrage intitulé Compendium Euclidis curiosi publi¢ en hellandais &
Amsterdam en 1673, Une traduction en anglais par Joseph Moxon a été publiée 4 Londres en 1677. T s’agit d’un texte
reprenant les constructions d’Euclide 4 I"aide d"une régle et d’un compas fixe. Cette information est également omise dans
le Dictionnary of Scientific Bibliography.




maniere de résolution devait ne pas plaire, sous prétexte qu'elles sont plus faciles a réaliser avec la régle et le
compas, qu'ils sachent que cela m'est parfaitement connu ; mais mon seul but a été d'étudier quelque chose de la
nature du cercle, @ savoir si sa caractéristigue ne réside justement pas en ce que I'on peut réaliser les
constrictions planes (sans utiliser la régle) par la seule intersection de cercles, comme cela a éié développé ici .
Je prie le lecteur intéressé de recevoir ceci au mieux, surtout s'il devait sy trouver une erreur, conscient que

toutes nos ceuvres sont imparfaites? »,
Johannes HJELMSLEV

Cette préface, bien que succincte, nous permet d’entrevoir le travail réalisé par Georg Mohr et se
caractérise par sa relative simplicité et sa grande clarté. Cependant, dans le paragraphe 5 de cette préface (qui
correspond au § 15 du texte de Mohr), Johannes Hjelmslev laisse supposer qu’une construction délicate n’a pas
été traitée avec I'attention nécessaire. Johannes Hjelmslev indique que pour finir la construction proposée, il est
nécessaire de tracer des cercles dont on comnait un diamétre (deux points diamétralement opposés) et la
longueur du rayon, mais pas le centre. Alors que les constructions précédentes sont bien détaillées, Johannes
Hjelmslev présente ces constructions comme si elles étaient évidentes, ce qui n’est pas le cas. Aussi, nous avons
souhaité vérifier que Georg Mohr avait effectivement résolu ce probléme. Dans ce § 15, Georg Mohr fait

référence & deux propositions (§§ 8 & 9) qui valident la construction et qui n’ont pas été citées par Hjelmslev.

Nous vous en proposens une {raduction libre.
§ 8 . Probléeme : Construire un triangle DEF semblable et de méme . B

grandeur qu’un triangle donné ACB. 7‘ 5
Construction : construis DE de méme longucur que AC et DF de

méme longueur que AB et EF de méme longueur que CB. Voila réalisé

¢e qui était demandé.
§ 9. Probléme : Ftant donné deux droites proposées, I'une AB double de I'autre CD ; il faut décrire un
cercle sur la plus longue AB dont ie rayon soit la plus courte CD.
Construction : décris un demi—cercle avec CD [...] construis sur AB un triangle AGB égal au triangle EFD

et un triangle GBH égal au triangle FDC (comme au § 8) ; alors H est le milicu de AB et le centre du cercle

cherché.

- F
(£
F \ 9 X
BI c. D A ‘B -B

2 Traduction de Jean-Pierre Friedelmeyer.
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LA METHODE DES PESTES CHEZ ARCHIMEDE :
- METHODE HEURISTIQUE,
METHODE DEMONSTRATIVE,

EN ROUTE VERS LES INDIVISIBLES.

Michéle Bathier-Fauvet

Ce texte souhaite étre un ¢lément de réponse A la question suivante : mais comment ont donc fait les
Anciens pour évaluer des aires et des volumes, alors qu’ils ne disposaient pas de la notion d’intégrale ? Il a
1’ambition de pouvoir étre lu par un bon éléve de Terminale ou de Math. sup. curicux de ces questions, mais

tout de méme assez tenace.

Déja dans le Livre XII des Eléments d’Euclide, la proposition 10 établissait : ““Un cdne est la troisieéme
partie d’un cylindre qui a la méme base, et une hauteur égale.” | la proposition 18 : ““Les sphéres sonf
enir’elles en raison triplée de leurs diaméires. 1 la proposition 6 : *‘Les pyramides qui ont la méme hauteur,
et gui ont des polygones pour bases, sont entr elles comme leurs bases.”’, et le corollaire de ia proposition 7 :
““Toute pyramide est la troisiéme partie d’un prisme qui a la méme base et la méme hauteur qu elle.”’.

Ces propositions sont démontrées pour 6 et 7 par des découpages astucieux de figures et utilisation de la
proposition 5, pour 5, 10 et 18 par la méthode d’exhaustion. 11 sera ici largement question de cette méthode
démonstrative, aussi appelée méthode « par compression » , « par double réduction a 1’absurde » , « par la
géométrie » , « apagogique », et qui sera ufilisée jusqu’au XVIP siécle. Pascal parle de la « méthode des

Anciens » lorsqu’il y fait référence’.

Ici, j’ai voulu plus particuliérement expliquer différentes utilisations de la méthode des pesées
d’ Archimede (vers 287-212 av. J.-C.). Nous nous pencherons d’abord sur un exemple simple : la quadrature de
la parabole®, en étudiant la proposition 1 de La Méthode. Nous verrons ensuite comment, plus de dix-huit
siecles aprés Archiméde, Torricelli (1608-1647) met en oeuvre une idée comparable - la méthode des
indivisibles - pour résoudre le méme probléme, alors qu’il ignorait I'existence du traité de La Meéthode
&’ Archiméde. Puis nous examinerons comment Archiméde utilise « rigoureusement » une méthode de pesées

pour établir ce méme résultat dans La Quadrature de la parabole ; nous aurons 1a un trés bel exemple de

! Cela signifie, en langage moderne, que si la sphére S a pour volume V et pour diameétre D, la sphére s pour volume v et
pour diamétre d, alors V/v = (DAY .

! [e pom de « méthode d’exhaustion » est dit & Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) qui ’emploie dans son Opus
geometricum Quadraturae circuli et sectionum coni (i.c. Traité géoméirique de la Quadrature du cercle et des sections
coniques) (1647).

Pour avoir plus d’informations concernant cette méthode, le lecteur pourra se référer a I'article de I P. Le Goff “De la
méthode dite d’exhaustion ; Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667)" paru dans les actes du colloque INTER-IREM de
Besancon des 12 et 13 mai 1989 (pp. 196-220). Il pourra aussi consulter e numero | de Mnémosyne d’avril 1992.
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raisonnement « par double réduction a l'absurde ». Le lecteur s'étant ainsi familiarisé avec les idces
essentielles de cette technique des pesées, nous pourrons ensuite étudier la démonstration particuliérement

astucicuse de quelques propositions de La Méthode.

1. Découverte de la géométrie des indivisibles

2. Archiméde et Torricelli : fa quadrature de la parabole
2.1. Archimede, La Méthode, proposition 1
2.2. Torricelli, Opera Geometrica, livre De dimensione parabolae, proposition 20
2.3. Archiméde, La Quadrature de la parabole, propositions 14 & 17 . une
démonstration « rigoureuse » utilisant la mécanique

3. La Méthode d’Archiméde : différentes ulilisations de I'idée de pesée
3.1. Les propositions établies
3.2 La Méthode, proposition 6 : centre de gravité d’un hémisphere
3.3. La Méthode, propositions 12 et 13 ; une substitution de poids

4. La Méthode, proposition 14 : il n'est plus question de pesées ; I'idée est celle
de la méthode des indivisibles

N.B. : pour toutes les démonstrations, le mode d’exposition sera le méme. Je ne reprendrai pas mot 3
mot le texte archimédien ; Ie lecteur pourra se référer aux documents joints pour lire quelques textes originaux
g’il le souhaile et je remercie trés vivement les éditions Les Belles Lettres de nous avoir autorisés a les
reproduire.

Mon premier objectif est de donner au néophyte quelgues clés afin qu’il puisse aborder plus facilement
ces textes ; le second est de permettre au lecteur pressé de comprendre rapidement la mise en ocuvre de cette
méthode. C’est pourquoi j'insisterai surtout sur I'enchainement des idées, tout en suivant 1’argumentation
d’ Archiméde ; les développements et références nécessaires a une compréhension compiéte seront rejeiés en
notes. Les démonstrations scront exposées en langage moderne. En particulier, la phrase ** 74 est a AZ
comme ME est & 50’ qui signifie que le rapport de proportionnalité entre les segments I'A et AS est le méme

. —_ e . L T =
que celui entre les segments M= et SO sera traduite, pour pius de commodité, par : XA: = bfo 4,

3 11 s’agit d’évaluer aire de la portion de plan limitée par une parabole et une corde de cette parabole.
4 Pent-étre avez-vous déja remarqué, en quatriéme de couverture d’un cahier d°écolier d’autrefois, les lignes :
SIGNES ABREVIATIFS EMPLOYES EN ARTTHMETIQUE -

Plus + Moins — Multipliépar x Divisépar : Egale = Comme ::

Nous utilisons trés couramntaent les cing premiers, mais plus du tout le demier, celui qui permettait de traduire 1*égalité
de rapports de proportions. Ainsi, on écrivait 1 2:3 :: 10:15, ce qui signifie que les nombres 2 et 3 ont le méme rapport de
proportionnalité que les nombres 10 et 15, et qui se lisait : **2 est 4 3 comme 10 est a 15”" (cf. Euclide Livre V).

Dans A History of Mathematical Notation, § 244, Cajori signale qu’en 1631, dans son livre Clavis mathematicae,
William Oughtred (1574-1660) utilise la notation ab: c.d, pour écrire que le rapport de proportionnalité entre les
nombres a et b est le méme que celui entre les nombres ¢ et d. C’est en 1651 qu’apparait chez I’astronome Vincent Wing,
dans son Harmonicon coeleste, la notation ab == cd.

. . S, 2
> ailleurs, que fait le mathématicien moderne lorsqu’il écrit : 3 = I

11 sait que (2,3) et (10,15} sont deux représentants de la méme classe de ZxZ' IR, N étant la relation d’équivalence définie
dans ZxZ" par: VY (ab) e ZxZ", ¥ (a’,p’) € ZxZ", (a,b) R (2’,b’) <> ab’ = 2’b. En fait, (a,b) R (a’.b’) signifie que le
rapport de proportionnalité entre a et b est le méme que celui entre a° et b’. (Rappelons que Q est I’ensemble des classes
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Le texte original ne comporte aucune figure dans I’espace ; toutes les figures planes dans le corps de cet
article reproduisent celles de Archimeéde, Les Belles Lettres, collection G. Budg, a cette différence prés que les
minuscules grecques ont été remplacées par des majuscules grecques et que quelques letires ont ét€ introduites

pour faciliter I’exposé ; elles sont alors notdes entre parentheses,

1. Découverte de la géométrie des indivisibles

En 1644, dans ses Opera Geometrica, Torricelli écrit : “Que cetfe géométrie des indivisibles soit une
découverte entiérement nouvelle, je n'oserais l'affirmer. Je croirais plus volontiers que les anciens Géomeétres
se sont servis de cette méthode dans la découverte des théorémes les plus difficiles, bien qu'ils aient préféré
une autre voie dans les démonstrations, soit pour cacher les secrets de 'art, soit pour dter a des détracteurs
Jjaloux l'occasion de les contredire. Quoiqu’il (sic.) en soif, il est certain que cette géoméirie est un
merveilleux abrégé pour la découverte, et qu'elle permet d'établir d’innombrables théorémes presque
impénétrables par des démonstrations bréves, directes et positives, ce qui ne peut se faire par la théorie des
anciens’. C’est la en effet, la voie vraiment Royale dans les broussailles mathématiques, et le premier qui
Douvrit et | 'aplanit pour le profit de tous, c est l'artisan des découvertes admirables : Cavalieri e

Et, en effet, nous savons maintenant que les Anciens avaient eu une idée de cette nature. La découverte
en 1899 par le paléographe Papadopoulos Keramecus, au monastere du Saint Sépulcre 4 Jérusalem, d’un
palimpseste (C’est un vieux parchemin) présentant des traces d’un trait¢ mathématique grec va permettre de
I’affirmer. Le parchemin, mal effacé avant une réutilisation entre le XII® et e XIV® siécle, révéle un fexte
transcrit au X siécle. Le savant danois J.L. Heiberg, qui avait déja publié en 1880 la premicre &dition critique
des ceuvres d°Archiméde connues 3 1'époque, se chargea de déchiffrer ce texte et de le traduire ; il acheva ce
travail en 1966,

Trois traités d’ Archiméde sont ainsi mis au jour : Le Stomachion’, La Méthode® et Le Traité des Corps
Flottants. On ne connaissait pas les deux premiers. Ce qui conduira Heiberg a faire, entre 1913 et 1915, une
seconde édition critique de I’ceuvre d’ Archiméde !

La Méthode est d’une importance capitale : ¢’est le testament scientifique d’ Archimede qui, plus de dix-

. . . 2 10 o —
d’équivalence de cette relation ®). En écrivant 3 = TR ce gi’il écrit en réalité, ¢’est classe de (2,3) = classe de

. 2
(10,15), classe de (2,3) étant le rationnel noté 5 .

5 1 s’agit de la méthode d’exhaustion qui, comme le souligne Terricelli, permet d"¢établir un résultat dont on pense qu’il
est vrai, mais qui ne permet pas d’avoir I'intuition ni 'idée de ce résultat.

% Torricelli traduit par De Gandt F., L 'cuvre de Torricelli, science galiléenne et Nouvelle Géométrie, publication de la
Faculté des Lettres et Sciences Humaines de Nice, p. 155.

7 En fait, il ne s’agit que d'un fragment de ce traité considéré d’ailleurs comme une ceuvre minewre. Un autre fragment a
été découvert dans un manuserit arabe par orientaliste H. Suter qui en a publié une traduction en 1899. L’ensemble de ce
qui nous est pour I'instant parvenu du Stomachion ne contient que I’équivalent de trois propositions. Archiméde y traite
d’un probléme de pavage de carrés et d’un rectangle 4 I'aide de plaquettes ayant, pour la plupart, la forme de triangles,
pour quelques-unes celle de polygones, et possédant la propriété remarquable d’étre contenues un nombre entier de fois
dans la figure initiale.

8 e titre complet est : La Méthode d " Archimeéde relative aux propositions mécaniques, & Eratosthéne.
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huit siécles avant Cavalieri (1598-1647)°, avait, pour reprendre les mots de Torricelli, “ouvert et aplani cette
voie Rovale pour le profit de tous”. La lettre d’introduction & son ami et pair, Eratosthéne, est on ne peut plus
significative (voir document 1),

Archiméde vy annonce la démonstration de denx résultats déja soumis a la sagacité d’Eratosthéne, que

nous noterons respectivement théorémes 1 et 2 et qu'en langage moderne nous poavons énoncer :

Le volume de P’iniersection de deux cylindres
d’axes orthogonaux et concourants, inscrits dans un
cube, est égal aux 2/3 de celui de ce cube.

Le volume de Ponglet cylindrique
vaut 1/6 de celui du cube.

Fig. 1 Fig. 2

Ainsi, une figure partiellement curviligne “est trouvée équivalente a une figure solide limitée par des
plans™. Voila sans doute pourquoi Archiméde estime que “ces théorémes different de ceux qui ont été trouvés
antérieurement”? ; il y pressentait probablement un pas vers la résolution du probleme de la quadrature du
cercle 3: une constructibilité d un « rectiligne » ou d’un « plat » équivalent a du « rond ».

“J'ai jugé a propos de te décrire, et de développer dans ce méme livre, les propriétés caractéristiques d'une
méthode qui te permetira d’aborder certfaines propositions mathématiques par le biais de la mécanique. Mals

Je suis persuadé que cet outillage peut servir méme pour la démonstration des théorémes; certaines

* Cavalieri B., Geometria indivisibilibus continuorum nova quadem ratione promota, Bononiae, 1635.
W A ce propos, le lecteur remarquera la siructure habituelle des traités d’Archiméde qui ne s adresse qu’a ses pairs: il
commence par une leitre &’introduction 4 son correspondant, ici Eratosthéne (vers 276-194 av. J.-C.), viennent aprés les
lemmes ou propriétés utiles & la compréhension de ce qui suit et, le plus souvent, établis dans des traités antérieurs ; il
passe ensuite & la rédaction proprement dite des propositions et de leurs démonstrations (il v en a quinze dans La
Méthode). Dans d'antres traités, entre Ia lettre amicale et les lemmes, il intercale des définitions et des postulats.
Eratosthéne, connu de nos jours pour son « crible » qui permet de trouver les nombres premiers dans une liste de
nombres, était alors le conservateur en chef de la Grande Bibliothéque d’Alexandrie. II fut aussi précepteur des enfants
royaux. Quand on saura qu’a cette époque Alexandrie était aux scientifiques ce qu’Athénes était aux poétes et aux
philosophes, que cette Bibliothéque était celle du Mousséion, institution royale abritée dans de somptuenx bétiments prés
des palais royaux et qui pensionnait les plus grands savants, on comprendra micux I'importance do personnage.
1 ARCHIMEDE, La Méthode, tome T, p. 83.
2 1bid. p. 83.
13 pent-on construire, en n’utilisant que la tégle et le compas, un carré qui ait la méme aire qu’un cercle de rayon donné ?
C’est ce probléme qui s’appelle le probléme de la quadrature du cercle. Il a occupé les mathématiciens pendant de
nombreux siécles. On sait, depuis 1882, que la réponse est NON ; ¢’est une conséquence des travaux du mathématicien
allemand F. von Lindeman (1852-1939) sur le nombre 7. Il a établi que © est un nombre transcendant, c’est-d-dire qu’il
n’est racine d’aucune équation polynomiale 4 coefficients rationnels. En conséquence, par application d’un résultat établi
en 1837 par le Frangais M. L. Wantzel (1814-1848), 7 n’est pas constructible.
Wantzel, alors qu’il était éléve ingénieur & I'Fcole des Ponts et Chaussées, publie le célebre article ntitulé :
“Recherche sur les movens de reconnaitre si un probléme de géométrie peut se résoudye avec la régle et le compas 7. Tk
montre en particulier que tout nombre constructible est algébrique, c’est-a-dire racine d’une équation polynomiale &
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propriétés, en effet, qui métaient d’abord apparues comme évidentes par la mécanique, ont é1é démontrées
plus tard par la géométrie, parce qu'une étude faite par ceite méthode n’est pas susceptible de
démonstrations ; car il est plus aisé d’édifier la démonstration aprés avoir acquis préalablement quelque
conngissance des objets de la recherche au moyen de cette méthode que de chercher sans la moindre
connaissance ™", écrit-il ensuite.

En substance, cette méthode « ne vaut pas», mais «elle marche» parce qu'elle permet d’avoir
T’intuition d’un résultat ; ce qui est particuliérement important car, si la méthode « par la géométrie »'> est une
méthode démonstrative parfaitement convaincante, elle n’a, elle, aucun pouvoir heuristique : il faut connaiire le
résultat 4 Pavance pour pouvoir le prouver ainsi. C’est pourquoi Archiméde rend hommage a Démocrite (vers
460-370 av. J.-C.), occupé lui aussi de problémes de calculs de volumes, qui énonga des résultats qu’il n’établit
pas, mais qu’Eudoxe (vers 408-vers 355 av. J.-C.) put ensuite démontrer : une pyramide a un volume égal an
tiers de celui du prisme de méme base et de méme hauteur (C’est la proposition XII-7 des Eléments
d’Euclide), et un cdne a un volume égal au tiers de celui du cylindre de méme basc et de méme hanteur (C’est la
proposition XII-10 des Eiéments d’Euclide) . Nous avons déja parlé de ces propositions en introduction.

Ft Archimde sait 3 quel point sa découverte est importante : “...je suis convaincu d'apporter une
contribution trés utile a la recherche mathématique. Je suis persuadé en effet, que des chercheurs, soit de
notre époque, soit de ['avenir, trouveront par |'application de la méthode que j’aurai fait connaitre, encore

d’autres propositions qui ne me sont pas encore venues a | esprit™’.

2. Archiméde et Torricelli ; la quadrature de la parabole

2.1. Archiméde, La Méthode, proposition 1 (voir document 2)

« Je dis que le segment ABI est équivalent aux quatre tiers du triangle ABI" w1

Archimeéde affirme que cette proposition & &té “la premiére a [lui] étre révélée par la mécanique™®, 1l
va donc commencer par exposer sa méthode sur cet exemple simple. Les deux idées actives sont de considérer
qu'une aire “est constituée de segments de droites” et d’effectuer des pesées fictives sur de tels segments bien
choisis. La rédaction de ce raisonnement, assez longue, reviendra toujours au cours de ce trait€ ; il n’en fera
jamais "économie. I} conclut : “la proposition n’est, certes, pas démontrée par ce que nous venons de dire,

19

mais elle donne une certaine idée que la conclusion est vrgie”” . 11 renvoic ensuite aux démonstrations déja

faites dans La Quadrature de la parabole.

coefficients rationnels (Ja réciproque est fausse). Le lecteur intéressé pourra trouver la reproduction de cet article de
Wantzel dans Mnémosyne, numéro 3, d’avril 1993.

4 ARCHIMEDE, La Méthode, tome 1H, pp. 83-84.

15 1| sagit, vous 1’avez reconnue, de la méthode d’exhaustion.

% Thid. p. 84.

7 Ibid. p. 86.

¥ Ibid. p. 84.

¥ Thid. p. 88.

15



11 s’agit donc d’établir que 1’aire de la portion de plan comprise entre Parc de parabole et 1a corde AT est
égale aux quatre tiers de celle du triangle ABT (voir Fig. 3).
['Z est tangente a la parabole en I', AZ est parallele an diamétre™ ainsi que BA, donc :
BA = BE” et BI" coupe AZ en son mitieu K .

2 actuellement, on appelle diamétre, non seulement d’une parabole, mais d’une conigue en général, le lieu géométrigue
des milieux des cordes de direction donnée. I est porté par une droite.
Par exemple, soit la parabole (J) d’axe de symétrie D. Soit une corde guelconque [Al 1 de direction (8). Les milieux de
[AT] sont tous situés sur une méme droite D’ qui, de plus, est paralléle 4 D.
Au sens de la définition précédente, I¥ et D’ sent done des diametres de (3).
Cependant, ce quArchiméde appelle **diametre”, cest uniquement 1’axe de symétrie de la parabole ; dans les auires cas,
il parle de “‘droite paralléle an diamétre™.

Pour un éléve de Terminale : établissons le résultat énoncé dans cefte note.

Soit la parabole { ) d’équation y = px”.
M/f | Soit Aa, pa’), T(b, pb®) deux points quelconques de (J) et A le milien de
i [AT]. _
La droite (AL, est dirigée par le vecteur v (1, p{at+ b) ).
A B r Soit A'(a” paD et (b, pb’z) , tels que (AT) et (A’T") soient paratléles.

e platb)y=p(a+b’).
Alors A’, milien de [A’T”], 2 méme abscisse que A, soit : (a+ b)/2 ; (A7) est
Fig 3a done paralléle a Faxe des ordonnées, axe de symétrie de (T) .
N.B. Remarquons que si (AA’) coupe (3) en B, alors la tangente a (3) en B
/i E est paralléle 4 (AT) : celte tangente est obtenue comme position lmnite de la
droite (A’I7).

X y i (AD) /I (A'T") < ¥ et ¥ sont colinéaires
“_
O
M

Pour un éléve de Math. sup. :
Le théoréme des accroissements finis appliqué a f: x> px°, continue et dérivable sur [a,b], assure I’existence de ce]a,b]

2 2
O =@ _ oy o, [OF@ _PO° 8D | oy o BED
—a b-a b-a 2

tel que :

. +
La tangente a (3) au point B d’abscisse a+b

est donc paralléle & (AT) et c’est aussi la tangente a (J) parallele 4

a+b _ a'+b'

n’importe quelle corde [A’T7] parallele 4 (AT). Done 5

. Ainsi les milieux respectifs de [AT] et [A'T7], Aet

A", avant méme abscisse, (AA’) est paralléle & PPaxe de (3). A

A
21 Dans la proposition 2 de La Quadrature de la parabole, Archiméde
rappelle sans démonstration que : ““Si en a@ une parabole ABI, une
droite BA paralléle au diamétre ou elle méme diamétre, une droite
AAT parallele a la tangente a la conigue au point B, et une droite EI' Fig 3b
tangente & la conique au point I, BA et BE seront égaux. ».{(cf. B
Apollonius 1, 35), (ARCHIMEDE, tome II, pp. 166--167).
Pour un éléve de Terminale : reprenons la parabole {3} définie dans la note précédente. /
Une équation de la tangente 4 (3) en I est © y = bp(2x-b). E
La droite (AT), a pour pente p(a+b) et le point B en lequel la tangente a (J3) est paraliéle & (AI') a pour abscisse x tel
que : 2px = p(a+b), soit : x = (a+b)/2. B a donc méme abscisse que A milieu de [AT]. Est-ce que ¢a vous étonne vraiment ?
Soit E le point d’intersection de (AB), qui est donc un diameétre de (3), et de la tangente 4 (3) en .
Alors - B( (a+b)/2 _abp ); or: A( (atb)/2, pla?+b?y2 ).
Le milien de [AE] a donc pour coordonnées ( (atb)2 , p(a+b)*4 ). Nous reconnaissons les coordonnées de B qui est donc le
milieu de [AE].

=3
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9 On construit @ tel que K soit le milieu de @' vu comme
un levier de point d’appui K*.

La méthode consiste 4 montrer que e scgment
ABT déplacé en © 2 &quilibre, autour de K, le triangle

AZT restant en place. On en déduira que :
\ segmeni(ABI) = -;-triangle(AZF).

N > B Dol le résultat par des considérations élémentaires
O sur les triangles ABT et AZT : en effet, I'aire du triangle
AZT vaut le quadruple de celle du triangle ABI.

A E A r Soit MZ une sécante paralléle a AE.

;ﬁ:yﬁz“_})‘oﬁ:M’::% c;ar:dI-:-ﬁi=E e 1 TK=KO.
AZX =20 20 KN AE KN

Fig. 3

Ona

N étant le milicu de MZE, il est le centre de gravité du segment M= donc, le segment O déplacé de
facon que © soit son milieu, équilibre par rapport a K, le segment ME restant en place”. Le méme

raisonnement §’appliquant a toutes les paralléles M= a EA, “..foufes les paralléles a EA menées dans le

22 Rappelons la loi d’équilibre d’un levier :
G) K T

o

Aux extrémités @ et T du levier ® de point d’appui K, on suspend les masses m et M respectivement. Ce levier sera en
équilibre si et seulement si : GKxm = KI'xM. .
Cet équilibre est réalisé, que le levier soit horizontal ou non ; il est donc indifférent. En effet, en situation d’équilibre avec
un bras non horizonta], on a © mxK®’ = MxKI”, donc : mx®Kxcosu = MxETxcosa, d’oll : OKxm = KI'xM.

Un solide S de masse M, accroché sur le bras de levier KT (Archiméde utilisera des triangles, des trapézes, etc...), a la
méme action sur ce levier que cette masse M suspendue au point G de KT™ qui est & I’aplomb de G* centre de gravité de S.
Ainsi, pour équilibrer S, il faudra suspendre en ® une masse m telle que : mxK® = MxKG.

B «] ¢ segment ABT déplacé en & signifie que ce segment est déplacé de fagon que son centre de gravité coincide avec ®,
ou soit a ’aplomb de @.

" o= =) =r M
% Car d"aprés la proposition S de La Quadrature de la parabole : o = %w— , donc: — = C"}O et on peut en
Z+E0 Z0+0M M=
déduire que : (A ) = (20 + ) soit : —— = .
AE =0 AE  EOQ
5 _AE

Pour un éléve de Terminale : montrons que: 0= _ —
OM =
mémes points A et T. Soit E le point de la corde [Al] d’abscisse a, O le point de () d’abscisse o et M le point
d’intersection de la droite (EO) et de la tangente 4 (3) en T

Ona: 2 (a, platb)a-abp) , O (o, pa® ) , M (o, bp(2a-b) ).

Si A” et T°* ont méme abscisse que A et I respectivement, et méme ordonnée que E, on peut éerire
= A'E _a-a

I =M b-a

E _ O2 _ pa+b)oe-abp-pa?  (@-o)a-b) _a-a

OM MO  pa®-2pba+b’p (b—a)? b-o

. pour cela, reprenons parabole (J) de la note 20 et les

D’on le résultat.
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triangle ZAI feront équilibre, en restant en place, aux segments, découpés d'eux par la parabole et
transportés au point € de maniére que le centre de gravité de la grandeur composée des uns et des autres soit
le point K. Et du moment que le triangle T74 est constitué par les segments de droites menés dans le triangle
TZA, et le segment ABI” constitué par les segmenis de droites pris dans le segment (sc. de parabole) de la
méme maniére que =0, le triangle ZAI fera équilibre, en restant en place, au segment de parabole placé
autour du centre de gravité @ ['éguilibre se faisant par rapport au point K, de fagon que le centre de gravifé
de la somme des deux grandeurs soit le point K ”*°. La position du centre de gravité du triangle AZT étant
connue (Equilibre des Figures Planes I, proposition 14 et La Quadrature de la parabole, proposition 6 ) on a

donc - segmeni(ABI') iE _ 1
" triangle(AZI) 3 K© 3’

2.2. Torricelli, Opera Geometrica, livre De dimensione parabolae, proposition 20

Avant de voir comment Archiméde, dans La Quadrature de la parabole, wutilise autrement I'idée des
pesées pour fournir une démonstration qu’il pourra considérer comme satisfaisante (propositions 14 a 17),
étudions une des 21 démonstrations données par Torricelli dans ses Opera Geometrica, livrte De dimensione
parabolae. Par ce texte il veut convaincre le lectewr que la méthode des indivisibles est 1a plus élégante et il
établit :

Proposition 20 : ** Une parabole est grande comme les 4/3 du triangle construit sur la méme base et

ayant la méme hauteur. *'%’
b AN E c Torricelli précise ; “Soif la parabole ABC, el supposons que son
\ diameétre BE soit perpendiculaire a Ihorizon... "™
P “ Prolongeons CA jusqu’en D, de maniére que CA égale AD ; ef que
G B DC soit une balance dont le point d'appui est en A.”%, écrit-il
RS ensuite.
1, — M Il suspend sur DH, parall¢le a2 EB, deux segments de parabole, GLH
et GMH tels que :
H IM=EB.IM=L],GH=ACet IG=1H.
0
Fio 4 / Le «ballon » GLHM ainsi obtenu a méme aire que le segment
1g. F ABC30

On prend : IO = NE, donc : NP =RS.
Doi: N . N _AC, DA

= ):_

"RS ° NP AN’ AN’

¥ Draprés ARCHIMEDE, De I'Equilibre des Figures Planes I, tome I, proposition 6 et proposition 7 (dans lesquelles on
reconmait ce que nous avons expliqué en note 22).

¥ ARCHIMEDE, tome IIL, pp. 87—88.

7 Torricelli cité par De Gandt F., L euvre de Torricelli, science galiléenne et Nouvelle géométrie, p. 156.

B Ibid. p. 156.

» Thid. p. 156.

3 Torricelli I'a établi dans un lemme précédent.
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“Donc les droites QN et RS se font eéquilibre, et cela dans tous les cas. Donc toutes les lignes du
triangle AFC prises ensemble (c’est-g-dire ce triangle lui-méme ) font équilibre a toutes les lignes de la figure
a3 31

GLHM prises ensemble (¢ est-a-dire  cette figure GLHM elle-méme J”.

D’ol: 12 conclusion puisgue 1’on connait la position du centre de gravité du triangle AF C.

La méthode est exactement dans lc méme esprit que celle d’Archimede ; si le levier est différent,
on a quand méme effectué une pesée fictive de segments ; et si le « poids » qui équilibre le triangle AFC
n’est plus le segment de parabole ABC, c’est une figure qui a la méme aire ; Ia propriété de la parabole
qui permet de conclure est la méme que celle utilisée par Archiméde ; Torricelli, comme Archiméde, était
encombré de denx inconnues dans ce probléme : ’aire du segment de parabole et son centre de gravité.
L’un et ’autre se débarrassent de la seconde : Archiméde en choisissant un levier moins simple, mais
sans toucher a la parabole, Torricelli en découpant Ia parabole en une surface équivalente, ayant
I’avantage de préscnter nn axe de symétrie sur lequel est situé son centre de gravité, qui se trouve ainsi
heureusement 3 I’aplomb d’une des extrémités du levier. Enfin Torricelli, comme Archiméde, considére
que “ toutes les lignes du triangle AFC prises ensemble ”, c’est la méme chose que le triangle AFC lui-

méme.

Ces raisonnements particuliérement élégants vous ont sans doute convaincus. Ils ne sont pourtant pas

sans danger. En effet, que pensez-vous de la démonstration suivante ?
Dans le rectangle ABCD de diagonale AC, considérons les

A B
N segments PM et PN, Quelle que soit la position de P sur le
P > N segment AC, PM <PN, Or les segments PM constituent le
triangle ADC et les segments PN, le triangle ABC.
°f
D’olr : i < tri ABC).
5 VEEY" C on triangle( ADC) < triangle{ABC)

Ce qui ¢st faux, bien siir.

C’est parce que PM et PN n’ont pas la méme inclinaison sur AC que le raisonnement est faux. Du fait
de cette différence d’inclinaison, les trapézes infinitésimaux PM et PN n’ont pas la méme hauteur et donc leurs
aires ne sont pas dans le méme rapport de proportionnalité que leur bases (les deux bases de PN sont ““presque
égales’” - son épaisscur étant infinitésimale - tout comme celles de PM).

NN’ = PP’ xsino. et : MM’ = PP’ xcosc.

D’autre part : PN = PCxcosa et : P'N” = P’Cxcosa, enfin : PM = PCxsina et : P'M” = P"Cxsina.

Dongc ; (PN+P"N")xNN’ = cosax(PC+P’C)xPP’xsino. = (PM+P"M")xMM".

Les trapézes PNN'P” et PMM'P’ ont donc la méme aire, aussi petites que soient leurs hauteurs.

2.3. Archiméde, lLa Quadrature de la parabole, propositions 14 & 17 : une démonstration
« rigoureuse » utilisant la mécanique

Dans La Quadrature de la parabole, Archiméde résout le probléme de deux fagons différentes. Apres

M Thid. p. 157.
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avoir établi dans les propositions 1 a 5 des résultats sur la parabole et, dans les propositions 6 a 13, différentes
propri¢tés d’équilibre de triangles ¢t de trapézes, il passe, dans les propositions 14 3 17, & la démonstration

proprement dite du théoréme. La fin du traité est consacrée 4 établir le résultat uniquement « par la géométrie ».

a) Propositions 14 et 15 : on établit un encadrement

Archiméde encadre le triangle BAT" par le triple d’aires de polygones, d’une part inscrits dans le
segment de parabole, d’autre part le conienant, que BI' soit perpendiculaire an diamétre de la parabole
{proposition 14) ou non (proposition 15). I utilise pour cela une meéthode de pesees fictives de trapézes et de
triangles (voir Fig. 5).

BI est divisé *‘en autant de segments partiels égaux qu 'on voudra, soit BE, EZ, ZH, HI, II'*%.

A BEZHIT
o [& N.B. L¢ trapéze de diagonale KE sera noteé [KE]L
1
K 2 11 s’agit d’etablir que :
A
M triangle(BAD) < 3(JKE|+[AZ]H{MH]+|[NI}+triangle(I=T) )

etque :
H[Z@|+[HO]+[ ] +riangle(10D) ) < triangle(BAT).

Archimede considére pour cela A" comme un levier de

m\

Fig. 5 / point d’appui son milieu B; il y suspend le triangle BAT
A d'un cdté et, en A, les aires P, X, ¥, Q et Ac dquilibrant
respectivement [AE], [ZZ], [TH], [Y1] et le triangle ZIT.

P+X+¥+0+Ac équilibre donc le triangle BAL et, compte tenu de 1a loi d’équilibre d’un levier et de la position
du centre de gravité d’un triangle :
aire(BAD) = 3(P+X+P+Q+AC).

Sachant que™ : BU_EX —,

.. s BA _[AE]
on peut ecnre 7 [ e = ——,
BE [KE]

Or P équilibre [AE] donc™ :  aire P < [KE]. (a)

¥ ARCHIMEDE, La Quadrature de la parabole, tome I, p. 178.
B Voir 1a note 24.

* En effet ; [AE] = EZ+BA (car ces parallélogrammes ont la méme hauteur). On a déja: Er _ E_A— .
{KE} E®+BK Ed E
D'aut[epart_- E:(E:)E_D’Gﬁ: %:E:%‘Donc: @:%
BK BI’ BA - BK E® BE [KE] BE
Pour un éléve de Terminale : on rappelle que si a.c , alors a_c_axc .
b d b d b+d

Ce résultat était connu des Grecs, et méme sous une forme beaucoup plus générale | en effet, une traduction moderne de la
proposition V-1 des Eléments d’Euclide est

a. i=n i=n
Si pour tout i de [1,n],ona: —— =k, alors: a. />y b =k

% Ce résultat est établi explicitement dans la propesition 10 de La Quadrature de la parabole.
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De méme : AB _ [22] (1) et aussi : 2] _ AB s ).
BZ [AZ] [Z®] BE

Or X équilibre [ZZ], donc® : [Z®] <X < [AZ] (b)
De méme : [GH] < ¥ < [MH] (©)
M <Q<[NI] (d)
triangle(I'TO) < Ac < triangle(ZI).  (e)
Par addition des inégalités (a) 4 (e}, ona :
[ZO]+HOH]+[[I}+triangle(TI0) < P+X+¥+Q+Ac < [KEHAZHMH]+[NI]+triangle(I=D).
Or : PAXHP+HO+AC = —;—triangle(BAF ). Dol le résultat.

N.B. Pour la proposition 15, Archiméde ne fait pas la démonstration compiéte. 11 se contente d’indiquer

comment on peut se ramener 4 un raisonnement analogue.

b) Application 2 la résolution du probléme posé : proposition 16

Dans la proposition 16, Archimede établit alors trés classiquement, par la méthode apagogique, que :

segment(BI'O) = étriangle(BFA).

N.B. Soit Z une aire égale a %triangle(BI"A).

¢ Si segment(BON > 72

Soit n un entier tel que (segment(BOT) — Z)xn > triangle(BI A,

Fn vous inspirant de la justification modeme du résultat un petit peu plus complexe étudié en note 37, vous pouvez établir
cette propriété.
Z% '
¥ Car: 223 = ZT +EX .Onadéa: E = B—A ; OIL & aussi ; E@ =(EI; =) _ZE- . d’ou le résultat car
[Z®] ZO'+ED EP» BE Ed El’ EX

est,
1

. . EZ . .
Tui aussi, ¢gal 4 E&; . (Remarquons que ce raisonnement est le méme que celui fait en note 34).

¥ (e résultat a ét¢ établi explicitement dans la proposition 12 de La Quadrature de la parabole.

On peut cependant en donner une justification moderne. Comme : @ = é]?’, (2)et: @ = -AE (1).ona:
[Z®d] BE [AZ] BZ

BEx[ZZ] = ABx[Z®] (2°) et:BZx[ZX] = ABx{AZ] (1").

Or, X équilibre [Z3], il existe donc L entre E et Z tel que : BLx[ZX] = ABxX (3).

Comme : BE < B, <BZ, ona : BEx[ZZ] < BLx[ZZ] < BZx|[ZL].

Done @ ABx[ZD] < ABxX < ABx[AZ], d’ou le résultat par simplification par AB.

% 1a proposition X-1 des Eléments d’Euclide établit . Deux grandeurs inégales étant praposées, si P'on refranche de la
plus grande une partie plus grande que sa moitié, si l'on retranche du reste une partie plus grande que sa moitié, et si 'on
fait toujours la méme chose, il restera une certaine grandeur qui sera plus petite que la plus petite des grandeurs .
proposées” (EUCLIDE, p. 258 ).

En fin de démonstration, il est dailleurs précisé *“La démonstration serait la méme, si les parties retranchées étaient des
moitiés™’.

Explicitons cela en langage moderne, si a et b sont ces grandeurs avec : a> b, dans le cas ot de a, puis de chaque reste, on
a a a
22723 e
En appliquant ceci a:a = triangle(BI'A) et : b = segment(BOI')-Z, il suffit de choisir n= 2% pour réaliser I'inégalité

souhaitée.

.y . a . . a
retranche sa moitié. Les restes successifs seront © — 1l existera donc un entier q tel que : — <b.
2
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11 est possible de choisir un triangle BI'E, rectangle en B, plus

m
=

petit que la différence (segment(BOI)-Z) et qui soif conienu un
nombre entier de fois, k *°, dans le triangle BAI". Alors BE sera, lui,
contenu k fois dans BA. Divisons alors BA en k segments égaux a
BE, par exemple BE, EH, HL IK, et KA™.
Par construction : segment(BOT") — Z > triangle(BTE).
Donc : triangle(BI'E) + Z < segment(B@I).
Or : [ME] + [®A] + [@P] + [@0] + triangle(I'OZX) = triangle(BI'E)
car : [MA]=[PA] (E étant le milieu de BH, ces trapézes ont

des bases égales et méme hauteur).

[AE] = [OF]

[XE] = [0e]

triangle(TOZ) = triangle(T’XTI).
D’ou : Z < segment(BOI) — [ME] — [PA] - [OP] - [0@] - triangle(T'OX)
A Fig. 6 i fortiori, Z < [MA] + [ZP] + [@I1] + triangle(TTOT).
D’on, par définition de Z :

triangle(BI'A) < 3x ([MA] + [EP] + [@1]] + triangle(TIOT) ) ,

NNV

Or, comme : BM = MN = NZ = EIT = [T, par application de l1a proposition 14, on a :
3x ({MA] + [EP] + [OIT] + triangle(IIOL) ) < triangle(BI'A), d’ou une contradiction.
e 3i segment(BOIH < £

De la méme facgon, il est possible de trouver un triangle BI'E, tenant un nombre entier de fois, k par
exemple, dans l¢ triangle BL'A et tel que : triangle(BI'E) < Z — segment(BOT) (< friangle(BT"A}).
On refait les constructions déja faites dans la premiére partie de cette démonstration.

Doit : triangle(BIE) + scgment(BOT) < Z = %triangle(BAI‘)

< [EM] + [®N] + [¥E] + [[1T} + triangle(TIIZ)".
Ainsi, triangle(BT'E) < [EM] + [ON] + [WE] + [ITT] + triangle(TTIZ) — segment(BOT)
< [EM]+[®@A]+[PO]+{0O]+ triangle(I'OL) = triangle(BT'E)  d’ou une contradiction.
Nous constatons que la méthode des pesées a é¢¢ employée 12 pour établir une double inégalité qui

sert ensuite i faire aboutir la méthode d’exhaustion.

3 Yoir note précédente. k =n = 2% convient.

1 ¢ lecteur qui se référera aux textes des Belles Lettres remarquera que la figure 6 ci—dessus et la figure donnée p. 183 de
La Ouadrature de la parabole, ne sont pas les mémes. Dans cette derniére, ¢’est BI” qui est divisé en segments égaux, pas
BA, alors que la suite de la démonstration utilise ’équidécoupage de BA.....et aussi celui de BI". Cest que les deux sont

) BM M@
vrais et équivalents. En effet, d"aprés la proposition 5 de La Quadrature de la parabole: —— = a0 R
BI' MM,
MP
or; —>t = EEv De méme : BN NP _BH =2——BE donc: BN=2BM.
MM, BA BI' NN, BA BA

N.B. On obtient ainsi une technique de construction point par point d'une parabole.
*# Par application directe de la proposition 14.
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3. La Méthode d’Archiméde : différentes utilisations de I'idée de pesée

3.1. Les propositions établies

Les tableaux ci-dessous répertorient les propositions établies et, pour chacune d’elles, mentionnent leur
parution dans les traités d’Archiméde que nous connaissons ainsi que les principales idées utilisées pour les
démontrer. Ils mettent clairement en évidence qu’il y a des traités d’Archiméde qui ne nous sont pas (encore)
parvenus.

Mise a part la proposition  qui concerne une figure plane et que nous avons déja étudice, les autres
s’appliquent i des figures de révolution définics a partir de coniques™. Un des grands principes est d’établir
sur une figure plane contenant 1’axe de révolution A" une relation du type

A® _ somme de carrés de segments . . .
—_— = £ , olt: A® = AT et o les segments dont on prend le carré s’ appuient

A% somme de carrés de segments

orthogonalement sur A", ceux figurant au numérateur coupant Al en .

Par exemple :

Les segments orthogonaux a Al sont ici KL, ZP et M.
Ils vérifient :

A® TP +IM?
AT KL2

ID®

Par rotation autour de AT, ces segments engendrent des disques (Archiméde dit *“des cercles’”) ; Vaire
d’un disque étant proportionnelle au carré de son rayon, on peut ensuite ent déduire 1’équilibre, autour de A, de
disques déplacés en @ (ceux dont le rayon figure au dénominateur), et de disques qui restent centrés en % (ceux
dont le rayon est au numérateur).

Dans 1’exemple de la figure ci-dessus, nous pourrons donc dire que le disque de diametre KL, déplace en
®, équilibre autour de A les disques de diametres ZP et =M restant en place.

Les solides considérés dans les différentes propositions étudiées étant ““remplis par les cercles™ ainsi
pris, Archiméde en déduit des équilibres de solides autour de A ; d’oil les résultats par application de lemmes et

de propriéiés ¢tablis antérieurement.

2 1,a réunion de deux droites paraliéles ou sécantes étant un cas de dégénérescence de coniques, on peut donc inclure sous
ce vocabulaire toutes les situations étdiées.
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Prop Résultat établi parution antérieure Meéthode et idées principales
Quadrature de la parabole
B La quadrature de la | » Méthode des pesées fictives segment
13 parabole a segment.
r

A
4 .
segment ABI" = 3 triangle ABI’

Volume de Ia sphére

De la sphére et du

2 sphere = cvlindre * Pesées fictives de disques dans 3
4 % cone ABA surfaces de révolution d’axe AT,
Prop. L. 34
“JA  cylindre ®Q = « On connait tous les centres de
3 . Corollaire gravité; on peut comparer les
S 3 Sphere Prop. 1. 34 volumes.
G
Volume de 'eilipsoide de révolution
Sur les conoides et
3 les sphéroides » Comme dans la proposition 2
cylindre ®O =
3 . Prop. 27
— elipsoide
A 2
1
) — ellipsoide =
~| a )
2 x cone ABA
Volume d’un segment de paraboloide de * A® = AA.
révolution Sur les conoides et | « Pesées fictives de disques
4 Bl L AA les sphéroides * On en déduit 'équilibre autour de A
du cylindre EI' et du paraboloide
segment ABT Prop. 21 {(dont on n¢ connait ni le volume, ni le
:icﬁne ABT (cas de révolution) centre de gravité) déplace en @._ On
7 supprime ainsi une inconnue: le
Prop. 22 cenire de gravité du paraboleide.
(cas général) :
Centre de gravité d’un segment de < AO = AA.
paraboloide de révolution + Le cone inscrit déplacé en ©
5 équilibre par mapport a4 A le
paraboloide restant en place.
Tout est connu sauf le centre de
gravité du paraboloide.
Centre de gravité d’un hémisphére « A©=AH.
A * Le cOne ABA déplacé en © équilibre
6 X tel que : par rapport 3 A I’hémisphére et le
AX 5 cdne restant en place.
T * Introduction de masses fictives
XH 3 e I .
B A réunies ¢qulibrant 'hémisphere et le

cOne restant en place.

On se raméne 3 la résolution d’'un
probléme linéaire a une scule
inconnye : AX.
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Volume segment de sphére / volume cone = A® = AT.
A De la sphére et du
7 segment ABA cylindre * Un cylindre connu restant en place
cone ABA équilibre autour de A le segment et un
T y Prop. 1.2 cone connu déplacés en ©.
w 1 De deux inconnues, volume et centre
A V : > Al'+HL de gravité du segment, on se raméne i
= T une seule, le volume du segment en le
déplagant en ©.
Volume segment ellipsoide / volume cone
A Sur les conoides et | » Démonstration non faite
8 les sphéroides « De la méme maniere ... »
segment ABA
" cbne ABA Prop. 29 et 31
g Ty N.B. Prop. 30 et 32
v ' 3 Al +HD montrent que le
A “ B = résultat reste vrai
Hr
v lorsque les axes
T sont inclings.
Centre de gravité d’un segment de sphére »AG@=AT.
A * On équilibre autour de A le cbne
9 : fe point X tel que : ABA déplacé en © par le segment et
le méme cone restant en place.
AX AH+4HT On a donc une équation linéaire du 1°
XH  AH=+2HT depré 4 une inconnue : le centre de
gravit¢ du scgment.
10 | Méme chose pour un segmernt * Démonstration non faite.
d’ellipsoide
11 | Volume hyperboloide de révolution /
volume cbne Sur les conoides et | + Démonstration non faite,
Ies sphéroides
segment ASI"  SH +308
cone AST  SH+208 Prop. 25
At I
Centre de gravité G d'un segment
) . SG 3SH+808
d’hyperboloide GH = SH140S
?Fgg:iﬁﬁ:;ﬂi?mme L. volume = Méthode de pesées fictives.
12 « Un astucieux changement de poids
13 il 12| permet de remplacer unc équation 3
14 onglet = 1 cube « fait } 13| deux inconnues par une équation 4 une
6 VOir » scule inconnue.
13 14 *Meéthode des indivisibles (sans
pesées).
15 = Démonstration par « la géoméirie ».
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L’examen des méthodes d’investigation montre que, souvent, un probiéme a deux inconnues
— volume et centre de gravité — se raméne, par déplacement de Ia bonne figure en ©, extrémité d’un bras
de levier, 2 un probléme i une seule inconnue, Mais i y a parfois plus d’inconnues et le probiéme se
complique. Les propositions 6 et 12-13 sont particuliérement intéressantes poar voir comment Archiméde
gére alors 1a difficnlté.

Dans la preposition 6, ’introduction de masses fictives réunies, équilibrant respectivement
’hémisphére et le cone restant en place, raméne le probléme i la résolution d’un probléme linéaire i une
seule inconnue AX, X étant le centre de gravité de ’hémisphére.

Dans les propositions 12 et 13, un astucieux changement de poids lui permet de se tirer d’affaire.

3.2. La Méthode proposition 6 : centre de gravité d’un hémisphére (voir document 3)

“Dans tout hémisphére, le centre de gravité est situé sur son axe, en un point qui divise l'axe de

maniére que le rapport de la partie située du coté de la surface de Phémisphére & la partie restante soit égal

au rapport de cing i trois.”®

Fig. 7-a

Remarquons que la figure ci—dessus n’est pas exactement cetle de la page 102 du document 3, soit :

N Fig. 7-b

Nous verrons pourquoi en cours de démonstration.

La figure 7-a représente Ia section de Ia sphére par un plan passant par son centre.

Archiméde introduit le cone ayant pour sommet A et pour base droite le cercle de diamétre BA simé
dans le plan orthogonal 3 AT" contenant BA. II considére ©I comme un levier ayant pour point d’appui son
milien A.

=0 est un segment paralléle 3 BA qui coupe le demi-cercle BAA en ZE ¢t O, Al'en E, AB en IT et AA
enP.

Par rotation d’axe AT, ZO engendre un disque de 1’hémisphere et ITP un disque du cone.

# ARCHIMEDE, tome ITI, p. 102.
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_A®@ _ EE'+EIN’ ,_ cercle de diamétre FO +cercle de diamétre ITP
" AE EIT? cercle de diamétre [TP ’

Alors

““If s’ensuit que la somme des deux cercles de diamétres EO et [IP, restant en place, fera équilibre
autour du point A au cercle de diamétre IIP, déplacé et posé au point @ de maniére que @ soil son cenire de
gravité.””  “*Dés lors, I'hémisphére et le cone élant remplis par les cercles, tous les cercles dans
I'hémisphére et dans le cone, restant en place, feront équilibre autour du point A & tous les cercles dans le
céne, déplacés et posés au point & du levier de maniére que leur centre de gravité soit €’ 46

Donc, le cone ABA déplacé en @ équilibre par rapport 2 A le cdne et la demi sphére qui restent en
place.

Une idée nouvelle consiste & remplacer le cone ABA déplacé en © par un cylindre équivalent, MN,
suspendu en ©, ce cylindre étant fictivement coupé par un plan perpendiculaire 4 son axe en deux parties M et
N équilibrant respectivement le cone ABA et ’hémisphére”’.

Soit @ e AH tel que : A® = 3®H. Donc par application du lemme 10 (cf. document 1), < est le centre
de gravité du cone.

N.B. Ce qui suit reproduit fidélement le raisonnement d’ Archimede.

On construit Xe AH tel que : AH §
AX 5

Or. M équilibre le cone ABA ; donc : —a— = 22 =3 (qar: A@ = AD).
cone A® 8
Or : chne=M+N; donc : M+N _38 ;d'ou : N __3 Ains conezﬁzéﬂ {a).
M+N 8 N AX
Or, (d"aprés 1a proposition 2 de La Méthode) : sphére _ 4 donc : Mﬁ -2_A% »).
cone cone( ABA) 1 AH

En conséquence (par produit de (a) et de (b)) : M - A9 .
N AX

Comme par construction N suspendu en © équilibre I’hémisphére par rapport 4 A, X est bien l¢ centre
de gravité de 1"hémisphere.

N.B. On peut regretter que les canons de la démonstration grecque imposent de ne livrer que la
synthése d’une étude. On choisit ici un point X satisfaisant 4 une condition miraculeuse puisque, justement, on
peut établir que c’est bien le point cherché. Alors qu'en appelant Y le centre de gravité de I'hémisphere,
indéterminé sur le segment AH, on pourrait, en suivant exactement la méme démarche, aboutir au résultat qui
prend alors un caractére plus accessible. Remarquons gu’en fait, considérer cette masse M est équivalent i

une soustraction mais ’évite.

— =2
* Tes trangles AET et AEZ étant semblables : A—E = é:—' done : AL _ A= )
AZ AE AE  AE?

=
—

Or : AE =E=* +AF’

AI' EE?+EI?

et - AE=EIL, donec : —— = —————  D’oi lerésultat car : AT = A®.
AE EI?

¥ Tbid, pp. 103-104.

# Tbid, p. 104.
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3.3. La Méthode propositions 12 et 13 : une substitution de poids

Dans ces propositions, Archiméde va, sclon ses termes, “faire voir™

que le théoréme que nous avons
noté théordme 1 — relatif au volume de 1'onglet cylindrique — est vrai, avant d’en faire une démonstration par la
méthode d’exhaustion en proposition 15. La proposition 14 établit aussi le résultat ; autrement comme nous le
verrons en 4.

a) Propaosition 12.

La rédaction est un peu différente de celle des propositions précédentes : Archiméde décrit une figure,
développe un raisonnement et il faut attendre les derniéres lignes pour savoir ol il voulait en venir. C’est une
démonstration qui parait plus spontanée : par exemple, il ne considére un levier qu’an moment ou il s’avere
utile dans la réflexion.

La figure 8-a n’est pas dans le texte original, mais jy ai condensé la description de plus d’une page
des constructions faites et des notations utilisées.

N.B. : Dans le texte original, N est emplové deux fois en des sens différents, c’est pourquoi, afin
d’éviter toute confusion, le N archimédien de la figure 8-b sera remplacé par N°.

D’autre part, le lecteur qui se référera aux textes remarquera que, en fait : I=X, E=II et Z=E.
Comme nous 1’avons vu, Archiméde ne donne aucune représentation spatiale des figures et on peut penser
qu’'une telle double notation permettait de savoir dans quelle coupe ces différents points étaient considérds ; &
moins qu’il ne s’agisse d’une modification apportée par un copiste dans le but de faciliter la lecture. Car on
comprend mal que le Grand Archiméde, si précis dans la description des figures et dans les raisonnements,
fasse cela sans le dire, ni établir que ces points sont les mémes, Mais je raisonne 14 en lecteur du XX siécle.
Peut-étre vy a-t-il une tout autre explication (et pourquoi pas plusieurs), liée 3 la pratique des raisonnements de
géométrie dans l'espace a I'époque d’Archiméde et que je ne soupcomne pas, n’avant pas une habitude
suffisante de cette culture.

On peut se demander quand des figures ont ¢t€ pour la premiére fois représeniées en perspective dans
fes traités mathématiques. On en trouve dans les livres X1, XII et XIII des Eléments d'Euclide. Mais on ne peut
étre certains qu’elles aient ét¢ ainsi dans les textes originaux. En effet, comme nous 1’avons vu par exemple
pour La Méthode, ce traité ne nous est parvenu que grice a une transcription faite an X° siécle ; et il a diiy en
avoir d’autres entre celle—13 et 1'écrit du Maitre. Si & chacune de ces copies le texte court le risque d’étre
modifié, ce risque est plus grand encore pour les figures. Cependant, a ’époque d’Archimede ef méme
d’Euclide, on connaissait déja des régles de représentation en perspective comme 1'atteste Vitruve {1 siécle av.
1-C): « Clest ainsi qu’'Agatharcus ayant été instruit par Eschyle, & Athénes, de la maniére de faire les
décorations de thédires pour les tragédies, il fit le premier un livre sur l'art de les peindre ; il apprit ensuite ce
qu il en savait G Démocrite et a Anaxagore, gui onf aussi écrit sur ce sujet, et principalement sur ['artifice an

moven duquel on pouvail, en plagcant un point en un certain lieu, imiter si bien la disposition naturelle des

47 La suite du texte prouve que la figure 7-b ne convient pas : pour peuvoir appliquer les formules qui vont suivre, il faut
que O soit & 'aplomb du centre de gravité de M et de celui de N ce qui est bien le cas avec la figure 7-a.
8

hoid, p. 114.
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lignes qui sortent des yeux en s élargissant, que, bien que cette disposition des lignes soit une chose qui nous
est inconnue, on parvenait & faire illusion et a représenter fort bien les édifices dans les perspectives que ['on
peignait sur la scéne, ou ce qui est peint seulement sur une surface plate parait étre rapproché en de certains

endroits, et étre plus éloigné dans d’autres »¥

A B P N

Y/ '-" LX(=1)
® - 3

E (=17} 1(=E)

I ==y}
/ 4

r ) M 0
Fig. 8-a Fig. 8-b Fig, 8¢

© est le milien de AT, axe commun an cube et au cylindre.

On coupe le demi-cylindre de section droite OEP par un plan vertical ([1) paralléle 4 son axe et
paralléle 2 OP. La trace dans le plan OEP de intersection de ce plan ([1) avec le demi-cylindre (voir Fig. 8-
¢), est T ; (IT) coupe donc :

e le demi-cylindre suivant le rectangle de base ZT et de hauteur BQ,

» ’onglet suivant le rectangle de méme base T et de hanteur YN (voir Fig. 8-b).

On a donc:

E®@ _ Qr _ BQ _ rectangle decoupédu cylindre

‘® TIN' YN reclangle découpé de I'onglet |

= . . 1i
Or : E®=0Z donc : OE _ reﬂangledécoup?du cymdre.
&  rectangle découpé de  1'onglet

Dong, le rectangle du demi-cylindre, de centre de gravité X (= I), restant en place, est équilibré autour
de ©, par le rectangle de Ponglet déplacé en =

En conséquence, fe demi-cylindre, restant en place, est équilibré autour de @ par P'onglet déplacé en =.

Archiméde s’est ainsi débarrassé d’une des inconnues du systéme: le centre de gravité de
Ponglet. Mais il lui en reste encore trop pour pouvoir conclure : le centre de gravité du demi-cylindre, le
volume de ’onglet, le volume du demi-cylindre. 11 va régler le probléme en propesition 13 par une

substitution de poids.

*® VETRUVE, Les dix livres & architecture, p. 212.

Eschyle (vers 325-456 av. J.--C.) poéte tragique grec.

Agatharcus (V® siécle av. J —C.) peintre grec qui fit des décors de théatre pour Eschyle.

Démocrite (vers 460-370 av. J.-C.) philosophe grec qui avait beaucoup voyagé et en particulier passé cing ans prés des
géomeétres égypliens.

Vitruve (1% siécle av, J.—C.) architecte romain.
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b) Proposition 13

H F) P N
N.B. J'ai conservé les notations du texte
archimédien ; on revient 4 la méme coupe que celke
X z . o )
A / * o faite 3 Ia figure 8-c (N retrouve la signification qu’il
= E(B’) ® E(A’) I avait au départ et n’est donc pas & confondre avec le
. T point que nous avons noté N°) ; mais les lettres A, X, %
Y * o - K. T. Z, ® ont une autre signification que celle gu’elles
Fig, 9 ont eue jusqu’a présent.
M 0

L’idée est d’équilibrer, autour de ©, le demi-cylindre par le prisme triangulaire ayant pour base droite
HOM et pour hauteur celle du cube ; ce prisme triangulaire, substitué au demi-cylindre dans Péquilibre
précédent (proposition 12), permet d’obtenir un systtme qui n’a plus gu’une seule inconnue : le volume de
’onglet cylindrique. En effet, si le volume et le centre de gravité de I’hémisphére sont inconnus, ceux du
prisme triangulaire sont connus.

Des plans orthogonaux 4 PO rencontrent cette droite en deux points X et Z symétriques par rapport 4 ©
et découpent :

e dans le prisme triangulaire, des rectangles ayant pour bases AX et Y®, pour hauteur celle du
cylindre et que nous noterons, nous, {AX} et {Y®}.

e dans l¢ demi-cylindre, deux rectangles ayant pour bases ZK et ZT et pour hauteur celle du cylindre.

Le manuscrit s’arréte 1a. En notes, C. Mugler donne la reconstitution « & la maniére de...» proposée
par Heiberg, La description de Ia figure faite par Archiméde permet cependant de penser que cette « suite » est
tout 4 fait « légitime » car elle est fidele A "esprit du début.

Heiberg considére deux points A’ et B’ qui ne sont pas sur Ia figure originale et que je note pour cetie
raison (A’), (B"). A’ est 4 I’intersection de OIT et du segment d’extrémités les milieux des segments TK et ZT
A’ est donc le centre de gravité de I'ensemble des rectangles {ZK} et {ZT}. De méme, B’ est le centre de
gravité¢ de P'ensemble des rectangles {AX} et {Y®}.

Ona: AX=Y® et : ZK=ZT; de plus les parallélogrammes considérés ont méme haunteur,

K3 +{ZT} _ IK _ TK_ 3K’ _ SPx30j5 _ 2O

I O
{XA}+{Y®} AX TP  IPx3K IPx3ZK  IK
LAX+XE
_SP+25 _ AX42XT _ 2 7 _ @B
TK K ézK OA'

% AX = XP’ = ZP, HX étant une diagonale du carré AXP"H.
51 Le triangle PKO est rectangle en K, de hauteur KX, donc : IK? = TPxZO.
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Comme B’ est le centre de gravilé de {AXIH{YD?} et A’ celui de {ZK}H{ZT}, que "ensemble de ces
rectangles constituent respectivement le prisme triangulaire et le demi-cylindre, c’est donc que ce prisme

triangulaire équilibre I’hémisphére autour de ©.

Omn a alors : onglet x == i—@l‘l x prisme triangulaire = %@H % %cube.

Dot : onglet = % cube, car : @= = OIL

N.B. On ne peut qu’admirer Pastucieuse utilisation de la symétrie de la figure,

4. La Méthode, proposition 14 : il n’est plus question de pesées ; I'idée est
celle de Ia méthode des indivisibles

Cette nouvelle démonstration est un tout, indépendant de ce qui précede et d’une expression
parfaitement claire pour un lecteur moderne.

11 n’y est plus question de pesée avec leviers matérialisés ; un pas conceptuel de plus est franchi,
1l s’agit bel et bien de la méthode des indivisibles : parce que chaque plan d’une méme famille de plans

paralléles découpe dans deux volumes V; et V; des surfaces S, et 8; d’une part, et dans deux figures

S s
planes P; et P, des segments s; et s, d’autre part, satisfaisant & la relation : L = 7L Archiméde en
2 S
V P
déduiraque : —L =_1,
vV, B

Le plan déterminé par EH et le cdté du

cube a Paplomb de AL découpe :
B H r » dans le prisme entier, un prisme qui en
/ M\ =E|N est le quart.

¢ dans le cylindre, I'onglet qui nous

[ws)
N
law |

a5

~

|| =

]

= occupe.
o y— N Archiméde construit la parabale qui passe
K Z .
A 5 \ A B A par les poinis H, Z et E.
Fig. 10-a Fig. 10-b Une droite MN paralléle a KZ coupe cette

parabole en A et le cercle en Z.

MN _ KH’

Par propriétés de la parabole, ona : MNxNA =NZ? ** (a) et:
NA  AX?

(b).

32 Cf. Apollonius, I, 11.

—_— -
Pour un éléve de Terminale : dans le repére orthonormé (Z, ZI' , ZK ), cette parabole admet pour équation : v = x°.
Alors : MN =1, et, x étant 'abscisse de N : NA=x"et | NZ=x, d’'o0l : MNxNA = NZ%
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Le plan orthogonal 4 ABT'A, contenant MN, coupe :
« le prisme triangulaire suivant un triangle rectangte dont un des cdtés de 'angle droit est MN et I"autre la
hauteur du prisme ;
o I'onglet suivant un autre triangle rectangle, semblable au précédent, dont un coté de I'angle droit est M=.
triangle du prisme _ MN” 5,
triangle de l'onglet  M=2

MN I‘ INl
Comme : MNxMA = M=% (), — = i
MA M=2

On a donc :

. triangle du prisme _ MN
" triangle de l'onglet  MA
Cette relation dtant satisfaite quelle que soit la position de la parallele MN & KZ, Archiméde en

Dol

déduit : “le rapport de tous les triangles contenus dans le prisme @ tous les triangles contenus dans le segment

découpé du cylindre sera égal au rapport de toutes les droites dans le parallélogramme AH a toutes les droites

interceptées entre la parabole et la droite EH 3,

. i AH
D’ou par le raisonnement habituel : posme _ _[AHI _ 3 .
onglet  parabole 2

Archimade en conclui le résultat, le prisme étant le quart du cube.

Enfin, en proposition 15, il met en rigueur I'idée exploitéc en proposition 14 en encadrant le
paraboloide droit et I'onglet par des volumes réunion de parallélépipédes rectangles ; la différence de ces

volumes majorant et minorant pouvant étre rendue aussi petite qu'on le voudra, la méthode d’exhaustion

permettra de concinre.

53 1) Vous pouvez le vérifier en utilisant l¢ repére de la note précédente.
2) C’est un résultat qui découle directement de la proposition. 3 de La Quadrature de la parabole.
: MN _ MN’ MN> _ KH®
3) Vous pouvez aussi remarquer que = = = .
NA MAxMN Nz? Ax?
Ft ¢’est probablement ce raisonnement qu’a fait Archimede car il écrit © *‘Il est manifeste que le rectangle de cotés MN et
NA est équivalent au carré sur NZ ; dans ces conditions, MN sera & NA comme le carré sur KH est au carré sur AL

{ARCHIMEDE , tome I, p. 120).
S4

c ¢ Les triangles ABC et AB’C” sont sembiables, on peut donc
BC AB |

écrire =_— dou:
B'C' AB '
tangle(ABC)  ABxBC _ AB’

triangle(AB'C') AB'xB'C' AB?
A B’ B
55 Archimede écrit que ce résultat (€} “‘est évident’ {ARCHIMEDE , tome I, p. 120).

Nous avons déja vu que : ME® = MHxME, donc: ME? = (HK-KM)x(KE+KM) = HK? - KM’
= HK? -NZ? =MN? - MNxNA (en utilisant (a))

= MNx(MN- NA) = MNxMA.
MN  MN x MN MN?2
Comme : = ,onadonc : —— = .
MA  MAxMN MA ME?
% ARCHIMEDE, tome III, p. 121.
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Conclusion :

Nous avons 13 une pensée qui parait étrangement moderne et une magnifique illustration de la
variété du génie archimédien.

Soulignons la double innevation, qui est aussi une double rupture avec 1a facon de penser de ses
contemporains (ce qui explique peut-&tre en partie la rédaction tardive de La Méthode) :

— oser dire qu'une surface peut étre considérée comme une totalit¢ de lignes qui 1a composent,

ce qui interroge sur la nature du continu ;

— appliquer 4 un demaine qui appartient au monde des idées - 1a géométrie - une méthode

concréte, issue de ’expérimentation mécanique,

.GVIDIVBALDI

E MARCHIONIBVS

MONTTIS

IN DVOS ARCHIMEDIS
AQVEPONDERANTIVM
LERROS

PARAPHRASIS
Scholijs illuftrasz.

PISAVRI

Apud H‘te;gg;um Concordiam,
M XXVILL,

Superiorum Conveffn.
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e ARCHIMEDES THLCOJ’OPHE’
) grec-:. Cbpzp 23 i

RIS R e
T e

E grid Geometrien & tref-{tibtilinuenteur
Archimede, duquelie rcprefcnte icyle na-
turel pourtr;u& que fay apporté de Sicile
faitenbronze, céme vregrande medalie,
> 3 que lontroune aufondemér des villes fon.
o~ &/ décsparles Cefars Romains, aefté i excel-

NS lenten fonaage,quetousles hiftoriés Grees
g 7 .,i & Latins ne fc trouuerent jamais las ne c en-
nuyez defes fubtilesinuentions, (ciences & graces.

A. Thevet, Vrais portraits et vies des hommes illustres, grecs, latins et patens... livre I1 1584, p. 46.
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DOCUMENT 1 Extrait de ARCHIMEDE, La Méthode, texte établi par C. Mugler,
Les Belles Lettres, collection G. Budé, Paris, 1971.

LA METHODE D’ARCHIMEDE
RELATIVE AUX PROPOSITIONS MECANIQUES,
A ERATOSTHENE

Archiméde 4 Kratosthéne, prospérité !

Je t’ai envoyé antérieurement certains théorémes
que j'avais découverts, en me bornant i en rédiger
les énoncés et en t'invitant & trouver les démonstrations
que je n’avais pas encore indiquées; les énoncés des
théorémes envoyés étaient les suivants ; premiérement :
si on inserit dans un prisme droit, ayant pour base
un parallélogramme?, un cylindre ayant ses bases
situées dans les parallélogrammes! opposés et (sc.
certames de) ses génératrices dans les plans restants
du prisme3, et si on méne un plan par le centre du cercle
de base du eylindre et par un des cotés du earré situé
dans le plan opposé, le plan ainsi mené découpera
du cylindre un segment compris entre deux plans et
la surface du cylindre, 'un des plans étant le plan
mené, I'autre celui qui contient la base du cylindre,
et la surface {sc. cylindrigue) étant comprise entre les
plans indiqués, ot le segment découpé du ecylindre
est équivalent 4 la sixiéme partie du prisme entier.
L'énoncé du second théoréme était le suivant : si on
inscrit dans un cube un cylindre ayant ses bases situées
dans des parallélogrammes? opposés, et sa surface

tangente aux quatre plans restants, et si on insecrit
dans le méme cube un autre cylindre, ayant ses bases
dans deux autres parallélogrammes et sa surface tangente
aux quatre plans restants, la figure comprise entre les
surfaces des cylindres et située & lintérieur des deux
cylindres est équivalente aux deux tiers du cube
entier, Mais ces théorémes différent de ceux qui ont été
trouvés antérieurement ; car dans ceux-li nous avons
comparé les volumes de figures, comme les paraboloides,
les hyperboloides et les ellipsoides de révolution, et
les segments de ces figures, & des volumes de cdnes
et de cylindres, mais aucune de ces figures n'a été
trouvée équivalente 4 une figure solide limitée par
des plans, alors que chacune de ces figures, comprises
entre deux plans et des surfaces cylindriques, est
trouvée équivalente 4 une figure solide limitée par des
plans.

1. Le contexte montre qu'il s’agit d'un carré.
2. Le cylindre esf donc tangent aux quatre faces du prisme.
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Ce sont donc les démonstrations de ces théorémes
que je t'envoie, rédigées dans ce livre.

M’apercevant, comme je l'ai déja dit, que tu es
studieux, que tu domines d'une maniére remarquable
les questions de philosophie et que tu sais apprécier
4 sa valeur 'enquéte mathématique sur des proklémes
nouveaux qui se présentent, j’ai jugé & propos de te
décrire, et de développer dans ce méme livre, les
propriétés caractéristiques d’une méthode qui te
permettra d’aborder certaines propositions mathé-
matiques par le biais de la mécanique. Mais je suis
persuadé que cet outillage peut servir méme pour
la démonstration des théorémes ; certaines propriétés,
en effet, qui m’étaient d’abord apparues comme
évidentes par la mécanique, ont été démontrées plus
tard par la géoméirie, parce qu'une étude faite par
cette méthode n’est pas suceptible de démonstrations ;

car il est plus aisé d'édifier la démonstration aprés
avoir acqais préalablement quelque connaissance des
objets de la recherche au moyen de cette méthode
que de chercher sans la moindre connaissance. Pour
cette raison, de ces propositions sur le cone et la pyra-
mide, dont Eudoxe fut le premier & trouver la démons-
tration, en particulier des théorémes affirmant que
le cone est la troisiéme partie du cylindre, et la pyramide
la troisiéme partie du prisme, qui ont méme base
et méme hauteur, on doit attribuer une part notable a
Démocrite, qui le premier a formulé I'énoncé au sujet
de la figure indiquée sans en donner une démonstration.
Or il m'arrive que, aussi pour les propositions que je vais
exposer maintenant, la découverte m’est venue de la
méme maniére que pour les propositions précédentes ;
aussi ai-je voulu rédiger et publier cette méthode,
A la fois parce que j'en ai parlé antérieurement! et
que j’ai voulu éviter de paraitre & certains avolr proféré
de vaines paroles, et parce que je suis convaincu
d’apporter une contribution trés utile & la recherche
mathématique. Je suis persuadé, en effet, que des
chercheurs, soit de notre époque, soit de Pavenir,
trouveront, par ’application de la méthode que }'aurai
fait connaitre, encore d’autres propositions qui ne me
sont pas encore venues & l'esprit.

Je rédige donc en premier lieu la proposition qui fut
aussi la premiére 4 m’étre révélée par la mécanique,
A savoir que tout segment de parabole est équivalent
aux quatre tiers du triangle ayant méme base et méme
hauteur, ensuite une 4 une les propositions qui ont été
examinées de la méme maniére. La fin du livre sera
consacrée aux démonstrations géométriques des théo-
rémes dont je t'avais envoyé les énoncés antérieu-
rement.

1. Cf. Quadr. parab., fin de la letire 4 Dosithée.
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LEMMES

1. 5i on retranche une grandeur d'une grandeur,
et st le méme point est centre de gravité 4 la fois de

la grandeur enti¢re et -de la grandeur retranchée,
ce méme point est le centre de gravité de la grandeur
qui reste. :

2. 8i une grandeur est retranchée d'une grandeur
sans que le méme point soit centre de gravité A la fois
de la grandeur entiére ef de la grandeur retranchée,
le centre de gravité de la grandeur restante est situé
sur le prolongement de la droite joignant les cenires de
gravité de la grandeur entiére et de la partie retranchée,
4 l'extrémité d’un segment découpé dont le rapport
au segment compris entre les centres de gravité indiqués
est égal au rapport entre le poids de la grandeur retran-
chée au poids de la grandeur restantel,

3. Si les centres de gravité d’'un nombre aussi élevé
qu'on voudra de grandeurs sont situés sur la méme
droite, le centre de gravité de la grandeur composée
de toutes ces grandeurs sera, lui aussi, situé sur la
méme droite®,

4. Le centre de gravité de tout segment de droite
est le point qui divise le segment en deux parties
égales .

5. Dans tout triangle le centre de gravité est le
point d’intersection des droites menées des sommets
du triangle aux milieux des cbtés .

6. Dans tout parallélogramme le centre de gravité
est le point de renconire des diagonales .

7. Le cenire de gravité d’un cercle est le centre
méme du cercle.

8. Dans tout cylindre le cenire de gravité est le
point qui divise I'axe en deux parties égales.

9. Dans tout prisme le centre de gravité est le point
qui divise I'axe en deux parties égales.

10. Dans tout cone le centre de gravité est situé sur
Vaxe, en un point qui divise 'axe de maniére que le
segment situé du coté du sommet soit triple du segment
restant.

1. Cf. De l'équil, dez fig. planes 1, 8.
2. Cfibid. 1, 4; 1,5; LI, 2.
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DOCUMENT 2 Exirait de ARCHIMEDE, La Méthode, texte établi par C. Mugler,
Les Belles Lettres, collection G. Budé, Paris, 1971.

i

Soit le segment ABI' compris entre la droite AT
et la parabole ABTI'; divisons AT’ en deux parties
égales par le point A, menons la paralitle ABE an
diamétre et les droites AB et BI' joignant B 4 A et
al.

™

a
AL

T

Menons des points A et I' la droite AZ paralléle &
ABE et la droite I'Z tangente au segment et prolongeons
I'B jusqu’au point K ; soit T'K égal & K@. Imaginons
que 'O soit un levier de centre K, et choisissons une
paralléle ME & EA.

Déa lors, comme I'BA est une parabole!, que I'Z
est une tangente et que I'A est mené d’une maniére
ordonnée, EB est égal 4 BA, comme cela a été démontré
dans les Elémenis®; pour cette raison, et parce que
ZA et ME sont paralitles 4 EA, MN est égal? A NE
et ZK égal 4 KA. Et comme I'A est & AX comme
ME est & EQ, comme cela est démoniré dans un
lemme®, que T'A est 3 AS comme I'K est 4 KN, et
que, enfin, I'K est égal 4 KO, le rapport de @K a KN
est égal au rapport de ME & EO, Et puisque le point N
est le centre de gravité® du segment de droite ME,
parce que MN est égal & NE, si nous plagons le segment
de droite TH, égal 420, de maniére que son centre de
gravité soit le point © et que T® soil égal & @H, le
segment de droite TOH fera équilibre au segment de
droite M= restant en place, parce que ®N est coupé
en raison inverse des poids TH et ME et que GK
est 4 KN comme® MZE est 4 HT; il s’ensuit que le
centre de gravité de la grandeur composée de ces
deux poids? est le point K ; de la méme maniére aussi
toutes les paralltles & BA menées dans le triangle ZAT
feront équilibre, en restant en place, aux segments,
déconpés d’eux par la parabole et transportés au point ©
de maniére que le centre de gravité de la grandeur
composée des uns et des autres soit le point K. Et
du moment que le triangle I'ZA est constitué par les
segments de droite menés dans le triangle TZA, et
le segment ABT" constitué par les segments de droite
pris dans le segment (sc. de parabole) de la méme maniére
que Z0, le triangle ZAI' fera équilibre, en restant en
place, au segment de parabele placé autour du centre

1. mopabols) dans le iexte grec, mot qui provient d’une inter-

polation ; Arehiméde appelle la parabole dpBoyeviou xdvou Topd.
27, Cf. notes complémentaires.

T
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de gravité @, P4quilibre se faisant par rapport au
point K, de facon que le centre de gravité de la somme
des deux grandeurs soit le point K. Divisons dés lors
I'K par le point X de maniére que I'K soit triple de KX ;
le point X sera donc le centre de gravité du triangle
AZT, comme cela a été démontré dans le livre Des équili-
bresl. Du moment donc que le triangle ZAT', restant en
place, fait équilibre, par rapport au point K, au segment.
BAT placé autour du centre de gravité @, et que le
centre de gravité du triangle ZAT est le point X,
le rapport du triangle AZI' au segment ABI' placé
autour du centre ® est égal au rapport de @K & XK.
Or BK est triple de KX ; il s’ensuit que le triangle
AZT est & son tour triple du segment ABI. Mais le
triangle ZAI' est aussi quadruple du triangle ABT,
parce que ZK est égal & KA, et AA égal® & AT'; par
conséquent, le segment ABT' est équivalent aux quatre
tiers du triangle ABI".

2.

La proposition qui précéde n’est, certes, pas démon-
trée par ce que nous venons de dire, mais elle donne
une certaine idée que la conclusion est vraie; pour
cette raison, voyant que la propriété n’est pas démon-
trée, mais pressentant que la conclusion est vraie,
nous donnerons en son lien la démonstration géomé-
trique que nous avons trouvée et publibe antérieure-
ment3.

Vignette de titre du Mechanicorum Liber de Guidobaldo del Monte, Pesare, 1577,
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DOCUMENT 3 Extrait de ARCHIMEDE, La Méthode, texte établi par C. Mugler,

Les Belles Lettres, collection G. Budé, Paris, 1971,
6.

Dans tout hémisphére, le centre de gravité est situe
sur son axe, en un point qui divise I'axe de maniére
que le rapport de la partie située du c6té de la surface
de 'hémisphére 4 la partie restante soit égal au rapport
de cing & trois.

v p

Soit une sphére; coupons-la par un plan passant
par son centre; que lintersection de ce plan avec
la surface soit le cercle ABT'A; soit AT' et BA deux
diamétres de ce cercle perpendiculaires l'un & 'autre ;
élevons sur BA un plan perpendiculaire & AI'; soit
un cbne ayant pour base le cercle de diamétre BA et
pour sommet le point A, et BA et AA deux de ses
génératrices ; prolongeons T'A et portons sur le prolon-
gement le segment de droite A® égal & ['A ; imaginons
que O soit un levier de centre A et menons dans
le demi-cercle BAA la droite 2O paralléle & BA; que
cette droite coupe la circonférence du demi-cercle
aux points & et O, les génératrices du cdne aux points
I et P, et la droite AI' au point E; sur EQ élevons
le plan perpendiculaire & AE ; ce plan coupera I'hémis-
phére suivant le cercle de diamétre EQ et le ¢one
suivant le cercle de diamétre IIP.

Comme AT est & AE comme? le carré sur ZA est
au carré sur AE, que le carré sur EA est équivalent
3 1a somme des carrés? sur AE et sur EE, et que AE
est égal® A EIT, le rapport de AT 4 AE est égal au rapport
de la somme des carrés sur ZE et sur EIl au carré sur
EIL. Mais le rapport de la somme des carrés sur EE
et sur EII au carré sur EII est égal au rapport de la
somme du cercle de diamétre ZO et du cercle de diametre
IIP au cercle de diamétre IIP, et T'A est égal & A®;
le rapport de ®A 4 AE est donc égal au rapport de
la somme du cercle de diamétre EOQ et du cercle de
diamatre IIP au cercle de diamétre IIP. Il s’ensuit
que la somme des deux cercles de diamétres =20 et
IIP, restant en place, fera équilibre autour du point A
au cercle de diamétre IIP, déplacé et posé au point @

1. Cf. Euel III, 31; V, déf. 9; VI, 8.

2. Cf. Eucl I, 47.
3. Ct. Bucl. VI, 4.
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de maniére que © soit son centre de gravité. Du moment
donc que de la somme des deux cercles de diameétres
Z0 et IIP, restant en place, le centre de gravité! est
le point E, et que © est le cenfre de gravité du cercle
de diamstre IIP, déplacé, le rapport de EA 4 A®
est égal au rapport du cercle de diamétre IIP & la
somme des cercles de diamétres 2O et [IP. De méme,
si on méne dans la parabole une autre paralléle &
la droite BHA et qu’on éldve sur la droite ainsi menée
le plan perpendiculaire 3 AT', la somame des deux cercles
déterminés, I'un dans I'hémisphére, I'autre dans le
cdne, restant en place, fera équilibre autour de A
au cercle déterminé dans le cone, déplacé et posé
sur le levier an point ©. Dés lors, I'hémisphére et
le cone étant remplis par les cercles, tous les cercles
dans I'hémisphére et dans le cdne, restant en place,
feront équilibre autour du point A 4 tous les cercles
dans le cone, déplacés et posés au point € du levier
de maniére que leur centre de gravité soit ®; par
conséquent, la somme de I'hémisphére et du clne,
restant en place, feront équilibre autour du point A
au cbne, déplacé et posé au point © du levier de maniére
que son centre de gravité soit @. Soit?* donc un cylindre
MN suspendu au point @, équivalent au céne ABA;
que ce cylindre soit coupé par un plan perpendiculaire
4 Paxe de maniére que le cylindre (sc. partiel) M fasse
équilibre au céne autour du point A ; la partie restante,
{sc. le cylindre) N, fera donc équilibre & I’hémisphére.
Prenons sur AH un point @ tel que Ad soii iriple de
®H ; le point O sera donc le centre de gravité du cdne?.
Mais prenons aussi un point X tel que AH soit & AX
comme huit est 4 cinq. Du moment donc que le cylindre
M fait équilibre au céne ABA autour du point A,
le rapport du cylindre M au cone ABA sera égal au
rapport de DA & OA, c'est-d-dire de trois & huit. Mais
le cone ABA est équivalent au cylindre MN ; il s’ensuit
que le cylindre MN est au cylindre M comme huit

est & trois et que, par comséquent, le cylindre N est
an cylindre MN comme cing est & hait!, ou que le
cone ABA est au cylindre N comme huit est & cing,
c'est-d-dire comme AH est & AX. Et comme la sphére
est équivalente au quadruple? du céme ayant pour
base le cercle de diamétre BA et pour axe AH, le
rapport de I'hémisphére au cone ABA sera égal au
rapport de deux i un, c’est-A-dire de A®@ a4 AH. Par
identité? donc, le rapport de 'hémisphére au cylindre N
est égal au rapport de A® 4 AX. De plus, le cylindre N,
de centre de gravité @, fait équilibre A 1'hémisphére
autour du point A ; il s’ensuit que le centre de gravité
de ’hémisphére est le point X qui divise ’'axe de maniére
que la partie située du cdté de la surface de I'hémisphere
ait 4 la partie restante le rapport de cing 4 trois.

1. Ct. lemmes 7,
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CONTES DU LUNDI

fama Sl i e e tnaTa e

A propos de Diophante d’ Alexandrie

Marianne Guillemot

L'oeuvre de Diophante est profondément originale, et occupe une place a part dans [‘histoire des
mathématiques de I'antiguité occidentale.

Elle est originale par son objet, les nombres : car elle s'intéresse aux nombres pour eux-mémes, sans
implication philosophique (contrairement i la tradition pythagoricienne) et sans lien avec la géométric ni avec
la notion de mesure (3 la différence de l'ocuvre d'Euclide). Elle est originale aussi par les problémes qu'elle pose
et les méthodes variées qu'elle donne pour les résoudre. Les savants du Moyen-Age arabo-persan, qui ont connu
I'oeuvre de Diophante, présentent celui-ci comme un précurseur de l'algébre; un catalogue arabe, appelé Fihrist,
composé vers 987 et recensant des ouvrages connus a cette époque, cite Diophante comme "Grec d'4lexandrie
qui écrivit sur lart de 'algébre”.

On ne sait presque rien de la vie de Diophante. L'époque méme ou il vécut est connue de fagon trés
imprécise. Par un auteur (Hypsicles d'Alexandrie) qu'it invoque dans son livre sur les nombres polygones, par
un autre mathématicien (Théon d'Alexandric) qui le cite dans un commentaire, on peut situer sa vie enfre Io
deuxiéme siécle avant J.C. et le quatrieme siécle de notre ére. Des recherches plus précises laissent penser que
Diophante a probablement vécu vers le troisiéme siécle de notre ére.’

i nous est connu par deux ocuvres : les Nombres polygones, un ouvrage assez court, el surtout les
Arithmétiques, dont le préambule indique qu'elles comportaient i l'origing treize livres. De l'oeuvie de
Diophante ne subsistérent pendant longtemps, en Occident, que quelques copies en mauvais état de manuscrits
plus anciens, qui furent oubliés pendant des siécles, et ne furent redécouverts qu'a la Renaissance. Iis ne
comportaient que six des treize livres annoncés par Diophante, avec des lacunes, des interpolations, des
medifications dans I'ordre des problémes.

Diophante ¢tait connu des savants arabes du Moyen-Age ; mais quand les mathématiques arabes
pénétrérent ¢n occident vers le treiziéme siécle, Ies ouvrages d'algébre de Léonard de Pise ne le mentionnérent
pas, bien gue les connaissances nouvellement intreduites, en particulier dans ses manuscrits de 1202 et 1228,
restés longtemps inédits, eussent probablement subi l'influence de la démarche diophantienne. Plus tard, les
traités d'algebre de Luca Pacioli (Summa de Arithmetica, 1494), de Jérome Cardan (4rs Magna, 1545), de
Tartaglia (Trattato di numeri, 1560), ignorérent également Diophante. Cependant, en 1464, l'astronome

Regiomontanus, qui avait traduit en latin plusieurs ouvrages scientifiques de I'antiquité grecque, (des oceuvres
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d'Archiméde, Apollonius, Ptolémée), signala, dans une lettre, la découverte 3 Venise d'un manuscrit du
mathématicien grec Diophante, mais ne le traduisit pas.

Le nom et 'ocuvre de Diophante restérent donc inconnus en Occident jusqu'a ce que Rafael Bombelli
publidt en 1572, vers la fin de sa vie, '4igebra, ouvrage dans lequel il rassemblait toutes les découvertes
algébriques de ses prédécesscurs de I'école de Bologne, et innovait d¢ maniére importante (il est l'un des
créateurs du calcul des imaginaires). Bombelli annonce, dans I'introduction de son traité, la découverte, dans la

Bibliothéque du Vatican, d'un manuscrit de Diophante, et indique qu'il a traduit ce texte en italien. En fait, cette

traduction n'est pas fidele: il a incorporé, dans son traité d'algebre, un grand nombre de problémes de
Diophante mélés A ses propres problémes.

Au moment ot Bombelli publie son traité d'algébre en Italie, en 1572, le grand humaniste Xylander, en
Allemagne, travaille 4 la traduction de l'oeuvre de Diophante en latin. Cette traduction est une oeuvre
remarquable, malgré de nombreuses incorrections et passages obscurs, dus en partie 4 la mauvaise qualité du
mannscrit unique dont il disposait.

C'est de Bombelli que semble s'étre inspiré Simon Stevin de Bruges, qui fit paraitre en frangais, en 1585,
un traité d'arithmétique dans lequel il énonce les propositions de Diophante de manicre tres libre,
L'Arithmétique de Stevin fut rééditée, corrigée et augmentée, par Albert Girard (1634), également en langue
frangaise.

Malgré leurs défauts, la traduction latine de Xylander et les adaptations en francais de Stevin et de
Girard eurent une grande influence sur les progrés de l'algebre. Citons par exemple les Zérétiques de Francois
Viéte, parucs en latin vers 1590. Viéte emprunte certains de ses problemes aux probiémes les plus difficiles de
Diophante ; mais il utilise pour les résoudre des méthodes trés différentes, souvent géométriques, et, comme il
est normal, il utilise aussi les innovations récentes de I'algébre,

L'édition du texie grec fut enfin donnée en 1621 par Clande Gaspar Bachet de Méziriac, mathématicien
ot helléniste. I1 travailla sur un "manuscrit de Paris", copie faite dans la deuxiéme moiti€ du seiziéme siécle 3
partir de deux manuscrits du Vatican. Bachet a utilis¢ les travaux de Bombelli et de Xylander (il a place la
traduction latine de Xylander en face du texte grec) ; il a remédié 3 certaines lacunes du texte grec en mettant
entre parenthéses ce qu'il avait ajouté. Bachet fut donc un éditeur frés scrupuleux. Son édition est accompagnée
de commentaires sur ses propres découvertes, qui sont souvent intéressantes.

Pierre de Fermat (1601-1665) étudia de maniére approfondie 1'édition de Bachet : il enrichit son
exemplaire de nombreuses notes ¢t remarques manuscrites qui furent publi¢es sous forme de commentaires dans
la réédition du Diophante de Bachet publiée par Ie fils de Fermat en 1670. Selon son habitude, Fermat ¢énonce

souvent ses résultats sans démonstrationt. Le célébre énoncé, connu sous le nom de grand théoréme de Fermat,

n’a été établi que trés récemment aprés avoir stimulé les mathématiciens pendant plus de trois siecles : citons
Euler, Lagrange, Gauss (avec ses Recherches Arithmétiques), Cauchy... Les tentatives de démonstrations sont 4
I’origine de théorics nouvelles comme la théorie des idéaux (Kummer, Dedekind) ou I'étude arithmétique des

courbes algébrigues.

! A ce propos, on pourra lire la préface de Diophante d'Alexandrie, traduction Paul Ver Eecke, édition Desclée de Brouwer,
Brages, 1926.
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Dans les années 1893-1895 parut une édition critique, due 4 Paul Tannery. Cette édition comporte tout
le texte grec des oeuvres connues de Diophante ; des lacunes sont comblées ; i y figure une nouvelle traduction
en latin, un recueil de commentaires anciens, dont ceux dont nous avons parlé, et beaucoup de nouveaux
commentaires. Il ne manguait plus qu'une bonne traduction en frangais de l'ocuvre de Diophante : c'est ce
qu'apporta I'édition de Paul Ver Eecke (1926), qu'il présenta comme premiére traduction du grec en frangais.”

Cependant, toutes les traductions, éditions et commentaires dont nous avons parlé ne concernaient que
six des treize livres annoncés par Diophante. Personne en Occident n'avait eu connaissance des autres livres; on
savait que l'oeuvre de Diophante avait été connue dans le monde arabo-persan; mais, faute de documents, on a
longtemps supposé que les livres disparus avaient €t€ perdus avant que les Arabes en prennent connaissance. Or
en 1972, Roshdi Rashed a retrouvé, dans une bibliothéque en Iran, un manuscrit en langue arabe qu'il a
identifié¢ comme la traduction d'un manuscrit de Diophante, qui pourrait étre le texte "sur l'art de 'algébre”,
signalé dans le Fihrist, que nous avons mentionné plus haat. Ce manuscrit arabe contient quatre des livres des
Arithmétiques, Rashed a estimé qu'il s'agit des livres IV, V, VI, VII, faisant suite aux trois premiers connus en
Occident, et que son traducteur était Qusta ibn Luga, qui vivait vers le dixiéme siécle, et a traduit en arabe
plusicurs ocuvres scientifiques importanies de 'antiguité grecque. Ces livres retrouvés ont €té traduits par
Roshdi Rashed d'arabe en frangais, puis édités.

La "prose algébrique™ de Diophante et sa traduction

Comment se présente le texte de Diophante, traduit en frangais ? (Pour simplifier, nous n'envisagerons
ici que la traduction de Ver Eecke)

La question est un peu compliquée du fait que, dans le manuscrit grec, il y a quelques symboles, mais
qui n'ont pas du tout la méme fonction que les symboles modernes ; ils jouent le réle d'abréviations et sont
"dans le texte", que Ver Eecke appelie la "prose algébrique de Diophante”. I n'y a pas de formules ; par
exemple, le signe "égal" n'existe pas. On ne fait pas les calculs sur les symboles, on les fait sur les nombres
donnés, ¢t aussi, comme nous le verrons, sur l'inconnue, qui est, dit Diophante, "un nombre <...> qui posséde
en soi une guantité indéterminée d'unités”. (Préambule du livre I, Ver Eecke, p. 2). Cetie inconnue, Diophante
'appelte simplement fe "nombre® {(apmdiloc) et lui donne pour abréviation le signe >  (sigma renversé). Pour
ne pas créer de confusion, Ver Eecke désigne l'inconnue par le néologisme "arithme". Voici quelques-uns des
symboles-abréviations les plus utilisés par Diophante :

le symbole de la soustraction A\; (pour I'addition, on utilisc unc simple juxtaposition)

Ie symbole des unités M , celui de I'inconnue > |

du carré de l'inconnue, AY | du cube de I'inconnue, K¥ |

Ce choix de notions symbolisées montre importance accordée 4 ce que nous appellerions I'homogenéite.
Les symboles des nombres de 14 9, des dizaines, etc... sont données par des lettres de Palphabet grec”.

A la différence de certains autres auieurs, Ver Eecke a pris le parti de faire une traduction littérale et de

% Paul Ver Eecke, Diophante d'dlexandrie, &dition Desclée de Brouwer, Bruges, 1926.

* Roshdi Rashed, Diophante, les Arithmétiques, t. T et IV. Les Belles Lettres, 1984,

* Par exemple : 0

14 ot nous dirions 3x—6, Diophante dirait trois arithmes moins six unités et abrégerait ™ 7 /AN M ¢ (]7 =3,¢= 6)
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ne pas mettre d'abréviations dans son texte, ¢sauf pour les nombres qu'il écrit avec nos chiffres modernes). Et
comme de toute facon, avec ou sans abréviations, cette traduction littérale n'est au premier abord guere lisible
pour nous, Ver Eecke mct en note unc traduction du probléme et de sa solution, en notation moderne,

accompagnée d'explications, ce qui rend ensuite beaucoup plus facile la lecture de la traduction littérale.”

Les problémes de Diophante

Le traité de Diophante se présente comme un recueil de problémes (189 probiemes dans les six livres
traduits par Ver Eecke). Ce sont en général des problémes du premier, second ou troisi¢me degré, souvent
indéterminés ; Diophante s'arrange presque toujours pour abaisser le degré, en jouant avec l'indétermination.

Ce sont généralement des problémes 2 plusieurs inconnues, de une jusqu'a six; mais Diophante n'utilise
qu'un seul symbole pour Iinconnue, et exprime toutes les quantités cherchées en fonction d'une seule inconnue,
ou donne des valeurs arbitraires & certaines d'entre elles, transformant en probléme déterminé un probléme au
départ indéterming.

Diophante ne demande et ne donne en général quune solution, méme si le probléme est indéterminé

(sauf exception). 11 donne quelquefois explicitement une condition d'existence, mais en général ne donne ni ne

demande de justification d'existence ni d'unicité. Il n'accepte que des solutions positives et rationnelles. H
connaissait pouriant les nombres irrationnels (pour certains problemes, de type arithmétique, cette exigence de
solution rationnelle est justifiée, car l¢ probléme serait “trivial” si on admettait les solutions irrationnelles).

Par ailleurs, bien que ne voulant pas de solutions négatives, Diophante connait ce que nous appelons la
"régle des signes" : "ce qui est de manque, multiplié par ce qui esl de manque, donne ce qui est positif
(vmaptis, existence), tandis que ce qui est de mangue, multiplié par ce qui est positif, donne ce qui est de
mangue"” (Préambule du livre I, Ver Eecke, p. 7).

L'énoncé du probléme est toujours abstrait et général mais la résolution se fait en donnant des valeurs

particuliéres aux nombres (les données) dont on parle de fagon générale dans 1'énoncé. (Cela s'est fait d'ailleurs
encore longlemps par la suite).

Certaines solutions de problémes font référence 4 des porismes qui auraient figuré dans des textes
antérieurs. Ces porismes, (méthodes de résolution de divers types de problémes, par exemple de certaines
équations du second degré), n'ont jamais été retrouvés. Ils ctaient probablement a L'origine incorporés dans des
problémes particuliers ; peut-8tre ont-ils été réunis 4 part, au cours d'un recopiage du manuscrit, et perdus par la
suite.

La recherche des solutions entidres ou rationnelles de systémes algébriques indéterminés, objet de la
plupart des problémes de Diophante, est aujourd'hui d'actualité; elle fait partie de la théoric algébrique des
nombres, et ces problémes sont qualifiés de diophantiens. Et c'est par le détour de la géométric algébrique que
Andrew Wiles, en 1994, a démoniré la fameuse conjecture de Fermat, laquelle, comme on sait, avait été écrite

dans une marge des Arithmétiques de Diophante.®

* Voyez, en document 1, 1a page 21 de I"introduction, note 1.
S Cf. Catherine Goldstein, Autour du théoréme de Fermat, in Mnémosyne n° 7, p. 35.
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Les extraits choisis

Nous présentons ci-dessous, d'abord, une page de lintroduction de Ver Eecke, comportant en note, un
passage du texte grec de Diophante, sa traduction littérale et sa franscription moderne (Document 1) ;

ensuite, trois des 189 problémes des Arithmétiques, pris aussi dans le livre de Ver Eecke, et donnant un
apercu sur les problémes posés et les méthodes varices employées pour les résoudre :

- le probieme VIII du livre II est celui que Fermat a rendu célébre. On remarque, dans sa résolution,
comment Diophanic utilise l'indétermination pour se ramener a un calcul simple qui donne une solution
rationnetle (Document 2) .

- le probléme XTI est traité de deux manieres différentes, dont la premiére est celle de la "double
équation”, un des rares procédés auxquels Diophante donne lui-méme un nom, ¢t on il fait intervenir ce que
nous appelons une "identité remarquable” ; la seconde manidre utilise substitution et abaissement de degre
{Document 3} .

- le probléme XXIV du livre IV est du troisicme degré; Diophante y a recours, comme il le fait
fréquemment, & une «fausse position provisoire »’, qui abaisse le degré, et dont I'examen lui permet de trouver

ensuite une solution qui lui convient (Document 4).
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DOCUMENT 1

INTRCDUCTION

Diophante a écrit son ceuvre dans la forme classique du discours
continu, comme les prédécesseurs anonymes qu’il a éclipsés, et aux--
quels il a sans doute emprunté certaines de ses propositions, les-
quellés trahissent des époques assez différentes. C'est & peine si
Diophante, usant de moyens qu'il prend soin de nous indiquer dans
son préambule, abrége un peu son verbe dans sa langue grecque
qui exprime déja 1'idée mathématique d'une maniere trés concise ().
Ces moyens sont d’ailleurs peu nombreux, et il serait exagéré d'y
voir I'ébauche d’'une véritable notation algebrique ; carils se bornent
4 de simples abréviations de mots, au remplacement de quelques
mots trés fréquents par leurs lettres initiales ou terminales, et a
I'emploi d'un sigle, ‘qui ne parait étre qu'une contraction de deux
lettres du mot signifiant « ce qui est de manque », pour indiquer la
soustraction d'une expression ; tandis que les expressions a ajouter
sont simplement juxtaposées (?).

C’est 4 peu pres de la méme maniére que nous voyons réguer une
prose continue dans les ceuvres des algébristes arabes et persans,
lesquels ont trés probablement puisé dans les ouvrages grecs, et

On pourra consulter au sujet de 'origine des notations algébriques :

LtoN RODET. Sur les Notations numérigues et algébrigues antérieurement qu
XVIe siécle. Paris, 1881,

PauL TARNERY. Notions Historigues. (Voir éd. précitée des Mémoires scientifiques
de Panl Tannery, vol. III, pp. 158-187) Cette étude a é{é publide d’abord dans
I'ouvrage de JuLES TANNERY : Notions de Mathématiques. Paris, 1903, pp. 322-348,

TROFKE. Gesckichte der Elementar-Mathemalik. LErster Band, Leipzig, 1902,
pp. 310-332. Ibidem. Zweite, verbesserte und sehr vermehrte Autiage, dritter Band.
Berlin und Leipzig, 1922, pp. 119-148,

1. Comme exemple de la prose algébrique de Disphante, nous donnons ici une
phrase prise au hasard, dans le texte de la proposition 39 du Livre IV {Cf, éd.
précitée du Diophante de Tannery, vol. I, p. 304, 11, 1-5), avec notre traduction
francaise du corps de l'ouvrage et une transposition en notations algébriques
actuelles: & &'f_:_. Uro bql\'itp wai M7 éddasw. éaciv 700 umo Sudieg xxi AYz /hM'-_r',
woutéotty SgMi3 hdosovég erauy AYE AMc. xai xotval rpooxeloluwoay at Mq. 5eMig
thzogov.g Al'{i_. Done, le produit de 6 arithmes (ou nombres inconnus) plus 12
unités et de 1 unité est plus petit que le produit de deux wunités et de 1 carré
d'arithme moins 3 unités, c'est-a-dire que 6 arithmes plus 12 unités sont plus
petits que 2 carrés d’arithme moins 6 unités. Ajoutons de part et d’autre les
6 unités ; 6 arithmes plus 18 unités sont plus petits que 2 carrés d’anithme.

On aurait done en notations actuelles :

(6x-12) X 1 <C2 % (x®*—3), ou 6x+ 12<2x°—6, ou 6x| 18222,

2. Le texte grec de Diophante a fait 'objet de diverses études plus ou moins
étendues au point de vue paléographique de la part de Nesselmann, de Hultsch et de
Tannery, dans leurs ouvrages déja cités. Ces études ont été excellemment résumdes,
critiquées et complétées par Heath. (Diophantus of Alexandria, a study in the
history of greck algebra. Cambridge, 1910, pp. 32-53.) '
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DOCUMENT 2

VIII

Partager un carré proposé en deux carrés (3).

Proposons donc de partager 16 en deux carrés.

Posons que le premier nombre est 1 carré d’arithme. Dées lors,
I’autre nombre sera 11 unités moins 1 carré d’arithme. Il faut donc
que 16 unités moins I carré d’arithme soient égaux & un carré.

Formons le carré d’une quantité quelconque d’arithmes diminuée
d'autant d’unités qu’en posséde la racine de 16 unités. Que ce soit le
carré de 2 arithmes moins 4 unités. Ce carré sera donc 4 carrés
&'arithme plus 16 unités moins 16 arithmes. Egalons-le & 16 unités
moins 1 carré d’arithme ; ajoutons de part et d’autre les termes
négatifs, et retranchons les semblables des semblables. Il s’ensuit
gue 5 carrés d'arithme sont égaux 4 16 arithmes, et I’arithme devient
£ Dés lors, I'un des nombres sera 3, et l'autre sera £. Or, ces deux
nombres additionnés forment %2, c’est-i-dire 16 unités, et chacun
d’eux est un carré (4).

3. Probléme de la forme : X?4+Y*==as.

C'est ce probléme de Diophante qui a donné lieu a une note célébre que Fermat
avait écrite en marge de son exemplaire de 1'édition greco-latine de Diophante,
donnée pour la premidre fois par Bachet de Meziriac, & Paris, en 182). Cette note
énonce de la maniére suivante ce que l'on a appelé le grand théordme de Fermat !
« Par contre, il est impossible de partager un cube en deux cubes, ou un bicarré en
deux bicarrés, ou, plus généralement, une puissance quelconque, hormis celle du
carré, en deux puissances ayant méme exposant. J'ai découvert une démonstration
vraiment merveilleuse de la chose ; mais la marge est trop petite pour la contenir ».
{Voir cette note dans }a réimpression de l'édition de Bachet, avec les notes de
Fermat, donnée par Samuel, fils de Fermat, 4 Toulouse, en 1670. Voir aussi :

Eugres de Fesmat par P. TANNERY et CH. HENRY, vol. I, texte latin, pp. 289-342,
Paris 1891, et vol. 111, traduction frangaise, pp. 241-274, Paris, 1896).

Le théordme de Fermat pose, en d'auntres termes, que l'équation x™|yM=g™
ne peut &ire résolue en nombres rationnels pour toute puissance exprimée par un
nombre m>>2. Comme la démonstration n'a jamais été retrouvée dans les papiers
délaissés par Fermat, on incline 4 croire que malgré son génie, il n'a pu en surmonter
les grandes difficultés. Une démonstration générale de ce théordme est encore
toujours attendue, car Euler n'a réussi 4 en donner la démonstration gque pour les
exposants 3et 4; Lejeune-Dirichlet pourl'exposant 5; tandis que la démonstration
la plus récente de Kummer, laquelle fait usage de calculs transcendants, est encore
en défaut pour certaines valeurs particuliéres de l'exposant qui ne se présentent
cependant pas en dessous de 100,

1. La sointion de Diophante considére I'éguation: X?4 Y2=16. Posons : X*=x%,
d'od 1 Y3=16—x2, L'expression de Y3 devant &tre un carré, identifions-la avec une
expression de la forme : (mx—y/16)%, dans laquelle on adopte, par exemple, la déter-
mination rationnelle et positive m=2. D¢s lors, (2x—4)*=16—2%, ou, comme le

texte : 4x3416—16x=16—2% ou : 5x%=16x, d'ol : x:-isf. En conséquence :

16\* 256 144 /12\? . s :
Boef ) =20 B2} olu on, ca
X (56) 25.,et ¥Yi= 5% (5) ; valeurs qui constituent une soluti r

16\3 I\* 400
($+F) -m-

Le manusctit de Madrid (Codex Matritensis 48) du XIII® siécle porte en marge:
cette curieuse annotation qui 2 été relevée par Tannery, (Cf. loc. cit. Vol. II,
p- 260) : 'H duyn oou, Auicave, sin perk tod Davavd Evexa TS Suoxorlas Tov &
&y gou Sewprpdtwy xal 8 toi nxpdvreg fzwpRpases, cest-a-dire : « Que ton 4me,.
Diophante, soit avec Satan, pour la difficulté de tes autres théorémes, et sartout de:
ce théoréme-ci »,
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DOCUMENT 3

X1

Ajouter un méme nombre 4 deux nombres donnés, de maniére que
chacun d’eux forme un carré (%)

Soient les nombres 2 et 3, et que le nombre 4 ajouter soit 1 arithme.
Dés lors, 1 arithme plus 2 unités, et 1 arithme plus 3 unités devront
étre égaux i des carrés. Nous appelons une telle expression (), une
double équation (%}, et nous la résolvons de la maniére suivante.
Considérant lear différence (%), cherchons deux nombres dont le
produit constitue cette différence. Tels sont 4 unités et un ; d'unité.
Egalons soit leur demi-différence, multipliée par elle-méme, a la plus
petite expression, soit leur demi-somme, multipliée par elle-méme,
3 la plus grande expression. Or, leur demi-différence, multipliée par
elle-méme, est B ; ce que nous égalons 4 1 arithme plus 2 unités,
et I'arithme devient §7. D’autre part, Ia demi-somme des nombres,
multipliée par elle-méme, est %} ; ce que nous égalons 4 la plus grande
expression, c’est-i-dire & 1 arithme plus 3 unités, et V'arithme de-
vient de nouveau §. En conséquence, le nombre 2 ajouter sera g, et la
proposition est manifeste (4).

o, Formules générales du problame ; X4a=o?, et X+-5=02, dans lesquelles a*,
Bt sont des nombres rationnels, entiers ou fractionnaires.

1. efdog, forme, figure, c'est-a-dire ce gue nous appelons une expression algé-
brigue.

2. Sumdotadtne, ou ailleurs: Suwdd {odTrg, o, ailleurs encore: SiwA7 {owag: expres-
sions identiques par lesquelles Dicphante désigne deux fonctions de l'inconnue
devenant simultanément des carrés. Les anciennes versions latines de Xylander et
de Bachet rendent Y'expression par «duplicata aequalitass. Lz version latine
récente de Tamnery {cf. loc. cit. Vol. ¥, p. 97) dit : « dupla aequatio ». LAGRANGE
{Corollaires aux propositions algébrigues d'Euler), et BrassiNe {Précis des guvres
smathématiques de P. Fermat et de Tatithinétique de Diophante. Toulouse, '1853),
rendent l'expression par o double égalitér. Enfin HEATH (cf. loc. cit. p. 146) dit en
anglais : « double-equation ». Nous traduisons donc par les mots « Ia doubfe équa-
tion ».

3. C’est-A-dire la différence des deux expressions ou équations.

4. Pour résoudre le systéme de double équation : X-+a=af, et X4 b=p?, Dio-
phante considére la différence X +a—(X 4 b)=a—b==*—8? comme €étant le produit
de deux facteurs, m, », choisis cependant de maniére & obtenir des solutions ration-
nelles qu’il admet exclusivement, et il pose : X-++a-—(X+b)=m, ». Dés lors, s’ap-

2
puyant sur l'identité: ’”;I"”)’-—(’”_;’) =m, n,il en identifie les termes mémes

avec les termes de 'équation précédente, et posed’une part. X+a-_—.(3‘.-'§_")=, d'os:

2
2
jdentique X=(’2'-2_—-—”) —b.
Si nous adoptons, comme dans la solution, les nomibres a=3, et =2, on a :
a—b=1=4X %, c'est-a-dire que nous adoptons les facteurs m=14 et n—--:-i. Dis lors,

)
e =(m+n :——a, et, d'antre part : X+ bz(’_’.‘%_””) ,d’ol la valeur nécessairement

les expressions qui précédent deviennent, comme dans le texte, d'une part : X 4-3==
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DOCUMENT 4 Extrait de Diophante d'Alexandrie, traduction Paul Ver Eecke, Desclée de Brouwer, Bruges, 1926.

XXIV

Partager un nombre donné en deux nombres, et faire en sorte que
le produit de ces nombres soit un cube 4 moins de la racine de ce
cube.

Que le nombre donné soit 6. Posons que le premier nombre est
1 arithme, et il s'ensuit que le second nombre restant sera 6 unités
moins 1 arithme.

Il faut encore avoir que le produit de ces nombres soit un cube
a moins de sa racine. Mais le produit des nombres sera 6 arithmes
moins 1 carré d’arithme ; ce qui doit étre égal A un cube a moins de
sa racine. Formons le cube d’'une quantité quelconque d’arithmes
moins 1 unité, notamment le cube de 2 arithmes moins.1 unité. Le
cube de cette expression, diminué de cette expression méme, forme
8 cubes d’arithme plus 4 arithmes moins 12 carrés d’arithme ; ce que
nous égalons a 6 arithmes moins 1 carré d’arithme. Or, si les quan-
tités d’arithmes étaient égales de part et d’autre dans l'équation, il
resterait des cubes d’'arithme égaux a des carrés d’arithme, et
V'arithme serait rationnel. Mais 4 arithmes proviennent d'un excé-
dent sur 2 arithmes, notamment de 'excédent de trois fois 2 arith- -
mes. D’autre part, si trois fois 2 arithmes sont diminués de 2 arith-
mes, ils forment deux fois 2 arithmes, tandis que 6 a été pris arbi-
trairement par hypothtse. Dés lors, nous sommes amenés 4 trouver,
comme pour 2, qui est la quantité d’arithmes, un nombre qui, pris
deux fois, forme 6. Or, ce nombre est 3. En conséquence, cherchons 3
égaler 6 arithmes moins 1 carré d’arithme 3 un cube & moins de sa
racine. Posons maintenant que la racine du cube est 3 arithmes
moins 1 unité ; le cube de cette racine, diminué de cette racine
méme, forme 27 cubes d’arithme plus 6 arithmes motns 27 carrés
.d’arithme ; ce que nous égalons A 6 arithmes moins 1 carré d'arith-.
me, et I'arithme devient §.

Revenant aux choses posées, le premier nombre sera B et le
second sera §7
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Une méthode de résolution d’équation du troisiéme degré

par Albert Girard.
Martine Buhler

Albert Girard (1595-1632) est un mathématicien lorrain protestant exilé en Flandres. Le texte présenté ci-
dessous est extrait de I'Invention Nouvelle en Algébre (1629). Outre U'lnvention..., Girard a publié une Table
des Sinus, tangentes, sécantes (La Haye,1626), comportant un traité de trigonoméirie ; il a également édité une
traduction frangaise de Stevin.

L'nvention Nouvelle en Algébre st un ouvrage remarquable : on v trouve énoncé le théordme
fondamental de 1'algébre ( sans démonstration, suivi d'explications qui sont en fait des exemples ) et également
I'énoncé geénéral des relations entre coefficients d'une équation polynomiale et fonctions symétriques des
racings, qui scront au coeur des recherches ultéricures sur la résolution algébrique des équations ; ces résultats
nécessitent la prise en compte de toutes les racines, y compris les racines négatives et iinaginaires , comme l¢
remarque Girard'

"De méme, si W(4) est égal a 4{1)-3... les quatre solutions seront 1,1, —1+-2,-1-4/-2 ,..on

pourrait dire : & quoi servent les solutions qui sont impossibles ? Je réponds, pour trois choses : pour la
certitude de la régle générale ; et quiil n'v ait pas d'autre solution; et pour son utilité".

Girard montre méme l'usage des racines négatives en géométric : "la solution par — s'explique en
géomélrie en rétrogradant ef le moins recule oit le plus avance”,

Les notations, modernes pour 'époque, sont reprises de Stevin. Le degré de I'inconnue est senl noté, sans
Iinconnue, comme étant I'essentiel. Ainsi 2x” —3x =1 s'crit 2(2) - 3(1) égal a ¥0).
L'extrait étudi€ ici donne une méthode de résolution de l'équation x> = px+¢g dans le cas dit "irréductible",
c'est-a-dire lorsque —4p> + 27q” ( 0
Quel est le probléme ? La méthode dite "de Cardan™ aboutit dans ce cas 4 une équation auxiliaire du
second degré dont les deux racines sont imaginaires ; en effet, si on pose  x=u+v , I'équation x* = px+gq

devient :u* +v* +3uv(u+v) = p(u+v)+q . La méthode consiste 4 résondre le systéme :

u3+v3:q ut +vi=yg »?
{ we? ie { ;3 p° doncarésoudre I'dquation en t du second degré: 12 —qr+5_-}-:0 dont
== uv? =
3 27

u® et v’ sont racines, puis a extraire les racines cubiques de ces solutions .

" Pour lire cet extrait du texte de Girard, il faut savoir que 1(4) signifie x* et 4(1) - 3 signifie 4% — 3.
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27q% - 4p°
27

sait que Bombelli eut 'audace de passer outre 'impossibilité de résoudre dans ce cas I'équation auxilizire, en
pa po

Or le discriminant est A = ct, dans le cas que nous étudions, A est strictement négatif. On

introduisant un opérateur "pia di meno” qui deviendra a terme notre nombre i. Mais Bombelli choisit bien ses
exemples, de fagon A pouvoir sans mal extraire la racine cubique nécessaire. Il en va tout anirement si
I'équation de départ n'est pas "bien choisic”. On peut certes résoudre dans € 1'équation auxiliaire mais
l'extraction sous forme algébrique des racines cubiques d'un nombre complexe se révéle impossible (Newion
Jeune y occupera d'ailleurs -vainement- une partic de son temps) et la méthode échoue, alors méme que
I'équation de départ a trois racines réelles.

C'est pour éviter ce probléme que Girard propose une autre méthode de résolution, s'appuyant sur la
trigonométrie.

Viéte est sans doute le premier 4 avoir remarqué la relation étroite entre la division d'un arc en parties
€gales et ia résolution de certaines équations. A l'occasion d'un défi lancé par Adriann Van Roomen (1561-
1615), Vi¢te expose ses idées dans une réponse &8 Roomen : Problema, quod omnibus mathematicis totius orbis
consiruendum proposuit Advianus Romanus, responsum, Le probléme de Roomen est la résolution d'une

équation de degré 45.

PrRosrEMA MATHEMATICYM OMNiIBVS ORBIS Ma-«
THEMATICIS AD CONSTRVENDVM PROPOSITV M, «

Si duorum rerminorum prioris ad pofteriorem proportio fit, ncx@ad <«
450—3795 O+ 9,5634 @ — 13,8500 @ + 781,1375 O —3451, 2075 (1) +1, ¢
0§30, 6075 (13) ~2,3267,6280 (15 ) +- 3:8494, 2375 (17) — 4> 8849, 4125 () ¢
-+ 4,8384, 180q (ir) —3, 7865, 8800 (i3) + 2, 3603,0652 (i1) — 1, 1767, 9100 <
(i7) + 4695, §700 (33) —1494, 5040 (L) + 376, 4565 (33) — 74, 0459 (11) + e
IL 1150 (37) —1, 2300 (39) ~+ 945 (a1) — 45 (a3) <+ 1 (s1)detlrque terminus .
pofterior, invenire priorem:

Viéte remarque l'analogie avec 'expression de sin459 4 l'aide de sin® . 1I donne ainsi
23 solutions de I'équation, négligeant les solutions négatives. Il explique également B

comment sa méthode permet de résoudre un certain type d'équations. Dans un triangle > c

T D
rectangle BCD d'hypoténuse BC = 2, BD est le double du sinus de I'angle BCD. Appelons BC=2
- N
BD =1N (notation de Viéte pour l'inconnue dont il note le carré Q et le cube C). Alors : 1IN =2 sin BCD
2 — 1Q (Bafi [ Dupli.
jJN — 1 C Perp. Tripli.
:— 30 -+ 100 l Bafi Quadrupli.

SN — §C  + 1 QC ALqua { Perp.  Angu- ¥ Quintupli,
2 — 90+ 6Q2 ~— 1 CC bitur YBafi [ L < Sexrupli.

7N —14C4+70C —100C Perp. Sepenplis
2—16 Q+12000—8CC +1QCC 1 Bafi : odnpli,
9N—30C+270C—9QQC~+H1CCC UPerp.  Noncupli,

Et eo infinitum continuando ordine , adftita fiplaces numeroram continue triangulorum fuum i bi-
nario ducentium incrementum tabella.
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T
c'est-d-dire : 2 —1Q est le double du cosinus de l'angle double de BCD

R e
eneffet, 210 = 2-N? = 2-4sin” BCD = 2cos(2BCD) . De méme, 3N —1C est le double du sinus de

. 3 LT .3 e . e
l'angle triple ; en effet, 3N — 1C = 3N - N7 = 65in BCD — 8sin” BCD = 2sin(3BCD) , etc. Dans le texte
de Viéte, "perpendicularis” est le double du sinus de I'angle alors que "basis" est le double du cosinus. On peut

donc résoudre facilement une équation du type 3x — x° = a(avec a € [—2; +2] ).

Vitte donne 'exemple suivant :

Innotis 3 N—1C, aquetur &/ 1. Quoniam pofito 1 finutote, fit /"2 finss duplus angulipas-
tism XLV, ideo x N eft finus duplus angulipartivm XV, vel etiam eft finus duplus anguli partiam XLV .
Erit igitur't Nradix binomiar — ¢/ 2, Veletiama/ 2.

3 N~ 1C, aquetur 1. Quionians pofito t finutoto, fit x finus duplus angulipartium XXX , ides
UN eft finus duplus anguli partium X, vel etiam eft finus duplus angulipartium L.

Soit a résoudre @ 3x-x* =42 . On sait que J2 =25in45° donc si on pos¢ x=2¢nb , on a

1-cos30° 1 4
2sin36 = 2in45° donc 6 =15 . Or, sin15°= —c‘;’ = V2-V3 donc x=—{2-43 z
Girard va exploiter totalement une idée similaire.
"Reigle pour résoudre I'équation de I(3) esgale @ (I)¥(0) lors que le cube du tiers du nombre est
majeur au guarré de la moitié¢ des (0} par l'aide de la table des Sinus"

3 2
1l s'agit bien de résoudre x° = px+g lorsque [?) ) [%J clest-a-dire - 4p° + 27¢% (0.

Suivons donc pas 4 pas la « Reigle pour résoudre 'équation de 1 (3) esgale & (1) + () ... » .

L'exemple "générique” que traite Girard est x> = 13x +12 mais nous allons exposer, en regard des citations
du texte de Girard, 1’algorithme de résolution dans le cas général x° = pr+gq.

D'une part, on considére -‘E}-puis sa racine JE ¢ le tiers du nombre des (1) est 4% »
3 3
e 2-1B_,.1,
et on fait leur produit : ﬂ‘jz. Le produit de ces 3 3 3
33 « Sa racine est en disme 20816(4) » (le (4)
deux nombres sera le « divisewr » de l'opération signifie que la racine est 2,0816 avec 4 chiffres
suivante. significatifs aprés la virgule)

« leur produit est 9.0203(4) , diviseur »

D'autre part, on considére % : « lamoitié du (0) est 6 » (i.e. %=6)

«le raid 100 000, lewr produit 600 000

- 3
dividende ».

2 On trouve cette méthode utilisée dans certains problémes de baccalauréat : par exemple le probléme du bac E, Amiens
1984 (voir page 66 des Annales Nathan pour le Bac § 96).

* Le sinus d'un angle & F'époque n'est pas défini comme actuellement 4 Iaide du cercle trigonométrique de rayon 1, mais
dépend du rayon du cercle considéré. Ce choix du raid 100 000, c'est-a-dire du rayon 100 000, correspond au fait quon
prendra 3 chiffres significatifs pour le sinus (le sinus de Girard étant ainsi égal au nétre multiplié par 100 000).
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q « Or ayant ainsi un dividende et un

3 . .4
est e sinus” d'un _
P R diviseur, on aura un quotient 66515,

Sinus de 4] deg.41.37

Le quotient est

3¥z

certain angle o:: 41°41'87" . On ajoute 180° ; on
obtient 221°41'87" (Clest-a-dire o+180°) ; on

adjoutez y par reigle 180
somme 221 41.37.

divise par 3, ce qui domne 735352 somfiers 73 53 52,
(6= % +3180 ). sSOon sinus 96078
On prend le sinus de cet angle qu'on double son double 192136
multiplié par 20816(4)

puis multiplie parg . Le résultat est donc viendra 400000
lequel divisé par le raid 100000

2\/% sin®, qui est la solution de l'équation 2 viendra 4 la valeur de 1(1) principale »

résoudre.

Girard ne donne pas de justifications de son résultat ; il s'agit en fait comme dans les calculs de Victe de

'utilisation de la formule donnant sin36 4 l'aide de sin© . En effet, on obtient alors :

x*—px = 8% 1’% sin® @ — 2p1’§ sin9 = 2% 1’% (4sin® 6-3sin®) ; or on reconnait dans la parenthése
—sin 36 = —sin{o. + 180) = sino. . Donc X —px= 2—§—J§sina =q.

Les deux autres solutions sont alors données grice aux relations entre les coefficients et les racines de
1'équation : une solution étant connue, on obtient facilement la somme ¢t le produit des deux autres et donc
P'équation du second degré qu'clles vérifient.

Girard propose ensuite « la mesme en geometrie de fucile expedition » méthode géométrique que nous

allons expliquer en langage moderne.

On construit la moyenne proportionnelle entre % et 1, qu'on appelle FH. Cn a: }—:% = g ie. FH = \/% .
3
On considére alors le demi-cercle de centre H et de rayon FH. Alors :
2 3
% {2FH car [%J { (w’;i) dong il existe un point G sur le demi-
£ :

¥ s F cercle tel que FG = 9 Soit L tel que 'arc LK soit égal au ticrs de 1'arc GK.

win

On trace le cercle de centre H de rayon LXK ; il coupe (FL) em M et N.

Alors les racines de I'équation sont  FL, —FN, —FM.

Girard donne ce résultat sans P'expliquer. On peut cependant 1¢ comprendre en utilisant les lignes
trigonométriques des angles concernés (en se souvenant que, contrairement d nous, Girard utilise des sinus et

non des cosinus) :

Y "Op ayant ainsi un diviseur et un dividende, on aura un quotient 66 513" : avec notre sinus, on obtiendrait 0,66 515.
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Ezchsﬁ*a'-(\:c(:as@ E=c:os@/}?\l%:(:‘:)53‘3
FK FX

3

3
FG L L d'otr FL3=FK2_f§+Z.FK2.FL

Or cos36 =4cos” 8 —3cos6 donc —+3—=4—
FK FK FK

0rFK=2‘/E donc FK = 4x 2 soit FG=L=3x9 qon FP-4xPx3, 1 34,21
3 3 P P 3 p 4 4 3

3
Et finalement FL = pFL+q

On peut également remarquer que FL est bien égal 4 la solution trouvée dans la régle algébrique :
S s N P
. cos LFK = §in(90°- LFK) = sin (90°- 1 GKF) = sin (90"—l (90“—(}/@) = sin (6()"+1 GKF) .
FK Py 3 3 3
180°+ GKF

. i . FG
Donc FL=2FH sm——~—3— .Or GKF est I'angle dont le sinus est K-

1

X et on retrouve la

2

ey [+

ey

régle énoncée plus haut.
FL est donc bien solution de x° = px+gq .

Les deux autres solutions doivent vérifier :
X +x, +FL=0 )
Or FM = NL (cercles concentriques), donc FAf + FN = FM + MN + NL = FL,
xl x2 FL = q
cest-a-dire (—-FM} + (—FN) + FL=0.
De plus : FM . FN = FH? — LK? (puissance du point F par rapport au cercle de centre H de rayon LK).

Donc : FM . FN = FH? — (FK? - FI.2) = FI2 — (4FH2 — FL2} car FK = 2FH.

= FL? -3FH? = FIZ -p carFH=‘/§

Donc : FM . FN . FL = FL3 —pFL. = q car FI3 = pFL + q.
Donc : (- FM).(—FN).FL = q , -FM et —FN sont donc bien les deux autres solutions de I'équation.
La fin du texte donne une autre méthode de construction géométrique des racines —FAf et —FN de
I'équation, FL ayant été trouvé comme précédemment.
On trace le triangle équilatéral LMN inscrit dans le cercle de centre H et de

F
M m N rayon FH = % . Alors les deux autres racines de I'équation sont — FA{ et

-H — FN, résultat que Girard donne sans démonstration. On peut cependant

comprendre ce résultat, soit a ['aide de propriétés géométriques démontrées
par Ptolémée dans 1'A/mageste soit de maniére plus moderne en utilisant des

L rotations (voir page suivante).

Girard donne ainsi une méthode élégante et originale pour résoudre les difficultés d’ordre algébrique
posées par l1a méthode de Cardan dans le cas irréductible, en exploitant d’une maniére remarquable les idées de
Viéte. Cette méthode est équivalente 4 mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe dont on doit
extraire une racine cubique. Cette méthode « trigonomeétrique » reste toujours intéressante et peut étre pratiquée

par nos éléves comme dans le probléme proposé A la rubrigue « Dans nos classes ».
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Une justification de la construction géométrique de Girard
i Paide du théoréme de Ptolémée
I

LM=MN=NL=‘/§xm}mn=J§\/§=JE \N

F
Comme FI® =pFL+q, on a: bt
FL2=p+%)p donc FL)IM et FLYMN
dong F est sur le petit arc MN,

|8

Remargue :

Le quadrilatere FMNL est inscrit dans un cercle, donc : FL x MN = FM x NL+FN x ML (il s’agit de la
relation communément appelée « théoréme de Prolémée », que celui-ci démontre dans I’ Almageste) .

donc : FL = FM + FN ou —FM - FN + Fl. = (0 (premiére relation souhaitée pour que FAM et FN soient les
deux autres solutions de I'équation).

Par ailleurs, I étant diamétralement opposé 4L, ona:
FLx IM = FM x IL+ FI x ML car FILM est inscrit dans un cercle
FN < IL = FI x NL.+ IN x FL, car FINL est inscrit dans un cercle.

Donc FM x FN x IL* =(FI x NL+IN x FL) (FL x IM ~ FI x ML)
Or IM=IN et ML = NL donc on obtient :
FM x FN x IL* =(IN x FL+ FI x NLYFLx IN - FI x NL) = FL* x IN® — FI* x NI*

4
Or IL2:4R2=§£ et IN2=R2=§ et F12=1L2—FL2=%R»~FL2
On obticnt FMxFNx%p - FI? x%—(%—FLz) x3§ - 4—3“’><FL2 _dp

FM x FN = FL* - p
FMxFNxFL=FL’-pFl.=q car FI®=pFl+q

c'est-d-dire (—~FM)(~FN)FL =g ce qui est la deuxiéme relation que doivent satisfaire —FAf et —FN. Donc

—M ¢t —=FN sont bien les deux autres solutions de 1'4quation a résoudre.

F
Une justification i la maniére du bac S m
M N

J

Soit de méme F sur le petit arc MN. Soit J sur [FL] tel que

P in T

FJ=FM. Le triangle FMYJ est équilatéral car (JFM)=(FMJ) et

(JFM)= (LNM} = 60° (angles inscrits interceptant le méme arc). L

T
La rotation de centre M d'angle ? envoie donc L sur N et I sur F, donc LJ = NF,
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Or J €[FL] donc FJ + JL = FL donc FM + FN = FL, c'est-d-dire : (-FM)+(~FN)+FL = 0 (premiére

relation souhaitée).

F
Rappelons que [FK est un diamétre du cercle. Alors : m
F M N

F—A};{ = cos MFEK = cos(@+ ﬁ) = cos(60°+®
% = cos(6{)°—ﬁ?}]

FM
FK

dornc X % = cos(60°+® X cos(60°—ﬁ)

I P T | 3 =T
= - {cos120°+ cos (GZFR)] = - (cos120°+ 2 cos LFK 1)

N 2
Or oosLFK:E donc ﬂ><ﬂ=—§+ 1 .
FK FK FK 4 Fg?

On obtient alors : FMxFN=—%FK2+FL2 or FK2:4X§

FMxFNxFL=FL*-pFlL=q car FL’=pFL+q
donc (—-FM){(—-FN) FL=q (deuxiéme relation souhaitée),

H

donc: FM x FN = FI3 —%x%

Invention nouvelle
EN

PAR

MATHEMATICIEN

choses qui sont necessaires & la perfection
de ceste divine science.

A AMSTERDAM.
Chez QGuillanme Yansson Blaenw,
M. DC, XXIX,

L'ALGEBRE,

ALBERT GIRARD

Tant pour la solution des equations, que pour recognoistre le
nombre des solutions qu’elles regoivent, avec plusieurs
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Extrait de Invention nouvelle ex L’ALGEBRE (paragraphe intitulé Des équations ordonnées)
par Albert GIRARD, G. 1. Blaeuw, Amsterdam, 1629,

Reigle pour resoudre ’equation de 1 (8) esgale & (1) 4- (0) lors que le
cube du tiers du nombre de (1) est majeur au guarré de la moitié
des (0) par I'aide des tables de Sinus.

Soit 1 (3) esgalea 13 (1) 12
Le tiers du nombre des (1) est 4% | la moitié du (0) est 6
sa ¢/ est en disme &3 20816 (4) le raid 100000
leur produit est 9,0203 (4), diviseur | leur produit 600000, dividende

Or ayant ainsi un dividende & diviseur, on aura un quotient 66515

I :

Sinus de 41 deg. 41. 37.
adjoustez y par reigle 180

somme 221. 41, 37
son tiers 73. 53, 52
son sinus 96078
son double 192156
multiplié par &5 20816 (4)
' viendra 400000

lequel divisé par le raid 100000
viendra 4 la valeur de 1 (1) principale

Car il y a encor deux valeurs qui sont chacune faite par —; parquoy
appliquant (1) & la valeur trouvée 4, & ledit divisant I’ (0) donné 12:
viendra 3, donnant le signe — i chacun, puis par reigle

1(2) esgaled — 4 (1) — 3
les valeurs seront — 1 & — 3

4
Donc les 3 valeurs requises seront {— 3
—1
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Lemesme en Geometrie de facile expedition.

Cy dessus 1 (3) estoit esgaled 13 (1) 412
Le 1 du 13 est 44, entreiceluy & I’u-
nité soit trouvé une moyenne propor-
tionnelle FH, icelle comme raid soit fait
un demicercle, Or ledit 41 divisant le 12
donné, viendra 219, qui sera tousjours moindre au diametre de necessi-
té, en ’accident present selon le tiltre de ceste equation: soit dont F G
adaptée esgale & 1%, puis soit trouvé geometriguement par le moyen
de I'hyperbole le tiers de 'arc GK, ou bien mechaniquement avec le
compas, (car il est impossible de coupper tout arc proposé en 3, sans
user d’autres lignes que la droite & circulaire) & soit LK, puis de Pin-
tervalle de la droite LK, comme raid, soit fait 'arc MN homocen-

trigne, couppant la ligne FL en M, N, alors les trois valeurs de
la 1(1)
FL
seront { —FN
—FM
Notez, quesi on eust proposé 1(3) esgalea 13 {1) — 12, les trois
valenrs eussent esté les mesmes , apres avoir changé les signes, assavoir
—TFL
FN
FM

On eust peu faire dans le cercle entier, apres
avoir trouvé F L comme dessus, un triangle
equilateral commencant en L ou & F, comme
icy en L, puis de V'autre extremité F' mener
FM & FN, qui devront estre esgales aux
FM, FN precedentes; aussi MN se trouve-
roit estre esgaled V 18 (des 13 (1) données.)

Ceste equation donc qu’on n’a peu faire jus-
ques A present est en Algebre litterale,

A cube esgal & (Bq}-BC+Cq)A-}+BC (B4 C) par l'aide de
laquelle je I’avois bien resoute par deux ou trois manieres sans les Tables
de Sinus; mais la maniere generale qui suivra en son lien est & preferer:
oricy A vaut B+ C, ou—B, ou—C,

L
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DANS NOS CLASSES

Une méthode de résolution d'une équation du troisieme degré

par Francois Viéte

Martine Buhler

Adriaan Van Roomen (1561-1615) proposa aux mathématiciens de 1'Europe un défi : résoudre une
équation du 45éme degré. Frangois Viéte (1540-1603) y reconnut des similitudes avec 1’expression de sin 456
en fonction de siné et réussit ainsi, par un « changement de variable », 4 résoudre I'équation dont il donna les
23 solutions positives. 11 explique dans « Ad problema, quod omnibus mathematicis totius orbis construendum
proposuit Adrianus Romanus, responsum » (Paris 1595), comment cette méthode permet de résoudre certains
types d’¢équations,

La réponse de Vidte inspire l¢ probléme suivant qui a €té donné en devoir 4 la maison dans une classe de
Terminale Scientifique.

L’intérét du probléme réside dans la résolution d’une équation du troisitme degré dans le cas dit
« irréductible » : la méthode de Cardan ménerait 4 une équation du second degré dont les solutions sont
complexes, et donc a I’extraction d'une racine cubique de nombre complexe (voir & ce sujet le conte du lundi
du présent numéro et le texte de Girard sur les équations du troisi¢me degré). Le probléme reprend une
méthode de Viéte consistant 4 faire un changement de variable introduisant les fonctions trigonométriques, puis
4 utiliser les formules permettant d’exprimer sin 34 4 I’aide de sinae. La fin du probléme permet de souligner ia
généralité des liens entre coefficients et racines d'une équation polynomiale, licns que les éicves ne rencontrent

que pour le second degré,

1 Préliminaires

}+i~/§
i

i+

A) Soit Z =
1) Mettre Z sous forme algébrique ¢t sous forme trigonométrique.

1 . 1
2) En déduire : cos%=5 2+J§ et sin ln—zzgxﬂfﬁ

B) 1) Développer (cosc +isino) 3

2} En déduire Yexpression de sin 3x en fonction de sino et celle de cos3a en fonction de coso

11 Etude du nombre de solutions réelles distinctes de 'équation ( £): x° -3x+a=0 (a elR)

1) Montrer, ¢n justifiant soigneusement toutes vos affirmations que si 2 € -2 ; 2[ , (E)} posséde trois

racines réelles distinctes x{, x,, x, , toutes trois situges dans }-2 ; 2[.
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2) En indiquant rapidement la méthode employée, mais sans justifications précises, indiquer le nombre

de racines réelles distinctes de (E) lorsque :
a a=2 bya=-2 cla=2 dya<-2

Pour ¢) et d), on pourra examiner le signe de x° —3x+a pourx=—a.

III Interméde pour les latinisies
Viéte éerit le texte suivant a la fin du XVI®™ siécle. 1N désigne 'inconnue ( notre « x »). 1C désigne le

cube de I'inconnue (« X3 »)
1) Pouvez-vous traduire le texte? (Attention! « radicem binomiae 2 - J§ » désigne le nombre V2- J3

Vous interpréterez de facon analogue I'expression « radicem trinomiae a+b+c ».)
p Xp

Prosrema L

Data magnitudine cuizquatur3 N ~1 C, invenire 1N.

I. 3N -—1C,zqueturs” 2. Dico 1N efle radicem binomiz 2 —#/ 3
Veletiam, ¢ 2.
II. 3N —1C, zqueturradici binomiz % —#/ 2. Dico1N efleradicem trinomiz 2 —
5 I 43 4 %
W/ S —r1ad. bin. -4 &/ o
Vel ctiam, radicem binomiz $ + ¢/ 2.
I1f. 3N —1C, =zquetor radici binomiz ¥ + 4/ +. Dico1 Nefle radicemttinomix?;
— ¢/ %+ rad.bino. 5L+ o/ 44,

Velc:i:m, rad.binc. #/  — 3.
Sed 3 N —1 C, zquetur 1. Ecquisveros N primam, {ecundam-ve (et erim daplex) ac-

curate conftouxerie?

2) A quel cas étudié au II se rapporte chacun des exemples de Viéte?
Plus loin dans le texte, Viéte indique sa méthode de résolution que la partie I'V du probléme va reprendre dans

notre langage moderne.

IV Résolution de (E) : x° —3x++/2 =0
1) a) En utilisant les résultats obtenus au II, indiquer le nombre de racines réelles distinctes de (E) et

teur localisation.

b) Pourquoi peut-on poser, pour résoudre (E), x=2sincaveca € } %=§[ 7
. T W
2y On pose x = 2sino avec E}E;EI:

. . 2 -
a) Montrer : x solution de (E) <> sin3o = - avec o E]“zi §|i
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b) Résoudre dans R, puis dans J— -;E%[ , I'égnation d'inconnue o : sin 3o = {%

" 5 . .5
c) En utilisant ;T déterminer les valeurs exactes de coss—n et smmltm
12 2 12 12 12

d) Déduire de ce qui précéde les valeurs des trois racines xj, x,, x;.de (E). Comparer vos résultats avec

ceux donnés par Viéte.

V_Remarque sur les coefficients et les racines de 1'équation.

1) Factoriser x° —3x++/2

2)Ca1cujer:-\/2—\f37+\/_—\/2+\/§ puis \/2—J§.J5.\/2+J§

VIETE (1540-1603) est une figure dominante du XVI*™ siécle. Il est célébre pour son traité d'algébre In
artem analvticam isagoge, publi€ en 1591, ot il développe 1'algébre symboligue.

Il fut un des premiers & mettre en évidence les relations entre les formules trigonométriques et la

résolution d'équations polynomiales.
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FRANCISCI VIET &
AD

PROBLEMA,QVOD OMNIBVS

MATHEMATICIS TOTIVS ORBIS
CONSTRUENDUM PROPOSUIT

ADRIANUS ROMANTUS,

ReEsronsvy M

#89 I toto terrarumorbe nonerrat ApR1aANvVS Ro.

<8¢ M A NV 5, dum Mathematicos totius terrarum orbis u-

§ B J& nius fui Problematis folutioni vix cenfer idoneos, non ille

a8 {alcem Gallias, nec Galliarum Lycia fuo dimenfus eft ra-

) 1@ dio. CedatR oM A~ oBelga,cedat Rom a v v s Bel-

< Xald g% vixiiner Gallusd RoMa No velBelgagloriam fuam

~ 1ibi praripi. Ego qnime Mathematicum non profiteor;

fed quem, fi quando vacar, deleGtant Mathemarices ftidia , Problema

ADRIANICVYM utlegiucfolvi, nec me malus abftulit error. Sicrt1-

horio ingens prodii Geometra.Neque vero placet barbarum idioma,id eft;

Algebricum, Geometrica Geometrice tratto, Analytica Analytice. Cu-

rabo tamen ut me, five quafi Geomertam five novum Analyftam; vulgus
Algebriftarum fatis exaudiat.

Carvr L
Proponentis Adriani Romani verba.

PRimumigicar Adriani R omani proponentis ipfa verba refero, ne immu.
taro quidem commate., -

PrROBLEMA MATHEMATICYM OMNIBYS ORBIS Ma-«
THEMATICIS AD CONSTRVENDVM PROPFPOSITV M. <<

Si duotum terminorum priotis ad pofteriorem proportio fit, urr@®ad «
450—3795 O+9,5634 O— 1138500 @ + 78,1375 O —3451, 2075 () + 1,
0§30, 6075 (13} +~2,3267, 6280 (17) -+ 3,.8494, 2375 (1) — 4, 8849, 4125 (13) «
+ 48384, 1809 (1) —3, 7865, 8800 (13) + 2, 3603,0652 (i1) —1, I767, 9100 ¢
(i7) + 4695, §700 (37) — 1494, §040 (31) 3765 4565 (13) — 74» 0459 (1) + ¢
IL 1150 (37) — 1, 2300 (33) + 945 (41) =~ 45 (13) + I (31)detlrque terminus
pofterior, invenire priorem:

Viete Opera Mathematica recognita F. a Schooten, Leyde, 1646, p 305.
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COURRIER DES LECTEURS

0"

Voici un courrier qui nous a ¢éi¢ adressé par Henry Plane, suite a la publication du numéro précédent, dans

lequel il a été question, 4 plusieurs reprises, de courbes quadratrices utilisées par Leibniz.

Les aires équivalentes, outil de démonstration.
La « quadratrice géométrique »
OZANAM Géométrie pratique (fin 177 siécle)

B
M2~
P
1
Q/N
A ------ F D

=L

Soit un arc AB d’une courbe (C) de « diameétre » AD (le
diamétre est la droite orthogonale a la « touchanie »

(tangente) en A a (C) ), [BD] est I’ «ordonnée » de B.

(I"angle ADB est droit). Les tangentes en A et B se

coupent en 1. La paraliéle en A a (BI) recoupe (BD) en N.
Ozanam prolonge BD de DG = Al =BN. Lorsque B
décrit (C), G engendre une courbe (y) la
« quadratrice géométrique» de (C). Si on envisage un
point M de (C) voisin de B, son ordonnée MF coupe
(AND) en Q et (y) en H. On ajoute les points P et K tels

—_— 3 —
que: MP = FD = KG, sclon les notations actuelles,

Alors Ozanam écrit : « M est infiniment proche de B ; ’'arc BM est infiniment petit et pourra passer pour

une ligne droite partie de la touchante BI ».

11 s’ensuit que I’aire du rectangle DGKF équivaut & I'aire du « parallélogramme » BNQM (base DG = base

BN et méme hauteur ¥D). Si on considére maintenant ce parallélogramme de base MB et de hautenr la distance

de A a [BI] son aire sera double de celle du triangle ABM.

Enfin lorsque M tend vers B, H tend vers G sur (y) ainsi que K.

Si on additionne tous les triangles AMB relatifs 4 1’arc de (C) d’une part ¢t tous les rectangles DGKF de (y)

il est, avec Ozanam, « aisé de conclure » :

Aire (ADGH) = 2 Aire du segment AB de (C) (Segment : portion du plan entre un arc de courbe et sa corde).

Ainsi est établie une relation entre une aire lide 4 (C) et une lide 4 sa quadratrice géométrique (y).
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Application : cas du cercle
Soit un demi—cercle ACE de diameétre AOE = 2r. Avec

les notations précédentes il apparait, en plus, que (OI)
B
et (EB) sont paralléles et que les triangles OAl et EDB

sont semblables .
f
D

L aire de la surface limitée par (y) ADOLG est le A
)
double de I'aire du segment AC du disque : \
g
Aire (% disque) = Aire (segment AC) + Aire (Triangle AOC) =
=L A r’ @
= = Aire (ADOLG) + —. |
2 2
Par ailleurs les (riangles semblables permettent d’écrire :
Al BD AI*  BD* AD.DE DG? 4D
— =, Oou: = = , donc: = (1).
40  DE A0* DE*  DE? r* DE

Recherche d’une équation cartésienne de (y).
Prenons comme axes la tangente en A et le diamétre AE. Soient GG’ et LL’ les coordonnées de G et L sur le

premier axe. Posons : AG’=DG=xet AD=vy.
(Toutes ces grandeurs sont ainsi positives, Ozanam ne 1’imaginait pas autrement).

2
La relation (1) s’écrit : %= 2 Y alors: yri=x*(2 -y
¥

r-=y

Zrx?

#? 4 x?

soit:  y(r? +x2) =2rx* etdonc: y=

2

o . X 1 . —
Ozanam &crit cette relation : y = ——-———~ , expression qu’il développe :

¥ X
I+—
¥
”2x2 1 x2+x4 x5 _ﬁ2x2 2x4+x6+
- IR S ” IR

Il peut alors en usant de la sommation des puissances donnée par Pascal, calculer ’aire S de la surface
= 04). De 13, il tirera I'gire de la surface (AGLOD).

(AGLL’) limitée par (y) avec x variant de 0 4 » (41~
3 L]

. N F ¥
Ozanam sait donc que la somme de 0 & r des x° est = des x* est <5 oo

3 5 7 r
Il a dong S=2L-»~2r—+2L+...=r2 E—E+3—+.,.l
o5 7 13 5 7
Ensuite Aire (AGLOD) = Aire (AL'LQ) — Aire (AL’LG) = -5
=r? l—£+%—z+...:l
3 5 7
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Mais ; Aire (segment AC) = % Aire (AGLOD) = 2 B - % + % -~~«;~+..}

1
Aire ( Z disque) = Aire (segment AC) + Aire (triangle AOC)

2
= Aire (segment AC)+ %— = r2[1—1+1—1+_..]

3 5 7
Ozanam peut écrire ; Aire (disque) = % (longpeur du cercle x rayon), d’on la relation :
Lrerde afy 1,117 ek i1 11,
4 2 3 5 7 2r 3 5 7

. l i
Clesta dire le rapport :  ———" =4 1..}“,.__1_'_'" )
diamétre 5 7

Ozanam effectne les différences deux a deux 1~

Il retient : —ﬂ._s[l 1,1 }

— et |.
diamétre 13 57 911

Cette séric hélas converge trés lentement. Les dix premiers termes donnent 3,092 ! Ozanam en a calculé

315 et obtient Ie rapport 3,14000528. 11 écrit : nous nous servirons de % parce que cela suffit pour les

calculs ordinaires de la géométrie pratique.

Autre application : cas de 1a parabole.

Il n'est pas besoin ici de la sommation des
puissances. La démonstration est toute géométrique 3
partir de la propriété de la quadratrice géométrique.

Avec les mémes notations : ’arc ABC est celui

d’une parabole et on connait la propriéic : A7 = % DB.

Donc la quadratrice (y) est également une parabole

puisque DG = %DB. A D o

Ozanam ne parle pas d’affinité¢ mais il sait que : e

Aire (ADOLG) = él-Aire (ADOCB). Comme on a G e

R N ¢4

toujours : Aire {ADOLG) = % Aire (segment ABC de

la parabole),
il vient : 4 x Aire (segment ABC) = Aire (ADOCB).
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Mais : Aire (ADOCB) = Aire (segment ABC) + Aire (triangle AOC)

donc : 3 x Aire (segment ABC) = Aire (triangle AQOC).

Comme I'aire du triangle AQC est 1a moiti¢ de Paire (AOCC”), on peut écrire :
Aire (ADOCB) = 4 x Aire (segment ABC)
Aire (AOCC’) = 6 x Aire (segment ABC),

et, avec Ozanam : « L 'aire de la parabole est a celfe du parallélogramme de méme base et de méme

hauteur comme 2 esf ¢ 3 »,

En effet, la propriéi€ est exacte si A est un point quelcongue de la parabole et non seulement son sommet. It

est accessoire que le « diamétre » AD soit orthogonal a la « touchante » en A

Généralisation.

Selon ce raisonnement, on démontrera que pour toute courbe (C) telle que : DB =AD (/=xJ, on aura :

Aire (AOCB) =

K Aire (AOCC.
k+1
L’aire sous la courbe (C) est a celle dun parallélogramme de méme base et de méme hauteur comme

kestak+1.
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Le groupe M.:A.T.H.
(Mathématiques : Approche par les Textes Historigues)

VOUs propose :
La revue Mnémosyne pour échanger expériences et réflexion i propos de l'histoire et de

l'enseignement des mathématiques.

Numéro 1 ;
La démonstration par exhaustion chez les grecs et les | 26F 200 gr
arabes

M.F. Jozeau

Numéro 2 :
La querelle entre Descartes et Fermat a propos des | 30 F 210 gr
tangentes.

M. Grégoire

Numéro 3 :
Fragments d'une étude des systémes linéaires 30F 220 gr
A. Michel-Pajus

Numéro 4-5 ;
Elaboration du calcul des variations et ses|40F 300 gr
applications 4 la dynamique
F. Viot

Numéro 6 :
Leibniz et I'école continentale 30F 220 gr
J.L Verley :

Numéro 7 :
Autour du théoréme de Fermat 33F 230 gr
C. Goldstein

Numéro 8 :
Isaac Newton. Détermination de tangentes i desj 33 F 250 gr
courbes a 'aide de 1a méthode des fluxions
J.L. Verley

Numéro 9 :
Desargues et Pappus 33F 240 gr
R. Tossut

Numéro 10 :
Le jeu des paradoxes dans 1'élaboration de la théorie | 33 F 260 gr
des séries

A. Michel-Pajus

Numéro 11 :
Des cartes-portulans a la formule d’Eward Wright : | 33 F 255 gr
Thistoire des cartes & "rumbs”
M.T. Gambin

Numéro 12 :
Histoire de quelques projections cartographiques 33F 250 gr
M. Benedittini

Numéro 13 ;
Histoire et origine du calcul différentiel 33F 200 gr
G.W. Leibniz / présentation de A. Michel-Pajus

Numéro spécial :
Histoires de Pyramides 46 F 380 gr
M. Grégoire
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Nous vous indiquons le prix des brochures sans le port, le poids et le tarif
postal pour calculer le coiit du port.

Poids jusqu'a Ordinaires

20¢ 3,00 F

50 g 4,50 F

100 g 6,70 F
250 g 11,50 F
500 g 16,00 F
1000 g 21,00 F
2000 g 28.00 F
3000 g 33,00 F

BON DE COMMANDE
Je désire recevoir les numéros suivants de Mnémosyne:
prix port

n°l

n°2

n°3

n°4

n°5

n°6

n°7

n°g

n°9

n°10
n°11
n°12
n°13
n°14
n°spécial

Total :

Nom;
Prénom;
Adresse:

Date:
Ci-joint un chéque d'un montant de
a l'ordre de I'Agent Comptable de I'Université Denis Diderot Paris 7

Désirez-vous recevoir une facture? out non
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Comité de rédaction:

Philippe BRIN Lycée Technique T.Branfy Créteil
Animateur d (IREM Paris VII

Martine BUHLER Lycée Flora Tristan Noisy le Grand
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