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Nous avons publi¢ dans les numéros 6 ¢t 8 de Mnémosyne une étude sur le caleul différentiel tel qu'il
fut inventé par Leibniz et par Newton respectivement. Certains textes importants en ce domaine n'étaient
jusqu'a présent que pen ou pas disponibles. C'est pourquoi nous vous presentons dans ce numéro ¥ Histoire et

Origine du Calcul Différentie! de Leibniz, Un numéro suivant présentera des textes de Newton!,

Leibniz écrit en 1714 son Histvire et Origine du Caleul Différentiel  pour "contribuer au
développement de l'art d'inventer, en faisant connaitre les méthodes sur des exemples remarquables”, mais
aussi pour répondre aux accusations de plagiat portées par certains mathématiciens britanniques, qui I'accusent
d'avoir en connaissance des travaux de Newton et de s'en étre inspiré pour inventer sa méthode de caloul
différentiel.

Une chronologie permet de situer les publications et les faits connus par les nombreux échanges
épistolaires concernant le calcul différentiel, ainsi que quelques ctapes de la controverse qui fit rage au
XVilieme siécle et laissa des marques durables dans les écoles de mathématiques britanniques et continentales.

Nous avons aussi rédigé quelques notes biographiques sur les personnages ciigs par Leibniz,

Ce texte nous a inspiré deux activités pour les éléves: P'une autonr d'une Lettre @ La Roque détaille une
meéthode de caleul de I'aire du cercle, I'autre inspirée par I Histoire et Origine du Calcul Différentiel donne une

méthode de sommation de séries.

INous avons repris pour Histoire et Origine du Caleul Différentiel le texte latin publié par Gerhardt en nous
aidant de la traduction frangaise de Régine Szeftel-Zylberbaum publice dans Les Cahiers de Fontenay N°1
(décembre 1973), p. 38-98 ¢t de la traduction anglaise de J. M. CHILD The Early manuscripts of Leibniz
(1920) publi¢e dans The Open Court publishing company, Chapitre 111, p. 22-58,
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Notes de Leibniz aux Principia de Newton
(Probablement Vienne, Automne 1688)



PRESENTATION DU TEXTE
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Anne Michel-Pajus

Si nons avons choisi de présenter ce texte, ce n'est pas tant pour instroire la controverse de priorité

enire deux immenses créateurs que pour ¢clairer la gestation d'unc théoric majeure pour FPhistoire des
mathématiques suivant ainsi les motivations mémes que Leibniz expose dans son introduction.
11 y précise le fond du débat © Leibniz ne prétend pas avoir inventé fa méthode qui utilise les développemenis
en série (bien qu’il lui ait apporté des améliorations substanticlies - voir fin du texte), mais le caleul
différentiel, qui lni semble beauconp plus fondamental, par sa portée universelle, alors que 1a méthode des
séries n’est qu'un outil {local, 4 I'intérieur du calcul analytique) pour Iapproximation. Il s’agit d’affranchir par
un symbelisme appropric Pimagination de I'attention aux figures (du point de vue différentiel) analogue 3
I’inveniion de DESCARTES (pour la gédoméirie non différentielie) ou de VIETE (pour Uéinde des équations).

11 entreprend donc le récit de 1a genése de ses travanx, gue 1'on peut découper en deux phases:

1) L’apprentissage et I’amélioration de la tradition

a) Le jeune Leibniz . une formation classique (scolastique) et un regard curieux sur les nombres et leurs

combinaisons.

b) Ia rencontre avec Huygens : les progres en péométrie {dans la tradition des indivisibles), la lecture de
Pascatl ct le théoréme d'Archiméde, 1a méthode des métamorphoses ¢t la quadrature du cercle, le retour des

séries.

¢) les contacts avec la Royal Seciety | 'extraction des racines par des séries (la méthode de Newton), les

recherches de développements des fonctions classiques.



2) Ie retour en Allemagne : Ia véritable création ; Je calcul différentiel

a) retour aux travaux de jeunesse, & la combinatoire et aux différences. Le succeés de la série de Huygens ; le
triangle arithmétique et le triangle harmonique montrent I'efficacité de I'idée des différences pour la

sommation des séries.

b)Théorisation et extension, aux séries polynomiales, puis rationnelles, puis géométriques.

¢)Généralisation au continu ¢t application & la géométrie; le role du symbolisme et la supériorité du nouveau

calcul : universalité et facilité.

L'objectif polémique du récit brouille certes un peu l'aspect historique, mais plus encore le fait qu'il
s'agit d'un regard porté¢ “"aprés coup” sur les tdtonnements qui ont conduit & 1'¢laboration d'un systéme
symbolique qui permet de rendre compte de certaines intuitions. Toutes proportions gardées, Leibniz est
confronté a 1a méme difficuité que nous rencontrons quand nous voulons exprimer dans rotre langage moderne
des notions plus anciennes. Le symbolisme postéricurement mis au point est beaucoup plus agréable 3
manipuler, mais introduit une distorsion d'autant plus forte qu'il est indissociable des concepts qu'il traduit.
véhicule et qui se sont formés simultanément.

D'un point de vue moderne nous pouvons distinguer deux types de résultats dans ce texte: les uns
portent sur Ies séries et le calcul des différences finies, les autres sur la géométrie différentielle, tangentes et
quadratures. Plus que dans la découverte (discutable et discutée) de chacun de ces résultats, I'invention de
Leibniz réside dans la conjonction et I'interaction de ces deux champs, unifiés justement par un symbolisme
révolutionnaire. Le récit présente ainsi un double balancement conceptuel et chronologique entre les aspects
discret et continu, d'une part, et entre I'avant et I'aprés de I'élaboration de ce Calcul. Dans la phase "avant le
calcul”, T'auteur se borne 4 des observations sans justifications, dont certaines seront éhucidées plus loin, et
d'autres pas. 11 est important de les lire en se laissant porter par la disposition des nombres, mais nous essayons
cependant de donner ci-dessous des indications pour une justification en termes modernes de ces résultats non

prouves.



Les différences finies et les sommes
Avec le symbolisme moderne, proche de celui que Leibniz introduit plus loin, & partir d'une suite (x)
de terme général xq, on peut définir une suite (dx) de terme général (dx)p = xp - Xp+]. nommnée suite des

différence premiéres, puis par réitération, la suite (ddx), suite des différences premicres de (dx) , nommée suite

des différences secondes de (x}, puis x= {d(ddx)), etc... Inversement, on peut construire une suite (fx) dont

le n-iéme terme est ia somme partielle de rang n des termes de (x), ¢t par réitération, ( H\ ), (J ), ete...

En notant a = xg, le premier terme et w = xy le demier terme, on a don¢

N-1
(E;) dek =X, = Xy
x=0

N-1
Ey) vgz0 dek:xq—xN
k=q

k=0
Un cas particulier intéressant est celui ot xp= P(n)}, P étant un polynome de degré p. La suite (dp"'lx)

est alors nulie et la suite (dPx) est constante et vaut p!.

Le cas particulier des suites qui tendent vers (

Un autre cas stimule I'imagination de Leibniz: celui du triangle "de Pascal”. L'Art combinatoire le
fascine depuis toujours (c'était son sujet de thése) et il retrouve les combinaisons dans des formules qu'il obtient
en supposant que la suite tend vers 0 (ce qu'il exprime par "décroissant 4 I'infini"). Tout se passe comune si le

"terme dernier" o était nul, quand on effectue la sommation jusqu'a l'infini. Les équations {Eg) ct (Eq)

deviennent alors respectivement: Z dx, =x,=a et Z dx, =X,
k>0 kzg

Examinons en détail les formules du texte (que nous avons repérées parun [ | )

[1] Le fait de négliger "le dernier terme” permet & Leibniz d'exprimer a en fonction d'abord des

différences secondes puisque l'on a de méme (dx), = Z(dzx) s et plus généralement (d"x), = Z(d“”x) ) s
pzk pzk

etdonca=> (dx), = > (O (d*x),)=> (n+ hd*v),

k=0 kz0 pzk nz0



(Cette derniére égalité s'obtient en réordonnant les termes et en remarquant que pour n fixé, (dzx)n intervient
une fois tant que k est inféricur ou égal 4 n, ce qui fait n+1 fois).

Cecicorresponda:a-o=11{+2m+3n+40+5p+etc

En réitérant avec les différences troisiémes : a = Z k + 1)(d2x)k = Z CLH (Z (ds.\')p) = Z Ciﬁ(d%{)n
k20 k20 pzk 220

(En effet, chaque (d3x)n intervient avec le coefficient C1k+1 tant que k est inféricur ou égal 4 n, ce qui fait
q q

C2n+1 au totai).

La formule générale x, =ZCﬁ+p (d°"'x), peut se¢ démontrer par récurrence, en utilisant la formule
k=0

CE+CP +.4C8, =CB1] , qui se "lit" bien sur le triangle de Pascal, en sommant les termes sur une ligne

p+n p+n+1
horizontale (cf. tableau p. 19).
{2] On peut retrouver ce résuitat en sommant les termes des diagonales ascendantes. Chaque somme
diagonale vaut dxy, en utilisant les relations classiques du calcul aux différences finies:
dx_ =dx f=a-b
dx, = dx, - d’x, g=f-1
dx, = dx, -d*x =(dx, - d’xo ) - (d’x, - d’x) =dx, . 2d’, +dx,  h=f-2l+gq

dxg = dxo - Cild*o + CZxp + ... + (- DFd*'xy

[3] 11 suffit alors de sommer les formules du triangle [2] le long des colonnes, ¢t d'adopter la nouvelle

notation. Cette nouvelle formule appliguée 2 la suite Iy au lieu de y donne immédiatement [4]

Mathématiques et métaphysique
Le passage de l'observation 4 la mise en relief du concept de différences est provoqué ou tout au moins
catalysé par ta préoccupation logique de tout ramener a la vérité identique, qui peut nous sembler incongrue
dans ce contexte, mais que Leibniz expose au début, comme point de départ (fondement ?) de sa réflexion.
Cette observation est trés active: l'observation du tablean des combinaisons. issu d'une suite
particulicre, celle des 1, conduit au concept des suites-différences successives pour une suite quelconque.

L'observation des tableaux de formules ainsi obtenus conduit 4 Iintroduction d'une nouvelle suite, x, qui
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engendre Ies cocfficients du tableau. Les lectures opérées de différents points de vue, en lignes, colonnes ou
diagonales, font surgir des formules dont I'harmonie cachée est révéiée par un symbolisme approprié.

La méme diversification des points de vue opére en géométrie. En jouant sur trois couples différents de
triangles semblables au triangie "caractéristique”, Leibniz obtient trois théorémes de géométrie. Ainsi se révéle
Funiversalité¢ de la méthode "de la quadratrice™ " nous réduisons le calcul des superficies des solides de
révolution aux problémes de quadratures planes et de rectification de courbes, et en méme temps nous réduisons
Ie probléme des quadratures au probléme inverse des tangentes."

L'introduction du symbolisme ne se contente pas de faciliter les calculs, mais il meodifie aussi les
points de vue sur le calcul proprement dit, en faisant apparaitre les différences finies et sommations comme des
opérateurs, et les suites comme les valeurs prises sur les entiers par des fonctions. De 13 découle naturellement
'application de I'opérateur différence aux fonctions qui mesarent les objets géométriques, et l'extension de
I'usage de ce calcul "étonnarament facile”.

On ne peut séparer les recherches mathématiques de Leibniz de ses recherches métaphysiques. Citons
un passage de la Monadologie:

"57. Et comme une méme ville regardée de différents cdtés parait toute autre, et comme multiplide
petspectivement , il arrive de méme que par la multitude infinie des substances simples, il y a comme autant de
différents univers, qui ne sont pourtant que les perspectives d'un seul selon les différents points de vue de
chaque Monade,

58. Et c'est le moyen d'obtenir autant de variété qu"il est possible, mais avec le plus grand ordre, qui se
q po plus g

puisse, c'est-a-dire, c'est le moyen d'obtenir autant de perfection qu'il se peut."3

Cette multiplication des points de vue n'est pas seulement pour Leibniz un moteur puissant de
l'invention; sur le plan métaphysique, elle lui permet de concilier la conception classique du Vrai, lide a 'unité,
puisque la vérite est Une, et 'acceptation de la pluralité, que Spinoza, par exemple, rattache a l'erreur, les

différentes perspectives étant validées par ce que chacune exprime 4 sa fagon l'unité du Monde.

3La Monadologie, 1714, Livre de Poche, 1991, p.156-157
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HISTOIRE T ORIGINE DU
CALCUL DIFFERENTIEL

2 =
e e D A e
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11 est trés utile de connaitre les véritables origines des inventions mémorables, suriont de celles dont la
découverte n'est pas due au hasard, mais au pouvoir de la pensée’. En effet, cela permet non seulement
I'Histoire de reconnaitre la part qui revient 3 chague inventeur et invite d'autres esprits 4 rechercher les mémes
titres de gloire, mais contribue de plus au développement de l'art d'inventer, en faisant connaitre la méthode sur
des exemples remarquables.

Parmi les découvertes tres célébres de ce temps se trouve un nouveau genre d'analyse mathématique,
connu sous fe nom de "Calcul difiérentiel” ; or, bien qu'on ait déja suffisamment exposé sa structure, son
origine en revanche, ainsi que le procédé employé pour le découvrir, ne sont pas encore publics. Ce calenl a été
inventé il y a environ quarante ans* par I'Auteur, et une version concise en a été publiée neuf ans plus tard®, il ¥
a environ {rente ans, 4 la suite de cefte parution, il a non seulement é¢ reconnu par des mémoires, mais surtout
par son usage, puisque de nombrenses découveries remarquables sont dues 4 son aide, ef sont mises en Inmiére
en particulicr dans les dcta Eruditorum®, puis dans les Commentaires publiés de I'Académic Royale des
Sciences : 1a Mathématique semble ainsi prendre un nouvean visage,

Or, personne n'a en de doute sur le véritable inventeur jusqu'a ce que, récemment, en 1712, certaing

nouveaux venus, par ignorance de fa production scientifique des temps antérieurs, ou par envie, ou dans l'espoir

3 Historia et Origo Caleuli Differentialis, in Mathematische Schriften, ed. C.1LGerhardt, 1849, réed. Olms,
1962. La traduction et les notes ci-dessus ont &€ établies par Anne MICHEL-PAJUS, 4 partir du texte Iatin , de
la traduction de Régine SZEFTEL-ZYLBERBAUM parme dans Les cahiers de Fontenay, N° 1, novembre 1975,
Ed. ENS de Fontenay-aux-Roses, ¢t de LM.CHILD. The early manuscripts of Leibniz, 1920, The Open Court
publishing company, Chapitre IiL

4 Sans doutc en 1675,

3 probablement le Nove methodus pro maximis et minimis, traduit par Marc Parmentier in Naissance du caleul
différentiel, 1989, Vrin, p 107-117.

SActa Eruditorum est le titre d'un journal fondé cn 1682 par Leibniz et un groupe de ses amis 4 Leipzig. Les
"Commentaires” sont ceux de I'Académic Rovale des Sciences de Londres.
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de se rendre célébres grace a une querelle, ou enfin par basse flatterie, ont dressé un rival contre I'Auteur ; et fes
louanges adressées A ce rival ont causé beaucoup de tort a I'Auteur, car ce premier semblait ainsi avoir détenu
plus de vérités qu'il n'en a été découvert depuis sur le sujet en question. Ces nouveaux venus ont usé de ruse en
retardant .le déchainement de la querelle jusqu'a la disparition de ceux qui étaient au courant de ces faits :
Huygens, Wallis, Tschirnhaus®, et d'autres dont le témoignage aurait pu les réfuter. Telle est bien l'une des
raisons pour lesquelles les prescriptions fondées sur le temps ont ¢t¢ introduites en justice : car, en raison de la
culpabilité de ['accusateur, ou de sa ruse, les requétes peuvent étre différées jusqu'a ce que disparaissent les
arguments favorables a I'adversaire et susceptibles de le protéger.

ils ont méme changé lc fond du débat ; en effet, dans leur écrit, publié en 1712 dans le dessein
d'inspirer le doute sur Leibniz, sous le titre de Correspondance® de John Collins , & peine trouve-t-on quelque
chose sur le caicul différentiel : il n'y en a que pour les séries qu'ils appellent infinies. C'est Nicolas Mercator,
originaire du Holstein, qui, le premier, rendit publiques des séries de ce genre. obtenues par division!®, mais
leur généralisation, par extraction de racines, est due a Isaac Newton!!. C'est une découverte utile, qui introduit
les méthodes d'approximation arithmétiques dans le Calcul Analytique, mais pas dans le calcul! différentiel.

Clest de maniére trompeuse aussi que, lorsque ce rival obtient une guadrature quelconque en
additionnant des quantités qui €puisent progressivement la surface de la figure, ils proclament aussitdt que I'on
a fait usage du Calcul Différentiel (par exemple : p. 15 de la Correspondance). Mais dans ces conditions,
depuis un certain temps, Kepler (dans l¢ Dolio Austriaco), Cavalieri , Fermat . Huvgens et Wallis auraient
connu le Calcul différentiel, et qui donc n'utilise pas ces indivisibles!? ou infiniment petits ? Huygens en
revanche, qui, sans nul doute, n'ignorait pas les méthodes des fluxions, tout aumtant que ces adversaires les

connaissent et les utilisent, eut 'équité de reconnaitre que ce Calcul allumait une clarté nouvelle en géométrie

8Quand commencent les attaques de Fatio, en 1699, Wallis et Tschirnaus sont encore en vie. Mais en 1712,
date du rapport défavorable remis par ta Royal Society, les trois hommes sont morts.

9 Commercium epistolicum, en latin

10Mercator divise en puissances croissantes 1 par I + x. En portant en ordonnée on obtient une

+x
hyperbole équilatére. L'intégration terme a terme de la série obtenue donne l'aire d'un espace hyperboligue. dont
on sait depuis Grégoire de Saint Vincent qu'il permet de calculer les logarithmes.
11 Cette méthode est développée dans I'Epistela Prior (1676), qui sera traduite dans un prochain numéro.
Comme I'explique son auteur, ¢lle lui a ¢t¢ inspirée a la fois par la formule du bindme et par les techniques
médiévales d'extraction de racines sous forme de tablecaux. On n'y trouve en effet aucune trace de la "méthode
des fluxions», publiée pour la premiére fois en 1687,
12La méthode des indivisibles est théorisée par Cavalieri en 1653. Cf. Mnémosyne, Numéro spécial. Histoires
de pyramides, ch 4.

14



et en reculait désormais les limites de fagon étonnante. Et vraiment, il n'est vena a l'idée de personne, avant
Leibniz, de constituer un Algorithme propre au nouveau calcul, qui permet d'affranchir l'imagination d'une
attention continuelle aux figures, ce que Viéte et Descartes avaient réalisé en géométrie ordinaire (ou géométrie
d'Apolionius) ; mais Descartes avait clairement exclu de son calcul ies domaines plus élevés touchant i la
géométrie d'Archiméde et les lignes que, pour cette raison, il appelait mécaniques!3. Mais en réalité, déja la
géométrie enticre, dans toute son extension, a été soumise au calcul nouveau de Leibniz, le calcul Analytique, et
les lignes mécaniques de Descartes, les transcendantes elles-mémes, ont aussi été réduites 3 des équations
spécifiques, en considérant les différences dx, ddx, etc.- ainsi que les sommes qui sont les inverses de ces
différences - comme des fonctions de x, et en les introduisant ainsi dans le calcul alors qu'auparavant on n'avait
pas employé d'autres fonctions que x, xx, 3, Vx , etc. cest-a-dire des puissances et des racines. Par
conséquent, on peut comprendre que ceux qui ont exprimé ces quantités [différentielles] par zéro, comme
Fermat, Descartes!4 et ce rival en personne, dans scs Principia publiés en 16**, sont restés par ce fait trés
éloignés du calcul différentiel car, dans ces conditions, on ne peut distinguer ni les ordres de différences. ni les
fonctions différentielles des diverses quantités.

Eh bien, que de telles méthodes aient ét€ mis en oeuvre par quelqu'un avant Leibniz, il n'en reste pas la
moindre trace nuile part. Et 'on pourrait, avec autant de droit que la partie adverse revendique pour Newton la
découverte de méthodes de ce genre, revendiquer aussi bien celle de I'analyse cartésienne pour Apollonius, qui
détenait I'idée essentielle, a défaut du calcul hui-méme.

En conséquence, les nouvelles inventions dues au calcul différentiel n'ont pas été connues des disciples
de Newton, qui n'ont pu ni produire de découverte dune quelconque importance. ni méme éviter les
paralogismes, jusqu'a ce qu'ils aient appris le calcul de Leibniz, comme on peut le voir dans la recherche du
probiéme de la chainette par David Gregory.

Or ces chercheurs de querelle ont eu 'audace d'abuser du nom de la Société Royale d'Angleterre, qui
plus tard a pris soin de faire savoir qu'elle n'avait rien publié de définitif 4 ce sujet (ce qui est digne de son
€quité), alors que les deux parties n'avaient pas été entendues, et que notre ami en personne ne savait méme pas

que la Société avait entrepris une enquéte sur ce sujet : du reste, on aurait di lui communiquer les noms de ceux

13 Descartes accepte comme “géométriques” les courbes du second degré comme les coniques, étudiées par
Apollonius, mais rejette, sous le nom de "mécaniques”, celles de degré supérieur ou de nature transcendante.
comme la spirale ¢' Archiméde.

14¢f *La querelle entre Descartes et Fermat 4 propos des tangentes", Mnémosyne n°2.
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a qui 1a Société allait confier la tiche de faire un rapport!> pour qu'ils puissent étre soit récusés, soit instruits de
l'affaire. Quant a l'auteur méme, surpris que sa bonne foi fiit attaquée non par des arguments, mais par des
fictions, il a considéré que des accusateurs de ce genre ne méritaient pas de réponse : il tenait pour certain que,
devant ceux qui ne sont pas versés en cette matiére (c'est-a-dire la majorité des lecteurs), il plaiderait sa cause
en vain €t qu'en revanche, ceux qui s'y entendaient reconnaitraient aisément l'injustice des accusations.

Il était par hasard absent de chez lui quand ses adversaires ont répandu ces calomnies ; de retour aprés
un intervalle de deux ans, absorbé par ses affaires, il n'a pas pu retrouver et examiner ce qui lui restait de son
ancienne correspondance, de maniére a se remettre en mémoire des événements aussi lointains, c'est-a-dire
datant de plus de quarante ans auparavant ; en effet, il n'avait pas conservé de copies de la plupart des Iettres

qu'il avait écrites autrefois, et celles que Wallis a regues en Angleterre et publides (avee le consentement de

F'auteur) au troisiéme tome de ses Qewvres!®, Leibniz lui-méme, pour la plupart, ne les possédait pas.

Cependant, les amis n'ont pas manqué, qui avaient le souci de sa remommdée : suriout un

Mathématicien contemporain de premier rang”, trés versé dans cette théorie, qui n'était engagé envers aucun
des deux camps, et dont la partic adverse avait, en vain, tenté de gagner par ruse la bienveillance, a proclamé
en toute bonne foi, en donnant les raisons de son jugement - et il a rapporté que cela n'était pas équitablement
porté a la connaissance publique - qu'il i semblait que ce rival n'avait non seulement pas découvert le calcul
différentiel mais encore ne l'avait méme pas suffisamment compris, Un autre ami!® de l'inventeur a mis en
lumiére ces critiques et d'autres encore dans un court pamphlet pour rabattre de vaines vantardises.

Mais il vaut surtout la peine de connaitre la voie méme et la méthode par lesquelles l'inventeur est
parvenu a ce nouveau genre de calcul : en effet, elles sont restées jusqu'a présent ignorées du public, peut-étre
méme de ceux qui voudraient étre pour une part dans son invention ; aussi s'%était-il résolu a exposer et
transmettre I'évolution de ses recherches en analyse, en partie de mémoire. en partie d'aprés ce qui demeure
consigné dans les restes de quelques vieux manuscrits, et ainsi a éclairer. dans un petit Traité en régle.

I'Histoire de cette haute Mathématique et I'art d'inventer lui-méme. Mais comme ce projet ne pouvait alors se

1511 faudra attendre une enquéte de de Morgan en 1852 pour connaitre la liste compléte des membres de la
comumission !

16 s'agit des lettres de 1676, publiées en 1699 dans F'dlgébre.
1711 s'agit de Jean Bernoulli, qui releve une erreur dans la Proposition X du Livre 11 des Principia.
18 probablement Leibniz lui-méme, dans un pamphlet anonyme, publié en 1713,
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réaliser 4 cause d'occupations urgentes, l'auteur laissa dans l'intervalle un ami bien informeé éclairer brievement

une partie de ce qu'il fallait dire et satisfaire un peu de la curiosité du public.

L'auteur de cette nouvelle Analyse, dans la fleur de sa jeunesse, avait joint aux études d'histoire et de
jurisprudence des réflexions plus €levées pour lesquelles il avait un goiit inné et, entre autres, il prenait plaisir
aux propriétés et combinaisons des nombres : il avait méme publié un opuscule sur 1'4rr Combinatoire en 1666
- plus tard réimprimé sans I'avis de auteur. Et encore tout jeune, alors tourné vers la logique, il avait remarqué
que l'analyse ultime des vérités qui dépendent de la raison se réduit 4 deux choses : les définitions et les vérités
identiques, les seules parmi les vérités nécessaires, 4 étre vraiment primitives et indémontrables : comme on Iui
objectait que les vérités identiques ne sont que des bagatelles inutiles, il donnait la preuve du contraire sur des

exemples : entre autres, il indiquait déja alors que ce grand Axiome : "Le Tout est plus grand que la partie”, se

démontrait par un syllogisme, dont Ia majeure était une définition et la mineure une proposition identique!?.
En effet, si de deux choses, I'une est égale a une partie de l'autre, on appelle Ia premiére "la plus petite”, et la
deuxiéme "la plus grande" : ce qui est la définition. Par conséquent, si l'on ajoute & cette définition I'axiome
identique et indémontrable suivant : "fout ce qui est doué de grandeur est égal a soi-méme”, ou "A = A". on
obtient le syllogisme :

- "Toute chose égale a une partie d'une autre est plus petite que cette autre” (par définition),

- Une partie est €gale 4 une partie du tout (c'est-a-dire 4 elle-méme par vérité identique).

- Donc "1a partie est plus petite que le tout" C.Q.F D.

Par la suite, il observait que, 4 partir de ceci : "A = A" ou 2 partir de son équivalent ;: "A - A = Q"
(comme on peut le voir au premier abord, sans aller plus loin), on tire une trés belle propriété des différences a

SavoIr :

A-A+B -B+C -C+D ~D+E —-E =0
+L +M +N +P

19 Cette démonstration du fait que "le tout est plus grand que la partie" figure dans plusieurs fragments de
manuscrits, le plus ancien datant de 1679 . D'aprés Louis Couturat (La logique de Leibniz. Félix Alcan, 1901),
Leibniz s'oppose a Descartes dans sa théorie de la vérité: "pour savoir si I'on peut et si I'on doit démontrer une
proposition, il ne faut pas s¢ demander si elle est évidente ou indubitable, ni méme si on la congoit clairement
et distinctement, mais si elle est identigue, ¢'cst-a-dire réductible au principe d'identité”. Un echange au sujet de
cet axiome particulier a lieu en 1696 avec Jean Bernoulli. Cet axiome est proposé par Euclide et déja discuté
par Hobbes.
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Si maintenant, on pose que A, B, C, D, E sont des quantités croissantes et que les différences des deux quantités
consécutives B-A, C-B, D-C, E-D, sont appelées L, M, N, P, il s'ensuit alors que :
A+L+M+N+P-E=0, ou: L+M+N+P=E-A,
c'est-a-dire que la somme des différences entre termes consécutifs (quel que soit le nombre) est égale a la
différence entre les deux termes extrémes.

Si, par exemple, 3 la place de : A, B, C, D, E, F, on prend des nombres carrés : 0, 1, 4, 9, 16, 23, on

découvrira, en fait de différences, les nombres impairs : 1, 3, 5, 7, 9.

De maniére évidente, on aura ;
1+3+5+7+9=25-0=25,
ct:3+5+7+9=25-1=24,
et Fon obtiendra le méme résultat, quel que soit le nombre de termes ou de différences et quels que soient les
termes choisis comine extrémités.

Prenant plaisir & une découverte aussi facile et agréable, notre jeune homme s'essayait 4 différentes
séries numériques, et parvenait méme 4 des différences secondes (ou différences de différences) et 4 des
différences troisiémes (ou différences entre différences de différences) et ainsi de suite,

De cette manicre, il observait que s'annulent les différences secondes des nombres entiers naturels
(c'est-a~dire des nombres pris dans l'ordre & partir de zéro), que s'annulent les différences tierces des carrés
obtenus a partir des nombres naturels, que s'annulent les différences quatriémes des cubes, les différences
cinquiémes des bicarrés, les différences sixiemes des nombres élevés 4 la puissance 5 et ainsi de suite : et il
observait que la différence premiére des nombres entiers naturels était constante et égale a 1, que la différence
seconde des carrés était ¢gale & 1.2 = 2, que la différence troisi¢éme des cubes était égale 4 1.2.3 = 6. Ia
différence quatriéme des bicarrés & 1.2.3.4 = 24, la différence cinquigme des nombres élevés 4 la puissance 5
égale a 1.2.3.4.5 = 120, et ainsi de suite; observations que d'autres pouvaient faire depuis quelque temps, mais,

pour l'auteur, elles étaient neuves et invitaient 4 continuer par leur agréable facilité .

Cependant, il réfléchissait surtout 4 des nombres qu'il appelait "combinatoires”, dont on connait cetie

table :
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1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
1 3 6 10 15 21
1 4 10 20 35 36
1 3 15 35 70 126
1 6 21 56 126 252
1 7 28 84 210 462

Tout suite horizontale ou verticale contient toujours les différences premiéres de la suite
immeédiatement consécutive, les différences secondes de ia suite qui lui succéde en second lieu, et les
différences troisiémes de la suite qui lui succéde en troisiéme lien, ¢tc...; ¢t n'importe quelle suite hotizontale ou
verticale contient les sommes de la snite qui la précéde immédiatement, les sommes des sommes (ou sommes
secondes), de la suite gui la précéde en second lien, les sommes troisiémes de la suite qui la précéde en
troisi¢me liew.20
Pour ajouter quelque chose qui n'est peut-étre pas banal, il découvrait aussi des théorémes a propos des

différences et des sommes qui sont les suivantes? ! :

Lasuite a, b, ¢, d, ¢, etc ... décroissant 4 I'infini, soient ;

les termes a b c d e etc ...
les différences 1¢res f g h i k etc ...
les différences 2emes I m n 0 p etc ...
les différences 3émes q r s t u etc ...
les différences 4émes 3 ¥ B £ ) etc ...
etc ... A U v p c  efc..

On pose "a" comme terme premier et "©" comme terme dernier. L'auteur trouvait alors
a-o=1f+lg+lh+li+ik+etc
a-o=11+2m+3n+40+5p+etc
[1] a-o=1q+3r+6s+10t+15u+etc

a-o=1p+4y +108 +20e +350 +etc, etc.

20Ces propriétés se retrouvent aisément en notant Clisj 1'élément du tableau situé sur la iéme ligne et jiéme

colonne (mumérotées & partir de l'indice 0).
2l es chiffres entre [ ] renvoient a la présentation du texte p. 9 et 10. pour quelques compléments

mathématiques
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et en sens inverse :

+1f
-11
+1f +1iq
-21 -1
+ 1f +3q +1A
[21 a-o= -31 -4 8
+1f +6q etc.
-41 etc.
+1f eic.
etc.
ete.

Par conséquent, en adoptant la terminologie introduite plus tard par l'auteur, et en appelant y n'importe
quel terme d'une suite (et dans ce cas méme a = y), on pourra appeler la différence premiére dy, [a différence
seconde ddy, la différence troisiéme d3y, la différence quatriéme d4y, et en appelant X n'importe quel terme
d'une deuxiéme suite, on pourra appeler la somme de ces termes [x, la somme des sommes (ou somme seconde)
[Ix, la somme troisiéme J3x, et la somme quatriéme [4x.

Si l'on pose ensuite que : 1+ 1+ 1+ 1 + ete, sont égaux 3 x, c'est-A-dire que x représente les

nombres naturels, dont la différence premiére dx = 1, alors ;
1+2+3+4+5+etc font Jx
et 1+3+6+10+etc font _Ux

1+ 4+ 10 + 20 + etc font [3x

1+5+15+ 35 + etc font J4x
et ainsi de suite.

D'ott finalement, il résuite :
3] y-a)=dy.x-ddy.fx+d3y.ffx-d4y.f3x+etc,
ce qui est égal 2y, si I'on convient de continuer 3 l'infini ¢'est-3-dire de rendre @ = 0.

D'on il s'ensuit la somme de 1a suite v elle-méme, soit

[4] fy=yx-dy. Ix+ddy fix-d3y. Px+etc??

22 Ce résultat est géndéralement attribué a Jean Bernoulli qui le donne dans les 4dcta Eruditorum en 1694, ou i
Brook Taylor qui I'obtient comme cas particulier de son théoréme général (publié en 1715},
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Or, ces denx théorémes ont pour propriét€ remarquable d'étre également valides dans les deux calculs
différentiels, aussi bien le Calcul différentiel numérique que le Calcul différentiel infinitésimal : nous parlerons
plus bas de la distinction 3 établir entre eux.

Or, l'application des vérités numériques 4 la Géoméltrie, ¢t la considération des suites infinies étaient
alors complétement inconnues de notre jeune homme, qui se contentait, non sans plaisir, de I'observation des
propriétés de ce genre dans les suites des nombres. Et, en dehors des régles pratiques les plus banales, il ne
connaissait rien en Géomeétrie, 4 peine avait-il lu Euclide avec assez d'attention, absorbé comme i} I'était par des
études totalement différentes. Par hasard toutefois, il tomba sur la Contemplation pleine d'agrément des
Courbes de Vincent Léotaud, ol cet auteur traitait des différentes quadratures des lunules et sur la Géomiérrie
des Indivisibles de Cavalieri : il les regarda un peu, et la facilité des méthodes lui plaisait, mais il n'avait pas du
tout le courage alors de se plonger dans cette Haute Mathématique, bien qu'll se consacrit juste aprés 3 I'étude
de la Physique et de la Mécanique pratigue comme on peut fe voir d'aprés l'opuscule édité sous le titre de
I'Hypothése de la Physigue.

Il était alors admis parmi le Conseil de Révision du trés Noble Electeur de Mayence : aprés avoir
obtenu du trés gracicux et trés puissant Prince (qui avait pris le jeune homme & son service, au moment ol
celui-ci devait entreprendre un assez long vovage) la permission de continuer sa route, il partit pour Paris en
1672. L4, il vint a connaitre un homme supérieur : Christian Huygens ; I'auteur a toujours reconnu que c'est 4
Fexemple et aux conseils de Huygens qu'il doit son initiation a la haute Mathématique. Huygens publiait
justement 2 cette époque son ouvrage Sur les Pendules. Comme il en avait apporté un exemplaire en cadeaun au
Jjeune homme, et que, pendant la conversation il avait remarqué que ce dernier ne connaissait pas suffisamment
la nature du Centre de gravité, il hui exposa en peu de mots ce que c'était, et comment il pouvait étre déterming.
Cela reveilla de sa Iéthargie notre jeune homme qui se jugeait indigne d'ignorer des notions de ce genre. Mais,
a ce moment-13 du moins, I'auteur ne put s'adonner i ces études et bientdt, vers la fin de Fannée, il fit la
traversée vers I'Angleterre, en compagnie de I'Ambassadeur de Mayence, avec qui il se fixa 1a-bas pendant
quelques semaines ; c'est Henri Oldenbourg, alors secrétaire de !a Société Royale qui I'a introduit auprés de
cette illustre Association, mais il ne s'est entretenu avee personne de Géométrie (matiére ol lui-méme avait
alors une connaissance ordinaire) ; mais comme il ne négligeait pas la chimie. il rencontra & plusieurs reprises
I'iliustre Robert Boyle, et comme il s'était trouvé, par hasard, en présence de Pell et lui avait exposé certaines de

ses remargques sur les nombres, Pell répondit que ce n'étaient pas des nouveautés et que. récemment. Nicolas
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Mercator, dans sa Quadrature de I'Hyperbole, avait montré que les différences (si elles sont prises de facon
répétée) des puissances des nombres naturels finissaient par s'annuler. Ce fut I'occasion pour notre jeune
homme de chercher le livre de Mercator.

L'auteur ne connaissait pas alors Collins ; avec Oldenbourg, il discutait seulement de littérature, de
physique et de mécanique, mais pas un seul mot ne fut échangé sur la haute Géométrie, et & plus forte raison
sur les séries de Newton, En effet, il était complétement éiranger & ces matiéres, excepié les propriétés des
nombres (et encore s'en était-il bien peu occupé) : c'est ce qu'il a suffisamment montré dans les lettres,
échangées avec Oldenbourg, qui ont ¢té récemment publiées par ses adversaires ; la méme constatation
apparaitra sans aucun doute dans les lettres qui, selon les adversaires, ont été conservées en Angleterre jusqu'a
présent ; mais, ils les ont passées sous silence parce que - je le crois fermement - elles laisseraient assez voir
qu'il n'y a eu aucune correspondance, jusqu'alors, entre Oldenbourg et I'auteur au sujet de la géométrie :
pourtant, les adversaires veulent faire croire ( et sans méme produire la moindre preuve ! ). que déja 4 cette
¢époque, Oldenbourg a communiqué 4 'auteur tous les résultats de Collins, Gregory et Newton, ¢n sa possession.

Il fut de retour d'Angleterre en France en 1673 et comme le trés noble Electeur de Mayence, gréiice
auquel il avait €t¢ attaché au service de Mayence, avait entre-temps achevé sa vie, 'auteur, désormais plus libre,
se mit, sur le conseil de Huygens, a étudier I'Analyse cartésienne (autrefois hors de sa portée), et comme

introduction a la géométrie des quadratures, il consulta la Vue d'Ensemble de la Géométrie de l'estimable

Fabri, Grégoire de St-Vincent et un petit livre de Dettonville (c'est-a-dire de Pascal)23.

A la suite d'un exemple de Dettonville, 'auteur fut iHuminé par une idée que Pascal lui-méme - ce qui
est étonnant - n'avait pas apercue. En effet, lorsque celui-ci démontre le théoréme d'Archiméde sur la superficie
de la sphére ou la mesure de ses parties, il se sert d'une méthode, selon laquelle la superficie de tout solide de
révolution peut se ramener a celle d'une figure plane qui lui est proportionnelle?4. De 14, notre jeune homme

¢labora le théoréme général suivant : les portions de droites perpendiculaires i la courbe comprises entre I'axe

23Nous n'avons pas retrouvé ce texte. Il s'agit peut-étre du travail sur la cycloide.

24En termes modernes, si A désigne l'aire du solide de révolution autour de Oz engendré par la courbe (G)

d'équation y = r(z) et s l'abscisse curviligne de (G),ona: A = 27:_[ rds. ce qui revient § calculer la surface en
G

additionnant celles des anneaux (courbes) de rayon r(z). Mais l'aire de chaque anneau peut étre calculée grace &
l'aire d'une figure plane définie dans l¢ "théoréme général” qui suit.
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et la courbe, ordonnées par rapport 4 l'axe et prises normales a celui-ci, donnent une figure proportionnelle au

moment de la courbe autour de I'axe?5,

Comme il avait montré ce théoréme a Huygens, ce dernier fut enti¢rement d'accord et reconnut que.
grice a ce théoreme, l'auteur avait découvert la superficie du cone parabolique, et d'autres superficies du méme
genre, que Huygens avaient posées sans démonstration dans son ouvrage Sur ['oscillation des Pendules, de

nombreuses années auparavant,

Notre jeune homme, stimulé par ces découvertes, aprés avoir

constaté la fécondité de ses réflexions, ¢t comme il n'avait d'abord T\ 01z 22 o
considéré que les infiniment petits du type des intervalles entre les f)‘( 1Y
ordonnées, conformément 3 la méthode de Cavalieri, imagina un ax preeneeee : 2y
1L
Triangle:26 qu'il appela "caractéristique”, 1 YD2Y, dont les cotés DY ol
et D2Y, égaux 4 1X7X et 1Z7Z respectivement, étaient des portions E
P
des coordonnées ou des coabscisses AX et AZ et le troisiéme coté H ,?

1Y2Y étaient la portion de {angente TC2 (que l'on trace si nécessaire).

I semblait toujours possible d'assigner des triangles semblables a ce triangle caractéristique, bien
qu'inassignable ou infiniment petit. Soient en effet : A|XX et A[ZoZ, tracées perpendiculairement l'une par
rapport & l'autre , les coabscisses AX et AZ, les coordonnées YX, YZ, la tangente TOY, la normale PYTI. les
sous-tangentes XT et ZO, les sous-normales XP et ZI1 ; enfin, on méne EF parallélement a I'axe AX et la
tangente TY rencontre EF au point Q2 , & partir duguel on méne la perpendiculaire QH a I'axe ; il en résulte les
triangles semblables 1YD2Y, TXY, YZO, TA®, YXP, [1ZY, ITAP, THQ et d'autres de ce genre, cn plus grand

nombre si 'on veut.

25 Ce résultat est démontré trois paragraphes plus loin (cf nole 24). La propriété se trouve déja dans les Lectiones
Geometricas de Barrow, Lect XII, Prop 1,23, publiées en 1670. Notons que Leibniz affirme dans ce texte avoir découvert
Barrow ultéricurement.

26 Nous avons conservé Ia notation de Leibniz, qui place l'indice & ganche de la lettre
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Par exemple”, 4 cause des triangles semblables [ YD2Y et 2Y2XP, il résulte que :
P2Y x 1YD = 2Y2X x 2Y1Y, c'est-2-dire que la normale P2Y multipliée par | YD (ou par le segment d'axe
1X2X) est égale 4 I'ordonnée 2Y2X multipliée par le segment de courbe 2YY, clest-d-dire quielle est égale au
moment du segment de courbe autour de I'axe. Par conséquent, on obtient 1a totalité du moment de la courbe en
faisant la somme des normales multipliées par les portions d'axe.

Et 4 cause des triangles semblables 1YD7Y et THC, il résulte :
1Y2Y 1 2YD = TG : QH, soit QH. 1Y2Y = TQ. 2YD, c'est-a-dire que la longueur constante Q H multiplide
par le segment de courbe 1Y2Y , est égale 4 TQ muitipliée par 2YD, (ou par le segment de coabscisse 1Z2Z).
Par conséquent, la figure planc formée par les droites TQ) portées orthogonalement sur l'ordonnée AZ en ZZ

est égale A la courbe rectifiée multipliée par la longueur constante HQ.

De la méme fagon, 4 cause des triangles semblables [ YD2Y et Y2 XP, il résulie que
1YD : D2Y = 2Y2X : 2XP et surtout : 2XP. 1YD = 2Y2X . D2Y : c'est-d-dire que les sous-normales 7XP
multipliées par les [portions] d'axe 1YD ou 1X2X sont égales aux ordonnées 2Y2X multiplides par leurs
éléments D7Y.

Cependant, des droites qui croissent 4 partir de zéro, multiplides par leurs éléments [d'accroissement],
forment un triangle. En effet, soit toujours AZ = ZL, on obtient le triangle rectangle AZL qui est la moitié dy
carré de ¢dté AZ. C'est pourquoi la figure formée par les sous-normales multipliées par les éléments d'axe est

toujours égale 4 la moitié du carré ayant pour cdté 1'ordonnée correspondante.

Par conséquent, pour trouver la superficie d'une figure donnée, on cherche une autre figure dont les
sous-normales soient ¢gales aux ordonnées de la figure donnée : cette autre figure sera la quadratrice de la

figure donnée.

Ainsi, grice a4 ce raisonnement trés aisé, nous réduisons le calcul des superficies de solides de

révolution aux problémes de quadratures planes et de rectifications de courbes ; en méme temps, nous réduisons

27 cet exemple prouve le théoréme énoncé plus haut ( cf. note 22). Le moment de la courbe autour de 'axe AT

estf z ds (en notant par z les ordonnées). Leibniz calcule la longueur n de la portion de normale comprise entre
le point Y de coordonnées (x, z(x)) et I'axe. En reportant cette Jongueur normalement 4 1'axe. on obtient une
autre courbe définie par Z= n. Alors z ds = n dx est la portion d'aire délimitée par 'axe, deux normales a l'axce
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le probléme des quadratures au probléme inverse des tangentes. Apres ces découvertes, notre jeune homme
consigna un grand nombre de théorémes (dont beaucoup ne manguaient pas d'élégance) dans un livre divisé en
deux parties : ent effet, une partie se limitait aux quantités assignables, selon la méthode de Cavalieri, Fermat et
Fabri, mais aussi de Gregory, de St Vincent, des traités de Guldin et de Dettonville; quant 2 l'autre partie, elle
concernait les quantités inassignables et faisait progresser la Géométrie beaucoup plus loin. Plus tard.
cependant, notre jeune homme négligea de poursuivre, aprés s'étre aper¢u que Huygens, Wallis, Wren, Van
Huraet et Neil, et méme Jacques Gregory ainsi que Barrow avaient employé la méme méthode et I'avaient
perfectionnée. Toutefois, il n'a pas semblé inutile dexposer en ce lieu (comme ce discours le montre
clairement), par quels degrés on est parvenu a la haute Géométrie afin de diriger, comme par la main. ceux qui,
novices encore dans les domaines les plus cachés de la Géomeétrie, souhaitent s'élever plus haut.

En 1673, et pendant une partie de 1674, Leibniz se rendit & Paris. Mais en 1674 (pour autant qu'il
puisse s'en souvenir) il tomba en Arithmétique sur cette célébre Quadrature:28 qui mérite bien que I'on expose
selon quelle méthode elle a été réalisée. D'habitude, ies Géométres décomposaient les figures en rectangles, en
tragant des droites parallcles aux ordonnées. Lui-méme eut I'occasion par hasard de résoudre une figure en

triangles, formés par des droites concourantes en un seul point : il examina comment on pouvait obtenir

quelque chose de neuf, donc de commaode, T
Soit Ia courbe AYB, on trace autant de droites N
AY que l'on veut, on trace a_ussi un axe quelconque AC, A o M £
et une droite AE perpendiculaire 2 AC, ou "co-axe" ; la T -Z \
tangente a la courbe en y coupe l'axe et le co-axeen T
v N R 2
¢t ®. A partir de A, on méne sur 1a tangente TY la D
perpendiculaire AN ; il est manifeste que le triangle
élémentaire A1Y2Y est égal 4 la moitié du rectangle ¢
ayant pour cdiés l'élément de courbe 1Y2Y et la Y heeeeee e (.) ................ Z
normale AN, )
B

distantes de dx et cette courbe auxiliaire. Ce genre de courbe auxiliaire s'appelle une "quadratrice”.

28 11 s'agit de l'expression de I'sire du cercle unité sous forme de série. Le procédé est détaillé dans le texte de
probléme inspiré de la "lettre 4 La Roque”, p. 49 de ce méme numéro.
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On trace alors le triangle caractéristique mentionné ci-dessus 1 YD2Y, dont I'hypoténuse est la portion
de tangente ou I'élément d'arc, et les coiés sont paralléles 4 l'axe et au co-axe ; de maniére évidente, 4 cause des
triangles semblables AN® et ;YD2Y, il y aura :
1Y2Y 1 1YD = AG : AN, soit: A® . 1YDon A® .|XoX = AN . |Y2Y = (d'aprés ce qui a été dit ci-dessus)
au double du triangle AjY?Y.

C'est pourquoi, si I'on imagine que toute longueur A@ est translatée sur XY (on effectue le tracé, si
neécessaire) de telle fagon que A® soit reportée sur XY en XZ, on obtiendra alors le triangle mixtiligne AXZA
qui est égal au double de Ia surface AYA, comprise entre le segment de droite AY et le segment de courbe YA.
On obtient ainsi ce que Leibniz avait appelé des figures de segments ou des figures proportionnelles a des
segments.

La méme méthode donne un bon résultat lorsqu'on prend le point A hors de la courbe ; on a alors des
triangles mixtilignes, proportionnels aux secteurs délimités par des lignes concourantes en ce point. Bien plus,
dans le cas ol celles-ci n'ont pas leur extrémité sur une ligne droite mais sur une courbe (qu'elles touchent l'une
apres l'autre), elles n'en permettaient pas moins, pour cela, des théorémes utiles ; mais ce n'est pas ici le lieu de
poursuivre des développements de ce genre.

11 suffit, pour notre but, de ne considérer la "figure de segments" que dans le cas du cercle. Si le point
A est placé au début du quadrant AYQ (cf. fig), 1a courbe AZQZ coupera le cercle a l'extrémité du quadrant en
( et, décroissant 4 partir de ce point, sera asymptotique 3 la base BP (perpendiculaire au diamétre en son autre
extrémité B). Cependant, toute la figure de dimension infinie, comprise entre le diamétre AB, la base BP, etc...,

et la courbe asymptote par rapport a 1a base AZ QZ, elc..., sera égale au cercle de diamétre AB.

Pour en venir au point qui nous intéresse, le rayon du cercle étant pris comme unité, AX ou ©Z étant

2zz.

désigné par x, et A® ou XZ par z, il en résultera que x = ]
+ ZZ

Or, la somme des x sur A®, soit, comme nous le disons aujourd'hui ; I xdz, estle triangle mixtiligne
A®ZA complémentaire du triangle mixtiligne AXZA2%, qui nous l'avons montré, est égal au double du

segment circulaire [délimité par l'arc A1Y et la droite AjY].

2% @, Z, et X doivent correspondre au méme point. Sur la figure, prendre par exemple AGZA et A, XZA.,
Notons que le passage d'une aire a l'autre correspond a une intégration par parties, comme Leibniz l'explique
plus loin (voir note 35)
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L'auteur a obtenu de méme par la méthode des métamorphoses30 le résultat qu'il a envoyé en

. . - . 2zz
Angleterre. II s'agit de faire la somme de tous les Vi—-xx=1y. Soity= +1 F x z. D'ou x= " . et
+ 2z
_tzz+l
zz+1

Ainsi, de nouveau, il est seulement nécessaire de sommer des nombres rationnels3 !

Cette méthode a paru nouvelle et élégante, méme aux yeux de Newton, mais il faut reconnaitre qu'elle
n'est pas universelle. En réalité, il est ¢vident que, par cette méthode, on obtient I'arc A partir du sinus et
d'autres résultats de ce genre, mais indirectement. C'cst pourquoi, aprés avoir entendu dire que Newton avait
déduit ces résultats directement, grice 4 sa méthode d'extraction des racines, notre jeune homme désira en

prendre connaissance.

Alors, immédiatement, il apparut que la méthode suivie par Nicolas Mercator pour la Quadrature de
I'Hyperbole, en employant une série infinie, permettrait aussi de réaliser celle du cercle, malgré I'asymétrie, en
divisant par 1 + zz tout comme Mercator avait divisé par 1 + z. Bientdt, l'auteur découvrit un théoréme général
pour caleuler l'aire d'une figure conique pourvue d'un centre. En effet, le secteur délimité par I'arc de section
conique qui part du sommet et par les droites joignant le centre aux extrémités de Farc est égal au rectangle

ayant pour cdtés le demi-axe horizontal et une droite de longueur :
1 1 I

t2 B +- 5~ 17 etc....
3 5 7

en posant que "t" est 1a portion de tangente au sommet ( comprise entre ce sommet ¢t la tangente & l'autre
extrémite de I'arc) et que l'unité est le carré ayant pour ¢oté le demi-axe ou bien le rectangle ayant pour cotés le
demi-axe vertical et le demi-axe horizontal et que la notation + signific + dans le cas de I'hyperbole, mais —
dans le cas du cercle et de l'ellipse. Par conséquent, en prenant le carré du diamétre comime unité, il en résultait

l'aire du cercle :

30 Ou" méthode des transmutations”
31 cela revient 4 effectuer un changement de variable pour se débarrasser du radical
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Comme notre auteur avait montré 4 Huygens cette découverte avec sa démonstration, ce dernier lui en
fit beaucoup de louanges : lorsqu'il renvoya a Leibniz la dissertation, il ajouta. dans une lettre, que celle
découverte resterait toujours dans la mémoire des Géomeétres et qu'elle suscitait l'espoir de parvenir peut-étre,
un jour 4 la solution générale, en mettant en évidence la véritable valeur de l'aire du cercle ou bien en
démontrant qu'il est impossible de I'exprimer en quantités admises. Sans nul doute, ni Huygens, ni l'inventeur,
ni personne d'autre 4 Paris (c'est un fait reconnu) n'avait rien entendu dire au sujet d'une série rationnelle
infinie donnant l'aire du cercle (ce qui, comme on 1'a constaté plus tard, a &¢ inventé par Newion et Gregory).
Assurément, Huygens n'en savait rien, comme il est évident d'aprés sa lettre, ci-jointe ; c'est pourquoi Huygens
crut que c'était la premiére fois qu'une démonstration avait été donnée de I'expression exacte de l'aire du cercle
par une série de quantités rationnelles. Ce fut aussi l'opinion de i'inventeur {confiant dans l'avis de Huvgens,
qui était trés habile en ces matidres) et, pour cette raison, il écrivit, en 1674, ces deux lettres & Oldenbourg que
ses adversaires ont publiées et on il annonce sa méthode comme une nouvelle invention : "il a, le premier de
tous, sans aucun doute, découvert la surface du cercle exprimée par une série de nombres rationnels, ce qui
avait déja éi¢ démontré (¢'était bien établi) dans le cas de I'hyperbole”. Or, si 4 Londres, 'année précédente,
Oldenbourg lui avait communiqué les séries de Gregory et de Newton. l'impudence de Leibniz devait étre
extréme pour oser écrire en ces termes, - ¢t surprenants l'absence de mémoire ou la complicité d'Oldenbourg,
puisqu'il ne condamna pas I'hypocrisie de Leibniz ! - En effet, les adversaires produisent la réponse ou
Oldenbourg révéle simplement (“je ne voudrais pas que vous lignoriez", dit-il) que des séries semblables
étaient connues ¢galement de Gregory et de Newton ; il les lui communiqua I'année suivante exactement. dans

une lettre (que les adversaires publient) écrite au mois d'avril.

Par conséquent, on peut s'apercevoir comme ils ont ét¢ aveuglés par Penvie ou armés de malveillance,
ceux qui osent maintenant inventer de toutes piéces qu'Oldenbourg avait communiqué 4 Leibniz des nouvelles
de ce genre déja 1'année précédente ; pourtant, un peu d’aveuglement se méle & la malveillance, car ils n'ont pas
vu qu'ils produisaient les preuves qui détruisent leurs mensonges (au lieu de supprimer complétement ou en

partie ces lettres et celles d'Oldenbourg, comme ils I'ont fait pour d'autres missives).

D'ailleurs, l'auteur commencga bien entendu 4 correspondre avec Oldenbourg sur de la Géométrie

seulement 4 partir du moment ou il jugea qu'il avait découvert quelque chose digne d'étre communiqué, car il
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était auparavant novice dans ces études. En revanche, les premiéres lettres de Paris, datées des 30 mars, 26
avril, 24 mai, 8 juin 1673 que les adversaires ont, disent-ils, en leur possession, mais qu'ils suppriment avec les
réponses d'Oldenbourg, ces lettres ont sans aucun doute traité de sujets différents et ne leur ont rien montré qui
puisse rendre plus crédibles ces prétendues communications de la part d'Oldenbourg.

Par ailleurs, lorsque notre auteur entendit dire que Newton et Gregory étaient parvenus 3 des séries en
employant l'extraction des racines, il admit que c'était nouveau pour lui ; au début, il ne comprit pas bien et le
reconnut avec franchise ; il chercha 'explication de quelques points, surtout du cas des séries réciproques ot il
s'agit, a partir d'une séri¢ infinic donnée, d'extraire une racine au moyen d'une autre série infinie. Par
conséquent, ce que ses adversaires ont imaginé est évidemment faux - A savoir la communication par
Oldenbourg des ¢crits de Newton ; en effet, dans ces conditions, il n'aurait pas eu besoin de demander une
explication ; mais plus tard, lorsqu'il se mit 4 développer le calcul différentiel, il imagina un nouvel art , de loin
le plus universel, de trouver des séries infinies sans recourir aux extractions, art approprié aux quantités
ordinaires aussi bien qu'aux transcendantes, en supposant que [a série cherchée était donnée ;. c'est cette
méthode qu'il utilisa pour achever son petit ouvrage sur la Quadrature Arithmétique ou il insérait aussi des
découvertes qui ne lui étaient pas propres : des séries exprimant I'arc en termes de sinus, ou de sinus de l'arc
complémentaire ; et inversement il démontrait aussi grice a cette nouvelle Méthode comment, I'arc étant
donné, trouver le sinus, ou le¢ sinus de l'arc complémentaire. C'est pourquoi, plus tard. il n'a pas eu besoin des
méthodes des autres. Finalement, il publia sa nouvelle méthode d'obtention des séries dans les Acta
Eruditorum. Dans le temps ot il publiait ce petit ouvrage de Quadrature Arithmétique & Paris. il fut rappelé en
Allemagne et comme il avait perfectionné la technique du nouveau calcul, il s'occupa moins des premiéres

méthodes.

D'autre part, il faut exposer comment, peu 4 peu, notre auteur est parvenu & un nouveau genre de
notation, qu'il a appelé "calcul différentiel”.
Déja, en 1672, Huygens lui avait proposé, alors qu'ils s'entretenaient des propriétés des nombres. le

probleme suivant : trouver la somme d'une série décroissante de fractions dont les numérateurs sont égaux # 1.
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et dont les dénominateurs sont les nombres triangulaires’? : somme que Huygens avait trouvée dans des
travaux de Hudde sur I'estimation de la probabilité. Notre auteur trouva que la somme était 2, ce qui était en
accord avec la proposition de Huygens. Du méme coup, il découvrit les sommes des sérics de nombres du méme
genre, ol les dérominateurs sont des nombres combinatoires quelconques, et en fit part 4 Oldenbourg en février
1673, dans une lettre publiée par les adversaires. Quand I'auteur eut vu, plus tard, le triangle arithmétique de
Pascal, il créa, sur cet exemple, le triangle Harmonigue.

Triangle Arithmétique, ot la suite fondamentale est constituée par une progression

Arithmétique : 1, 2, 33] 4,5,6,7, ...
11

I 510 10 5 1
1 6 15 20 15 o 1
P77 21 35 35 21 71

1
1
11
2 2
L1 1
3 6 3
S T T
4 12 12 4

1 1 1 1 1 1 1

7 42 105 140 105 42 7
Dans le¢ triangle harmonique, si l'on divise les dénominateurs de n'importe quelle suite oblique
descendant a l'infini et, de méme, de n'importe quelle suite paralléle finie. par le dénominateur du terme

correspondant dans la suite premiére, on obtient Ies nombres combinatoires figurant dans e triangle

arithmétique.

" e 2 2 2 . . .y o
32 ¢ terme général de la série est =—-———  ¢¢ qui permet A la "propriété des différences” de
X(x+1) x x+1

manifester toute son efficacité !
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Par ailleurs, ce qui est commun aux deux triangles, c'est que les suites obliques sont déduites les unes
des autres par somnme ou par différence. Dans le triangle arithmétique, une suite donnée est obtenue en faisant
la somme de la suite précédente la plus proche, ou en faisant ia différence de la suite immédiatement
consécutive ; mais, dans le triangle harmonique au contraire, une suite donnée est obtenue en faisant la somme

de la suite immédiatement consécutive.

D'ou il s'ensuit33

I 1 1 1 i
—t-+—+—+etc=—
4 5 6 7 0
11

+ +

+—+

1.1
2 3
1 1 1 2
—+—t—+—+—telc=—
3 6 10 15 21 28 1
1 1 1 1 | 1 3
—t—t+t—+—+—+—+—Felc==
4 10 20 35 56 84 2
1 1 1 1 1 1 4
= +—+—+telc=—
5 3

15 35 70 126 210

1
1
1
1
i
1
1
—+
1

et ainsi de suite.

Et certes il posscdait ces résultats, alors qu'il n'était pas encore verse dans I'Analyse Cartésienne ; aprés
s'y étre adonné, il considéra que n'importe quel terme d'une suite pouvait, 1a plupart du temps, étre désigné par
une notation géndrale, par laquelle on peut se référer & une suite simple. Par exemple, si le terme général de la
suite des naturels 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, el¢. est appelé x, on appellera le terme général de 1a suite des carrés x.x
ou de celle des cubes x> etc.; le terme général de la suite des nombres triangulaires®, clest-a-dire que 0, 1.3,

1
6, 10, etc. s'écrira X+ 1) , ou oI
12 2

N'importe lequel des nombres pyramidaux : 0, 1, 4, 10, 20, etc ... s'écrira Lﬁ—l—;(;ﬁ . Soit

x>+ 3xx+ 2%

5 , et ainsi de suite. Et de cette facon, au moyen d'un calcul général. on peut trouver la suite

obtenue par différence d'une suite donnée, et quelquefois aussi la suite obtenue par somme [d'une suite donnée].

lorsqu'elle est exprimée numeriquement,

33 En sommant les termes d'une oblique, on obtient le premier terme de I'oblique précédente: ici tous les termes
sont de plus multipliés par l'inverse du premier terme de 1'oblique.

34 Onawu précédemment que si x est la suite des naturels, I x est 1a suite des nombres triangulaires, H\ est la
suite des nombres pyramidaux, etc..
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Par exemple, xx est un nombre carré, le carré qui Jui ¢st immédiatement supéricur est xx + 2x + 1, Ia
différence des deux est 2x + I, ¢'est 4 dire que la suite des nombres impairs est la "suite-différence" des
nombres carrés. En effet, si x désigne 0, 1, 2, 3, 4, etc,, 2x + 1 désigne 1, 3, 5, 7. 9. De la méme maniére, la
différence entre x5 et x5 + 3xx + 3x + 1 est 3xx + 3x + 1, C'est pourquoi tel est le terme général de la suite-
différence de la suite des cubes. Par conséquent, si la valeur du termme général d'une suite donnée peut
s'exprimer a 'aide d'une variable x, qui ne figure ni au dénominateur, ni en exposant. il semblait que I'on piit
toujours trouver la suite-somme d'une suite donnée. Par exemple, si I'on cherche la somme des nombres carrds,
comme il €tait certain que la variable x ne pouvait étre supérieure d la puissance cubique, I'auteur supposait que
son terme général ¢tait z = Ix3 + mxx + nx ot dz doit étre xx . Il en résultera dz =/ d(x3) + md (xx) + n (en

posant que dx = 1), Mais d(xx) = 2x + 1 ¢t d(x3) =3xx + 3x + 1 (d'aprés ce qui a été déja trouve). Donc :

dz=3/xx+3x +1{

+2mx+m
+n XX
1 1 1 1 | L .
donc / =§, = — 3 373 +n=0 ou n=—, clest-d-dire que le terme général de la suite-somme des
; 1 1 2x° = 3xx+x

. 1 .
carrés €8t ;. — X~ — — XX+ —X, 50it
3 2 6

Par exemple, si I'on veut la somne des 9 ou 10 premiers carrés a partir de 1 jusqu'a 81, ou de 1 jusqu'a

100, on prend pour x la valeur 10 ou 11, (nombre immédiatement supérieur 3 la racine du dernier carré), et

2xP - 3xx + x 2000-300+10 _ 21331-3121+11 _
=285, ou =

sera 385,
6 6 6

II n'est pas beaucoup plus difficile de faire Ia somme de 100 ou 1000 nombres carrés grice a cette
formule abrépée.

La méme méthode donne de bons résultats dans Ie cas de n'importe quelle puissance des nombres
naturels ou des formules composées de puissances de ce genre, si bien que l'on peut toujours, grace a celle
abréviation, effectuer la somme des termes (peu importe leur nombre) d'une suite de ce genre.

Mais notre auteur voyait ais€ment qu'on ne réunssissait pas toujours, lorsque la variable x figure au
dénominateur, 4 trouver effectivement la suite-somme ; cependant, comme il devait poursuivre I'Analyse. il fit
la découverte générale et méme il publia dans les Acta Eruditorum de Leipzig, que l'on peut toujours trouver

une suite-somme, c'est-d-dire que le probléme peut étre ramené & la sommation d'un nombre de termes
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2

. ; . 1 1 1 . - .
fractionnaires simples comme — ou — ou — » €fc ..., qui peuvent s'additionner, si le nombre de termes
X X X

donnés est fini, mais pas d'une fagon assez condensée. Cependant, s'il s'agit d'un nombre infini de termes, les
o v g

termes tels que — ne peuvent s'additionner en totalité, puisque la somme totale d'un nombre infini de tels termes
X

PP . o 1 1 . .
est un¢ quantité infinie; mais des termes en nombre infini tels que—ou -7, bien qu'ils forment par
X X

composition une quantité finie, ne peuvent cependant jusqu'aujourd’hui étre sommeés, 4 moins d'v substituer des

quadratures.
C'est pourquoi, en 1682 déja, dans le second mois des Actes de Leipzig. Leibniz observa que, si 'on
prend les nombres :

1.3, 3.5, 5.7, 7.9, 9.11, etc..., soit : 3, 15, 35, 63, 99, etc..., et si, 4 partir de la, on forme une série de

. I 1 1 1 1 T - . 1 .
fractions 35 =+ — + — 4 — + — + erc..., cette série décroissante 4 I'infini n'est autre que 7+ mais. si T'on

3 15 35 63 99

. 1 1 1 . . . .
saute un nombre sur deux, la série : —+—~5—+—9—~9—+etc... exprime l'aire du demi-cercle, dont le carré du

diamétre est 1.

i : - A 1
Effectivement, soit x = 1, ou 2, ou 3, etc.; le terme général de la série 3 +E+?+etc... est
3
1

m; on cherche le terme général de la série-somme ; on examine par la méthode la plus simple si
x* +8+

l'on peut I'obtenir sous la forme suivante : ;O aura ;

X+<

e e ¢b 1

bx+C bx+b+c b +bix+bo+2bex+cl 4x° +8x+3

En identifiant ces deux formules on obtient :

1
b=2¢b=1,donc:e= ~2~,b7-+2bc=8,soit:4+4c=80uc2 l,etenﬁn:bc+02=3.cequiendécoule.

35 - - 1 _ 1 G .
Cette série a pour terme général = = que Leibniz décrit ensuite
(2x+D(2x+3) 4x* +8x+3
1 1 1 1 1 1
- . On a alors Z_‘-"z ==— lim =—
dx+2 4(x+D)+2 A +8r4+3 2 L o dx+2 2

La suite des différences est ici définie par (dx),=x; - X1
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1

. .. . 1 .
Donc le terme général de la série-somme est : —2—, soit ;or 4x + 2 est le double d'un nombre
2x+1 4x+2

irnpair.

En dernier lieu, il vit aussi une maniére d'appliquer le calcul différentiel aux suites de nombres quand
la variable entre dans l'exposant, comme dans le cas d'une progression géométrique, ot, si I'on pose b comme
base, le terme général est bX , en désignant par x les nombres naturels. Donc le terme général de la suite-
différence sera :

pxtl X=X -1)

Par conséquent, il est manifeste que la suitedifférence d'une progression géométrique donnée est aussi
une progression géométrique proportionnelle 4 la progression donnée. De [3. on obtient la somine d'une

progression géométrique.

Or, notre auteur remarqua aisément que le calcul différentiel, dans le cas des Figures géométriques.
était €tonnamment facile pour celui qui s'est exercé i manier les nombres, puisque, dans les figures, les
différences et ce qui différe sont des incomparables ; toutes les fois que sont rapprochées, dans une addition ou
une soustraction, des grandeurs incomparables, les petites sont négligeables par rapport aux grandes ; aussi, les
quantités irrationnelles ne sont-elles pas moins faciles & différencier que les sourdes3®, ou que les quantités
exponentielles, a I'aide de logarithmes.

D'autre part, il observait que les lignes infiniment petites qui se présentent dans les figures ne sont que
les différences relatives aux moments des lignes variables. Et, de la mé&me fagon que les quantités considérées
Jusqu'ici par les analystes avaient des fonctions telles que, par exemple, les puissances et les racines. de méme,
désormais, des quantités considérées comme des variables admettent de nouvelles fonctions, comme par
exemple les différences. Tout comme nous avons eu jusqu'ici les fonctions x. xx. x3. etc.... v. vy, _\'3‘ etc.... de
méme, nous pouvons employer dx, dd x, d3x, etc... Ainsi, méme les Courbes que Descartes a exclues de sa
Géométrie, en tant que "mécaniques”, peuvent étre exprimées par des équations appropriées et traitées par le

calcul, ce qui libére I'esprit de l'attention continuelle gu'il porte aux figures.

36 pParmi les quantités que nous appelons irrationnelles, Leibniz distingue les sourdes qui peuvent s'exprimer 3
l'aide de radicaux, et les autres qu'il nomme irrationnelles.
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Lorsqu'on applique le calcul différenticl a la Géométrie, les différences de premier ordre correspondent

exactement aux tangentes, les différences de second ordre aux cercles osculateurs37 (dont notre jeune homme a
introduit lui-méme 'usage), et on peut procéder ainsi de suite. Or, ces procédés ne s'appliquent pas sculement
aux tangentes et aux quadratures, mais a toutes sortes de problémes et de théorémes, ou sont diversement
méiées différences et intégrales (selon la terminologie de l'ingénicux Bernoulli), comme cela se produit
d'ordinaire dans les probi¢mes physico-mécaniques.

Aussi Leibniz établit-il que, en général, si une suite de nombres ou de lignes dans une figure posséde
une propriété qui dépend de deux, trois, ou quatre, etc..., termes trés proches, elle peut étre exprimée par une
équation contenant des différences de premier, second ou troisiéme ordre. Bien plus, il inventa des théorémes
généraux pour un ordre de différenciation quelconque, de méme que nous avions des théorémes de degré
quelconque et découvrit un rapport remarquable entre les puissances et les différences, publié dans les
Meélanges de Berlin.

Si notre adversaire avait eu connaissance de ce rapport, il n'aurait pas utilisé, pour indiguer les
différences d'ordres divers, des points, qui ne sont pas appropriés a la désignation du degré général d'une
différence, mais il aurait conservé la notation "d" que notre jeune homme avait imposée ou une notation
similaire, car ainsi "d®" peut exprimer une différence de degré indéterminge.

D¢s lors, tout ce qui, autrefois, était donné dans des figures, pouvait étre exprimé par le calcul. En
effet, /dxdx + dydy exprimait un élément de courbe, ydx une portion de son aire : du fait que fydx et [xdy sont
complémentaires, il ressort aussitét avec évidence que : d (xy) = xdy + ydx, soit, st I'on préfére :
xy = Jxdy +lydx, bien que ces signes varient parfois, et du fait que : xyz = [xydz + Ixzdy + fyzdx, on met en
évidence trois solides qui sont complémentaires les uns par rapport aux autres, 3%

Et ce n'est pas la peine de connaitre les théoremes que nous avons déduits plus haut du triangle

caractéristique ; par exemple, le moment de la courbe autour de l'axe peut étre suffisamment exprimé par

[x {fdxdx + dydy . -

e rayon du cercle esculateur est Ie rayon de courbure, qui dépend
de 1a dérivée seconde.

38La différentielle d'un produit est obtenue ici sous une forme
¢quivalente a l'intégration par parties, obtenue ¢lle-méme comme le
résultat de la partition d'un rectangle:

fxdy

Iydx

x¥  fxdy+ [ydx=xy
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Les résultats que posséde Grégoire de St-Vincent sur la méthode du Ducrus’?, et ceux que lui ou
Pascal possédent sur les Onglets ou Ies Coins, toutes ces inventions proviennent d'un calcul de ce genre. Aussi,
Leibniz avait-il vu avec plaisir qu'il avait découvert ce Que d'autres avaient auparavant inventé sous les
applaudissements ; il cessa désormais de s'en préoccuper beaucoup, parce que tout résultat était déja contenu

dans un calcul de ce genre.

1
Par exemple, le moment de la figure AXY surtout de I'axe XA est : Efyydx ;A z

le moment de la tangente au sommet est Jxydx; le moment du triangle mixtiligne

complémentaire AZYA autour de la tangente au sommet est fxxdx ; mais les deux

derniers moments pris ensemble forment le moment du rectangle circonscrit AXYZ

autour de la tangente au sommet (et, pour cetie raison, sont complémentaires entre

X o1
€ux) 4 Savoir : 3 XXY.
. - ; ; . 1
Mais, sans considérer la figure, ce résultat se démontre aussi par le calcul, en effet : 3 d(xxy) = xydx +

—xxdy ; aussi n'a-t-on plus besoin, désormais, de tant de théordémes remarquables, faits par des hommes

iltustres, en Géométrie archimédienne, excepté ceux qui sont exposés par Euclide au livre 11, et excepté la
plupart des théorémes de Géométrie commune donnés ailleurs.

Par merveille, il arriva un jour que le Caleul des Transcendantes se réduisit aux courbes ordinaires. ce

. . . . . dy dx . i
qui donnait surtout satisfaction & Huygens. Par exemple, si l'on trouve : 2 J.JL =3 J-—— il en résulte : yy = X3,
y X

selon l'essence des Logarithmes, combinée avec le caleul différentiel (le calcul des Logarithmes est tui-méme

dérivé du calcul différentiel). En effet, soit xM =y, il s'ensuit : mx™1 dx = dy, donc. en divisant des deux cétés

L dx d .. L .
par des quantités égales, on aura ; m I— = J.—y . Réciproquement, d'apres I'équation m log x = log v. on aura;
X y

g |5

logy_'[f‘l'
y

39 1a méthode de ductus plani in planum est exposée par Grégoire de Saint-Vincent dans I’ Opus geometricum
(1649)
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Par conséquent, on peut aussi manier le calcul des exponentielles, en effet, soit : y* = z, il résulte que

x log vy =log z, donc : dx logy+x by_d
z

Ainsi, nous débarrassons les exposants de [a variable ou, inversement, nous transférons utilement la
variable dans 'exposant, selon les circonstances. Enfin, de cette fagon, ce qui, autrefois, suscitait I'admiration,
est devenu un jeu.

En revanche, aucune trace de tout ce calcul ne se retrouve dans les écrits de notre adversaire, avant
notre publication des principes du calcul, ni absolument rien, que Huygens ou Barrow n'auraient pu prouver de
la méme fagon s'ils avaient traité des mémes questions. Mais Huygens ne savait simmplement pas combien ce
calcul offrait de secours, ce que les adversaires passent sous silence autant que possible : ils passent a des
questions absolument différentes, ils ne touchent pas, dans leur rapport, 4 ce qui caractérise le caleul
différenticl et s'attachent sculement aux suites infinies, dont notre rival, personne ne le nie, a fait progresser Ia
méthode avant les autres. En effet, ils parlent de ce dont notre rival avait fait mystére, et qu'il avait finalement
mis au clair, c'est-d-dire des Fluxions ¢t Fluentes, en d'autres termes, des quantités finies ef de leurs éléments
infiniment petits ; en revanche, sur la maniére de dériver une quantit€ de l'autre, ils n'offrent pas le moindre
SECOurs.

Notre rival, en considérant les raisons naissantes ou évanouissantes, s'est complétement détourné du
calcul différentiel au profit de la méthode d'exhaustion, qui en est trés éloignée (bien qu'elle ait aussi son utilité)
¢t il ne met pas en oeuvre des quantités infiniment petites, mais des quantités ordinaires, qui, toutefois,
deviennent finalement infiniment petites.

Donc, comme nos adversaires n'ont révélé, ni dans la Correspondance qu'ils ont publide, ni ailleurs. la plus
petite preuve établissant que notre rival a employé un calcul de ce genre avant que notre jeune homme ne l'ait
édité, tout ce qu'iis ont allégué peut étre repoussé comme hors du sujet. Ils se conduisent en avocats médiocres :
ils détournent l'attention des juges du sujet dont il est question vers d'autres points. comme par exemple les
suites infinies. Mais en cette mati¢re, ils n'ont rien pu atléguer susceptible d'accabler la franchise de l'auteur;
celui~ci a toujours reconnu A& qui il devait ses progrés dans ce domaine; sur ce sujet aussi, pourtant, il est

finalement parvenu a quelque chose de plus éleve et de plus général.
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Un exemple des annotations de Leibniz sur une copie des Principia de Newton.
{probablement Rome, 1689)
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Cette chronologie’® est inspirée de celle de Derek Gjerisen.

Pour les explications mathématiques, nous conseillons de vous

reporter aux numéros 6 et 8 de Mnémosyne.

1666 :  En octobre, Newton jette les premiéres bases d'un traité. Il affirmera plus tard "je suis tombé, dans les
années 1665-1666, sur la méthode des fluxions dont je ferat usage dans la quadrature des courbes”
1669 : Le De Analysi per Aequationem Numero terminorum Infinitas est 1édigé et montré § Barrow et
Collins.
1671 : Composition du Methodus fluxionu et Seriarum Infinitorum .
1672 : Le 10 décembre, Newton révéle & Collins qu’il posséde une méthode générale pour « tracer les
tangentes A toutes les lignes courbes ».
1673 De janvier 4 mars, Leibniz visite Londres et rencontre Oldenburg
Le 6 avril, Oldenburg envoic 4 Leibniz un rapport préparé par Collins sur Pavancement des mathématiques
britanniques. 11 fait allusion a la méthode des séries infinies de Newton, sans révéler aucun détail.
1675 . Pendant I"automne, Leibniz développe les idées de base de son calcul différentiel.
1676 ;. Le 13 Juin, Newton envoie [ Epistola pri0r40, que Letbuiz regoit le 16 Aot

En juillet, Oldenburg envoie 4 Leibniz un abrégé de ! 'Historiola
En octobre, Leibniz passe dix jours 4 Londres. Il y rencontre Collins, qui Ini montre son exemplaire du de
Analysi et de ["Historiola,

Le 24 octobre, Newton envoie / 'Epistola posterior i Leibniz. Celui-ci la recoit en juin 1677.
1682 : Leibniz public son De vera propartione cirenli | 1'éide de 1a quadrature du cercle au moyen des

séries infinies.

3% Cette chronologie est traduite de The Newton handbook, Derek Gjertsen, Routledge et Kegan, Londres et
New York, 1986, p. 502-306.
40 cette lettre sera traduite dans un prochain numéro de Mnémosyne
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1684 . Leibniz public sa Nova methodus pro maximis et minimis, sa premiére publication sur le calcul
différenticl, limitée A la différentiation, et présentée de fagon si elliptique que les fréres Bernoulli la décrivent
comme " une énigme, plus qu’une explication *

1685 : John Wallis résume dans son Algebra le contenu de !'Epistola prior de 1676, sans faire aucune
référence aux fluxions ni & la différentiation.

1686 . Leibniz publie son De geometria recondita , aussi elliptique que le Nova, contenant les premiers
résultats sur ’intégration.

1687 : Publication des Philosophae Naturalis Principia Mathematica par Newton. La premiére section du
premier livre contient des détails sur la "méthode des premiéres et derniéres raisons ",

1691 : Newton montre le Methodus fluxionum (composé en 1671) a Halley et 4 Raphson. Il compose fe De
Quadratura Curvarum.

1693 :  Wallis rend briévement compte de la méthode des fluxions dans son A/gebra. volume I : on vy trouve
aussi la premiére description publique de fa notation " par points * de Newton.

1696 :  Bernoulli lance le défi de Ia brachystochrone. Le marquis de L*Hospital publie I premier « manuel »
sur le calcul différenticl - ['Analyse des infiniment petits, Pour 'intelligence des lignes courbes.

1697 :  Le 30 janvier, Newton communique sa solution au probléme de Bernoulli 2 Montague, et publie
anonymement sa solution dans les Philosophical Transactions de février.

1699 :  Wallis inclut dans le volume II1 de son Algebra 'intégralité des deux Epistola de 1676.

C'est alors que Fatio du Duillier, disciple et ami de Newton, envenime la rivalité scientifique par quelques
phrases sybillines, publiées dans son Lineae brevissimi .

" Que Leibniz, le second inventeur, lui ait emprunté quelque chose, je préfére ne pas porter ce
jugement moi-méme, mais le laisser  ceux qui ont vu les lettres de Newton ¢t ses autres manuscrits. Les efforts
énergiques que déploic Leibniz pour s’attribuer I'invention du calcul différentiel ne convaincront pas davantage
quiconque a examiné ces papiers comme j¢ 1"ai fait "

1700 :  dans sa recension pour les Acta Eruditorum de I'ouvrage de Fatio, Leibniz insiste sur la priorité de son
Nova (1684}, mais concéde que Newton est allé beaucoup plus loin dans les Principia.

1704 : Newton publie en appendice 3 son Optique Ie De Quadratura. 1l note dans 1" Avertissement : " Dans
une lettre écrite 4 Monsieur Leibniz en ... 1679 ..., j’ai mentionné une Mdéthode par laquelle j"ai trouvé

quelques théorémes généraux sur la quadrature des figures curvilignes, "
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1705 :  dans sa recension anonyme des articles mathématiques de I’ Optigue pour les Acta Eruditorum, Leibniz
fait une comparaison plutdt obscure entre Newton et Fabri . Les deux auraient utilisé des méthodes
mathématiques de rechange : Newton les fluxions au lieu des différentielles, Fabri la progression des
mouvements au lieu des indivisibles de Cavalieri.

1710 :  John Keill publie Les lois de la force centripéte , o il affirme la priorit¢ de Newton et va jusqu'a
accuser Leibniz d’avoir publié « Iarithmétique des fluxions de Newton.. en changeant le nom et le
symbolisme »

1711 :  Les De Analysi et De Quadratura de Newton sont publiés dans Analysis per quantitatum series. Le 21
Février, Leibniz se plaint 4 Hans Sloane, Secrétaire de la Royal Society, des accusations portées contre lui par
Fatio (1699) et Keill (1710). Le 3 Awril, Keill attire attention de Newton sur Ie commentaire dans les Acta
FEruditorum (1700). En mai, Keill écrit une lettre apparemment concifiante a Leibniz, en insistant toutefois sur
le fait que Newton a été le « premier inventeur » du Caleul différentiel et qu'Oldenburg a envoy¢ les détails a
Leibniz en 1676. En décembre : deuxiéme plainie de Leibniz a Sloane au sujets des « braiments injustes » de
Keill.

1712 :  constitution le 6 mars d’une Commission de Ia Royal Socicty pour examiner les plaintes de Keill et

Leibniz. Le 24 avril, 1a Commission remet un rapport en faveor de Newton 4!

1713 : Le 29 Janvier, publication du rapport et des annexes sous le titre de Commercium epistolicum.
Bernoulli attire I’attention de Leibniz sur cette publication le 27 mai. En février-mars, Bernoulli, persuadé que
Newton ne maitrise pas complétement la méthode de différentiation, public les détails d'une erreur dans la
proposition X du Livre II des Principia. En mai-juin, Keill publie une anonyme Leftre de Londres, aux termes
relativement modérés. Dans la méme publication s¢ trouve une traduction frangaise du Rapport du 24 avril
1712. Le 29 Juillet. Leibniz public sa réponse anonyme aun rapport (Charta volans). Elle se présente comime un
pamphlet séparé. 11 fait référence « au jugement d’un mathématicien de premier plan» qui affirme «que Ia
vraie méthode pour différentier les différentielles ne fut connue de Newton que bien aprés quielle et été
familitre a d’autres ». En Novembre-décembre, Leibniz adopte une position plus dure dans différentes
Remarques : comme le montre I"erreur identifiée par Bernoulli, Newton ne connaissait pas le calcul différenticl

en 1687, ce qui a été publié par Wallis (1693 et 1699) n’était que le propre fravail de Leibniz recycle.

41 yne copie de ce Rapport, telle qu'elle figure dans les Archives de la Royal Society est reproduite dans ce
nnéro en page 43.

41



1714 : John Chamberlayne multiplie en vain les tentatives de conciliation, de février 3 aoiit Newton fait un
brouillon de¢ réponse, qu’il ne public pas, & Charfa volans. Il revendique la maitrise des différentiations
d’ordres successifs dés 1672 : les résultats de Leibniz dériveraient finalement des travaux de Gregory et des
siens. Keill public sa Réponse aux Remarques de Leibniz, son texte est revu et corrigé par Newton. Leibniz
rédige de son ¢té Historia et Origo Calculi differentialis, mais ce texte ne scra publié qu'en 1886 par
Gerhardt.

1715 : tentatives de réconciliation par I’ Abbé Conti, tout aussi infructueuses que les précédentes. En février,
Newton publie anonymement un Rapport, le compte-rendu le plus complet sur le développement de ses idées
mathématiques et leur relation avec le travail de Leibniz. Joseph Raphson publie son Histoire des Fluxions,
dans laquelle il prétend A tort que Newton aurait révélé la méthode des fluxions a Leibniz en 1676.

1716 : quelques ambassadeurs étrangers, dont le Ministre de Hanovre et Ie mari de la maitresse de George 1,
le baron Kilmansegge, sont appelés par la Royal Society 4 consulter les documents relatifs a la querelle. Peuy

convaincus par ces documents, ils recommandent un échange direct entre Newton ¢t Leibniz,

Leibniz meurt le 14 Novembre, mais Newton durcit sa position, prétend avoir inventé “la
méthode des séries et des fluxions en 1665". La querelle reprend entre Newton et Bernoulli. suite a des erreurs
volontaires ou non de Bernoulli, qui cite certaine formule comme sienne (meam en latin) et prétend ensuite
qu'il s'agit d'une coquille (il fallait lire eam= celle-1d) ; cette querelle se poursuit. alimentée par des publications
anonymes, des réconciliations négocides (Newton s'occupe de faire réintégrer Bernoulli dans la liste des
membres étrangers de la Royal Society en 1720), et de nouvelles ficheries qui ne prendront fin qu'avec la mon
de Bernoulli en 1723. C'est en 1761 que l'on saura que Newton éfait bien l'auteur du Rapport de 1713 de la
Commission de la Royal Society chargée de faire le point, en toute objectivité, sur les travaux respectifs de
Newton et Leibniz...

Cette querelle, en divisant les mathématiciens du continent et celle de I'Angleterre, va enfoncer ces

derniers dans le refus de la notation leibnizienne et les priver pendant prés d'un siécle d'un outil indispensable.
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Jean-Luc Verley

APOLLONIUS de Perge (I1leme-Tléme siecle avant 3.C.)

Mathématicien et astronome grec (Perge était une petite ville grecque d'Asie Mineure). Son 7Traité des
Sections Coniques, dont I'imfluence fut considérable, est, avec les Kléments d'Euclide, un sommet des

mathématiques de I'Antiquite.

BARROW Isaac (1630-1677)

Mathématicien anglais et pasteor anglican. Son ouvrage mathématique le plus impdrtant, les Lectiones
Geomelricae (1670), a été rédigé avec la collaboration de NEWTON qui fut son éléve et successeur dans sa
chaire 3 Cambridge. Ce livre est fondamenial dans le développement du calcul infinitésimal. Les historiens y
reconnaissent, sous forme géométrique, le théoréme fondamental de ce calcul ( réciprocité enire détermination

de tangentes et calcnd d'aires), appelé parfois Théoréme de Barrow.

BOYLE Robert (1627-1691)
L'oeuvre de ce physicien et chimiste anglais est fondamentale dans ces disciplines. Les historiens
modemes ont mis en évidence son influence sur Newton dans 'élaboration dane nouvelle science, 1a physique

(appelée 4 I'époque philosophic naturelic).

CAVALIERI] Bonaveniura {1598-1647)

Mathématicien italien, jésuite, disciple de Galilée dont l'ouvrage Geometria Indivisibilis... (Bologne
1635 ; 2éme éd. 1653) a joud un réle charniére dans le développement du calcnl intégral. Sa méthode et le
Principe dit de Cavalicri sont généraux et libérent le calcul des aires et des volumes de Ja lourdeur du double
raisonnement par 'absurde des anciens (méthode apagogique) ; ils fournissent de nombreuses quadratures
nouvelles. La rigueur des raisonnements par les indivisibles a éé un sujet de polémiques extrémement

fructucuses.

COLLINS Joha (16235-1683)

Ce mathématicien angiais n'étmit pas un grand créateur et ses ouvrages publids sont relatifs aux
mathématiques pratiques (comsmerce, marine), mais il a jou¢ un rdle important de "boite 4 Ietires" dans ia
communauté mathématique de son temps ( BARROW l'a surnommé le "MERSENNE anglais™). 11 a été en
contact avec NEWTON dés 1669 et leur correspondance a été un argument de poids dans l'attaque de priorité

des partisans de ce dernier, contre LEIBNIZ, relativement au calcul infinitésimal.
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DESCARTES René (1596-1650)

Mathématicien et philosophe frangais dont I';euvre représente une mutation profonde des pratiques
scientifiques et philosophiques. Le cartésianisme, souvent grossiérement assimilé au déterminisme ou au
mécanisme, a été accepté avec enthousiasme ou réfuté avec véhémence (en particulier par les anglais). C'est
I'un des courants dominants de F'épistémologic depuis le XVII*™ siécle.

DESCARTES est né en Touraine 4 La Haye (dénommée de nos jours Descartes). Aprés des études au
collége Jésuite de La Fleche, il étudie le droit & U'Université de Poitiers. En 1618, il s’engage dans I'armée de
Maurice de Nassau puis voyage en Europe. Survient une nuit d’enthousiasme - « le réve de Descartes »- ol il a
la révélation des fondements de sa Méthode. De retour en France en 1623, il rencontre MYDORGE, et e Pére
MERSENNE, par 'intermédiaire duquel il entretiendra une correspondance philosophique et scientifique avec
I’Europe entiére ; 'échange de lettres entre DESCARTES et FERMAT est un témoignage exceptionnel de Ia

I*™ siécle (cf. Mnémosyne n°2).

vie intellectuelle pendant la premiére moitié du XVI

En nous limitant ici aux mathématiques, 1’ouvrage fondamental de DESCARTES est sa Géométrie,
publiée en Appendice de son Discours de la Méthode (1637). Fixant (arbitrairement) un « segment unité »,
DESCARTES réalise la numérisation de la géométrie, Utilisant systématiquement les lettres pour désigner les
longueurs des segmenis, tant inconnus que connus, qui interviennent dans un probléme de géométrie, il le
réduit 3 des problémes purement algébriques, ce qui lui fournit I’occasion, dans ia troisiéme partie de son
ouvrage, de développer une théorie générale des équations. L’introduction des coordonndes cartésiennes n’est

qu’un aspect de cette démarche. La géométrie analytique est née, et elle va profondément bouleverser le champ

de la géométrie, au point, pour un temps, d’étouffer la géométrie pure.

DETTONVILLE voir PASCAL

FABRI Honoré (1607-1688)
Mathématicien et jésuite frangais. Son ouvrage principal, 'Opusculum geometricum... (Rome 1659),
contient une réinterprétation des indivisibles de CAVALIERI qui eut une profonde influence sur LEIBNIZ,

comme ce dernier [e souligne.

FERMAT Pierre de (1601-1665)

11 est évidemment frustrant de ne consacrer que quelques lignes & ce mathématicien-phare qui illumine
les mathématiques de XVIléme siécle,

Mathématicien amateur (il a pass¢ la majorité de sa carri¢re comme conseiller au Parlement de
Toulouse), il laisse une ocuvre fragmentaire mais considérable dont presque rien ne fut publié¢ de son vivant,

Sa correspondance avec DESCARTES pose les bases du calcul différentiel (cf. Mnémosyne n°2) tandis
que son €change épistolaire avec PASCAL (cf. Mnémosyne n°6) crée une science nouvelle, le calcul des
probabilités. Et puis, bien entendun, ses recherches en théorie des nombres redonnent & cette discipline -
stagnante depuis DIOPHANTE et BACHET - un élan, et surtout des méthodes complétement nouvelles (cf.

Mnémosyne n°7 sur Phistoire de sa fameuse conjecture)
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GREGOIRE DE SAINT-VINCENT (1584-1667)

Mathématicien flamand né 4 Bruges, on le rencontre &8 Rome, Prague, Vienne avant son retour définitif
4 Gand en 1632. Son ouvrage majeur est ! '‘Opus geometricum quadraturae circuli et sectionae coni (1647)(cf.
Mnémosyne n°2). §'il échoue dans son projet ambiticux de quadrature du cercie, ’ouvrage fourmille d’idées et
de résultats nouveaux : sa lecture sera décisive dans la formation du jeune LEIBNIZ i son arrivée 4 Paris. I1 est
surtout célébre de nos jours par le lien entre Paire sous I'hyperbole et les systémes des logarithmes qu’il
permettra 4 son disciple Alfons de SARASA de nouer, lors d’une controverse avec Mersenne, en 1649,
Mentionnons aussi une méthode remarquable de quadrature, inspirée des indivisibles, que GREGOIRE nonune

ductus plani in planum.

GREGORY David (1661-1708)

Neven de James GREGORY, David fit ses études & Edimbourgh, ou il obtint la Chaire de
Mathématiques en 1683. Si, au contraire de son oncle, il n’est pas un grand mathématicicn créateur, il nous a
laissé d’importants comptes-rendus sur NEWTON, qu’il considérait comme son maitre et & qui il vouait une
admiration sans bornes. Sa mort prématurée en 1708 1"a empéché de réaliser son réve : étre le maitre d’cuvre
de la deuxiéme édition des Principia. Signalons son ouvrage Astrononiiae physicae et geometricae elementa

(1702) on il vulgarise les théories newtoniennes.

GREGORY James ( 1638-1673)
D’origine écossaise, ce mathématicien de tout premier plan était trés apprécié par NEWTON, mais sa
mort prématurée a empéché ’éclosion de son ceuvre. En plus de son abondante Correspondance avec John

s or g r

et Geometriae pars universalis (1668)

HUYGENS Christian (1629-1695)

Physicien, astronome et mathématicien hollandais. Ayant pris connaissance, lors d'un séjour & Paris en
1655/56 , de la correspondance entre PASCAL et FERMAT sur le calcul des probabilités, il publie le premier
trait¢ consacré & c¢ sujet ( Tractatus de ratiociniis in aleae ludo, 1657). A propos de ses travaux sur le pendule
isochrone, il élabore sa théorie des développées et développantes, qu'il expose dans Horologivm oscillatorium
(1673).

HUYGENS a passé une grande partie de sa vie en France, ou il fut 'un des premiers membres de
I’Académie des Sciences créée par Colbert en 1666. 8a théorie ondulatoire de la lumiére s’oppose a celle,

corpusculaire, de Newton,

KEPLER Johannes {(1571-1630)
Astronome et théoricien de I'astronomie, d’origine allemande. A partir des observations de TYCHO
BRAHE et des siennes propres, principalement sur Mars, il a énoncé les trois lois qui portent son nom sur le

mouvement des planétes du systéme solaire { les deux premiéres sont dans son Astronomia Nova.... 1609 et la
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troisiéme dans son Harmonices mundi, 1619). En mathématiques proprement dites, on lui doit une contribution
importante au calcul des volumes par la méthode des indivisibles (Nova Stereometria Doliorum
Vinarorium...,1615), ainsi qu'une théorie originale d’un systéme de logarithmes (Chiliades Logarithmorum,

1624).

MERCATOR Nicolaus (1619-1687)

De son vrai nom KAUFFMAN, MERCATOR est né en Holstein (danois 4 I'époque). En 1653, il gagne
Londres ot il latinise son nom et réside prés de trente ans. A Iinvitation de COLBERT, il part pour Paris ot il
meurt peu de temps aprés son arrivée.

Dans son ouvrage le plus connu, Logarithmotechnia (1668), il donne une construction nouvelle des

logarithmes a partir de 1a fonction exponentielle et écrit le développement en série de In (1+x).

OLDENBURG Henry (1618-1677)

Originaire de Bréme, il parcourt 'Europe pendant des années en apprenant diverses langues, puis
s’installe définitivement a Londres en 1660. Sa vie est transformée forsqu’il est nommé en 1663 Secrétaire de Ia
Royal Society qui vient d’étre créée, poste qu’il gardera jusqu'a sa mort. I va jouer un réle fondamental a
I'intérieur de cette illustre Société en éditant en particulier 4 partir de 1665 les Philosophical Transactions,
premier périodique entierement scientifique. Si OLDENBURG n’est pas un savant eriginal. il apparait comne
Ie premier administrateur scientifique. Sa correspondance s’étend a toute 1'Europe, dans différentes langues. et
il sert de véritable « boite aux lettres » ( rble joué par Mersenne en France dans [a premiére moitié du XVIléme
siécle.)

Intermédiaire pour les Epistola prior et posterior que NEWTON adresse 4 LEIBNIZ en réponse aux

questions de ce dernier, il est au cocur des polémiques entre les mathématiciens anglais et continentaux.

OUGHTRED William (1575-1660)

Mathématicien anglais dont P'ouvrage le plus célebre, Clavis mathematicae (1631) eut une importance
considérable dans le développement de 1'algébre et des notations arithmétiques et algébriques. Parmi ses éléves,
mentionnons Wallis, qui lui a dédié son Arithmetica Infinitorum de 1655, Qughired est également considéré
comme I'inventeur du cercle 4 calculs et de la régle A calculs, dés 1621, ce qui suppose une bonne maitrise des

logarithmes.

PASCAL Blaise (1623-1662)

Il est le correspondant de FERMAT dans 'échange de lettres en 1654-1655 qui constituent la naissance
du calcul des probabilités. Par ailleurs, a la suite du défi proposé aux mathématiciens sur la cycloide. il
développe des méthodes qui préfigurent le calcul infinitésimal. Sa maitrise du triangle différentiel aura une

importance décisive sur les idées de Leibniz sur le calcul différentiel.
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PELL John {1611-1655)
Mathématicien anglais, dont le nom est resté attaché a I’équation diophantienne dite de Pell-Fermat

x=1+ Ay etades innovations dans le domaine du symbolisme algébrique.

SLUSE René-Francois de (1622-1685)

Mathématicien belge, il fut archevéque a Liége. Il a entretenu une importante correspondance avec les
ténors mathématiques de son temps, en particulier avec PASCAL ( qui appréciait ses travaux sur la cycloide),
HUYGENS, OLDENBOURG, WALLIS. Dans son ouvrage principal, le Mesolabum (1659 ; 2°™ éd. 1668). il a
développé une méthode générale de construction des tangentes aux courbes algebriques qui en fait un des

précurseurs du calcul infinitésimal.

TSCHIRNAUS Ehrenfried (1651-1708)

Mathématicien et philosophe allemand, il propagea avec enthousiasme les méthodes cartésiennes, 11 a
suivi I'enseignement de SPINOZA et, sur ses conseils, se rend & Londres en 1673, ol il rencontre
OLDENBURG, WALLIS et COLLINS. Muni d une recommandation ¢’OLDENBURG, nous le retrouvons 3 Ia
fin de cette méme année & Paris, ou il rencontre HUYGENS et surtout LEIBNIZ dont il devient trés proche. [l
ne fut pas conscient de I'importance du calcul différentiel ; ses diverses publications furent parfois taxées de

plagiat et présentent des erreurs, ce qui a nui 4 sa réputation scientifique.

VIETE Francois (1540-1603)

Mathématicien frangais souvent cité comme 1'inventeur de 1’algébre moderne. La vie de VIETE se
partage entre de hautes responsabilités politiques (il fut conseiller privé d’HENRI IV, pour lequel il effectua des
recherches en cryptographie), et une czuvre de science pure. Avec son Canon mathematicus (1579), qui est le
premier formulaire de trigonométrie, on notera bien sir ’ensemble de ses publications sur /'4»t Analvtique, ou
« logistique spécieuse », qui consiste 4 étendre aux espéces c’est-d-dire aux lettres, les régles de calcul de
Iarithmétique. C'est dans les Zéfétigues qu’il étudie de maniére générale, « en lettre », divers problémes

considérés par DIOPHANTE, et qui ont fait sa réputation.

WALLIS John ( 1616-1703)

Mathématicien anglais, il influenga profondément 1’école mathématique de son pays; il est Pun des
fondateurs de 1a Royal Society. Aprés des études sur les langues anciennes, la théologie et la médecine, il est
nommeé en 1649 3 la Chaire de Géométrie d’Oxford, poste qu’il occupera jusqu'a sa mort.

Son ouvrage le plus fameux est ! 'Arithmetica Infinitorum (1656), ou, dans un subtil cocktail d’analyse
cartésienne et de méthodes d’indivisibles de TORRICELLL il apparait comme un précurseur du calcul intégral.
Son influence sur NEWTON fut décisive. C'est d’ailleurs WALLIS qui, dans son volumineux Treatise of
Algebra (1676), imprimera pour la premiére fois certains résultats de NEWTON, conune ses travaux sur

I’approximation et un exposé du contenu de |’ Epistola prior et posterior
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DANS NOS CLASSES

T e ey
g‘i//,t}m?w;gcgy‘}ﬁ?xﬂ.dﬁ?ﬁ
T

Lettre de Leibniz d La Roque :

la quadrature arithmétique du cercle

Groupe M.DA T H.

Dans le texte du De Origo, Leibniz mentionne la méthode des métamorphoses sans en développer les
détails. Cette méthode est explicitée pour la premiére fois dans une letire adressée 4 La Roque,
directeur du Journal des Savants, gu'on date de 1673, Dans cette letire, Leibniz explique qu'il a obfenu
une quadrature exacte et non plus approchée du cercle, en utilisant 1la méthode des métamorphoses;
cette méthode consiste 4 remplacer la courbe irrationnelle qu'est le cercle par une courbe rationnelle

{dont I'égpation met en jeu une fraction ratiormelle). I en déduit alors une valeur de — sous forme
@ 4

P . 1 1 1 . e
d'vne série infinie de rationnels : 1 - 3 + = - 7 +..... La procédure infinie n'est pas un obsiacle
3

pour Leibniz : il explique que la simplicité de 1a Ioi de progression de cette série permet 3 V'esprit

d'embrasser d'mn seul regard la totalité de la série, qu'il identific & la valeur exacte de % H est

extrémement fier de ce résultat, qu'il obtient vers 1672, alors qu'il n'est encore gu'un mathématicien
novice, pendani son séjour a Paris, oi il a &¢ envoyé pour une mission diplomatique. 11 y a rencontré
Huygens, lui-méme en séjour temporaire 4 Paris, qui déctle chez le jeune Leibniz des qualités de
mathématicien, mais qui est désolé de sa formation trés hétéroclite, et décide de Pinitier plus
sériensement 4 la discipline. Leibniz gardera toujours une certaine nostalgic de ce premier résultat
mathématique important.

Letbniz déclare que sa méthode peut s'appliguer a toute courbe "transcendante”, ce qui signifie pour
Ini 4 towte courbe dont l'éguation ne s'exprime pas 4 l'aide de fonctions puissances. Il ne donnera
cependant pas & autre application de 1a méthode des métamorphoses.

La lettre & La Roque étant trés concise et difficile & lire, nous proposons au lecteur ce probléme, de
nivean posi-bac mais dont certaines parties peuvent étre proposées 4 des éiéves de terminale

scientifique, afin d'en faciliter ensuite la lecture.
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Probléme ;: Quadrature du cercle A la maniére de ... Leibniz

Les deux parties, bien que liées, sont indépendantes en grande partie. On peut toujours utiliser les
résultats des diverses questions dans la suite du probléme. Le but du probléme est de trouver une
expression de T sous forme de limite d'une suite de nombres rationnels.

Partie A. Etude d'une fonction et approximation d'une aire

222

+ 22

On définit la fonction f sur Fintervalle [0,1 Jpar: f: z — f(z) =

1°) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé ( unité : 8 cm ) ( on étudiera Ia

position de 1a courbe par rapport 4 sa tangenie au point d'abscisse—1~— ).

V3

1
29y Donner une interprétation géométrique du nombre A = J- f(z)dz
0

Le but des questions suivantes est de détermingr une suite convergeant vers A.

3%) a) Montrer que, pourtout nde Nettoutzde R, ona:

1 2, .4 6 a_2n +12
=l-z"+z -z +.. 1)z + (-1
1+2% 1) 1y 1+22

in+2

b) En déduire une expression de A sous forme de la somme d'un nombre rationnel et d'ane

intégrale qu'on ne cherchera pas 4 calculer (tous deux dépendant de n).

¢) On pose R —(—1)n+i JL 2" &z o w=i_1.1 H{-1)" !
pose S 1+2° "3 57T 2n+3
Montrer que: R | ( ¢t en déduire 1 lim w,.

n+5 ntow

d) Donner une valeur approchée par défaut a 103 prés de us ; usg ; usgg .
Partie B : Métamorphose d'un cercle

1°) Lire le texte suivant, extrait d'une lettre de Leibniz, écrite a La Roque, directeur du Journal des
Saveants .

Pour cet effect je me suis servi de ca lemme:
Trois paralleles BC, GE, HF (fig. 1), pessent per les troir angies
d'up triapgle BEF el un des costez EF estant proloage jusqu’s ia
rencontre d'une des paralleles en C, le rectangie sous !intervalie
BC entre le point de remcontre C et ['angle B, par lequel passe
calte paraliels, et sous GH, l» distance des deux autres paraileles

GE. HF, c'sst & dire le rectangle PGH (en supposant BGH nor-
male & BC, et CP égeie et parsliele & BG) sers le double du
Triengle BEF. De méme, s HQ égale a BM, le rectangle QHN
sers égal au double Triangle BFL.
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Les points C, E et F sont alignés; les droites (BC), (GE) et (HF) sont paralléles. Le rectangle GPP'H a

une aire double de celle du triangle BEF. Les questions a) et b) sont destinées 4 vous aider &

démontrer cette assertion.
a) On projette orthogonalement B en C' sur (EF) ¢t E en F' sur (HF). Montrer que les triangles

BCC' et EFF' sont semblables.
b) En déduire BC' x EF = BC x EF' et démontrer l'assertion de Leibniz.

v

l'o

fig.1 fig 2

2°) Voici ce qu'explique Leibniz dans la suite de sa lettre,

Soit B un point donné, qui sera pris pour origine du repére formé par les axes (Bz) et (Bx), etEet F
deux points d'une courbe (. Si E et F sont trés proches, la droite (EF) peut étre considérée comme la
tangente 4  en E et le triangle BEF est le triangle curviligne infinitésimal limité par 'arc EF de la

courbe C et les droites (BE) et (BF).
On a montré 3 la question 1°) que l'aire grisée est double de l'aire hachurée.

Imaginons qu'on répéte la construction en chaque point E de 1a courbe C : ontrace en E la tangente
a (', qui coupe (Bz) en C et on projette C orthogonalement en E' sur la paralléle a (Bz) passant par E.

E' décrit une courbe (' lorsque E décrit ¢ On obtient alors le résultat suivant

B C

fig.3
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L'aire grisée ( assimilable a I'aire du domaine limité par (Bx), (E'E"), (L'L"}, C'') est le double de Faire
hachurée ( du domaine limité par (, (BE), (BL)).

Remarquons qu'on a remplacé une quadrature par une autre

Quelle égalité d'aires obtient-on si on fixe L sur C, qu'on place E en B ¢t qu'on fait tendre vers I'infini le

nombre de points comme F, G, H,... qui subdivisent Farc BL?

3°) Leibniz utilise alors ce résultat pour déterminer H'aire d'un cercle de rayon 1.

a) Reproduire Ia figure 4 et tracer le point E' de la courbe (' correspondant 4 un cercle de centre A et

de rayon 1.
B C z
B z ' *
G :
E p E
fig.4 A fig.5 A
R
X R

v X

b) Nous allons chercher I'équation de (' dans le repére formé (B, (Bx), (Bz)). On note G le projeté

orthogonal de E sur (Bx). On pose BC = z et BG = x . Montrer que les triangles BCA et GBE sont semblables.

GB’ et monirer que ; ﬁ— CAz
c? 6B~ B

En déduire : EB? = CA? x

En déduire l'équation de ' (c'est-a-dire I'expression de x en fonction de z).

4°) Lire 'extrait suivant de la lettre de Leibniz :

Car 1a courbe E(E)((E)) estant un ar¢ de cercle, la courhe

des interceptées, sgavair BP(E)((P)), se.pourra rapporter a l'angie
H

Z
!+32

droit RBC par cette equntion: M x, sppellant BG on CP'x

ot BC ou GP,z, c'est & dire RB sera & BG en raisun doublée de
AC & BC, comme it est sisé de demonstrer.

Remarquer la notation de Leibniz, qui désigne différents points de 1a courbe par E, (E). ((E)), de maniére
analogue a nos E, E', E". La courbe E(E) ((E)} est Ia courbe (, la courbe BP(E)((P)) est la courbe ' aestle
rayonde C(a=1).

Que signifie l'expression :"” RSB sera a BG en raison doublée de AC a BC" ?
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5°) a) Donner une expression de 'aire du domaine limité
par ', (Bz) et la droite d'équation z = | 4 I'aide d'une

B z intégrale.

b) En déduire une expression de laire hachurée
ol (domaine limité par C', (Bx) , la droite d'équation

Af E x=1).

c) On a vu au 2°), que l'aire hachurée est le double de
l'aire du domaine limité par la corde (BE) et l'arc BE

du cercle. Déduire de ce qui précéde une expression de

iE l'aire A du quart de cercle ABE a l'aide d'une intdgrale,

d) En utilisant la partic A, exprimer A comme limite d'une suite de nombres rationnels.
Quelle est la valeur exacte de A ? Qu'en conclure pour 7 7

Lire le texte de Leibniz ( nous avons travaillé dans le cas particulier oil BAE est un angle droit ce qui

correspond db=1).

Et pour y arriver il fsut se servir de iz belle methode de
b
3
2

égel @ ﬁ_i?' la méme x sera égale & 222 4 28—1% etec. &

Nicolaus Mercator, selon layuelle, puisque a estznt l'unité et

I'infiol, et la somme de loules les x égale & Ja somme de toutes
les 22—32* etc. Or la premiere de toules les z estantl infiniment

petits, ot la derniere estant d'une certaine grandeur, comme B(C
bs
somme de loutes 3¢ sera 5 ele. (par la quadrature des paraholes),

donc la somme de Loutes les 1 ou Vespace BCPB, ou la difcycnce
3

du rectangle CBG et du double segment du cercle BEB scca 3

h® b? b®
- + T3 etc. donc (par unesuite assez aisée de 12 (oo-
3 s 1
melrie ordinsire) Yarc BDE sgers : - l%_ <+ {’5. — 2—’:7— etc. le

reyon estant | et BC, touchante de Ja moitié de Parc, estant ap-
pellée b. Ce qu'il falleit demonstrer.
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Retour sur le calcut de I'aire du secteur circulaire BAE de mesure a inférieure ou égale 3

-

|y

Le secteur circulaire BAE a pour angle au centre o ; tan(% }=BC.Onpose BC=b.

L'aire curviligne A ¢ limitée par (BR), (GE) et (' (gris foncé) est le double de V'aire A , du segment (hachuré)
de cercle BE (limité par (et [BE] ).
Premiére étape : on calcule l'aire A 3 (hachurée} limitée par (BC), (CPYet (.

2
X & 2 4,6 _8 o
2_1+22_z 27+ -2 ... {cf A3%a)

"La somme de tous les x", si x = f(z) , est égale, en termes modernes, 4 :

b b
» b b’
. ' ot . 2_ 4 - _
'!f(z)dz : c'est donc: 2_([(1 Z'+...)dz = 2( TS + 5 )

3
*La premiére de lowles les z étant infiniment petite ... la somme de foutes les 2 sera—3—, ..... * correspond a

3

CE e nous £Crivons J 7hdz = _3 .
! K

Or A ; (gris clair) est la différence entre 'aire du rectangle BCPG et A |, elle-méme double de A,

qui est “la différence entre le rectangle CBG et le double du segment du cercle”.

Deuxiéme étape :
L'aire A du secteur ABE est égale a l'aire Ay du segment de cercle ajoutée a 'aire du triangle BAE qui vaut
% (ABxGE) :or AB=1 ; GE?=AE?-AG? donc:

2
2 2. 2 7 4 2

. _1_[1“ sz _ 4b2[i_ b ZJ: b zb2
1+b 1+b 1+b (Hbz)? i+b

aire A du secteur BAE vaut donc

— i 3 3 5 7
SR L.
1+b 2 I+b 3 5 7
_— ——
triangle BAE rectangle BCPG a_}m‘ks
p {3 5 7
A R
1+b I+b 3 5 7
3 5 7
;‘{:b_b_ b b
3 5 7

Ce qui termine la démonstration.

. T i
Sionprend o= I , b=l et on retrouve la série

renconirée plus haut.

On remarque, conune toujours 4 cette époque, qu'on

ne voit apparaitre aucune préaccupation explicite de

Fig. 7

convergence.
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Lettre a La Roque, directeur du Journal des Savants.

Monsieur

.La quadralure Arithmelique du Cercle et de ses segments
ou secteurs, que j's) lrouvée el communiquée a plusieurs excelleos
Geometres il ¥ 2 déjb quelques annees, leur 8 paru assezr extraor-
dinaire, et ils m'opl exhorté d’en faire part su public. Mais comme
je n'aime pas d'écrire un volume farct d'un grand nowmbre de pro-
positions repassées pour donner une seule qui soit nouvelle et
considersble. j'ay recours a2 Yostre Journal qui nous donne le moyen
de publier un theoreme sans faire un livre,

Quadrature Arihmetique est, qui exprime la grandeur de la
figure proposée par ua rang infini de nowbres rationauxr ou com-
mensurables @ une ygrandeur donuée, ce qui suffit pour I"Arithme-
tique lorsqu'on me le scauroit faire par un nombre ratiopel [ni,
car l'arithmetique ne connoist l=s nombres irraliovaux qu'autant
qu'elle les peul exprimer par les ralionels soit finis soit iofinis.
Et il n'est pas difficile de donner méme un rang iofini de nombres
rationsux égal & une racine sourde, ce que je croy d'avoir fait le
premier, en......") la division dans nme extraction cootinuée.

La yusdrature Arithmelique do Cercle el de ses parties peut
estre comprise dans ce theoreme: Le rayon du Cercle estant I'unité,
el la tangente BC de la moitié BD d'un arc donné BDE estant
b b¥ bi b‘l b. bit
T3y Ty

appellée b, la grandeur de 'src sera:

etc. Or las arcs eslanl lrouvez, il esl sisé de lrouver les espaces,
et le corcilaire de ce lheoreine est que le Dismetre et son quarré
estant 1. le Cercie est }—{4+4—34-§— etc. L'usage de cette
quadrature est quoutre la beauté d'un theoreme aussi simple et
sussi surprenaut que celuv-ci. vous avons un moyen de trouver les
sogles par les cosiez el 2 rebours: item les espaces ou portions
des Cercles, Ellipses, Cones, Spheres, Spheroides et de leur sur-

faces, le tout par ume simple sddition de nombres rationaux ou
gracenrs commensurabies au defsut méme de tables toutes cai-
_culéss, ot sans polygones, dont le calcul demande une estraction
perpstuelle de racines, outre qu'sinsi on apprechera hien viste;
car si & per exsmple ou BC eatoit 4 du reyom, b'' seroit
Teosso0pBEus ol Par couseyuent loules les puisssnces plus hsutes
pourront negligées bardimsnt. Ce qui serviroil b conliouver les
ables, ol » les rendre plus exacles sans beaucoup de peine.

Or comme il n'y a rien de si importsot que de voir les ori-
gines des inventions qui valent mieuz & mon svis que les inventions
mémes, @ csuse de leur [fecondité et par ce qu'elles contiennent
en elles la source d'une infinité d'suires qu'un en pourrn tirer
par une certaine combinaison (comme j'ay coltume de [appelier)

55



ou applicstion & d’autres sujets lors qu'on s'zvisera de lo faire
comme il faul; j'ay cri estrs obligé de fsire part su public de
l'origine de eelle~cy. Jay dome considere, que les quadratures
que nous avons lrouvées jusqu’icy par l'snalyse ordinaire, depen-
deut des regles Aritbwetiques de trouver les sommes des rangs
reglés, ou des progressions de nowbres rationsux. Mais les or-
données du carcle estsnl irretionclles, j'ay laché de trsnsformior le
cercle oo une sutre tigure, du nombre de celies que [appelle ra-
tionalles, c'est & dire dont les ordonnées sont commeasurables &
leurs sbscisses. Pour cet effect j'ay fait le dénombrement de quantité
da Metsmorphosas, el les syant essayées par une combinsison tres
aisés (car je pourrois par ce moyen écrire en une beurs de Lemps
‘une liste de plus de 50 figures planes ou solides. differentes, »t
nesntmoins dependentes de la circulsire) j'ay trouvé bieutost le
moyen que je m'en vays expliquer. J'gy crd cspendant & propos
de remarquer cecy eu passant pour justiier ca que j'avois dit su-
tresfois de l'otilité des combinsisons pour trouver des choses qune
Palgebre et si vous voulez, l'suslyse méme telle que nous V'avons
ne scauroit donoer. Or le moyen que lee combinaisons m'ont
offert sert & trouver un nombre infini de ligures commensursbles
& une fgure donoée. Pour cet effect je me suis servi de co lemme:
Trois paralleles BC, GE, HF (fig. 1), passant par les troin angles
d'un triangle BEF et un des costez EF estaol prolongé jusgu's s
rencoutre d'une des paralleles en C, le rectangle sous |'intervalle
BC entre le point de rencomire C ot Vangle B, par lequel pesse
oaslie parsliele, ot sous GH, la distance des deux sutres paralleles

GE, HF, c'est & dire le rectangle PGE (en supposant BGH wor-
mele 8 BC, ot CP égale et parallele & BG) sere le double du
Trisngle BEF. De méme, si HQ égsle a BM, le rectangle QHN
sera égal au double Trangle BFL. Ei si ces bases EF, FL etc
sonl infiniment pelites, et continuées pour remplir®) tout I'Espsce
EB({E)LFE i la courbe EFL((E)), et de méme si GH, HN stc
gont infigiment pelites afin que les rectangles PGH, QHN etc. rem-
plissent tout Vespsce PG({G)){(P))QP a la courbe PQ((P)), tout
cet espace sera le double de l'autre espsce. Et puisque FEC, LFM.
({E)}(C)) seront les touchantes de la premiere courbe, le theoremne
se pourra eponcer generalement sinsi: Si d’une courbe E((E)) on
mene & unh costé AB dun angie droit ABC les ordoanées EG,
((EN(G)). & l'sutre costé BC les touchantes EC, ((E)(C))), alors
ia somme des interceptées BC, ((Bf)((C)) entre le point de t‘angle'
B et le point de Ja rencontre des touchantes € ou ((C)) appliquées
normalement & 'aze AB ou GP, ((G))((P)). c'est & dire la figure
PGU(GNH(PYHQP sers le double de l'espace EB((E))E compris entre
e portion de la premiere courbe et les droites qui joignent les
ixtremités de cette portion zu point B.
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Le troisieme Caorvlisire est la quadratore Arithmelique du
Cercle. Car la courbe E(E)((E)) estant un arc de vercle, 12 courhe

des interceptées, sgavoir BP(E)((P)), se.pourra rapporter a l'angle
2

. 22z
droit ion —~
roit RBC par cette equation Sigs

ot BC ou GP,z, c'est b dire RB sera # BG en raisun doublée de
AC & BC, comme il est aisé de demonstrer. D'vu il s'ensuit pre-
mierement qua celuy qui trouvers une regle de donner par abregé
lsa somme d'un lel rang, quoyque fini, de nombres rationsui:
141 2° 144 8’ 149 10" 1+18 17
estre obligé de les adjouter ensemble l'un spres ['autre, aura achevé
la quadrsture du cercle, parceque c'est la progression des orden-
nées CP de la figure BCPB, dont la quadrsture donneroil celle du
Cercle. Mais & present ce west pss eneor s quadrature Arithme-
tique. Et pour y erriver il faut se servir de ia belle methode de

Nicolsus Mercator, selon laquelle, puisque a esiant Funité el -;

N 5, appeilant BG on CPx

elc, sans

2
égal a T};’_' la méme x vers égale & 23——p% 4 20—zt ete. &

linfini, ot lz somme de loutes les x égale & la somme de Loutes
les 32—z2° ete. Or la premiere de loutes les 2 estant infiniment
putite, ot la derniere estanl d'une certsine grandeur, comme BC

8
que nous sppelierons b, la somme de toutes les 22 sera % . el fa

]
somme de loutes 2¢ sera % etc. (par la quadrature des paraboles),

donc 1z somme de toutes les x ou l'espace BCPB, ou ls diffcrcnce
: 3
du rectangle CBG et du double segment du cercle BEB ccea 3

h® b* b?
S 3 etc. done (psr unesuite assez aisée de la Goo-

$ 7
B 5 i
melrie ordinzire) I'arc BDE gera : — % + l{;; -— b—.7" etc. la
rayon estant 1 et BC, touchante de la moitié de l'arc, estant ap-
pellée b. Ce qu'il failoit demonstrer. Javoue que ceile demon-
etrstion ne pourra pss estre entendue de tout le monde, Puvce-
qu'elle suppose bien des choses qui ne sont comnues qu’h ceux qui
son! versez dans les nouvelles decouvertes et qui scavent mauier
les characteres ou symboles., Mais il n'y en a que trep pour
ceuz—<y: et il faudroit un volume pour satisfaire sux autres. On
pourroit prouver aussi le rapport quiil y a entre la figure des
interceptées B((G)X((P))PB et lo cercle, en supposant la quadratare
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de la Cissoeide trouvée par Mons. Hugens, comme il m’a fait re-
marquer. Msis la demonstration que je viens de donner m's servi
de principe dinvention et est feconde eu theoremes nouveaux.
Sl y a lieu d'esperer qu'on pourrs jamais arriver i upe raison
anslytique, exprimée en termes finis, du Diametre & la circonference,
je cruy que ce sera par celte voye, ear quoyque les expressions
soyent infinies, nous ne laissons pes quelques fois d'en trouver les
sommes: el pour cet ellect je donnersy pour couclusion I'observa-
tion suivante, qui me paroist tres curieuse:

1 4 1% +'s ¥ P ¥y ¥5 oy vHa otc. dont la somme M § la progression
esisn! conii-
nuée & l'infini

I N R R L. N ek

b o - dg- s - cdwte . - . . . T}

$. . % .oy - 8e . . . . . I pendetexquad.
cirel.
$. - & - -« tisete.. . . . . 7. pendetexquad.
byperbol.
IR AN o SR 7

Z i
i 4

177 |

v ‘1'4- &0.&"'&

/;

Fg A

Leibnizen mathematische Schriften publiés par C. I. Gerhardt, Halle, 1850-1863,
Réed. Georg Olms Verlag , Hildesheim 1962, tome V, p. 88.
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DANS NOS CLASSES

Différences finies et Sommation de séries

par une méthode de Leibniz
ou

[a naissance d'une vocation mathématique
Martine Bahler, Anne Michel-Pajus

En 1672, Gottfried Wilhelm Leibniz, arrive 4 Paris. Agé de 26 ans, il est chargé par le prince de
Hanovte d'une mission diplomatique. Bachelier a seize ans, il a déja beaucoup étudié ( en Allemagne), mais il
s'intéresse plus  la ogique et 4 Vinvention d'une machine 4 calculer qu'aux mathématiques. Il rencontre a Paris
Huygens, la gloire scientifique de I'époque, ct lui parle d'une découverte, fondée sur des réflexions logiques, qui
lui semble intéressante pour calculer les sommes de séries (avec une notation différente, sans indices, il s'agit

du résultat de la question 33).

Il observait que, 4 partir de ceci : "A = A" ou 4 partir de son équivalent : "A - A= 0" (comie on peut
le voir au premier abord, sans aller plus loin), on tire une trés belle propriété des différences a savoir :

A-A+B -B+C -C+D -D+E —E =20
+L +M +N +P

Si maintenant, on pose que A, B, C, D, E sont des quantités croissantes et que les différences des deux guantites
consécutives B-A, C-B, D-C, E-D, sont appelées L., M, N, P, il s'ensutt alors que :

A+L+M+N+P-E=0, ou: L+M+N+P=E-A
Cest-a-dire que 1a somme des différences entre termes conséeutifs (quel que soit le nombre) est égale a Ia

différence entre les deux fermes extrémes.

Huygens décide alors de tester le jeune homme, et lui demande de calculer 1a somme de la séric

ro1 1t : e T .
+—+—+—+ete( sériec du 2 ¢). Leibniz réussit brillamment, généralise la méthode et

i 1 1
4 —
i 3 6 10 15 21 28

encouragé par ce succés, décide de se mettre sérieusement aux mathématiques!
C'est cette méthode que nous vous présentons ici.
A partir d’une suite u, de terme général u, , on peut définir une suite du par

(1) = 1y - 4, , nommeée suite des différences premiéres associées a u
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1) A pattir d’une suite &, de terme général u,, , on peut définir une suite du par :
diy = tgy - 4, , NOmMIée suite des différences premiéres assocides & v

Déterminer du dans les cas suivants :

a) u,=n
b) u,=n*
C) up=n’
d) ua= n(n+1)
" 2
e) u, = l
n

2) A partir d’une suite », de terme général 1, , on peut définir une suite Su par :
Su, = ug + 1y +...+ u, , nommée suite-somme associée a u.

Déterminer Su dans les cas suivants :

a) u,=a (o a est une constante réelle)
b) ua=2n+1

C) u,=q" si gzl

d) uy=n

1 oy . . .
&) u, = ——(—+—1;pour n>0 ¢t #o = 0 ( On peut utiliser la question 1.¢)} . Reprendre cette question aprés
n{n
avoir traité la question 3. a).
3) Montrer que :
a) (S(dw)), = uyer - 1o. Sous quelle forme ce résultat apparait-il dans P'encadré de l'introduction?
b) (d(S“))n = Up+

4) Lire le texte suivant :

Il {Leibniz] considéra que n’importe quel terme d’une suite pouvait, la plupart du temps, étre désigné
par une notation générale, par laquelle on peut se référer a une suite simple. Par exemple, si le terme général de
la suite des maturels 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, etc. est appelé x, on appellera le terme général de la suite des carrés x.x

ou de celle des cubes x> etc. ; le terme général de la suite des nombres triangulaires, ¢’est-3-dire que 0, 1. 3. 6,

X(x +1 XX + X
( ) ou °

3

10, etc. s’écrira
1.2 2

X(x+ D(x+2
N’importe lequel des nombres pyramidaux : 0, 1, 4, 10, 20, etc. ... s’écrira % . soit

o 3xx 42X

p , et ainsi de suite. Et de cette fagon, an moyen d’un calcul général. on peut trouver la suite

¥ Note : si x est la suite des naturels, sa suite-somme est la suite des nombres triangulaires, 1a suite-somme de
celleci est la suite des nombres pyramidaux, etc.. Leibniz note ainsi x ce que nous désignerions plutdt par n.
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obtenuc par différence d’une suite donnée, et quelquefois aussi la suite obtenue par somme [d’une suite

donnée], lorsqu’elle est exprimée numdériquement,

Par exemple, xx est un nombre carré, le carré qui lui est immédiatement supérieur est xx + 2x + 1, Ia

différence des deux est 2x + 1, c’est a dire que la suite des nombres impairs est Ia " suite-différence * des
nombres carrés. En effet, si x désigne 0, 1, 2, 3, 4, etc, 2x + 1 désigne 1, 3, 5, 7, 9. De la méme maniére, la
différence entre x> et x> + 3xx + 3x + 1 est 3xx + 3x + 1, c’est pourquoi tel est le terme général de la suite-

différence de la suite des cubes.

5) Montrer que :

Si u et v sont deux suites : d(u +v) =du + av

Si v est une suite et k un réel quelconque : dku) = & du

6) Soit u la suite numérique réelle définie par u, = n’ + B n’+ yn + 8, oil a,B,y,5 sont des constantes réelles.
a) Déterminer du,,.
b) Soit v définie par v, = n°, Comment faut-il choisir o, B, v, & pour que du = v ?
Ceci impligue-t-il que Sv, = wn 7 (on peut utiliser 3.a))
Déterminer & pour que Sv, = #,.;. En déduire une expression rationnelle de 1°+2”+...+n” en fonction de n.

Lire la suite du texte :

Par conséquent, si la valeur du terme général d'une suite donnée peut s'exprimer a l'aide d'une variable x. qui
ne figure ni au dénominateur, ni ¢n exposant, il semblait que I'on piit toujours trouver la suite-somme d'une
suite donnée. Par exemple, si I'on cherche 1a somme des nombres carrés, comme il €tait certain que la variable
X ne pouvait étre supérieure a la puissance cubique, 1'auteur supposait que son terme général était z = x3 +
mxx + nx ou dz doit étre xx . Il en résuliera dz = ¢ d(x3) + md (xx) + n (en posant que dx = 1). Mais d(xx) =
Ix+1let d(x3) = 3xx + 3x + 1 {d'aprés ce qui a été déja trouvé). Donc :

dz=3/fxx+3¢fx +¢

+2mx+m
+n=xx
1 1 1 1 | ., .
donc1=§, m= ——2-, E—E +n=0 ou n=g,cest-a-d1re que le terme général de la suite-

, 15 1 1 2% - 3xx 4+ X
sommedescarresest:sx —Exx+gx,sou—

Par excmple, si I'on veut la somme des 9 ou 10 premiers carrés a partir de 1 jusqu'a 81, ou de

1 jusqu'a 100, on prend pour x la valeur 10 ou 11, (nombre immédiatement supérieur a la racine du dernier
2 - 3xx+x 2000 - 300 + 10 2x1331-3x 121+11 _

carre), et sera =285, ou
6 6 6

11 n'est pas beaucoup plus difficile de faire la somme de 100 ou 1000 nombres carrés grace a

385.

cette formule abrégee.
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7} Leibniz affirme plus loin:

En dernier lieu, il vit aussi une maniére d'appliquer le calcul différentiel aux suites de nombres
quand la variable entre dans l'exposant, comme dans le cas d'une progression géométrique, on, si l'on pose b
comme base, le terme général est b¥ , en désignant par x les nombres naturels. Donc le termme général de Ia
suite-différence sera :
px+l pX=bX(b-1)
Par conséquent, il est manifeste gue la suite-différence d'une progression géométrique donnde
est aussi une progression géométrique proportionnelle A 1a progression donnée. De 13, on obtient la somme

d'une progression géométrique.

Soit # une suite géométrique de raison b { b= 1)
a) Ecrire la relation liant u, et du, indiquée dans I’encadré précédent,
b) Quelle est I'opération permettant de passer de # a du
¢) Quelle est la nature de la suite du ? La suite Su est-elle de méme nature ?
d) Déterminer, en utilisant ce qui précéde, une expression de Sw, a 'aide de #,.y ot uo.

N . . l .
8) Dans 'extrait suivant, Leibniz donne une méthode permettant de calculer S, = > ——————— puis lim
£k « 12k + 3)

S, quand n tend vers + . Pour les calculs, il utilise une suite auxiliaire # définie a priori par

, ainsi que la suite du.
bn+c¢

Lire le texte suivant, puis expliciter les calculs nécessaires a la démonstration incomplite du résultat sur Ia

limite de S, et déterminer cette limite.

. . . .11 1
Effectiverment, soit x = 1, ou 2, ou 3, etc*2..; le terme général de la série 3 + T +— +etc... est

35
—5————; on cherche le terme géncral de la série-somme ; on ¢xamine par la méthode la plus simple st on
4x° +8c+3
peut l'obtenir scus la forme suivante : ;0N aura :
bx+¢
e € b 1

bx+c bx+b+c b’x?+bixsbo+2bex+c?  4x’ +8x+3

En identifiant ces deux formules on obtient :

b=2,eb=l,donc:e=%,b2+2bc=8,soit:4+4c=80uc=l.elenﬁn:bc+c2=3.cequien

découle.
1

Donc le terme général de la série-somme est : —2—_ soit
2x+1 Ax+2

;or4x + 2 est le double

d'un nombre impair.

42 On remarquera que Leibniz a omis 1"étape x = 0
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Commémoration de Gottfried Wilhelfm Leibniz dans [a Grande Salle
des séances de [Académie des Sciences par Michel FICHANT

(Séance publique du 21 Octobre 1996)

Compte-rendu de conférence par
Anne Michel-Pajus

Une émouvanie occasion de découveir cette impressionnanie salle entiérement lambrissée, ornée des
bustes et portraifs de toutes les gloires de notre passé, ob siégent les gloires mathématiques de ma jeunesse,
discrétement entourées de simples mortels de mon genre.

Miche! Fichant nous a rappelé que Leibniz est né il v a 350 ans & Leipzig, cinquante ans aprés
Descartes, beaucoup plus largement commémoré en France. Il voit pourtant au moins trois raisons d'honorer sa
mémoire:

C'est lors de son séjour a Paris ( de a4 ) que Leibniz, formé aux humanités antiques ¢t & la philosophie
scolastique. a découvert F'univers intellectuel de fa modernité et la culture scientifique;

c'est dans la langue frangaise, magisiralement assimilée durant ce bref s¢jour, qu'il a écrit 40% de son ceuvre,
dont les importants ouvrages La monadologie et Yes Nouveaux essais sur 'entendement humain

it a enfin &i¢ &y en 1700 membre de cetle Académie des Sciences, le premier membre étranger officicilement
admis, aprés avoir failli I'étre en 1675 (les lenteurs des travaux d'approche ayant abouti au départ de Leibniz

pour Hanovre, plus prompte 3 lui offrir des moyens de subsister!)

Les relations de Leibniz avec 'Académie des Sciences de Paris et 1a Royal Society de Londres font
partie de sa stratégie de reconnaissance

Leibniz adresse dés leur publication ses premiers travaux scientifique ( comme le Theoria Motu) aux
deux Académics, Mais alors que Ia Roval Society de Londres I'élit en son sein dés 1673, VAcadémic des
Sciences de Paris l'invite seulement 3 présenter sa machine a calculer et une horloge portative. 1l est vrai que le
titre de membre apporte une pension... et c'est seulement d la mort de Roberval en 1675 qu'une place est

vacante. Les tractations durent si longtemps que Leibniz, qui n'avait pas d'autres moyen d'existence choisit
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I'offre de Hanovre, mais les pourparlers étaient allés si loin que beaucoup d'académiciens ont cru qu'il avait été
élu. Une tentative maladroite de Huygens se soldera en 1680 par un autre échec. Mais Leibniz entretient une
correspondance continue avec les membres les plus éminents.

Il n'a pas que des amis. L'abbé Galois pousse Rolle 4 une campagne contre Ie calcul de Finfini, accusé
de renouveler les paralogismes et antiques paradoxes sur la divisibilité & l'infini. Dans ses letires 4 son
défenseur Varignon, Leibniz s'en explique: il n'est pas besoin de métaphysique pour faire de l'analyse
mathématique. Celle<ci tient sa légitimité de 1'obtention de méthodes générales et unificatrices. 1l faut
distinguer «l'exercice de la pensée aveugle» (qui se traduit par des lois, des enchainements), de la connaissance
intuitive (qui nous renseigne sur les propriétés de la matiére). Il faut signaler que Leibniz n'a jamais publi€ ni
apparemment réellement entrepris l'ouvrage exhaustif et fondamental justifiant ses méthodes, considérant sans
doute que l'ouvrage du Marquis de 1'Hospital, I'4nalyse des infiniment petits faisait I'affaire.

Ces relations avec les académicicns lui permettaient de tester ses idées, et d'assurer 'accréditation et la
diffusion de ses travaux. Pour nous ces démélés ont du moins le mérite de nous offrir, au travers de son ¢norme

correspondance, des précisions sur sa pensee.

Malgré ses débuts prometteurs, les relations avec la Royal Society vont devenir beaucoup plus
venitneuses, La luite entre la prestigieuse et britannique Roval Society et cet homme isolé en Allemagne éiait
trés inégale. Les recherches actuelles concluent, au v des manuscrits et travaux d'élaboration des deux
hommes, 4 une antériorité de Newton pour I'invention du Calcul Infinitésimal (probablement en 1669}, mais
Leibniz a publié le premier (en 1684) dans la Revue Savante de Leipzig.

De toutes fagons, les méthodes comme ['esprit de la recherche étaient trés différents et la découverte
s'est faite de fagon indépendante. Il s'agit de deux maniéres de résoudre une situation problématique dont se
préoccupaient tous les mathématiciens de I'époque, et on ne pent isoler ces travaux du réseau inteliectuel aingi

constitué.

[Michel FICHANT a ensuite évoqué le cas de la «dynamique», pour conclure sur le regard que nous portons

aujourdhui sur la contribution de Leibniz]
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Ce regard n'est pas seulement modifié par le changement de perspective dii au développement
ultérieur, mais aussi par le fait que nous avons accés i une énorme masse de documents inédits. Cette masse de
papier se trouve dans la Bibliothéque de Hanovre, et le projet d'édition décidé en coopération franco-allemande
au début de notre siécle, interrompu en 1914, verra peut-étre son achévement au milieu du si¢cle prochain, si le
financement suit... Sur les sept séries prévues, la troisiéme regroupe la Correspondance mathématique,
physique et «technique» jusqu'en 1690 et la septiéme regroupe les écrits divers sur les mémes thémes jusqu'en
1674 seulement!

Des études et publications locales ont été faites par de nombreux chercheurs { Parmentier sur le calcul
Différentiel, Knobloch pour la combinatoire et les déterminants, Parmentier et Etcheverria sur le calcul
géométrique, par ¢xemple)

Ce qui explique la difficulté 3 appréhender cette ceuvre, Il faut considérer tous les jugements hatifs,
excessifs, anachroniques, comme un symptdme de la fertilité dune ceuvre ouverte, qui permet Penriclissement
de la science vivante; il faut utiliser le droit a la réinvention, i la libre expression. doat Leibniz lui-méme a usé

avec ses prédecesseurs (s'inspirant par exemple d'Aristote et de Lulle pour sa logique)

Un grand apport de Leibniz est d'avoir concentré ['aspiration commune aux Académiciens &
promouvoir un idéal scientifique.
Un autre réside dans son refus de sacrifier le passé, qui s'accompagne du refus de prélendre trouver des

solutions définitives par ses propres travaux. C'est une legon de tolérance.
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Peortrait de Jean Bernoulli.
Les fréres Jacques et Jean Bernoulli ont joué un rile fondamental dans la diffusion du calcul leibnizien
sur le continent.
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